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Notations et symbols

v:a : Variable aléatoire.

MB : Mouvement Brownien.

MG : Martingale.

sM : Sous-martingale.

SM : Sur-martingale.

EDSR : Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades.

i:e : C�est-à-dire.

B
�
Rd
�

: Tribu borélienne sur Rd.

dt
 dP : Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0; T ] avec la mésure de dP.

L1 : Espace des processus intégrables.

P� p:s : Presque sûrement puor la mesure de probabilité P.
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1A : Indicatrice de A est noté : 1A =
n
1, si x2A
0, si x=2A

Rd : Espace réel enclidien de dimension d.

Rk�d : Ensemble des matrices réelles k � d.

resp : Respectivement.

(:j:) : Produit scalaire.

B (:) : Mouvement Brownien.

E [X] : Espérence mathématique du v.a X.

E [XjFt] : Espérence conditionnelle de v.a X par rapport à Ft.

EDS : Equations di¤érentielles stochastiques.

C1 : Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont la premiére dérivée est continue.

C2 : Ensemble des fonctions deux fois dérivable et dont la dérivée seconde est continue.

ssi : Si et seulement si.
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Introduction

Les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades, en abrégé EDSR ont été

apparu pour la première fois par Pardoux et Peng[11], qui ont établi le pre-

mier résultat d�existence et d�unicité dans le cas non-linéaire. Ce type d�équations

fournissent un cadre utile pour résoudre un grand nombre de problèmes en ma-

thématique �nancière[7], contrôle optimal[8] et équations aux dérivées partielles

quasi-linéaires [12]. Dans le cas unidimensionnel El- karoui et al[6] ; ont intro-

duit les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades ré�échies (EDSRR en

abérgé) dont la solution de l�EDSR reste au-dessus d�un processus donné.

Il s�agit de chercher un triplet de processus (X; Y; Z) progressivement mesurables,

où le processus Z est non décroissant et tel que :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Xt = �+

TZ
t

f (s;Xs; Ys) ds+ ZT � Zt �
TZ
t

YsdBs; 0 � t � T;

Xt � St ; 0 � t � T;
TZ
0

(Xt � St)dZt = 0:

Ici, S est un processus progressivement mesurable, qui jouera le rôle d�une bar-

rière. Le rôle du processus Z ici est de pousser le processus X vers le haut pour

le maintenir au-dessus de la barrière S: La dernière condition est connue sous le

nom de condition de Skorohod et garantit que le processus Z agit de manière
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Introduction

minimale,c�est-à-dire seulement lorsque le processus X atteint la barrière infé-

rieure S. Dans[6], les auteurs ont prouvé l�unicité et l�existence à la fois par un

argument de point �xe et par une approximation par pénalisation. Sur la base

de ces résultats, Cvitanic Karatzas ont ensuite introduit dans [14] des EDSRs

re�échies avec deux barrières, ils cherchent alors une solution à une EDSRR

dont la composante X est forcée de rester entre deux processus progressivement

mesurables L et U (L � U) :

Notre mémoire est composé de trois chapitres :

Chapitre 01 :

Ce chapitre est essentiellement une sorte d�introduction, ayant pour but de mettre

en relief les outils de notre étude, on va présenter une foule de dé�nition, propo-

sition, théorèmes faits sans démonstration et des résultats de bases du calcul

stochastique tels que les processus stochastiques, espérence conditionnelle...ect.

Chapitre 02 :

L�objectif de ce chapitre est de présenter briévement le résultat d�existence et

d�unicité de la solution d�une EDSR dont les coe¢ cients sont globalement Lip-

schitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 avec un généra-

teur f non linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

Chapitre 03 :

Dans ce chapitre, nous avons étudié le résultat d�existence et d�unicité d�une équa-

tions di¤érentielles stochastiques rétrogrades ré�ichies, ont utilisant EDSR la

méthode de pénalisation.
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Chapitre 1

Rappel de calcul stochastique

L�objectif de ce chapitre est de présenter quelques notations de base, est des

résultats principaux (processus stochastique, �ltration,...), pour les utiliser aux

prochains chapitres.

1.1 Généralités

(
;F ;P) est un espace de probabilité complet.

Dé�nition 1.1.1 Soit T un ensemble. On appelle processus stochastique indexé

par T et à valeurs dans Rd une famille (Xt)t2T des applications mesurables de

(
;F)!
�
Rd;B

�
Rd
��
; pour tout t 2 T , Xt est une variable aléatoire.

3



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Dé�nition 1.1.2 Un processus X est mesurable si l�application

R+ � 
! Rd

(t; w) 7�! Xt (w)

est mesurable par rapport aux tribus B (R+)
F et B(Rd):

Dé�nition 1.1.3 Soit T � R+, toute famille X = (Xt)t2T de variables aléatoires

à valeurs dans Rd (d > 1;d 2 N) est appelé processus stochastique.

Remarque 1.1.1 Un processus stochastique peut être vrai comme :

1n comme une famille de v.a indexé par de temps.

2n Une famille de deux variables :

X : 
� T ! Rd

(w; t) 7�! Xt (w) = X (t; w)

telle que :

a) t 2 T est �xé, w 2 
 7! Xt (w) est une v.a sur l�espace (
;F ;P).

b) Pour w 2 
 �xé, t 2 T 7�! Xt (w) est un fonction à valeurs réelles, appellée

trajectoire du processus.

3n Si T = N où T = Q+, X est appelée un suite de v.a où un processus à temps

discret.

4n Si T est une sous ensemble �nie de N ou Q+ le pocessus X est une vecteur

aléatoire.
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Dé�nition 1.1.4 (Filtration) : Une �ltration est une famille croissante de sous

tribus de F , c�est a dire Ft � Fs pour tout t � s:

Remarque 1.1.2 a) L�espace (
;F ; (Ft) ;P) s�appelle espace �ltré.

b) On dit qu�un espace �ltré (
;F ; (Ft) ;P) satisfait les conditions habituelles si :

� Les ensembles négligeables sont contenus dans F0 i:e N � F0:

� La �ltration est continue à droite i:e Ft =
\
s�t
Fs; 8t:

Dé�nition 1.1.5 On dit que X = (Xt)t2R+ est F-adapté si pour tout t > 0 la

v.a X est F-mesurable.

Remarque 1.1.3 Un processus est toujours adapté à sa �ltration naturelle.

Dé�nition 1.1.6 (processus progressivement mesurable) : Un processus X

est progressivement mesurable par rapport à fFtgt�0 si 8t � 0, l�application

(s; w) ! Xs (w) de [0; t] � 
 dans Rd est mesurable par rapport à B ([0; t]) 
 Ft

et B
�
Rd
�
:

Remarque 1.1.4 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

1.1.1 Espérance conditionnelle

Dé�nition 1.1.7 Soit (X; Y ) un couple aléatoire, avec Y intégrable. L�espérance

conditionnelle de Y sachant X est l�unique variable aléatoire fonction de X, notée

E[Y jX]; telle que pour toute fonction bornée u : R! R, on dit :

E[u (X)Y ] = E[u (X)E[Y jX]]:

Ainsi il existe une fonction ' : R! R mesurable tel que E[Y jX] = ' (X).
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Propriété 1.1.1 Soit (X; Y ) un couple aléatoire, avec Y 2 L1 (
).

1. Cas d�égalité : Si Y = g(X) est un fonction de X, alors E[Y jX] = Y . En

particulier E[XjX] = X.

2. Linéarité :Soit Y1et Y2 intégrables, � et � deux réels, alors :

E[�Y1 + �Y2jX] = �E[Y1jX] + �E[Y2jX]:

3. Linéarité(bis) : Si u : R! R est bornée, alors E[u(X)Y jX] = u(X)E[Y jX].

4. Positivité : Si Y � 0, alors E[Y jX] � 0.

5. Positivité(bis) : Si Y1 et Y2 sont intégrables, avec Y1 � Y2. Alors E[Y1jX] �

E[Y2jX].

6. Calcul d�espérance par conditionnement : E[E[Y jX]] = E[Y ].

7. Espérance conditionnelle et indépendantes : Si X et Y sont indépen-

dantes, alors E[Y jX] = E[Y ].

1.1.2 Mouvement Brownien(MB)

Dé�nition 1.1.8 Soit (
;F ;P) un espace de probabilité et B = (B)t�0 un pro-

cessus stochastique.

Le processus B est appelé Mouvement Brownien (standard). si B satisfait les

proprietes suivant:

1. B(0) = B = 0 (position zéro).

2. B est a des accroissements indépendants c�est-à-dire:

80 � t1 < t2 < ::: < tn <1 les v.a (Bt1 ; Bt2 �Bt1 ; :::; Btn �Btn�1)sont indépendants :
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

3. B a des accroissements stationnaires 80 � s < t <1 et A 2 B (R) :

P (Bt �Bs 2 A) =
1p

2� (t� s)

Z
A

e�
x2

2(t�s)dx:

Bt �Bs sont la loi normale d�espérence 0 et de variance t� s.

Bt �Bs � N (0; t� s) ; 0 � s < t <1 :

4. Les trajectiores t 7! Bt(w) sont continues.

Dé�nition 1.1.9 On appelleMB standard un processus stochastique B à valeurs

réelles tel que :

a) B0 = 0 ,P-p:s

b) pour 0 � s � t , Bt � Bs est indépendant de la tribu �fB; u � sg est de lio

gaussienne centrée de variance t� s.

c) P-p.s.t! Bt(w) est continue.

Remarque 1.1.5 On dit que Best un F-MB si B est un processus continu,

adapté à la �ltration F , véri�ant :

8u 2 R;80 � s � t;E(exp iu (Bt �Bs) jFs) = exp
�
�u2 (t� s)

2

�
:

1.1.3 Martingales (MG)

Dé�nition 1.1.10 Un processus (Xt)t�0 à valeurs réelles est une martingale si :

1. pour tout t � 0; Xt est Ft-mesurable ;

2. pour tout t � 0; Xt est intégrable i:e: E (jXtj) <1 ;

7



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

3. pour 0 � s � t; E(XtjFs) = Xs:

On dit que X est sur-MG si on remplace le troisiéme condition par

0 � s � t;E(XtjFs) � Xs (résp X est sous-MG si : 0 � s � t;E(XtjFs) � Xs).

Proposition 1.1.1 Soit (
;F ; (Ft)t2I ;P) un espace probabilisé �ltré et soit X un

processus stochastique Ft-adapté et intégrable alors

i) si X est une MG, alors E[Xt] = E[Xs];8s; t 2 I:

ii) Si X est une sM , alors

E (Xt) � E (Xs) ;8t; s 2 I; s � t:

iii) X est une SM , alors

E (Xt) � E (Xs) ;8s; t 2 I; s � t:

Dé�nition 1.1.11 Soit X une martingale. On dit que X est une MG réguliére,

s�il exist un variable aléatoire � tq :

8t 2 I; on : Xt = E [�jFt] :

Proposition 1.1.2 Si I = [0; T ], T 2 R+, et X est une MG, alors

Xt = E [XT jFt] :

Remarque 1.1.6 Si le temps est �ni, toute martingale est régulière.

Proposition 1.1.3 Soit X une martingale et soit f : R ! R une fonction

8



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

convexe alors le processus (f(Xt))t2I est une sous-martingale ( à condition que

f(Xt) est intégrable ).

Théoreme 1.1.1 Soit I = R+ est soit X une MG ( SM , sM ) continue en

probabilité alors il existe une modi�cation càdlàg de X.

Théoreme 1.1.2 Soit I = R+ et soit X une MG(resp sM; SM )càdlàg. Soit

�1 � �2 deux temps d�arrets bornés alors,

E [X�2 jX�1 ] = X�1 (resp �;�) :

1.1.4 Calcul d�Itô

Dans tout ce paragraphe, on se donne (
;F ;P) un espace de probabilité complet,

fFtgt�0 une �ltration qui véri�e les conditions habituelles et B un fFtgt�0-MB

(on peut prendre Ft= FB
t ).

Les martingales seront toujours cadlàg.

Intégrale stochastique :

L�objectif de ce paragraphe est de dé�nir

tZ
0

HsdWs. Ceci n�est pas évident car

comme nous l�avons rappelé précédant les trajectoires du MB ne sont pas à va-

riation �nie et donc l�intégrale précédente n�est en aucun cas une intégrale de

Lebesgue-Stiljes.

Dans toute la suite, on �xe un réel T strictement positif. Les processus sont dé�nis

pour t 2 [0; T ] ; on notera X pour (Xt)t2[0;T ].

9



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Dé�nition 1.1.12 On appelle processus élémentaire H = (Ht)0�t�T un processus

de la forme :

Ht = �010 (t) +

pX
i=1

�i1]ti�1;ti[ (t) ;

où 0 = t0 < t1 < ::: < tp = T ,�0 est une variable aléatoire F0-mesurable bornée

et, pour i = 1; :::; p; �i est une variable aléatoire Fti�1 -mesurable et bornée.

Pour un tel processus, on peut dé�nir l�intégrale stochastique par rapport à B

comme étant le processus continue fI (H)tg0�t�T dé�ni par :

I (H)t =

pX
i=1

�i
�
Bti^t �Bti�1^t

�
;

soit encore, si t 2 ]tk; tk+1[ ,

I (H)t =
kX
i=1

�i
�
Bti �Bti�1

�
+ �k+1 (Bt �Btk) :

On note
R t
0
HsdWs pour I (H)t. On obtient alors directement à l�aide de cette

dé�nition le résultat suivant :

Proposition 1.1.4 Si H est un processus élémentaire, alors

0@ tZ
0

H2
sds

1A
0�t�T

est

une fFtgt�0 martingale continue telle que

8t 2 [0; T ] ; E

24������
tZ
0

HsdBs

������
235 = E

24 tZ
0

H2
sds

35 .
On veut à présent dé�nir l�intégrale stochastique pour une classe plus vaste de

processus H.

Pour la première extension, on utilise la densité des processus élémentaires dans

10



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

l�espace vectorielM2 suinent :

M2 =

8<:(Ht)0�t�T ; progressivement mesurable, E
24 TZ
0

H2
sds

35 <1
9=; :

On désigne par H2 l�espace vectoriel des martingales bornées dans L2 ; le sous-

espace de H2 formé par les martingales qui sont continues est noté H2
c . On munit

H2 de la norme dé�nie par kMkH2 = E
�
jMT j2

�1=2
qui en fait un espace de Hil-

bert. L�inégalité de Doob montre que cette norme est équivalente à la norme

E
�
supt jMtj2

�1=2
; par suite, H2

c est un sous-espace fermé.H
2
c désignent les sous-

espaces de H2 et H2
c constitués des martingales nulles en 0 ; ces deux sous-espaces

sont fermés.

On obtient alors le résultat suivant :

Théoreme 1.1.3 Il existe une unique application linéaire J deM2 dans H2
c telle

que :

1. si H est un processus élémentaire, alors I (H) et J (H) sont indistinguables ;

2. pour tout t , E
�
J (H)2t

�
= E

24 tZ
0

H2
sds

35.
L�unicité signi�e que si J et J 0 sont deux prolongements véri�ant les propriétés

précédentes alors J (H) et J 0 (H) sont indistinguables.

On note toujours

tZ
0

HsdBs pour J (H)t.
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

1.1.5 Formule d�Itô

Soit X un processus d�Itô

Xt = x+

tZ
0

bsds+

tZ
0

�sdBs

et soit f : R! R une fonction su¢ samment régulière.

La formule d�Itô vése à donner une formule de changement de variable f (Xt).

1 er formule d�Itô :

f : R! R, f 2 C2 alors :

f (Xt) = f (x) +

tZ
0

f 0 (Xs) ds+
1

2

tZ
0

f 00 (Xs)�sds:

Si f est à dériveés bornées.

Le processus

f (Xt)�
tZ
0

f 0 (Xs) ds�
1

2

tZ
0

f 00(Xs)�sds

est martingale.

Cette formule s�écrit

df (Xt) = f
0 (Xt) dXt +

1

2
f 00 (Xt) dhXti

on peut écrire

df (Xt) = f
0 (Xt) btdt+

1

2
f 00 (Xt) dhXti+ f 0 (Xt)�tdBt

=

�
f 0 (Xt) bt +

1

2
f 00 (Xt)�

2
t

�
dt+ f 0 (Xt)�tdBt

12



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Le processus t! f (Xt) est un processus d�Itô.

de dérive :

tZ
0

�
f 0 (Xs) bs +

1
2
f 00 (Xs)�

2
s

�
ds et de dé¢ sion (partie martingale .)

tZ
0

f 0 (Xs)�sdBs:

condition initiale f (X0) = f (x) :

Notation 1.1.1

df (Xt) = f
0 (Xt) dXt +

1

2
f 00 (Xt) dXt:dXt:

2 éme formule d�Itô :

Soit la fonction f : R+ �R! R. de classe C1 par rapport à t et de classe C2 par

rapport x (C1;2 (R+ � R) ;R) si Xt = x.

f (t;Xt) = f (0; X0)+

tZ
0

@f

@t
(s;Xs) ds+

tZ
0

@f

@x
(s;Xs) dXs+

1

2

tZ
0

@2f

@x2
(s;Xs) dhXis

sous forme di¤érentielle

df (t;Xt) =
@f

@t
(t;Xt) dt+

@f

@x
(t;Xt) dXt +

1

2

@2f

@x2
(t;Xt) dhXit:

3 éme formuled�Itô :

Soient X et Y deux processus d�Itô issur de x et y (X0 = x et Y0 = y) :

13



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Soit f : R2 ! R. de classe C2 à dérivées bornées .On a :

f (Xt; Yt) = f (x; y) +

tZ
0

@f

@x
(Xs; Ys) dXs +

tZ
0

@f

@y
(Xs; Ys) dYs +

1

2

tZ
0

@2f

@x2
(Xs; Ys) dhXis

+
1

2

tZ
0

@2f

@y2
(Xs; Ys) dhY is +

tZ
0

@2f

@x@y
(Xs; Ys) dhX;Y is:

Soient Xt et Yt des processus d�Itô suivant les dynamiques :

dXt = b
X
t dt+ �

X
t dB

X
t

dYt = b
Y
t dt+ �YtdBtYt

BX et BY sont deux MB corrélés de coe¢ cient de corrélation � la formule.

14



Chapitre 2

Equations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades

L�objectif de ce chapitre est de présentatique et montrer le résultat d�équations

di¤érentielles stochastiques rétrogrades dont les co¢ cients sont globalement Lip-

chitziens.

Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 avec le générateur f non

linéaire et une donnée terminale de carré intégrable.

Résoudre une EDSR, c�est trouver une couple de processus adapté par rapport

à la �ltration du MB (Bt)0�t�T ,(Xt; Yt)t2[0;T ] véri�ant l�EDS

�dXt = f (t;Xt; Yt) dt� YtdBt; avec, 0 � t � T; (2.1)

avec la condition �nale (c�est pour cela que l�on dit rétrograde) XT = � où � est

une v.a de carré intégrable. Comme les EDS, ces équation être compris au sens

15
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intégrale i.e

Xt = �+

TZ
t

f (s;Xs; Ys) ds�
TZ
t

YsdBs; 0 � t � T (2.2)

Les EDSR ont étè introduites en 1973 par J-M.Bismut (voir[9])dans le cas où

f est linéaire par rapport aux variables X et Y . Il a fallu attender le début des

années 90 le travaile de E.Pardoux et S.Peng pour avoir le premier résultat

d�existence et d�unicité dans le cas où f n�est pas linéaire.

2.1 Motivations et notations

2.1.1 Présentation du problème

Soient (
;F ; (Ft)t�0 ;P) un espace probabilisé �ltré et v.a � mesurable par rapport

à FT , ou T désigne un temps terminal.

On voudrait résoudre l�équation di¤érentielle suivante :

�dXt
dt

= f(Xt); t 2 [0; T ] ; avec XT = � ;

en imposant que, pour tout instant t, Xt ne dépende pas du futur après t c-à-d

que le processus X soit adapté par rapport à la �ltration (Ft�0).

Prenons l�exemple le plus simple à savoir f = 0. Le candidat naturel est Xt = �

qui n�est pas adapté si � n�est pas déterministe. La meilleur approximation disons

dans L2- adapté est la martingale XT = E(�jFt). Si on travaille avec la �ltration

naturelle d�un MB, le théorème de représentation des martingales browniennes

16



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

d�Itô, permet de construire un processus Y de carré intégrable et adapté tel que :

Xt = E(�jFt) = E[�] +
tZ
0

YsdBs:

Un calcul élémentaire montre alors que :

Xt = ��
TZ
t

YsdBs; t 2 [0; T ] :

Ou de facon équivalente

�dXt = �YtdBt; t 2 [0; T ] XT = E :

On voit donc apparaître sur l�exemple le plus simple une seconde inconnue qui est

le processus Y dans le rôle est de rendre le processus X adapté.

Par suite, comme une seconde varaible apparît, pour obtenir la plus grande géné-

ralité, on permet à f de dépendre du processus Y ; l�équation devient alors comme

(2:1), ou de façon équivalente, sous forme intégrale (2:2).

Notation :

Soient (
;F ;P) un espace de probabilité complète et B un MB d-dimensionnel

sur cet espace. On notera (Ft�0) la �ltration naturelle du MB B. On travaillera

avec deux espaces de processus :

� L2k (Ft) =

8><>: � : variable aléatoire à valeurs dans Rk;Ft �mesurable tq :

E
�
j�j2
�
<1:

9>=>;
� S2(0; T )k désigne l�espace vectoriel formé des processus X, progressivement me-

17
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surables, à valeurs dans Rk, tels que :

kXk2S2 := E
�
sup
0�t�T

jXtj2
�
<1;

et S2c (0; T )
k le sous-espace formé par les processus continus.

�H2(0; T )k�d désigne l�espace vectoriel formé par les processus Y , progressive-

ment mesurables, à valeurs dans Rk�d, tels que :

jjY jj2H2 := E

24 TZ
0

jjY jj2dt

35 <1;
ou si y 2 (Rk�d), jjyjj = trace(yy�): H2(0; T )k�d désignent l�ensemble des classes

d�équivalence de H2(0; T )k�d;

les espaces S2, S2c et H2 sont des espaces de Banach pour les normes dé�nies

précédemment. Nous désignerons B2 l�éspace de Banach S2c (0; T )k� H2(0; T )k�d.

Dans tout ce chapitre

� f : 
 � [0; T ] � Rk � Rk�d �! Rk tq 8 (x; y) 2 Rk � Rk�d le processus

ff(t; x; y)g0�t�T soit progressivement mesurable.

� � un vecteur aléatoire de Rk FT -mesurable.

On veut résoudre l�EDSR (2:1) et de façon équivalents, sous forme intégrale (2:2)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR et � la condition terminale. Sans

plus tarder, précisons ce qui l�on étend par solution de l�EDSR (2:2)

Dé�nition 2.1.1 Une solution de l�EDSR (2:2) est un couple de processus f(Xt; Yt)g0�t�T
véri�ant :

1. X et Y sont progressivement mesurables à valeurs resp dans Rk et Rk�d ;

18
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2. P� p:s. Z T

0

fjf(r;Xr; Yr)j+ jjYrjj2gdr <1;

3. P� p:s., on a :

Xt = �+

TZ
t

f (r;Xr; Yr) dr �
TZ
t

YrdBr; 0 � t � T :

Remarque 2.1.1 Il est important de retenir les deux points suivants :

1) Les intégrales de l�équation (2:2) étant bien dé�nies.

2) Le processus X est une semi-martingale continue et il est progressivement me-

surable, il est adapté et donc en particulierX0 est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théorème d�existence et d�unicité, nous allons mon-

trer, que sous une hypothèse relativement faible sur le générateur f , le processus

X appartient à S2c .

Proposition 2.1.1 supposons qu�il existe un processus ff (t; x; y)g0�t�T positif

appartenant à H2(0; T )k�d et deux constantes positives C et K telles que :

8 (t; x; y) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d; jf (t; x; y) j � ft + C:jxj+K:jjyjj :

Si f(Xt; Yt)g0�t�T est une solution de l�EDSR (2:2) telle que Y 2 H2, alors X

appartient à S2c .

Preuve. On a pour tout t 2 [0; T ],

Xt = X0+

TZ
0

f (r;Xr; Yr) dr �
TZ
0

YrdBr;

19
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et par suite, utilisant l�hypothèse sur f ,

jXtj � jX0j+
TZ
0

(fr +KjjYrjj)dr + sup
0�t�T

������
tZ
0

YrdBr

������+ C
tZ
0

jXrjdr:

posons

� = jX0j+
Z T

0

(fr +KjjYrjj)dr + sup
0�t�T

������
tZ
0

YrdBr

������ ;
par suite on a

jXtj � �+ C
tZ
0

jXrjdr:

X étant un processus continu, le lemme de Gronwall fournit l�inégalité :

jXtj � � exp(Ct);

et donc

sup
0�t�T

jXtj � � exp(Ct);

� est une v:a de carré intégrable, puisque par hypothèse, Y appartient à H2 et

donc, d�aprés l�inégalité de Doob, on a :

E

24 sup
0�t�T

������
tZ
0

YrdBr

������
2

� 4 sup
0�t�T

E

24 tZ
0

kYrk2
35 dr

35 ;
ce qui signi�e que le troisième terme de � est de carré intégrable. Il en est de

même pour fftg0�t�T et X0 puisqu�il est déterministe donc de carré intégrable.

Ceci montre que X appartient à S2:
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Lemme 2.1.1 Soient X 2 S2(0; T )k et Y 2 H2(0; T )k�d alors :

8<:
tZ
0

XsYsdBs; t 2 [0; T ]

9=;
est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. En appliquant l�inégalité Burkholder-Davis-Gundy, il existe une constante

positive C telle que :

E

24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

XrYrdBr

������
35 � CE

2664
0@ TZ
0

jXrj2jjYrjj2dr

1A
1
2

3775
� CE

24 sup
t2[0;T ]

jXtj2
0@ TZ
0

jjYrjj2dr
1
2

1A35 ;
et par suit en appliquant l�inégalité

ab � a2

2
+
b2

2
;

on obtient

E

24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

XrYrdBr]

������
35 � C

0@E" sup
t2[0;T ]

jXrj2
#
+ E

24 TZ
0

jjYrjj2dr

351A :
Par hypothèse le deuxième membre de cette inégalité est �ni, et donc on aura :

E

24 sup
t2[0;T ]

������
tZ
0

XrYrdBr

������
35 � 1:
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2.2 Cas Lipschitz

Dans cette section on va étudier l�existence et l�unicité de l0EDSR (2:2) qui

à démontrer à E.Pardoux et S.Peng en 1990 dans le cas ou le générateur f est

non linéaire.

On travaille sur les deux hypothèses suivantes :

Il existe � une constante telle que P-p:s.

H1 Condition de Lipschitz en (x; y) : pour tout t; x; x0; y; y0,

jf(t; x; y)� f(t; x0; y0)j � �(jx� x0j+ jjy � y0jj);

H2 Condition d�intégrabilité :

E

24j�j2 + TZ
0

jf(s; 0; 0)j2ds

35 <1
On commence par trouver une solution de l�EDSR suivante :

Xt = �+

TZ
t

Fsds�
TZ
t

YsdBs; 0 � t � T (2.3)

Lemme 2.2.1 Soit �2L2(FT ) et fFtg0�t�T dans H2(0; T )k�d. l�EDSR (2:3) ad-

met une unique solution (X;Y ) tq : Y 2 H2:

Preuve. On suppose que (X; Y ) soit une solution qui véri�er Y 2 H2: Si on prend

l�espérance conditionnelle sachant Ft on a nécessairement,

Xt := E

0@�+ TZ
t

FsdsjFt

1A ;
22



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

a l�aide de la formule précédent on dé�nieX et il reste de trouver Y: On

a d�après la théorème de Fubini, l�intégrale

tZ
0

Fsds est un processus adapté à Ft

car F est progressivement mesurable. Et on a F est de carré intégrable (en fait

dans l�éspace S2c ), on a pour tout t 2 [0; T ];

Xt = E

0@�+ TZ
0

FsdsjFt

1A� tZ
0

Fsds :=Mt �
tZ
0

Fsds:

Où M est une martingale brownienne et d�après le théorème de représentation

des martingales browniennes on construit un processus Y 2 H2 tel que :

Xt =Mt �
tZ
0

Fsds =M0 +

tZ
0

YsdBs�
tZ
0

Fsds:

Facilement on peut trouver que (X; Y ) est une solution de l�EDSR qui étudiée

puisque comme XT = �.

Alors

Xt � � =M0 �
tZ
0

Fsds+

tZ
0

YsdBs� (M0 +

TZ
0

YsdBs�
TZ
0

Fsds)

=

TZ
t

Fsds�
TZ
t

YsdBs:

Par conséquent, l�unicité existe pour les solutions qui véri�ent Y 2 H2:

Maintenant on va montrer la théorème de Pardoux et Peng.

Théoreme 2.2.1 (Pardoux- Peng)D�après les hypothèses (H1 et H2) l�EDSR

(2:2) possède une unique solution (X; Y ) tq Y 2 H2 :

Preuve. On utilise un argument de point �xe dans l�espace de Banach B2 en
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construisant une application � de B2 dans lui-même de sorte que (X; Y ) 2 B2

est solution de l0EDSR (2:2) si et seulement si (X;Y ) est un point �xe de �:

Pour (U; V ) de B2 on dé�nit (X; Y ) = �(U; V ) comme une solution de l�EDSR :

Xt = �+

TZ
t

f (s; Us; Vs) ds�
TZ
t

YsdBs; 0 � t � T

Remarquons que cette dernière l�EDSR possède une unique solution qui est dans

B2:en e¤et, posons Fr = f(r; Ur; Vr):ce processus appartient àH2 puisque ; f étant

Lipschitz,

jFrj � jf(r; 0; 0)j+ �jUrj+ �jjVrjj;

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons ap-

pliquer le lemme(2:2:1) pour obtenir une unique solution (X; Y ) telle que Y 2 H2:

(X; Y ) appartient à B2 : l�intégralité de Y est obtenue par construction et, d�après

la proposition(2:1:1), X appartient à S2c . l�application de � dans B2 est bien dé�-

nie. Soient

(U; V ) et (U 8; V 8) deux éléments de B2 et (X;Y ) = �(U; V ); (X 8; Y 8) = �(U 8; V 8):

On note que : y = Y � Y 8 et x = X �X 8. on a xT = 0 et

dxt = �ff(t; U 0t ; V 0t )gdt+ ytdBt:

On applique la formule d�Itô à eatjxtj2 pour obtenir :

d(eatjxtj2) = �eat jxtj2 dt� 2eatxt ff(t; Ut; Vt)� f(t; U 0t ; V 0t )g dt

+2eatxt:ytdBt + e
atjjytjj2:
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et par conséquent, intégrant entre t et T , on obtient

�eatjxtj2 +
TZ
t

earjjyrjj2dr =
TZ
t

ear(��jxrj2 + 2xr:ff(t; Ur; Vr)� f(t; U 0r; V 0r )g)dr

�
TZ
t

2earxr:yrdBr:

et comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U � U 8 et V � V 8 respecti-

vement

eatjxtj2+
TZ
t

earjjyrjj2dr �
TZ
t

ear(��jxrj2+2�jxrjjurj+2�jxrjjvrjj)dr�
TZ
t

2earxr:yrdBr

Pour tout " > 0, on a 2ab � a2="+ "b2, et donc, l�inégalité précédente donne

eatjxtj2 +
TZ
t

earjjyrjj2dr �
TZ
t

ear(��+ 2�2=")jxrj2dr �
TZ
t

2earxr:yrdBr

+ "

TZ
t

ear(jurj2 + jjvrjj2)dr;

et prenant � = 2�2=", on a, notant R" = "

TZ
t

ear(jurj2 + jjvrjj2)dr;

8t 2 [0; T ], eatjxrj2 +
TZ
t

earjjyrjj2dr � R" � 2
TZ
t

earxr:yrdBr: (2.4)

D�aprés le lemme (2:1:1), la martingale locale f
TZ
0

earxr:yrdBrgt2[0;T ]est en réalité

une martingale nulle en 0 puisque X;X 8 appartiennent à S2 et Y; Y 8appartienent

à H2:
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En prenant l�espérance, il vient que pour t = 0 :

E

24 TZ
0

eatjjyrjj2dr

35 � E [R"] (2.5)

Revenant à l�inégalité de (2:4), les inégalités Burkholder-Davis-Gundy fournissent

fourni

E

"
sup
t2[0;T ]

eatjytj2
#
� E [R"] + CE

24( TZ
0

e2ar jxrj2 jjyrjj2dr)
1
2

35
� E [R"] + CE

24 sup
t2[0;T ]

eat=2jxtj(
TZ
0

e2arjjyrjj2dr)
1
2

35 :
Puis, comme ab � a2=2 + b2=2;

E

"
sup
t2[0;T ]

eatjxtj2
#
� E [R"] +

1

2
E

"
sup
t2[0;T ]

eatjxtj2
#
+
C2

2
E

24 TZ
0

earjjyrjj2dr

35 ;
prenant en considération l�inégalité (2:5), on obtient �nalement

E

24 sup
t2[0;T ]

eatjxtj2 +
TZ
0

earjjyrjj2dr

35 � (3 + C2)E [R"]
et par suit, revenant à la dé�nition de R";

E

24 sup
t2[0;T ]

eatjxtj2 +
TZ
0

earjjyrjj2dr

35 � "(3+C2)(1_T )E
24 sup
t2[0;T ]

eatjutj2 +
TZ
0

earjjvrjj2dr

35
prenons " tel que "(3 + C2)(1 _ T ) = 1=2 de sorte que l�application � est alors
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une contraction stricte de B2 dans si on lui-même si on le munit de la norme

jjU; V jj� = E

24 sup
t2[0;T ]

eatjUtj2 +
TZ
0

earjjVrjj2dr

351=2

qui on fait un espace de Banach, cette dernier norme étant équivalente à la norme

usuelle correspondant au cas � = 0:

� possède donc un unique point �xe, ce qui assure l�existence et l�unicité d�une

solution de l�EDSR (2:2) dans B2:

On obtient ensuite une unique solution véri�ant Y 2 H2 puisque la proposition

(2:1:1)implique qu�une telle solution appartient à B2:

2.3 EDSR linéaire

Dans cette partie on va étudier l0EDSR linéaire pour lesquelles nous allons donner

une formule plus ou moins explicite.

On se place dans le cas k = 1 ; X est donc réel et Y est une matrice de taille 1�d

c�est- à- dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 2.3.1

Soit f(at; bt)gt2[0;T ] un processus à valeurs dans R�Rd, progressivement mesurable

et borné. Soient (Ct)t2[0;T ] un élément de H2(0; T ) et � une v:a, FT -mesurable, de

carré intégrable,à valeurs réelles.

On a l0EDSR linéaire :

Xt = �+

TZ
t

fasXs + Ysbs + Csgds�
TZ
t

YsdBs:
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Posséde une unique solution qui véri�e :

8t 2 [0; T ]; Xt = �
�1
t E(��T +

TZ
t

Cs�sdsjFt);

avec, pour tout t 2 [0; T ];

�t = expf
TZ
0

bs:dBs �
1

2

TZ
t

jbsj2ds+
tZ
0

asdsg:

Preuve. Commencons par remarquer que le processus � véri�er :

d�t = �t(atdt+ bt:dBt); �0 = 1:

D�autre part, comme b est borné, l�inégalité de Doob montre que � apaartient

à S2:De plus, les hypothéses de cette proposition assure l�existence d�une unique

solution (X; Y ) à l�EDSR linéaires ; il su¢ t de poser f(t; x; y) = atx+ ybt + ct et

de véri�er que il satisfait. X appartient à S2par la proposition(2:1:1).

La formule d�intégration par parties donne

d�tXt = �tdXt +Xtd�t + dh�; Xit = ��tctdt+ �tYtdBt + �tXtbt:dBt; (2.6)

D�aprés (2:6), on a le processus �tXt +

tZ
0

cs�sds est une martingale locale qui on

fait une martingale car c 2 H2 et �; X sont dans S2.Par suit, on trouve :

�tXt +

tZ
0

cs�sds = E

24�TXT +

TZ
0

cs�sdsjFt

35 ;
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ce qui implique

�tXt = E

24�TXT +

TZ
0

cs�sdsjFt

35� tZ
0

cs�sds

comme
R t
0
cs�sds est Ft�mesurable, on obtient :

�tXt = E

24�TXT +

TZ
t

cs�sdsjFt

35 ;
alors la solution de l�EDSR lineéaire est

Xt = �
�1E

24�TXT +

TZ
t

cs�sdsjFt

35 :

2.3.1 Théorème de comparaison

Théoreme 2.3.1 Supposons que k = 1; et que (�; f) ; (�0; f 0) véri�ent l�hypothèse

(H1 et H2) :On note (X; Y ) ; (X 8; Y 8) les solutions de l� EDSR correspondantes.

On suppose également que,

P�p:s:; � � �8 et que f (t;Xt; Yt) � f 8 (t;Xt; Yt) �
 P�p:p:

� mesure de Lebesgue.

Alors

8t 2 [0; T ] ; Xt � X 8
t P�p:s

Si de plus, X0 = X
8
0, alors
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P�p:s:; Xt = X 8
t; 0 � t � T et f (t;Xt; Yt) = f

8 (t;Xt; Yt) �
 P�p:p:

En particulier, P (� � �8) > 0 où f (t;Xt; Yt) < f 8 (t;Xt; Yt) sur un ensemble de

�
 P�mesure strictement positive alors X0 < X
8
0:

Preuve. voir[13]
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Chapitre 3

Equations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades

ré�échies

Dans ce chapitre, on va étudier les équations di¤érentielles stochastiques rétro-

grades ré�échies à une barrière, nous prouvons l�existence et l�unicité de la solu-

tion, ont utilisant l�approximation via la pénalisation. Notons que ce résultat a

été établi par El-karoui et al (1997).

On pose :

(A1)

8>>>><>>>>:
f(t; 0; 0)t�T 2 H2 (0; T )k

f est uniformément Lipschitz par rapport à (x; y) :9C � 0;8(x; x0; y; y0) :

jf(t; w; ; x; y)� f(w; t; x0; y0)j � C(jx� x0j+ jy � y0j), dt
 dP

Dans cette section, la dimension k est égale à 1. Donc nous allons traiter des

solutions de EDSR dont les composants X sont contraints de rester au-dessus
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d�une barrière donnée.

Soient � 2 L21(FT ) et f(t; w; x; y) une fonction qui satisfait l�hypothèse (A1).

Introduisons par ailleurs un autre objet, appelé l�obstacle qui est un processus

S := (St)t�T , continu, progressivement mesurables, à valeurs dans R, satisfaisant

� > ST et

E

"
sup
t2[0;T ]

(S+t )
2

#
<1.

Introduisons maintenant la notion de EDSR ré�échie (en abrégé EDSRR) as-

sociée à (f; �; S). Une solution pour cette équation est un triple des processuses

progressivement mesurables (X; Y; Z) := (Xt; Yt; Zt)t�T , à valeurs dans R1+d+1

telle que :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

X 2 S2 (0; T ) ; Y 2 H2 (0; T )d et Z 2 S2 (0; T ) un processus non décroissant , et Z0 = 0

Xt = �+

TZ
t

f (s;Xs; Ys) ds+ ZT � Zt �
TZ
t

YsdBs; 0 � t � T

Xt � St et
TZ
0

(Xt � St)dZt = 0:

(3.1)

3.1 Existence et unicité de la solution

Nous allons montrer que l�EDSR (3:1) admet une unique solution. Pour commen-

cer, abordons la question de l�unicité.

Proposition 3.1.1 (unicité)

L�EDSR (3:1) associée à (f; �; S) a au moins un solution.

Preuve. On suppose que (X; Y; Z) et (X 0; Y 0; Z 0) sont deux solutions de (3:1).
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Premièrement, nous avons

8t � T;
�
1[Xt>X0

t]
� 1[Y 0t>Yt]

	
(dZt � dZ 0t) � 0 ;

puisque 1[Xt>X0
t]
dZt = 1[Y 0t>Yt]dZ

0
t = 0. Maintenant, en utilisent la formule d�anaka

avec X �X 0 et d�apres l�inégalité précédent, on obtient :

jX�X 0j �
TZ
t

sgn(Xs�X 0
s)(f(s;Xs; Ys)�f(s;X

0

s; Y
0

s ))ds�
TZ
t

sgn(Xs�X 0
s)(Ys�Y 0s )dBs:

D�autre part, f est Lipschitz, alors il existe deux processus bornés (at)t�T et

(bt)t�T , telle que f(s;Xs; Ys) � f(s;X 0
s; Y

0
s ) = at(Xs � X 0

s) + bt(Ys � Y 0s ): Par

conséquent, nous avons

jX �X 0j �
TZ
t

fasjX �X 0j+ bssgn(Xs �X 0
s)(Ys � Y 0s )g ds�

TZ
t

sgn(Xs �X 0
s)(Ys � Y 0s )dBs

� C
TZ
t

jXs �X 0
sjds�

TZ
t

sgn(Xs �X 0
s)(Ys � Y 0s )d ~Bs; t � T

~B est unMB sous une nouvelle probabilité ~P équivalant à P. Maintenant prendre

l�espérance des deux côtés implique :

~E [jXs �X 0
sj] � C

TZ
t

~E [jXs �X 0
sj] ds; 8t � T :

En�n, l�utilisation de l�inégalité de Gronwall implique que ~E [(Xt �X 0
t)
2] = 0 tel

que t � T .

Nous avons P-p:s, X = X 0 puis aussi Y = Y 0et Z = Z 0 puisque ~P et P sont

mesurés de probabilités équivalentes, nous avons donc l�unicité.
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Nous allons maintenant montrer que l�équation (3:1) à une solution en utilisant

la méthode de pénalisation.

Théoreme 3.1.1 (Existence)

L�EDSR ré�échie associée à (f; �; S) a une unique solution.

Preuve. (Existence via la pénalisation) Pour n 2 N. soit (Xn; Y n) :=

(Xn
t ; Y

n
t )t�T le processus Ft�progressivement mesurable de S2 (0; T )�H2 (0; T )d

telle que :

Xn
t = �+

TZ
t

f (s;Xn
s ; Y

n
s ) ds+

TZ
t

n(Xn
s � Ss)�ds�

TZ
t

YsdBs; t � T : (3.2)

Tout d�abord, précision que par théorème de comparaison (2:3:1), vous avez

Xn � Xn+1;8n � 0. D�autre part, posons Znt =

tZ
0

n(Xn
s � Ss)�ds, t � T .

Etape 01 : Il

existe une constante C � 0 tel que :

8n � 0 et t � T E

24sup0�t�T jXn
t j2 +

TZ
0

jY ns j2ds+ (Znt )2
35 � C (3.3)

De plus, il existe un processus Ft�progressivement mésurable (Xt)t�T , qui est la

limite de la suite (Xn)n�0 ponctuellement et dans H2 (0; T ). En e¤et appliquer la
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formule d�Itô à (Xn)2 et en prendre l�espérance donne :

E

24jXn
t j2 +

TZ
0

jY ns j2ds

35 = Ej�j2 + 2E TZ
t

f (s;Xn
s ; Y

n
s )X

n
s ds+ 2E

TZ
t

Xn
s dZ

n
s

� Ej�j2 + 2E

24 TZ
t

f (s;Xn
s ; Y

n
s ) ds

35+ 2E
24 TZ
t

Xn
s n(X

n
s � Ss)�ds

35
� E[�]2 + C + CE

24 TZ
0

jXn
s j2ds

35+ 1
2
E

24 TZ
0

jY ns j2ds

35+ ��1E � sup
t�s�T

(S+s )
2

�

+ �E
�
(ZnT � Znt )2

�
;

ôu � est une constante réelle non négative. Mais, pour tout t � T , on a :

ZnT � Znt = Xn
t � � �

TZ
t

f(s;Xn
s ; Y

n
s )ds+

TZ
t

(Y ns ; dBs):

Ensuite,

E
�
(ZnT � Znt )2

�
� ~CE

264�2 + jXn
t j2 +

0@ TZ
t

jf(s;Xn
s ; Y

n
s )j ds

1A2

+

0@ TZ
t

Y ns dBs

1A2
375

� ~CE

241 + �2 + jXn
t j2 +

TZ
t

jXn
s j2ds+

TZ
t

jY ns j2ds

35 :
En choisissant � =

�
1
3
~C
�
, on obtient

2

3
E
�
jXn

t j2
�
+
1

3
E

TZ
t

jY ns j2ds � C

0@1 + E TZ
t

jXn
s j2ds

1A :
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Le lemme de Gronwall implique que

sup
0�t�T

E
�
jXn

t j2
�
+ E

TZ
0

jY nt j2dt+ E
�
(ZnT )

2� � C; n 2 N:
En utilisant l�équation (3:2) ; et l�inégalité de BDG on obtient l�éstimation(3:3) :

Etape 02 :

lim
n!1

E
�
sup
t�T

j (Xn
t � St)

� j2
�
= 0: (3.4)

Cette propriété est essentielle, nous donnons la preuve dans la suite. Soit

( ~Xn
t ;
~Y nt ) la solution du standard EDSR linéaire suivante :

~Xn
t = � +

TZ
t

�
f(s;Xn

s ; Y
n
s )� n( �Xn

s � Ss)
	
�
R T
t
~Y ns dBs; t � T :

Par le théorème de comparaison, nous avons P�p:s, 8t � T; Xn
t � ~Xn

t , pour tout

n � 0.

Soit maintenant � un Ft- temps d�arrêt tel que � � T . Alors :

�Xn
t = E

24�e�n(T��) + TZ
t

(f(s;Xn
s ; Y

n
s )� nSs)e�n(s��)dsjFr

35 :
Puisque S est continue alors :

�T e
�n(T��) +

TZ
�

e�n(s��)(f(s;Xn
s ; Y

n
s ) + nSs)ds! �T1[�=T ] + Sr1[�<T ] P� p:s ;
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et d�autres par

������
TZ
�

e�n(s��)jf(s;Xn
s ; Y

n
s )jds

������ � 1p
2n

8<:
TZ
0

f(s;Xn
s ; Y

n
s )

2ds

9=;
1
2

:

Donc

�Xn
� ! �T1[�=T ] + Sr1[�<T ] dans L2(P) pour n!1;

par conséquent X� � S� p:s. Et par le théorème de section (voir [4]), en déduit

que P� p:s, Xt � St,8t 2 [0; T ] ceci implique que (Xt � St)� & 0; t � T , P� p:s.

Et par le théorème de Dini implique que sup
t�T

(Xn
t � St)

� ! 0 pour n!1.

En�n, le théorème de convergence monotone donne le résulta souhaité (3:4) :

Etape 03 :

lim
n!1

E
�
sup
t�T

jXn
t �Xtj2

�
! 0;

et il existe deux processus Ft�progressivement mesurables Y = (Yt)t�T , Z =

(Zt)t�T (Z étant continu non décroissant et Z0 = 0) telle que :

E

24 TZ
0

jY ns � Ysj2ds+ supt�T jZnt � Ztj2
35! 0; pour n!1 :
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En utilisant la formule d�Itô, on obtient pour tout p � n � 0 et t � T ,

(Xn
t �X

p
t )
2 +

TZ
t

jY ns � Y ps j2ds �
TZ
t

�
CjXn

s �Xp
s j2 + 1

2
jY ns � Y ps j2

	
ds

+2

TZ
t

(Xn
s �Xp

s ) (dZ
n
s � dZps )

�2
TZ
t

(Xn
s �Xp

s ) (Y
n
s � Y ps ) dBs:

(3.5)

Puisque p � n, alors
TZ
t

(Xn
s �Xp

s ) (dZ
n
s � dZps ) � supt�T (Xn

s � Ss)
� ZpT . En pre-

nant l�espérance, en utilisant (3:3) pour ZnT et le résultat obtenu à l�etape 02, nous

obtenons :

E

24 TZ
t

jY ns � Y ps j2ds

35 � CE
24 TZ
t

jXn
s �Xp

s j2ds

35+ 2E �supt�T (Xn
s � Ss)

� ZpT
�
! 0 pour n!1;

alors il existe un processus (Yt)t�T qui appartient àH
2 (0; T )d et quelle est la limite

de (Y n)n�0dansH
2 (0; T )d. Et par (3:5), en prenant d�abord le sup puis l�espérance

et en utilisant l�inégalité BDG, on obtient :

E

24 sup
t�s�T

(Xn
s �Xp

s )
2 +

TZ
t

jY ns � Y ps j2ds

35 � 2E
�
sup
t�s�T

(Xn
s � Ss)

� ZpT

�
+�E

�
sup
t�s�T

jXn
s �Xp

s j2
�
+ �E

�
sup
t�s�T

(Xn
s �Xp

s )
2

�
+��1E

24 TZ
t

jY ns � Y ps j2ds

35+ C
24 TZ
t

jY ns � Y ps j2ds

35 :
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Òu � est une constante réelle non négative. Nous choisissons � < 1
2
implique que :

E
�
sup
t�s�T

(Xn
s �Xp

s )
2

�
! 0; pour p; n!1 ;

et

E
�
sup
t�s�T

(Xn
s �Xs)

2

�
! 0; pour n!1;

de plus X = (Xt)t�T est un processus continu. En�n, puisque pour tout n � 0 et

t � T ,

Znt = X
n
0 �Xn

s �
tZ
0

f(s;Xn
s ; Y

n
s )ds+

tZ
0

Y ns dBs;

alors nous avons aussi, E
�
sup
t�s�T

(Zns � Zps )2
�
! 0; pour n!1. Il

existe donc un processus Ft-adapté non décroissant et continu (Zt)t�T avec Z0 = 0

telle que E
�
sup
t�s�T

(Zns � Zs)2
�
! 0; pour n!1.

Etape 04 :

Le processus limite (X; Y; Z) = (Xt; Yt; Zt)t�T est la solution de l�EDSR ré�échie

associée à (f; �T ; S).

Evidemment, les processus (Xt; Yt; Zt)t�T satisfait :

Xt = �T +

TZ
t

f(s;Xs; Ys)ds+ ZT � ZT �
TZ
t

YsdBs; t � T :

D�autre part, lim
n!1

E
�
sup
s�T

�
(Xn

t � Ss)
��2� = 0 , P -p:s, 8t � T , Xt � St. En-

�n aussi

TZ
0

(Xs � Ss) dZs = 0; d�autre part les suites (Xn)n�0 et (Z
n)n�0 sont
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convergentes uniformément respectivement vers X et Z et

TZ
0

(Xs � Ss) dZs = �n
TZ
0

�
(Xn

t � Ss)
��2 ds � 0:

Ce qui montre (X; Y; Z) est une solution de l�EDSR ré�échie(3:1) :

Quelques inégalités et théorémes fondamentales

Théorème de Fubuni Soit f une fonction continue sûre [a; b]� [c; d] à valeurs

dans un ensemble E, alors

bZ
a

0@ dZ
c

f(x; y)dy

1A dx = dZ
c

0@ bZ
a

f(x; y)dx

1A dy:
Théorème de représentation des martingales browniennes Soit une M

martingale càdlàg de caré intégrable pour la �ltration du MB fFBt gt2[0;T ], alors

il existe un unique processus (Gt)t2[0;T ], appartenant à H2(Rk), telque :

P� p:s; 8 2 t[0; T ]; Mt =M0 +

tZ
0

GsdBs:

Inégalité de Doob Si M est une sous-martingale à temps continu, positive et

càdlàg, alors pour p > 1 et q = p=p� 1,on a :

jj sups�tMsjjp � qjjMtjjp et jj suptMtjjp � q supt jjMtjjp :
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Lemme de Fatou Soit fn � 0 une suite, alors :

Z
X

lim
n!10

inf fnd� � lim
n!1

inf

Z
X

fnd�:

Lemme de Gronwall Soit f : [0; T ]! R une fonction continue telle que, pour

tout t :

f(t) � a+ b
tZ
0

f(s)ds; a 2 R; b � 0:

alors pour tout t :

f(t) � a exp(bt):

Inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy

E

24 sup
t[0;T ]

������
tZ
0

�(s;Xs)dBs

������
235 � cE

24 tZ
0

j�(s;Xs)j2 ds

35 :
Ou, c constante positive.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions l'existence et l'unicité de la solution d'une

équation différentielle stochastique rétrograde dont les coefficients sont

globalement Lipchitziens, ensuite nous définissons les EDSR réfléchie à

une seule barrière. La "réflexion" signifie que la solution reste au-dessus

d'un processus stochastique donné, de plus on montre l'existence et

l'unicité de la solution ont utilisant la méthode de pénalisation.

ملخـــــص

ذات حدانیة الحل لمعادلة تفاضلیة عشوائیة تراجعیةالمذكرة، قمنا بدراسة وجود ووفي ھذه 

.دز واحبحاجعرفنا المعادلات التفاضلیة العشوائیة التراجعیة معاملات لیبشیزیة، بعدھا

حدانیتھ علاوة على ذلك نظھر وجود الحل وو،ةعشوائییعني أن الحل یبقى فوق قیمةكاس الانع

.العقوبةباستخدام طریقة 

Abstract

In this memory, we study the existence and uniqueness of the solution of

a backward stochastic differential equation whose coefficients are globally

Lipchitzian, then we define the reflected BSDE with one barrier. The

"reflection" means that the solution stay above a given stochastic process,

moreover we show the existence and uniqueness of the solution using the

penalization method.
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