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Variable aléatoire.

Espérance mathématique.
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Introduction

La théorie des probabilités est une théorie mathématique ayant pour but de décrire
et d’interpréter les phénomeénes dans lesquels le hasard intervient. Cette théorie
permet de comprendre comment les procédures inférentielles sont développées et
utilisées et quelles en sont les limites. Dans un probléme de probabilité, on suppose
connues les propriétés d’une population et on répond & des questions concernant

un échantillon prélevé dans cette population.

Cette mémoire est consacré aux diverses notions de convergence d’une suite de
variables aléatoires, principalement la convergence en loi, mais aussi la conver-
gence en probabilité, la convergence presque-stire et la convergence en moyenne

quadratique sont énoncées.

La convergence en loi des variables aléatoires est un type de convergence est sans
doute le plus délicat & comprendre, en partie parce qu’il s’agit d’une convergence
de mesures (ce sont les lois des variables aléatoires qui convergent et non les

variables elles-mémes).

Cette note est composée de trois chapitres :

Dans le Chapitre 1 : La premieére partie est un rappel de base des variables aléa-
toires, avec un rappel des deux grandes familles de variables aléatoires que sont

les variables discrétes et les variables strictement continues, et la seconde partie
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de ce chapitre est une introduction aux vecteurs aléatoires et a leurs types (vec-
teurs discrets et vecteurs strictement continus). Le mode de calcul de la fonction

caractéristique est également mentionné.

Dans le Chapitre 2 : Le deuxiéme chapitre s’attache & donner un exemple pour
chaque type de vecteur aléatoire avec quelques caractéristiques de chaque type. Le
premier exemple est Le vecteur absolument continu gaussien, quant au deuxiéme

exemple le vecteur discréte multinomial.

Dans le Chapitre 3 : La premiére partie commence donc par donner la notion
de convergence presque stire. On introduit ensuite la convergence en probabilité.
On introduit dans une deuxiéme partie la convergence L, et équi-intégrabilité
héritée de la théorie de la mesure, et on étudie notamment les propriétés des
espaces L.

La derniére partie est consacrée a la convergence en loi, et une relation entre la

convergence des fonctions caractéristiques et convergence en loi.

Et la derniére relation, nous mentionnons la relation entre les types de convergence

et quelques exemples de convergence des lois.



Chapitre 1

Fonction caractéristique d’une loi

dans R?

Dans ce chapitre, certaines propriétés générales des variables aléatoires et des
vecteurs aléatoires seront définies et mentionnées, ainsi que la facon de calculer la

fonction caractéristique.

1.1 Variables aléatoires

Remarquons tout d’abord qu’en dépit de sa dénomination, une variable aléatoire

n’est pas une variable au sens habituel.

C’est une application d’un espace probabilisé (€2, F, P) dans un espace mesurable
(E,€), ou’ ¢ désigne une tribu définie sur E. Une variable aléatoire, que ’on dési-
gnera toujours par la majuscule d’une des dernieres lettres de I'alphabet, permet
de munir (F, ) d’une probabilité image. La seule condition exigée pur réalisé cet

objectif est de supposer que la variable aléatoire soit mesurable.
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Définition 1.1.1 Toute application mesurable X d’un espace probabilisé (2, F, P)
dans un espace (E, &) définit une variable aléatoire. X vérifie donc la propriété de

mesurabilité

VBe¢, X YB)eF

On construit sur (E,£) une probabilité dite probabilité image de la probabilité P

par la variable aléatoire X, grace ou théoréme,
Théoréme 1.1.1 La mesure Px définie sur (E,§) par
VBeg, Py(B)=P(X7(B)).

Et la probabilité image de P par X définie sur (E,§)

Preuve. vérifions les deux axiomes définissant une probabilité

Py(UB,) = P(X'(UB) = Y P(X 7 (B) = Y Px(B).

Si'espace FE est égal & R, ou le munit de sa tribu borélienne et les variables

aléatoires définies sur E sont dites réelles.
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Variables aléatoires discrétes

Définition 1.1.2 Une v.a réelle X définie sur (Q, F, P) est discréte si P(2) est

un ensemble au plus dénombrable de R

X(Q) = {xi}iCIgZ

On pourra écrire : Px = Zpiéri ou 0y, est la mesure de support {x;}. Rappelons

que tout borélien B, est égal a’ 1 st et a 0 sinon.

Variables aléatoires continue a densité

Définition 1.1.3 une v.a X est dite absolument continue ou continue, s’il existe
une fonction fx presque surement positive dite densité de probabilité (ou densité)

de X d’intégrale sur R égale a l'unité et telle que pour tout borélien B de R,
Px = /fX(x)dx,
B
le resultat précédent s’exprime sous une forme plus intuitive
Ve eR, P(X €z,z+ Az]) = fx(z)Az + o(Ax).

Rappel Une fonction vérifie presque siirement une propriété, si elle la vérifie

partout sauf éventuellement sur un ensemble de mesure nulle.
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1.1.1 Fonction de répartition

Définition 1.1.4 §i X est une v.a la fonction de répartition de X est la fonction

Fx : R — [0,1] définie par
Fx(t) = P(X <t) = Px(]—00,t]),  VteR.

Propriété 1.1.1 1. La fonction Fx est continue o droite et lim Fyx(t) =

t——o00

O,t li+m Fx(t) = 1. Inversement, si on se donne une fonction F ayant ces

propriétés, alors il existe un unique mesure de probabilité u telle que
u(l—co.t]) = Fx(t),  VieR

2. 851 X est une v.a discreéte

3. 51 X est une v.a continue
Fx(t) = / f(x)dx.
€]—00,t]
4. soit a,b € R avec a < b alors
Exemple 1.1.1 Si X est une v.a binomiale 5(n,p), on a

Px(z) = Cyp*(1=p)" ™", Vze{0,1,..,n}
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alors
x

Fx(z) =Y Ckp*(1—p*,

k=0

ou x est le plus grand entier inferieur ou égale a X.

1.1.2 Fonction génératrice d’une variale aléatoire

Définition 1.1.5 A’ toute v.a X a’ valeurs dans N, ou associe sa fonction géné-

ratrice

Gx(2) =E(z*) =) P(X =z)2", VzeD(0,1)cC.

neN

G x(2) est la transformée en z (utilisée par les automaticiens) de la suite {P(X =n)}, .,
continue dans son disque de convergence D(0,1), holomorphe dans son intérieur

D°(0,1).

La fonction génératrice d'un v.a entiére positive caractérise complétement sa loi.
D’un point de vue pratique, son utilisation facilite souvent le calcule de I’espérance

et de la variance d’une v.a.
Définition 1.1.6

La fonction génératrice Gx d’un v.a entiére X caractérise sa loi

Py(n) = = LX)
Vn €N, Px(n) W |,
Pour toute v.a X entiere telle que E(X") assiste
, dGx(2) oy d°Gx(2)
\4 1,2, .. s BE(X) = E(X®) = E(X
re 2y s B0 = G by - T
di
Vie {12, ..,n}: B(X(X —1)..(X — (n—1))) = Cji;(z)
z=1
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1.1.3 Fonction caractéristique

Définition 1.1.7 Soit X une v.a (discréte ou continue) on appelle fonction ca-

ractéristique de X [application définie par
VteR ox(t) = E(expitX) = E(costX +isintX),

les v.a costX etsintX sont mesurables, bornées par 1 donc intégrable alors px(t)

est bien définie.

1. Si X est une v.a absolument continue alors

+oo

Vt € Rox(t) = / exp(itz) f(x)d,.

—0o0

2. Si X est une v.a discréte

Vt € Rox(t) = an exp(itzx).

Théoréme 1.1.2 La fonction caractéristique d’un somme de v.a indépendantes

Xy, ..., X, de lois quelconques est égale ou produit des fonctions caractéristique
vVt € R, QDZ;L:I X; (t) = H?thpxj (t)

Preuve. Par définition

e )= 8 (i3

donc :
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Exemple 1.1.2 1. X4 wvariable de Bernoulli, de loi de probabilité
Px, = péy + (1 —p)do

2. Xq variable

2 oo
exp — %

\/%2 /exp(—%(m —it)?)dx.

—0o0

N(0, 1, (t) =

(Intégrale complexe que l'on calcule sur contour rectangle standard centré en

0), est égale a
t2

©vx,(t) = exp —5

1.2 Vecteurs aléatoires

Description des vecteurs aléatoires

Dans ce qui suite on désignera par 3 la tribu des boréliens de R

Définition 1.2.1 Un vecteur aléatoire réel de dimension n est un vecteur dont
les composantes sont des v.a réelles, il est décrit par une application mesurable
X = (X, ..., X4) définie sur un espace probabilisé (Q, F, P) & valeurs dans (R, ;).

Pour tout événement B appartenant a la tribu By,

XY(B)e F.

Définition 1.2.2 La loi de probabilité Px dite loi conjointe de X est définit sur
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(R%, B4) par
VB € B4, Px(B)=P((X1,X,..,X4) € B).

La fonction de répartition Fx(x1, s, ...,zq4) est définie par

V(x1, 0, ..., 2q) € R?, Fx(x1,m9,....,2q) = P(X; < 21, X2 < 9, ..., Xy < 24).

1.2.1 Vecteurs discrets

Définition 1.2.3 Un vecteur aléatoire X discret de dimension d prend ses values

dans un ensemble dénombrable E inclus dans R<.

Définition 1.2.4 La loi Px, dite loi conjointe du vecteur X, est définie par
Déf
Ve € E, Px(r1,%2,....,0q) = P(X1=11,...,Xq = 2q).

Théoréme 1.2.1 La loi Px, de X;, dite loi marginale de X; est définie par

Px(x)=P(X;=m)= > . > > .Y Px(w,..,24)

1€F  wi1€E;17,+1€F+1 xn€Fg

Preuve.
PX1<£L’1):P<X:SL’) P(XleEl,...,X = XdGEd)
SPD S S PR}
z1€E1 zi—1€Rxi1€E,41  xq4€E,
|

10
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1.2.2 Vecteurs absolument continus

Définition 1.2.5 La loi Px du vecteur absolument continu X = (X1, Xa, ..., X4)

est définie par sa densité fx(xq,x2, ..., Tq)

VB e Bd, Px(B) = /fx(ail,ﬂfg, ...,Jid)d.l’lde...dSUd,

B

La densité fx est une fonction positive de R? dans R, d’intégrale égale & l'unité.

Théoréme 1.2.2 La loi marginale fx, de X; est définie par

fx,(z;) = /fX(xl,x2,...,:Ud)dxl...dwi_ldajiﬂ...da:d.
Rd-1

1.2.3 Fonction génératrice et caractéristique

Ces deux concepts sont d’une grande efficacité opératoire lorsqu’il s’agit de déter-
miner les lois de sommes ou de différences de v.a indépendantes, ou des limites de

suites de variables ou vecteurs aléatoires.

Fonction génératrice

Définition 1.2.6 La fonction génératrice d’un vecteur aléatoire (Xi,...,Xq) a

valeurs entiéres positives est définie par

Vi € N, Vz € D(O, 1), GXl,...,Xd(Zly ...,Zd) =F (Zf(l, ...,Z§d> .

11
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On démontre facilement des propriétés analogues a celles de la fonction génératrice

d’une v.a par exemple E(X;)

8G(X17._,,Xd)(zl, ceey Zd)
azi

BE(X;) =

(z1=22=...=24=1)
Fonction caractéristique

La fonction caractéristique d’une v.a ou d’un vecteur aléatoire quelconque X est
la transformation de Fourier de sa mesure de probabilité, qui existe toujours et

bénéficie de ses puissantes propriétés.

A Dinstar de la fonction génératrice, elle caractérise complétement la loi de pro-

babilité et en contient donc toute 'information.

Définition 1.2.7 La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X = (Xq, ..., Xq)

de loi Px est définie par

Vit € Rd? E(eXpZ <X7 t>) = /expi <X7 t> dPX(xb "‘de) nO:tée @X(tla "'7td)7

R4

((X,t)y désigne le produit scalaire thXj et j=0,...,d)
J

Remarque 1.2.1 Si X est un vecteur aléatoire de densité fx(x1,x2,...,2q) Sa

fonction caractéristique est définie par

d
ox(ti,ta, ..., ty) = /exp (ithXj> fx(z1, 29, ..., xq)dx1d2s.. . d2y.

R i=1

Théoréme 1.2.3 Etant donné deuz vecteurs aléatoires X et Y de méme dimen-

12
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ston et de fonctions caractéristique px et py .
ox = py <= X etY ont méme loi.

Théoréme 1.2.4 1. Soit la v.a X de densité fx et telle que px € L'(R),

alour :

fx(x) = %/exp(—iXt)ch(t)dt, p.p.
R

2. Soit le vecteur X de densité fx tell que px € L*(R") alors :
1 .
fx(iﬂl, ey J}d) = W 90)((151, tg, ey td) exp —Z(tlfL‘l + ...+ td{L‘d)dtl, ceey dtd.
R4
1. Si X est a valeurs discrétes x4
T
1
P[X =z4 = lim 5T exp(—itzq)px(t)dt.

T—s 400 2
-T

Indépendantes des composantes d’un vecteur aléatoire

Théoréme 1.2.5 Les v.a Xi,..., Xy sont mutuellement indépendantes si pour

toute d-aplet de boréliens (By, Bo, ..., By) de R?

P(X1 € By, X3 € By, ..., Xq € By) = P(X; € By)...P(Xy € By).

13
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Théoréme 1.2.6 Si le vecteur aléatoire X = (X, Xa, ..., Xq) est de densité fx

et les v.a X; de densités de respectives fx,, alors
(Indépendance des X;) <= fx(x1, 2o, ...,24) = I, fx,(2:).
Preuve. <—

Px(Bl X By X ... X Bd) = P(Xl € By,...,. X € Bd)

_ / Fy(2)da

Bl XBQX...XBd

= / le({L‘l)fxz(l’g)...fXd(ZEd)dlEldl‘Q...dl’d

Bl XBQX...XBd

_ / Fy(21)ds / Fx, (22)ds... / Fr, () das

B1 B> By,

— Px,(B))...Px,(By).

= La réciproque est triviale. m

Proposition 1.2.1 Les variable aléatoires X1, Xo, ..., X4 sont indépendantes si
et seulement si la fonction caractéristique du vecteur (X, Xa,...Xy) est le produit

des fonction caractéristique des coordonnées

Ou(t1s ooy ta) = @u(ts)... o, (ta)-

1.2.4 Espérance et la matrice de covariance

Définition 1.2.8 On définit 'espérance d’un vecteur aléatoire comme le vecteur
des espérances existe

E(X) = (E(Xk))k::l,...,d-

14
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De meéme, l’espérance d’une matrice a coefficients aléatoires est la matrice des

espérances des coefficients.

Définition 1.2.9 On appelle matrice de covariance du vecteur aléatoire X =
(X1 )k=1..a la matrice

Kx = (COU[Xka])h,k:L...,d-

Si ces covariances existent. La manipulation des matrices de covariance est gran-
dement simplifiée par la notation matricielle. Nous écrirons un vecteur X de R?
comme une matrice & d liens et une colonne. Sa transposée, notée X' est une

matrice a 1 ligne et d colonnes. On peut écrire la matrice de comme suit.

Ky = E[(X - E(X))(X - E(X))'].

15



Chapitre 2

Lois et fonctions caractéristiques

usuelles dans R

Il existe deux types des les lois usuelles dans R?, les lois usuelles discrétes et les

lois usuelles continues.

2.1 Vecteur gaussien

Définition 2.1.1 Un vecteur aléatoire X = (X1, Xa, ..., X4) est gaussien ou nor-
d

male si toute combinaison linéaire E a;X;, (a; € R) de ses composantes est une
. . Z:1
variable gaussien.

Théoréme 2.1.1 Les composantes d’un vecteur gaussien son des v.a gaussiens

Preuve. Pour toute i, on choisit a; = 1 dans la définition précédent et pour tout
J #1etaj =0, on conclut & la normalité de X; grace a la définition. La définition
précédent est fondée sur le théoréme de Cramer-Wold qui affirme que la lois d’un

vecteur aléatoire (X, Xs, ..., X;) est caractérisée par la connaissance des lois de

16
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toutes les combinaisons linéaires possibles de ses composantes. m

Théoréme 2.1.2 Si les v.a indépendantes (X;)i—1.. a sont gaussienne, alors le

vecteur X = (X1, X, ..., X4) est gaussiens.

Preuve. V()14 € R, les via a1 X7, ..., 04X, sont gaussienne et d’aprés la

définition le vecteur (X7, X, ..., X;) est gaussiens.

Remarque 2.1.1 Soif si elles sont indépendantes, la normalité de chacune des

composantes nimplique pas celle du vecteur, comme le montre [’exemple suivant

Exemple 2.1.1 Soit le vecteur (X,Y) de dimonsion deux, de densité fxy égale
3 l _M l > NSRS , . , N

a - exp 5 sur le premier et le troisiéme quadrant déterminé par un repére
orthonormé, et nulle sur les deux autres quadrants. Par construction le vecteur

(X,Y) n’est pas gaussien, mais ses densités marginales le sont, respectivement

égales a \/%Tr exp (—Tac2> et \/%? exp (773”2> .Le produit des densités marginale n’étant

pas a la densité conjointe, les composantes sont dépendantes.

Définition 2.1.2 Un vecteur gaussien X* est centré réduite, si E(X*) =0 et si

Kx-~ = 1d.

Remarque 2.1.2 1. Les composantes X sont indépendantes et pour tout couple
(’i,j), V(XZ) = 1,/% = 0, COU(XZ',X]') =0.
2. La densité fx est définie par

d
Vo e RY, fx(z) = (27?)’g exp (—%fo) :

17
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2.1.1 Propriétés des vecteurs gaussiens

1. Soit X € R?un vecteur gaussien et K sa matrice de covariance. Les variables

X4 sont indépendantes si et seulement si la matrice K est diagonale.

2. soit p € R et K un matrice symétrique d’ordre d, définie positive (det K #
0).

La loi normale N (u, K) admet pour densité.

1 1 1
(Vam)d Vet K eXP(—§($ — 1)

Ve eRY:  fx(z) = 'Kz — ).

Proposition 2.1.1 L%mage linéaire d’un vecteur gaussien est encore un vec-
teur gaussien, soit X = (X, ..., Xq) un vecteur gaussien de dimension d et A €

M) (R). Alors AX est un vecteur gaussien en dimension p.

Preuve. En effet si a € R? alors (a, AX) = (A'a, X) suit une loi normale car

combinaison linéaire des marginales du vecteur gaussien X. m

2.1.2 Fonction caractéristique du vecteur gaussien

Définition 2.1.3 Soit X un vecteur gaussien, p son espérance et K sa matrice de
covariance. La fonction caractéristique du vecteur X est définie pour tout u € R?
par

1
wx(t) = exp [ut,u - éutKu] :

Preuve. Posons Y = u'!X. C’est une combinaison linéaire des cordonnées de X.
Donc Y suit la lio normale d’espérance u'y et de variance u'Ku. La fonction

caractéristique de Y évaluée au point 7, vaut donc

2

px(r) = exp(ir(u't) — %utKu).
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Pour conclure, il suffit de remarquer que

ox (ug, ug, ..., ug) = py(1).

Remarque 2.1.3 La fonction caractéristique du vecteur gaussien X* centré ré-

duite de dimension d est définie par

1
Oxr = exp(—§utu)
1
(15
=1
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2.2 Vecteur multinomial

Le vecteur multinomial est I’extension de dimension d de la variable binomial.

soit l'espace fondamental 2 = {A;, Ay, ..., A3}, ou ‘chaque événement A; a la
d

probabilité de réalisation p;, sachant que Zpi = 1. On procéde a k tirages avec

remise dans (2 le vecteur aléatoire (X7, Xgi,:.o.., X,) compte les réalisation respec-

tives (nq,ng, ...,ng) des événements Aj, As, ..., Ag. D'un point de vue pratique, ce

modele probabiliste décrit un sondage avec remise par échantillons de taille d,

dans une population partitionnée en d sous-ensembles, décrivant par exemple les

classe socioprofessionnelles d’un pays ou d’une région.

Calculons le nombre d’échantillons réalisant I’événement (n; fois A;, ns fois As,...,
nq fois Az).Compte tenu de I'indépendance des tirages, on démontre que le nombre
de tels échantillons est égale a

k!

ningl..mg!l

CpC, O

k—ny- —(n1tn2+...4ng_1) =

Or la probabilité de tirer un échantillon de la forme ci-dessus est égale a py*...pJ*.
D’ow’

k!
P(X1=n1,Xo=n9,... Xqg=n4) = - ‘p?l...pg’“.
d-

nl'ng'

On vérifie facilement que X; est binomiale de loi B(k, p;) et que
P (X1 =mn1, Xy =n9,..., X4 = nq) # P(X1 = n1)... P(Xg = nyg),

pour tout (n4, ..., ng) de somme k, ce qui équivaut a la dépendance des v.a (X;)i=1,. 4.

Définition 2.2.1 La vecteur aléatoire X = (X, ..., Xy) est dit multinomial de

paramétres (p;);, si pour tout d-uplet (ny,ng, ...,ny,) & valeurs dans {0,1,...,k} et
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d
tels que an =k

=1

k! "
— J— - 1,72 N
P(Xi=n1,...X,=n,) = nllngl...nn!pl PPk,

ot les p; sont des réels positifs de somme égale & un.

Définition 2.2.2 Un vecteur aléatoire X & valeurs dans N%, suite la loi multino-

miale M(n,p1,...,pn), tell que n € N et Zlepi =1,p1,...,pqa € [0,1] si

nil..

P((Xy, ..., Xq) = (n1,...,nq)) = "—!nd!p’fl...pzd pour niy +ng + ... +ng=n

0 sinon

2.2.1 Espérance et la matrice de covariance

X; est de loi binomiale 5(kp;, kp;(1 — p;)), alors
E(X) = (kp1, ..., kpaq).

Matrice de covariance de X

Posons

1 si le i-éme targe fouit apparaitre A;.

0 sinon.

il est facile de vérifier que (X7, Xs, ..., Xy) = Z (Ul(i), . Ué“) ou’ les Uj@ sont
i=1
des v.a indicatrices des événements A; pour chacun des k tirages, les vecteurs

Ve = (Uj@, .., U™ sont indépendants.

J
D’outre part, F ( é?Up) =0sim#r,dou
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On en déduit, cov (X, X;) = kpmpr

pi(l—p1) -+ P1Pd
cov(X) =k

—pxpa - pa(l —pa)
2.2.2 Fonction caractéristique du vecteur multinomial.

Définition 2.2.3 Soit X un vecteur multinomial M(n, py, ...,pa),n € N. La fonc-

tion caractéristique du vecteur X est définie pour tout t € R? par

ox (b1, ta) = (ij eXP@QPj)) :

j=1
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Chapitre 3

Convergence

La convergence de variables aléatoires est une notion essentielle en probabilités
et méne A certains résultats fondamentaux. A titre d’exemple introductif, notons
que lors d’un jeu de pile ou face ot on lance une piéce dont la fréquence d’ap-
parition de pile est p, la fréquence observée du nombre de pile obtenu aprés n
lancers est de p, pourvu que n . Donc, si p est inconnue, cette observation offre un
moyen d’approximer p en comptant les fréquences de pile pour un grand nombre
de lancers. En probabilité, plusieurs modes de convergence sont possibles, ils sont
introduits dans ce chapitre, dans lequel les suites de variables aléatoires sont sup-
posées construites sur un espace de probabilité (2, F, P). Pour simplifier on ne
considére que des variables aléatoires réelles, mais les énoncés et les résultats res-

tent vrais pour des vecteurs aléatoires & valeurs dans R,

3.1 Convergence en probabilité et presque stire

a) Une suite (X,,)nen de v.a converge presque stirement vers une v.a X s'il existe

un ensemble C' € F' de probabilité 1 (P(C) = 1) sur le quel la suite converge
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ponctuellement (ou simplement) vers X. On note

Pp.s

X, — X.

b) Une suite (X,)qen de v.a converge en probabilité vers une v.a X si, pour tout

e > 0, la suite de terme générale P(|X,, — X| > ¢) converge vers 0. On note
X, — X.

c) Une suite (X,,),en de v.a converge presque stirement (resp. en probabilité) s’il
existe une v.a X telle que cette suite converge presque siirement (resp. en

probabilité) vers X.

Remarque 3.1.1

1. Silasuite (X,,)nen de v.a converge presque stirement (resp. en probabilité),la
limite X est P, unique. C’est clair pour la premiére convergence. Pout la
seconde, soient X et X' deux limites en probabilité, pour tout ¢ > 0 et tout

n € N, on a, par I'inégalité triangulaire,
(Jx-x|>2) c (x - x> ) U (1% - X1>5).
2 2
Et par conséquent
P()X—X" >e) <P(1X - X, > g) + P (1%, - X > g)
En passant a la limite, il vient

Ve > 0 P()X—X">a):0.
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On a le résultat en remarquant que

x#x)=J (‘X—X">%).

neN*

2. La convergence en probabilité X, 2, X s'6crit de maniére quantifiée :
Ve>0,V0>0  dIN(e,0) e N tel quen > N(e,0) = P(|X,, — X| >¢) <.
Ceci est équivalent a ’assertion

Ve>0  dN(e)eN telquen > N(e) = P(|X,, — X|>¢) <e.

Il est trivial que la premiere assertion implique la seconde. Réciproquement,
supposons vraie la seconde assertion et soit € > 0 et 6 > 0. Si § > ¢, il suffit
de prendre N(g,d) = N(e), si § < ¢, on prend N(g,d) = N(4). On a alors,
pour tout n > N(§),

P(|X, — X|>9) <4,

et le résultat vient de I'inégalité
(| Xy, — X| >¢) C (| X, — X]| >9).

3. Si I'espace des valeurs prises par les v.a est R? avec d > 2, le choix de
la norme est indifférent (on le voit facilement en exprimant que toutes les
normes sont équivalentes). De plus, pour que X, L, X il faut et il suffit que,
pour tout j = 1,2, ..., d, on ait X/ N X7 ou X7 désigne la j™¢ composante

de X,,. La condition nécessaire est triviale, la condition suffisante résulte des
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inégalités suivantes (on choisit la norme max)

P(%l%\xg—xj\ >g> gP(O (|x7 — x7| >g)) < (ip(\x,{—xj} >5)>.

=1 =1

Les conditions de convergence P, données ci-dessous sont d’un usage fré-

quent.

Lemme 3.1.1 1. Sila suite (X,)nen converge presque sirement, elle converge

en probabilité et les limites sont P, s égales.

2. Sila suite (X,,)nen converge en probabilité vers X, il existe une sous-suite

(Xn,)jen qui converge presque strement vers X.

3. Pour que la suite (X,)nen converge en probabilité vers X il faut et il suffit
qu’elle soit de Cauchy pour la convergence en probabilité, c’est a dire que,
pour tout € > 0, la suite double de terme général P(|X,, — X| > €) converge

vers 0.

Proposition 3.1.1 Si la série de terme général P[|X,, — X| > €| converge, alors

(X,) tend vers X presque sirement.
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3.2 Convergence L, et équi-intégrabilité

Si X est une v.a intégrable, le théoréme de convergence dominée implique

a—>—+00

(1Xi>a)

lim / | X|dP = 0.

La notion d’équi-intégrabilité généralise cette propriété a une famille quelconque

de v.a en lui donnant un caractére uniforme.

Définition 3.2.1 La famille de v.a (X;)ier, ot I est un ensemble quelconque, est
équi-intégrabilité si

lim sup / | X;| dP = 0.

a——+00
(1Xi|>a)

On donne une condition suffisante d’équi-intégrabilité.

Définition 3.2.2 Soit p > 1. Une suite (X, )nen de v.a admettant un moment

d’ordre p converge dans L, vers une v.a X si

X € L,(Q,F, P),
et st
lirg E[|X, - X["] =0.
On note
LP
X, — X.

La suite (X,)nen de v.a converge dans L, s’il existe une variable aléatoire X €

L,(Q,F,P) telle que cette suite converge dans L, vars X.
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Remarque 3.2.1 Sip = 1(resp. p =2) on dit que la suite converge en moyenne
(resp. en moyenne quadratique). Si p > 1, comme il résulte de l'inégalité de Min-
kowski, Uapplication X — [E|X["]*/? est une semi norme sur L,.En particu-
lier, si une suite (X,)nen de v.a converge dans L,, sa limite est P, unique.
L’ensemble quotient de L,(Q2, F, P) c’est en vertu de l'inégalité de Minkowski, un
espace vectoriel normé, dont la norme est obtenue par passage au quotient de la
semi-norme X — [E|X|']Y? (en parle de la norme p de X et on note usuelle-
ment || X||, = [E|X[P]?), dans cet espace de classes de v.a, la limite d’une suite
est alors unique. Il est d’usage de noter la mame facon une v.a et sa classe, on
en fera de méme pour la semi-norme et la norme associée et on parlera indiffé-

remment de convergence L.

Théoréme 3.2.1 Soientp > 1 et (X,))nen une suite de v.a admettant un moment

d’ordre p. Les assertion sutvantes sont équivalentes

1. La suite (X,,)nen converge dans L.

2. La suite (X, )nen est de Cauchy dans L, c’est a dire que
lim E | X, — X[” = 0.

3. La suite (| X,|" )nen est équi-intégrable et il existe X € LP(Q), F, P) telle que

Convergence en loi

Définition 3.2.3 Une suite de v.a ou de vecteur aléatoire (X, )nen de dimension

d définis sur (2, F, P) converge en loi vers la variable ou le vecteur aléatoire X
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quand n tend vers +oo (on notes X, L, X), si l'une des deux propositions

équivalentes suivantes est vérifiée

1. Pour toute fonction bornée et continue h de R? dans R
B(h(Xa))n— 400 = E(R(X)).

2. la limite ponctuelle de la fonction de répartition Fx, quand n tend vers

linfini est Fx, en tout point ou’ Fx est continue.

2.a Si (X,)nen est une suite discréte et X une v.a discréte

(X, =5 X) = (Var  lim Py, (z) = Px(21)).

2.b S les lois des X, et X sont définies par des densités fx, et fx la

caractérisation précédent (2) équivaut & la convergence ponctuelle de la

suite (fx, ) vers fx.

Théoréme 3.2.2 (de Lévy ) soient une suite de v.a ou de vecteurs aléatoires

(Xn)nen €t la suite de leurs fonction caractéristique (px, )n
(Xn L, X) < (Vz, limpx,(z) =¢x(x) et px continue en 0.

Remarque 3.2.2 Une suite de v.a discrétes peut converge en loi vers une v.a

absolument continue.

Ilustration : La suite (X,,).en de v.a discrétes uniformes de lois P(X,, = %) =
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—] pour k =0, ...,n converge en loi vers une v.a X uniforme sur [0, 1].
n

)= 3 () - A5

~n+1 n n+1)(1—expitt)’

Continue en 0, quand n tend vers +oo. D’ou le résultat par application du

théoreme de Lévy, puisque

_exp (it) — 1

ox(t) i

Inversement : Une suite de v.a admettant des densités peut converge vers un v.a
discrete. Clest le cas d’'un suite de v.a (X,,)nen dont densités (f,,), forment
un suite d’unités approchées définie en analyse fonctionnelle comme suite de
fonction positive d’intégrales égales alunite et telle que pour tout voisinage

V' de 0 petit soit

lim /fn(x)da: et égale a 0,

n—-s-+oo

Cy

IMustration : lasuite d’unités approchées égales deux densités gaussiennes fx, (z) =

n n2z2

exp | —
\ 2T p( 2

loi vers la probabilité discréte dg.

) de moyenne nulle et de variance égale & — converge en
n

Théoréme 3.2.3 Soit (wy,),en une suite de lois de probabilité sur R. Soit F,, la
fonction de répartition de wy,
w,Vr € R,  F(x) =w,(]—o0,z]).

Théoréme 3.2.4 Soit w une mesure de probabilité sur R et F' sa fonction de

répartition. La suite (w,) converge faiblement vers w si et seulement si en tout
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pomnt x ou F' est continue,

Théoréme 3.2.5 Soient (X,,)nen une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans
R* et f une fonction continue de R¥ dans R. Si (X,)nen converge en loi (resp.

probabilité) vers X, alors (f(X,)), converge en loi (resp. probabilité) vers f(X).

3.3 Liens entre différents types de convergence

Proposition 3.3.1 Si (X,,) tend vers X en probabilité, alors il existe une sous-

suite qui tend vers X presque stirement.

Preuve. Supposons que (X,,)qen tend vers X en probabilité. Définissons la suite
d’entier (ny) par ng et pour tout k > 0, ng4q est le premier indice supérieur a ny
tel que

1 1

—X\>E < —.

P||X, o

k+1

Fixons € > 0. Il existe kg tel que pour tout k& > kg, % < e. Alors

—X}>e}<i

P HX 9k’

Nk+1

qui est le terme général d’une série convergente. D’oul le résultat par application
de la proposition (3.1.1). La convergence en probabilité est un intermédiaire entre

la convergence presque stire et la convergence en loi. m

Proposition 3.3.2 Si (X,,) tend vers X en probabilité, alors (X,,) converge en

lot vers la lot de X .
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Preuve. Nous le démontrons dans le cas de v.a réelles en utilisant le critére des
fonctions de répartition (théoreme (3.3.2)). Soit x un point ou la fonction de

répartition de X est continue. Nous voulons démontrer que

lim P[X, <z]=P[X <z

n—-s-4o0o

Fixons § > 0. Pour tout € > 0, il existe ng tell que pour n > ny

PlX,—X|>¢] <.

Décomposons I'événement ” X,, < z”

"X, <2 ="X, <zet X<z+e"ouX,<zretX>x+¢e",

Pour tout n > ng, on a donc

P[X,<z]<P[X <z+¢e|l+0.

On procede de fagon symétrique pour la minoration.

"Xp>a"="X,>ret X>r—"ou"X,>ret X <zx+¢e”,

Donc

1-P[X,<z|]<1-P[X <z—¢ -9,

Soit
PX,<z]>P[X<z—¢]-4
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Puis que la fonction de répartition de X est continue en x, nous pouvons choisi &
de sorte que

P[X < 2] —26 < P[X, < 2] < P[X < a] + 26,

D’ou le résultat. m

Proposition 3.3.3 S5i (X,,) converge presque surement vers X alors (X,,) converge

vers X en probabilité.

Preuve.

BE="1X,—X|>¢.

Si (X,,) converge vers X presque surement, alors pour tout £ > 0
P[ﬁnozo Un>no B;] =0,

Donc :

Hm  P[Upsn,BS] = 0,

np—00

D’ot le résultat. m

Proposition 3.3.4 Si (X,,) converge vers X dans L, alors (X,)nen converge vers

X en probabilité (et donc aussi en loi vers la loi de X ).

Preuve. C’est une conséquence immédiate de 'inégalité de Markov :

E[|X, — X"
PlX, - X| <€ < %

En particulier, de toute suite qui converge presque stirement. On utilise une tech-

nique analogue pour démontrer que l'espace L,,, muni de la norme ||.|| est un espace
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vectoriel normé complet. La convergence presque stire n’entraine pas forcément la
convergence dans L, (ne serait ce que parce que les X,, peuvent converger presque
stre sans étre forcément dans L,).Le théoréme de convergence dominée fournit

une condition suffisante. =

Proposition 3.3.5 Soit (X,,)nen une suite de v.a dans L, qui converge presque

surement vers une v.a X . Supposons qu’il existe Y € L, telle que pour toutn € N :

PlX, <Y]=1

Alors X € L, et (X,,) converge vers X dans L,,.

3.3.1 Annexe

Les liens entre les différentes convergences sont donnés par le diagramme suivant
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Sous -suile//
1
C ¥ dominée

[ 2 J— ] —
t ot J

Sous-suite Limite constante

Fic. 3.1 — Liens entre différents types de convergence

3.4 Exemples de convergence en lois

Convergence de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale

Soit Xy suivant une loi hypergéométrique H (N, M,n) avec & — p, N — oo,
n restant fixe. Alors X, tend en loi vers une v.a X suivant une binomiale B(n, p).
Preuve. Pour prouve cela, utilisons les densités par rapport a la mesure de comp-

tage v sur N. Nous avons

M N-M

k n—k
Ixy (k) = ,0 <k < min(n, M).

N

n
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Supposons que M /N — p, N — oco. Nous avons

M!(M — N)In!/(N —n)!
(M —&)(n — KN — M — (n — k))IN
n! M! (N—M—(n—Fk)! (M—n)
KM — R (M =k (N=M—(n— k) NI

1] (rm) < (F5),

fXN(k) = k!

Mais

((MM_!k)) = M(M —1)...(M —k+2)(M—k+1)

k—1 k—2
(1 - ——)
= M*(1+o(1),

x...x(l—i)

= M"(1 -
( M

Puis que M — oo et k est fixe. En suit Puis que, aussi, N—M = N(1—M /N) ~~

N(1—p) — oo et n — k est fixé. Enfin

(M —n)\ 1
( N! )_(N—n+1)(N—n+2)...(N—1)N

Pour des raisons similaires. Au total, pour tout 0 < k <n

et = () (%) (W) (o) — ()t
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Ainsi pour tout point £ du domaine de la densité de la loi binomiale

n _
et = ()=,
Nous avons
V(1 <k <n), fx, (k) — fx(k).
Nous avons donc la convergence en loi cherchée. m
Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

Soit X, suivant une loi B(n,p) avec p = p, — 0, np, — X et A > 0, quand
n — o00. Alors X,, tend en loi vers une v.a X suivant une loi de Poisson de

parameétre .

Preuve. Pour attester cela, utilisons la fonction des moments. Soit X une v.a
suivant la loi de Poisson de parameétre A > 0. Nous avens ¢y, (t) = (p, + (1 —
pn)expt)” pour n > 1,px(t) = exp(A(expt — 1)),t € R Notons A\, = np, —

A.Pour tout ¢ fixée,

An An " Alexpt —1)\"
o) = (224 0= 2 expr) = (1= LD o rexpe - 1) = ox(0),
Par le résultat classique d’analyse qui affirme que

Tp\"
(1 + —) — expT quand n — +00 pourvu que x, — = € R lorsque n — +o00.
n
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Convergence de la loi géométrique vers la loi exponentielle

Soit Y, pour tout n € N* est une v.a de la loi géométrique de parameétre < ou

a > 0, quand n — oo. Alors X,, = % tend en loi vers une v.a X suivant une loi

de exponentielle de parameétre a.

Preuve. Soit Y une v.a suivant la loi géométrique de paramétre @ > 0. Nous

avons

£ = a,/n
) = T 1 i

Ona: X, = %, alors
n

a,/n
exp(—it,/n) —1+1/n’

vx,(t) =y, (t/n) =

puis que
expz =14 z+ z¢(z), avec limos(z) =0,
) —it
alors si on pose z = — donc
n
a,/n
) — = — O, ..e t — s . )
s T Le ox, (1) —it +a —ite(t,/n)
et
«
lim t) = .
n_mSOXn( ) o — it

Est la fonction caractéristique d'un v.a X de la loi exponentielle X ~ £(«). m
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