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Notations et symbols

Un ensemble fondamentale.

Une mesure de probabilité sur 2

Ensemble des fonctions mesurables de carré intégrables.

presque stirement.

Espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.

La tribu (ou o-algébre) sur €2, ie une trés grande famille de sous-ensembles.
tribu borélienne.

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré complée.

Filtration canonique de processus stochastique.

Mouvement Brownien.

Ensemble de fonction dérivable et dont la dérivée premiére continue.
Equation différentielle stochastique.

Produit scalaire dans R?

La fonction de cotit { minimiser.

Transposée

iii
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Introduction

Les problémes de controle optimal partiellement observé ont recu beaucoup d’at-
tention o ils sont devenus un outil puissant dans de nombreux domaines, tels que

les mathématiques financiére, le controle optimal, etc...

Dans la réalité, des nombreuses situations, I'information compléte elle n’est pas
toujours disponible pour les controleurs, mais celle partielle avec le bruit. Ce type
de probléeme a été étudier par plusieur auteur, voir par exemple Lakhdari et al.

[1], Miloudi et al. [2], Wang et Wu [3], et Wang et al. [4].

L’objectif de ce travail est de faire une étude détaillée sur le principe du maximum
stochastique pour les problémes de controle partiellement observé avec sauts ot

le domaine de controle est supposé convexe. Cette étude est basé sur le travail de

Miloudi et al. [2].

La dynamique du systéme controlé prend le type suivant :

da® (t) = f(t, 2¥ (1), v(t))dt + o(t, 2 (t), v(t))dW (¢)

+e(t, 2 (t), v(t))dW (t) + /@g(t,az”(t_),v(t),G)N(de,dt)

z¥(0) = x,t € [0, T,
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ou les coefficients

Fo00,T] x R* x U — R,
o:[0,T] x R" x U — R™4,
c:[0,T] x R" x U — R™,

g:[0,T] xR" x U x © — R™4,

sont des fonctions déterministes données.

L’observation est donnée par ’équation suivante :

dY (t) = h(t,z°(t), v(t))dt + dW (1)

ot h:[0,T] x R" x U — R", et W (-) est un processus stochastique dépendant

du controle v(+).

Le cotit fonctionnel & minimiser sur la classe des controles admissibles est égale-

ment sous la forme

J(o() = B [ [ttt 0t0pi + an ()

oul:[0,T] x R" x U — R,¢:R" — R, et BV représente 'espérance mathéma-

tique sur (2, F, F;, PY).

Nous présentons notre travail de la maniére suivante :

» Dans le premier chapitre, on donne un bref rappel sur la théorie du calcul
stochastique qui nous permet d’étudier le principe du maximum stochastique pour

les problémes de controle optimal pariellement observé avec sauts.
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» Le deuxiéme chapitre contient ’essentielle de notre travail, nous prouvons les
conditions nécessaires pour notre probléme de controle avec sauts. Plus précisé-
ment, nous utilisons le théoréeme de Girsanov ainsi que la technique variationnelle
standard pour transformer notre probléme de contréle optimal en probléme com-

plétement observé.

» Dans le dernier chapitre, nous appliquons le principe du maximum stochastique

au probléme de controéle optimal linéaire-quadratique.



Chapitre 1

Rappelle sur le culcul

stochastique

Ce chapitre a pour but de donner des définitions basés et des résultats principaux

pour les utiliser aux prochains chapitres.

1.1 Processus stochastiques
Soit (2, F, (Fi)>0,P) un espace porobabilisé filtré.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Soit T un ensemble. On appelle
processus stochastique sur un espace de probabilité (2, F,P) indexé par T et a
valeurs dans RY, un famille (X;)ier d’applications mesurables de (Q,F) dans

(R4, B(R?)) ; pour tout t € T, soit une v.a.

Remarque 1.1.1 Les fonctions t — X;(w) sont appelées les trajectoires du pro-

cessus stochastique X;.
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Définition 1.1.2 (Filtration) On appelle filtration (F;),5 de (2, F) ; une  fa-

mille croissante de sous tribus de F.i.e Fy C F; C F;Vs < t.

Remarque 1.1.2 Un espace de probabilité (Q, F,P) muni d’une filtration (F;)er

est satisfait les conditions habitulles si :

i) Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy
ii) La filtration est continue a droite i.e. F; = Ny Fs Vi.

La famille croissante de sous tribus G, = o(X,,s < t), s’appelle la filtration
naturelle de processus stochastique X. Mais G; ne contient pas néssairement
les ensemble négligeable (N), c’est pour cela on introduit la filtration naturelle
augmentée de X définie par F; = o(IN U G,). lorsque nous parlenors de filtration

naturelle, il s’agira toujours de la filtration naturelle augmentée.

Définition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus stochastique X = (Xy),cr

est dit adapté (par rapport a Fy ) si pour toutt € T, X, est F;-mesurable.

Définition 1.1.4 ( Processus mesurable) Un processus X est mesurable si

Uapplication (t,w) — X; (w) de R, x Q dans RY est mesurable par rapport auz

tribus B(Ry) @ F et B (R?).

Définition 1.1.5 (Temps d’arrét) Soit T une variable aléatoire a valeurs dans

R.. 7 est un F—temps d’arrét si, pour tout t € T:

{r<t} ={we:7(w) <t} eF.

Si T est un temps d’arrét, la tribu F, = {A € Foo, AN{T <t}, Vt € T} s’appelle

tribu des événements antérieurs a T.
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1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.2.1 Un processus W : Q — [0, T] est un mouvement brownien (MB)
standard,si:

(1) Wo =0, P.p.s.

(11) Vs <t, Wy =W, — Wy~ N(0,t—s).

(13i) Pour tout 0 =ty <ty -+ <t, <T, les variables Wy, Wy, 1, -, W4, |+, sont
indépendantes.

De plus, on appelle W un F-mouvement brownien si W € LY (F}) et pour tout
0<s<t<T, lavariable Wy, est indépendante de la tribu du passé avant s, soit

o (Wy,u < s).

Remarque 1.2.1

1. La définition reste vraie pour T=10, oco].

2. On appelle W = (Wl, ce Wd)T un mouvement brownien d-dimentionnel si
W1, ... W sont des mouvements browniens independants.

3. Nous rappelons aussi que l’augmentation habituelle de la filtration naturelle
(Ft)er d’un mouvement brownien W est F)V = (o (F,UN)),cp. De plus, W
reste un mouvement brownien par rapport & sa filtration augmentée. Par abus
de language, l'augmentation de la filtration naturelle de W est encore appelée

filtration naturelle de W ou filtration brownienne.

1.3 Martingales

Définition 1.3.1 On dit que M = (M,),.; € L°(F) est une (P,F)-martingale,
ou simplement martingale si:

() B[|M;]] < +oo ¥t € T.
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(1)) B (M, | Fs) = Ms, pour tout 0 < s < t.

(1i1) (Mr)er est Fi-adapté (i.e M, est F; mesurable).

Remarque 1.3.1

1. M est une sous-martingale (resp sur-martingale ) s’il vérifie (i) et si de plus
VO <s<t:B(M|F)> M, (resp B(M, | Fy) < M,).

2. M est une martingale s’il est a la fois une sous-martingale et sur-martingale.

3. Si M est une martingale, alors B [M,;] = E[My] pour tout t € T.

Proposition 1.3.1 Si W est un MB, alors W, (W2 —t),.p et {exp <0Wt — "%t)} sont
teT

des martingales. Réciproquement, st X est un processus continu tel que X et

(X? — t);>0 sont des martingales, X est un mouvement Brownien.

Définition 1.3.2 (Martingale locale) Un processus M adapté caglad (continu
a gauche limité a droite) est une martingale locale s’il existe une suite croissante

de temps d’arréts {1,},-, telle que
- n

lirf T, = +oo Pp.s et, (Mirr,,t > 0) est
une martingale pour tout n.
Une martingale locale positive est une surmartingale. Une martingale locale uni-

formément intégrable (u.i) est une martingale.

Définition 1.3.3 (Semimartingale) Une semimartingale est un processus cad-

lag adapté X admettant une décomposition de la forme :
X=Xo+M+A (1.1)

ot M est une martingale locale cadlag nulle en 0 et A est un processus adapté a

variation finie et nul en 0. Une semimartingale continue est une semimartingale
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telle que dans la décomposition (1.1), M et A sont continus. Une telle décompo-

sition ot M et A sont continus, est unique.

1.4 Processus d’ItO

Définition 1.4.1 Un processus X = (X;)oo<p @ valeurs réelles est un processus

d’Ito si P.p.s
t t
Xy = Xo+ / bsds + / o dWs, YO<t<T, (1.2)
0 0

ot Xg est Fo-mesurable; b et o sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions, P.p.s:

T T
/ |bs| ds < oo et / o ds < oo,
0 0

c’est-a-dire b € Li (F) et o € L} (F).

loc

Le coefficient b est le drift ou la dérivée, o est le coefficient de diffusion.

Si X et Y sont deux processus d’Ito,

¢ t ¢ ¢
Xt:X0+/bl(3)ds+/01(s)dWS, et Yt:YOqL/bQ(s)dsqL/UQ(s)dWs,
0 0 0 0

Proposition 1.4.1 (Intégration par parties)Si X et Y sont deux processus
d’Ito, alors

t t
X,Y; = XoYo + / X,dY, + / YadX, + (X, Y).
0 0

8
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on pose

t
(X,Y), = / o1(8) o (s)ds, et dX; = bdt + oy dW;.
0

Théoreme 1.4.1 (Formule d’It6) Soient b € L. (F),o0 € L (F), et X un

loc loc

t

processus d’Ité définit comme dans (1.2)), on note (X); := / |o,|? ds.
0

Soit f € CY2([0,T] x R,R), alors

df (t, Xy) = Ouf (¢, Xy) dt + 0, f (¢, Xy) d Xy + %ammf (t, Xy) d{X),

1
= {&f + 0. fb + iﬁmf |0tl2} (t, X¢)dt + O, f (t, X¢) ordWs.
Ou bien sous la forme intégrale

f(t,Xt)_f(O,Xo)Jr/O {6tf+amfbt+%amf|at|21 (s, Xs) ds+/0 0, f (s, X,) o, dW,.

Nous finissons ce paragraphe en étendant la formule précédente au cas d’'un

mouvement brownien d—dimensionnel.

Théoreme 1.4.2 Soient W = (Wl, ce I/Vd)T un MB d—dimensionnel,

Vel (F),c" el (F),1<i<n,1<j<d.

loc

On note b = (b',- - -, b”)T et 0 := (0"))cicp1<j<q qui prennent des valeurs dans
R" et R™? respectivement. Soit X = (X1,---, X™) un processus d’Itd & valeurs

dans R™ tel que

d
dX}! = bidt + Zai’detj, 1=1,---,n; ou équivalent; dX; = byt + o, dW;.

J=1
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On note

t
(X)) = / os0lds, une matrice qui prend valeurs dans S™.
0

Si f:[0,T] x R" — R appartient a C*?* alors

df (£, X)) = Ouf (£, X)) dt + 0, f (£, X,) dX, + %am F(LX,) s d(X)s

1
= |:atf + axfbt + Eamf . (UtO'tT):| (t, Xt) dt + axf (t, Xt) O'tth.

n n d
0+ 3 00t + D275 foi o
i=1

ii=1k=1

n d
(£, X) dt+ )Y 0, f (8, X,) 0y dW.

i=1 j=1

On utilise les conventions : Opf = (Op, f," -+, 0z, f) est un vecteur ligne et O, f

est une matrice qui prend des valeur dans R™.

1.5 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.5.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation

de la forme

t t
Xt::C+/b(s,Xs)d3+/a(s,Xs)dW3, (1.3)
0 0

ou sous la forme
dXt =b (t, Xt) dt +0o (t, Xt) th,
X() = T.

Ou X est n-dimentionnel, x € L° (Fy,R™), et les fonctions

b: [0,T] x Qx R" - R" g: [0,T] x Q x R* — R™*4

10
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sont F-mesurables par rapport o (t,w,x).

Le coefficient b s’appelle le drift et la matrice oo s appelle la matrice de diffusion.
L’inconnu est le processus X . Le probléme est, comme une équation différentielle
ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, [’équation

différentielle a une unique solution.

Définition 1.5.2 On dit que X € L° (F,R"™) est une solution de I’EDS (1.3)) si

t t

(i) P.p.s, / {|b(s,Xs)|ds+/ |0(S,X8)|2] ds,
0 0

(17) X wérifie (1.3)) c’est-a-dire :

¢ ¢
Xi=z+ / b(s, Xs)ds + / o (s, Xs)dWs, Y0<t<T Pup.s.
0 0
On note
S?(F) := {X € L°(F) : X est continue, p.s et || X|° ,:=B [ sup |Xt|2} < oo} ,
' 0<t<T

Théoreme 1.5.1 (Existence et unicité) Sib et o sont des fonctions continues,
telles qu’il existe L < +00, avec

1. |b(t,x) = b(t,y)| + |o(t,x) — o (t,y)| < L]z —y|, pour tout z,y € R™.

2. (bt )| + o (£,2)] < L(1+Ja]).

3. E (|x|2) < 00.

Alors, pour tout 7" > 0, ’équation (1.3)) posseéde une unique solution dans 'inter-
valle [0, T]. De plus cette solution X = (X;),,.p € S* (F,R")

11



Chapitre 2

Principe du maximum

stochastique

2.1 Formulation du probléme

Soit T" un temps terminal fixe et (2, F, F;,P) un espace probabilisé filtré com-
plet. Soient W (-), Y (-) deux mouvements browniens standards unidimensionnels
indépendants. Soit R™ un espace euclidien a n dimensions, R"*¢ I’ensemble des
matrices n X d. Soit k(-) un processus stastionnaire en point de F; —Poisson avec la
mesure charactéristique m(df). On désigne par N(df, dt) la mesure de comptage
ou mesure de poisson induite par k(-), définie sur ©xR,, ou O est un sous-
ensemble fixe non vide de R avec sont Borel o — champ B(©) et N(df,dt) =
N(df,dt) — m(db)dt.

/(1 A 1O12)m(df) < oo et m(©) < +oo. Soient FV, FY et F} la filtration par

e

rapport a W(-),Y(-) et N(-), respectivement.

12
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On suppose que :

Fi=FVYVF VFNVN,

ou N désigne la totalité des ensembles P-nuls. On note par (-,-) (resp. |- |) le
produit scalaire (resp, norm), E est 'espérance sur (2, F, F;, P).
De plus, on note par

(1) L%(r, s;R™) est 'espace de fonction déterministe B(-) a valeurs dans R" tel

que :

/ |B(t)|2dt < +oo0.

(2) L2(F;; R™) est Pespace de variable aléatoire ¢ F;—measurable & valeurs dans
R™ tel que :

E|o|* < +oo.

(3) L2(r, s;R") est l'espace de processus ¢(-) F;—adapté a valeurs dans R" tel
que :

E/s|w(t)|2dt < 400,

(4) M2([0,T];R) est I'espace de processus g(-) F;—measurable adapté & valeurs

dans R tel que :

E/OT/@|g(t,0)|2m(d9)dt< o0

Soit U un sous-ensemble convexe non vide de R¥. Un contrdle v est un processus
F)'— adapté avec des valeurs dans U satisfait sup,c(o ) Blvy|* < oo,n =2,3,4...

On note par Uyq([0,7]) I'ensemble des variables de controle admissibles.

Pour un processus de controle donné v(-) € Uaa([0,T7]), la dynamique du systéme

13
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controlé prend le type suivant :

dx®(t) = f(t, 2" (t),v(t))dt + o(t, z"(t), v(t))dW

Felt, (), u(t)dW (t) + /@ gt, 2°(t_), v(t), O)N (db, dt) (2.1)

S
~
S—

z%(0) = xo,t € [0, T,

ou les coefficients

f:[0,7] x R" x U — R",
0:[0,T] x R* x U — R™%,
c:[0,T] x R" x U — R"™*%

g:[0,T] xR" x U x © —s R™4,

sont des fonctions déterministes données.

Supposons que les processus d’état z'(-) ne peuvent pas observé directement,
mais les controleurs peuvent observer un processus Y (-),qui est régi par I’équation

suivante :

dY (t) = h(t, z*(t), v(t))dt + dW (t) (2.2)

o h:[0,T] x R" x U — R", et W(-) est un processus stochastique dépendant

du controle v(+).

Remarque 2.1.1 Notez que si le terme de diffusion ¢ # 0 dans [’équation ,

alors il existe le bruit corrélé W (-) entre l’état et l’observation.

14
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Considérons la fonction de coft :

Ici

[0, T] xR"x U — R, ¢:R" — R,

ou BV représente Iespérance mathématique sur (2, F, F;, PY).

On suppose les hypothéses suivantes :

(H1) : Les fonctions f,0,¢,1: [0,T] xRxU — R et ¢ : R — R sont mesurables
dans toutes les variables, de plus : f(t,-,v),0(t,-,v), c(t,-,v),l(t,-,v), g(t,-,v,0) €
CHR,R) et () € CHR,R),Vv € U.

(H2) : On pose p(z) = f(t, x,v),0(t, xz,v), c(t, x,v),l(t, x,v), g(t, x,v,0),9¥(x),

la fonction ¢(-) vérifie les propriétés suivantes.

(i) Pour fixe z € R et la fonction ¢(-) € C}.

(ii) Tous les dérivées ¢, et v =f,0,¢,l,7) sont bornées et continues, avec des
constantes indépendantes de v € U. De plus, il existe une constante C'(T, m(0)) >

0 indépendant de v et O telle que :

sup |0,9(t, x,u,0)| < C.
0€0

sup ‘gfb(t7 €, U, 9) - gw(ta ZL'/7 u, 9)’ < CHZIJ — (L’/H,
0O

(iii) La fonction h us contintiment dérivable en z et continue en v, ses dérivées et

h sont toutes uniformément bornées.

Clairement, sous les hypotheses (H1) et (H2), pour tout v (-) € Uyq([0,T]) PEDS

15



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

(2.1) admet une solution unique x"(t) donnée par

z¥(t) = xg —i—/f s,x%(s),v(s))ds + o (s, z°(s),v(s))dW (s)
+c(s,27(s), v(s))dW (s) +/0 /@g(s,x“(s_),v( s),0)N(db, ds).

Nous définissons dP? = p¥(t)dP avec

p%t):exp{/otm ) ()~ 5 [ Ihts.a*(), (ePs

ot p¥(+) est la solution unique F} —adaptée de I’équation différentielle stochastique
linéaire :

dp’ = p°(t)h(t, 2" (t), v(t))dY (1), (2.4)

D’apres la formule d’It’6, on peut prouver que

sup E|p;|™ < oco,m =2,3,...
t€[0,T)

Par conséquent, d’aprés le théoréme de Girsanov et ’hypothese (H1) et (H2),
W (-), W () sont deux mouvement brownien standard de deux dimensions définies

sur le nouvel espace de probabilité (2, F, F;, PY),

Notre probléme de controle optimal partiellement observé devient le probléme
de minimisation suivant : minimiser la fonction de cotit dans (2.3)), pour v (-) €

U,a([0,T]) sous réserve a (2.1)-(2.2) telle que :

J(u() = oo ? (v () (2.5)

16
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Nous pouvons réécrire la fonction de cott (2.3) comme :

J(v('))—EUO p (DU, 27 (), v(t))dt + p*(T)p(x"(T)) | - (2.6)

Donc le probléme d’optimisation d’origine équivaut & minimiser (2.6|), pour v (-) €
U,q([0,TT), sous réserve a (2.1))-(2.4). L objectif principal de ce travail est de prou-
ver le principe du maximum stochastique, également appelé conditions nécessaires

d’optimalité pour le controle optimal partiellement observé.

2.2 Conditions nécessaires d’optimalité

Dans cette section, nous prouvons les conditions nécessaires d’optimalité a notre
probléme de controle optimal partiellement observé pour les équations différen-
tielles stochastiques avec sauts. La preuve est basée sur le théoréeme de Girsanov
et sur l'introduction des équations variationnelles avec quelques estimations de

leurs solutions.

Nous définissons la fonction Hamiltonienne H associé & notre probléme par :

H(t7 x? /‘1’7 U? ®7 Q? Q? K? R) = l(t7 x? ILL7 v) + f(t? x? ILL7 U)® + 0-<t7 '7;7 /’67 ,U)Q (2'7)

+c(t,z, 1, v)Q + h(t,z,v)K + /h(t, x, w, v, 0)R(O)m(db).
Q)

Soit (u(+),z(+)) la solution optimale du probléme de controle ({2.1)-(2.5)), pour
tout 0 < ¢ < 1 et v(:) € Ua([0,T]), on définit le control variationnel par
v () =u (") +ev(:) € Uy([0,T]). Onnote par z°(-), z(-), p°(+), p(+) les trajectoires

associé a (2.1)) et (2.4]) correspondent respectivement a v=(-) et u(-).
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Pour simplifier, nous introduisons la notation abrégée

et

g(t,0) = g(t,x(t-),u(t),8), h(t) = h(t,z(t),u(t)),

g (8,0) = g(t,2°(t-), v°(2),0), h™(t) = h(t, 2°(t), v*(1)),

Maintenant, nous introduisons les équations variationnelles suivantes :

do(t) = [f(1)o(t )]dt+[am( (t)]aw( )
+ [ea(t)o ) + / N(db, dt) (2.8)
(S)

dp1(t) = [p1(E)h(t) + p(t) e (H)B(E) + p(E)hu(E)u(D)]AY (2),
;01(0) =0,

(2.9)

Sous ’hypothese (H1) et (H2), ’équation (2.8)) et (2.9) admet une unique solution

adaptée ¢(-) et p1(-), respectivement.

Nous introduisons 1’équation adjointe suivante :

—dy(t) = 1(t)dt — z(t)dW (t) — K (t)dW
— / R(t,0)N(d6, dt), (2.10)
©

y(T) = (x(T)),

18
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et

—da(t) = [, ()B() + 7. (DQL) + e (1)
+1.(t) + / [g:(t,0)R(t,0)] x m(df) + h,(t)K(t)|dt
—QUAW () — Q1AW (1) — / R(t, 0)N (d6. d),
B(t) = o ((T)).

Clairement, sous les Hypotheses (H1) et (H2), il est facile de prouver que 'EDSR

(2.10) et (2.11) admet une solution forte unique, donnée par

(2.11)

\

T

y(T) = ¥(a(T)) - / I(s)ds + / 2(s)d WV (s)

/K // R(s,0)N(d6, ds).

et

B(t) = b (2(T)) - / Fo(5)2(5) + 00 (8)Q(s) + o (5)Q(s) + La(s)

+ [ el )R, 00 (o) + 1 (5) K (5)ds

/Q )W (s /Q VAW (s //se (d6, ds),

Maintenant, le résultat principale de ce mémoire est énoncé dans le théoréme

suivant.

Théoreme 2.2.1 Soit (u(-),z(-)) la solution optimale du probléme de controle
et (2.5). Sous (H1) et (H2). Alors il existe (®(-),Q(),Q(-), K(-), R(-,0))
solution de , telle que, Yv € U, on a

B [Ho(t, 2(1), ult), ®(t), Q(1), Q(t), K(t), R(t,0))(v(t) — u(t)|F] > 0,
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

ot la fonction Hamiltonienne H est définie par (2.7).

Afin de prouver notre résultat principal dans (Théoréme 2.2.1), nous présentons

quelques résultats auxiliaires.

Lemme 2.2.1 Supposons que (H1) et (H2) sont vérifies, alors on a

limE | sup |z°(t) — z(t)|*| = 0.
=0 Jo<t<T

Preuve. En application des estimations standards, l'inégalité de Boukholder-

Davis-Gundu on obtient

E | sup |2°(t) — x(t 2}<E/|f5 —f(s |ds+E/|0 s)|*ds
o<t<T
—I—]E/ | (s (s)| ds+E/ /\g 5,0) — g(s,0)*m(df)ds.

D’apres les conditions de Lipschitz sur les coefficients f, o,c et g par rapport a x

et u,on trouve

E [ sup |z°(t) — :L‘(t)|2:| < C’TE/O [|2°(t) — z(t)|*)ds (2.12)

0<t<T

t
+ CTEQE/ lv(s)|*ds
0
D’apres (2.12)), on a

t
E | sup |2°(t) — :c(t)]2] < CTE/ sup |2°(r) — x(r)|*ds + M .
0 i

0<t<T r€[0,s]
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

En appliquant I'inégalité de Gronwall, le résultat souhaité suit immédiatement

lorsque e — 0 m

Lemme 2.2.2 On suppose que (H1) et (H2) soient vérifies, alors on a :

lim sup B2 =20 e Z o) (2.13)

e=00<t<T €

Preuve. Nous mettons

Pour simplifier, nous utilisons les notations suivantes pour ¢ = f,0,¢,l et g :
(10;\75(75) = (,Ow(t, x/\7€’ Ua(t»’

9= (t,0) = gu(t, 2™, v°(¢), 0),

et

Pour ¢ € L?(F;R?) :

70 =2 [ 1) = s + £ [ [0°) = ()

+ é/ﬂ /@[95(3,0) — g(s,0)|N(db, ds) + 1/0 (5 (s) — e()]dW ()

- / [ ()0(5) + f ()0(s)]|ds — / (02(8)0(5) + 00 (s)u(s)dW (s)
- / (ea(5)6(5) + eo(s)o(s)]dI () — / / 0:(5. 0)6(5) + 0 (5, B)u(s) |V (d6, ).
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

Nous décomposons £ / [f°(s) — f(s)]ds dans les trois parties suivantes :
0

1 ts — “(s) — (s, x(s),v°(s)]ds
L[~ st = /[f() f(s, a(s), v*(s))d
2 [ (.07 (5) = (o). ()

£

. / (s, 2(s), 0°(s)) — 1(5))ds.

€

Nous remarquons que

1) = o). (s

/ / [£24() (7 () + B(s))dAds,

v(s) = f(s)]ds

// [fo(s, z( Ju(s)|dNds.
En appliquant la méme décomposons pour o, c et g, on a
{ / / 13 (5)n° (s)|dA\ds
/ / |2 (s)n° (s)] d)\ds+/ / | (5)n°(s)|2dAds

/ // 97 (s,0)11° (5)|*dAm(df)ds + C(t)E | sup |7€(S)|2] ;

s€[0,¢]

et

M =

E | sup |n°(s

s€[0,t]
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

ou

/0/0”“ oo + [ [ 6,040 = o)
[ [ o= potman o

[ oo, 2(5), 04()) — o ()]o(s)dAV (5)

+

+

//1 — Co(3)](s)dNdW (s)
// 5), v (5)) = co(s)]o(s)dAdW (s)

i / / / — 0.(5,6)]6(s_) AN (d6), ds)

/// gu(s,2(s),v*(s),0) — gu(s,0)]v(s)dAN (db, ds).

O
O

+

Maintenant les dérivés de f, o, ¢ et g par rapport a (x,v) sont Lipschitz continues
dans (z,v), on a

limE

e—0

sup W(S)P] =0.

s€[0,t]

Puisque les dérivés de f, o, ¢ et v sont bornés par rapport a (z,v), on a

sc<t>{ / o (5)ds B | s W(SWH-

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient V¢ € [0, 7]

<) {E 2 exp{/otC'(s)ds}}.

Enfin on pose t =T et ¢ — 0, la preuve de (lemme 2.2.2) on obtient le résultat

E | sup [1°(s)”

s€[0,t]

E sup [7°(s)|

s€[0,¢]

sup [n°(s)|?
s€[0,¢]

souhaité. m

Maintenant, nous introduisons le lemme suivant qui joue un réle important dans

le calcul de I'inégalité variationnelle pour la fonction de cott (2.6) sujet a (2.1)) et
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique

o)

Lemme 2.2.3 Soit (H1) vérifie, alors on a

lim sup E|M — (P =0 (2.14)

=0 0<t<T

Preuve. D’aprés la définition de p(-) et p; (+) ,on obtient

p(t) +ep(t) =1+ /Otﬂ(S)h(S)dY(S) + E/Ot [1(s)h(s) + p(s)ha(s)P(s)

+ p(s)hu(s)o(s)]dY (s)

=1+4+¢ [ pi(s)h(s)dY (s) + /0 p1(s)h(s,x(s) + ep(s),u(s) + cv(s))dY (s)

[en]

Avec
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ou

Noter que

Bi(s) :/o [ha(s, () +e0(s)+A(27(s) —2(s) —€@(s), v°(5))JdA (2" (s) —z(s) —e@(s)).
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D’apres le lemme2.2.1, nous savons que

/] s) +ep1(s))Bs(s)]?ds < C.e?, (2.15)

C. désigne une constante non négative telle que : C. — 0 comme ¢ — (. =

De plus, il est facile de voir que

oZ?ETE [5 /0 t p(s)[As(s)]dY(s)] 2 < O (2.16)
Et )
s B : / t pENEEIY ()| < Cet (217)

On utilisant (2.15)), (2.16), et (2.17) on obtient

Elp*(t) — p(t) — epa(t)[?

< {C/OtE!(pE(S) = p(s) —epa(s)] d8+E/| s) +epi(s)) Bi(s)|"ds

+ows(sf tp(s)A%s)dY(s))Z v (sf t,h(S)B;(S)de))z]
<€ [ 156) = o)~ p(s)Pds + .27

Enfin, d’aprés I'inégalité de Grownball, la preuve de (lemme 2.2.3) est complete.

Lemme 2.2.4 Soit (H1) vérifie, alors on a

0< B[ In(re)+ (000
+ Blpy (1) (2(T)] + Bp(T) b, ((T)) 6(0)].

(2.18)

Preuve. On Utilisant le développement de Taylor, lemmes 2.2.2 et 2.2.3, on
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trouve

lim e ™' [p*(T)(2*(T) — p(T)(x(T)]

e—0

= E [pi(T)¢(x(T) + p(T)p(2(T)) (1],

et

hmé*@é[ﬁ@ﬂ%@—p@ﬂ@k=EA[m@W@%+MO@@W@%+MU%@M@)

e—0

Ensuite, par le fait que
e [T () — J(u(t)] > 0,

on désigne la conclusion souhaitée. m

Noter que :

{ dp(t) = {ha()(t) + Dy (t)o(t) }dW (1), (2.19)
A

5(0) = 0.

O 4(t) = p~ () (t).
En appliquant la formule d’Tto, a ®(t)¢(t), y(t)p(t) et en prenant I’esperance res-

pectivement, ou ¢(0) = 0, 5(0) = 0, on obtient

WWHWW=E/ ()do(t +w/¢ )d (1)
/@ 7o 06(0) + 0, (OOl + B | QUOLea(t)0(t) + e 0ol
/ / (t,0)]92(t,0)p(t) + gu(t, O)v(t)m(db)dt (2.20)
0 (C]

= ]Il —HIQ —H:[g +H4 .
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Tout d’abord, notez que

I, = B / B(1)do(t) = B / (1)1, (H)B(E) + u ()o(t))dt
_ B /0 B()F, (£)6 (1) dt + B /0 B()Fo (t)0 (1) dt.

Nous procédons a 'estimation de Iy, & partir de ’équation 2.11] on a

E“/ o(t)dd(t
/ SO (VB(E) + 0o (DQE) + ea(DQ(E) + 1.(1)

n / R(t,0)g2(t, 0)+}m(d) + hy () K (D).

on a

:_EU/T¢ (1)f. (1) ®(t dt—/ch E[0,f(1)(t

/ ¢ Ua: dt - Eu ¢ Cﬂc Q( )

/¢ dt—E“//¢ R(t,0)g,(t, 0)m(df)dt

De méme, on peut obtenir :

=B | QU (0)6(0) + o Byt
R /0 O(1)[ea(8)b(0)] + co(t)o(D)]dt,

et

I — B / / Rt 0)[ga (1, 0)6(t) + g (1, 0)0(t)m(d8)dt.
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En appliquant la formule d’Ttd & y(¢)p(t) et en prenant ’esperance ,on obtient :

E*[y(T)3(T)]
=E* [, y(t)dp(t) + B [} p(t)dy(t)

(2.21)
F B LT KR (0)6(0) + hy(B)o(6)dt
=J, +J2 + Js,
5 =B /0 y(t)dp(t),
B =B [ oyt = =B [ poniey
et

Js = B / KO (8)6(t) + hu(t)o(t)]dt,

Enfin, en remplagant (2.20), (2.21)) dans (2.18)), cela achéve la preuve de Théoréme
2.2.1.
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Chapitre 3

Application.

3.1 Probléme de controle linéaire quadratique

partiellement observé avec sauts.

Dans ce chapitre, nous étudions le probléeme de controle optimal partiellement
observé pour le probléme de controle linéaire quadratique avec diffusion par sauts.
Le systéme stochastique est décrit par un ensemble des équations différentielles

stochastiques linéaires et le cotit est décrit par une fonction quadratique.

Considérez le systéme de controle observé partiel suivant :

dx®(t) = f(t, 2" (t),v(t))dt + o(t,z"(t), v(t))dW (t)
+e(t, z(t), v(t)dW (1) +/@g(t,x“(t_),v(t),Q)N(de,dt) (3.1)

z¥(0) = xo,
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ft, 2°(t), v(t)) = A(t)x(t) + C(t)v (1),
o(t,z"(t),v(t)) = D(t),
c(t,z°(t),v(t)) =0,
g(t, xv(t—)’ U(t)v ‘9) = F(t)v
h(t7 xv<t)7 U(t)) = G(t)7
dY (t) = G(t)dt + dW (t), (32)
Y (0) = 0.
La fonction de cotit quadratique donnée par :
J(v(+)) =E* {/0 L(t)v*(t)dt + Mpz*(T)| . (3.3)

Ici, les coefficients A(-), C(-), D(-), F'(-), G(-), L(-) sont des fonctions continues bor-
nées et Mr > 0. Pour tout v € U,q([0,T)], I'équation (3.1)) et (3.2) admet des

solution unique respectivement.

Notre objectif est de trouver explicitement un controle optimal qui minimise la

fonction de cott J(v(+)), sachant que (3.1) et (3.2)) sont vérifiés.

Maintenant, nous commengons & chercher 1’expression explicite du controle opti-

mal.

Commencons par écrire la fonction Hamiltonienne H :

H(t,z,v,9,Q,Q, R(-)) = [A(t)z(t) + C(t)v(t)]®(t) (3.4)

+ D()Q(t) + G(t) K (t) 4+ L(t)v*(t) + /F(t)R(t, g)m(deo),
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ot z(-) est la trajectoire optimale, solution de I’équation (3.1]) correspondant au

controle optimal u(-).

D’apres le Théoréme 2.2.1, le controle optimal u(-) satisfait I’expression suivante :

u(t) = — L (OB [2(1)|7} ] (3.5)

ot (®(+),Q(+),Q(+), R(+,-)) est la solution de 'EDSR suivante :

— (1) = [AWB(D)] dt — QUH)I(1)
— Q) (t) — / R(t,0)dN (d6, dt), (3.6)

O(T) = 2Mya(T).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié les conditions nécessaires d’optimalité pour
un probléme de controle optimal stochastique partiellement observé, ou le sys-
téme controlé est régie par des équations différentielles avec sauts. Le domaine
de controle est supposé convexe. En transformant le probléme d’observation par-
tielle a un probléme comlétement observé. Finallement, un probléme de controle
linéaire-quadratique partiellement observé avec des sauts a été résolu explicite-

ment.
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