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Notations et symbols

(X1,...,Xy) : échantillon de taille n.

F . fonction de répartition.

f : densité de probabilité.
v.a.d : variable aléatoire discréte.
v.a.c : variable aléatoire continue.
c—a—d : c’est a dire.

1.1.d : indépendantes et identiquement distribuées.
E(.) : espérance mathématique.
Var(.) : variance.

loi .

— : convergence en loi.

p 142
- : convergence en probabilité.
p.s

convergence presque sire.

MSE(.) : erreur quadratique moyenne.
MV : maximum de vraisemblance.

0 : estimateur de 0.

N (p, 0?) . loi normale de parameétre p et 2.
N (0,1) . loi normale centrée réduite.

X2 :loi de khi-deux de n degrés de liberté.
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loi de Student de n degrés de liberté.

la moyenne empirique.

variance empirique.

variance empirique corrigée.

intervalle de confiance (au niveau de confiance 1 — «).

information de Fisher.
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Introduction

L’estimation statistique est un domaine trés important de la statistique mathé-
matique est divisée en deux composantes principaux, a savoir l’estimation pa-
ramétrique et non paramétrique. L’approche paramétrique qui considére que les
modeles sont connues. La loi de la variable étudiée est supposée appartenir & une
famille de lois peuvent étre caractérisées par une forme fonctionnelle connue, le
plus souvent la famille paramétrique a laquelle la loi de X est réputée appartenir
sera d’écrite par la famille de densités de probabilité (respectivement de fonctions
de probabilité) {f (x;0) ;0 € ©}. Par opposition en ’approche non paramétrique,
le modeéle n’est pas décrit par un nombre fini de parameétres et estime la densité
directement & partir de I'information disponible sur ’ensemble d’observations.
Dans ce travail, on s’intéresse a I’estimation paramétrique et plus particulierement
a lestimation par différentes méthodes notamment : la méthode des moments et la
méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des intervalles de confiance
puis établir et étudier leurs propriétés et essayez trouver quel méthode est plus
effective que 'autre. Ce mémoire est composé de deux chapitres.

Le premier chapitre Généralités sur ’estimation paramétrique : ce chapitre
est consacré aux quelques notions et définitions de base en statistique, ensuite
nous présentons les types des convergences. Dans la deuxiéme partie du chapitre

on parle sur les estimateurs et leurs propriétés.



Introduction

Le deuxiéme chapitre Méthodes d’estimation : dans ce chapitre, on présente
deux méthodes d’estimation ponctuelles : la méthode des moments et celle du
maximum de vraisemblance puis on présente la méthode d’estimation par inter-

valle de confiance.



Chapitre 1

Généralités sur ’estimation

paramétrique

1.1 Notions et généralités

Ce chapitre est consacré a un rappel des notions de base de la statistique mathé-
matique comme : ’estimateur et leurs propriétés, ensuite, nous étudions quelques

théorémes et types de convergences de variables aléatoires.

1.1.1 Fonction de répartition

Définition 1.1.1 Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction de répar-

tition de X, que l'on note I, la fonction définie sur R par
VeeR, F(zx)=PX <z)=P(] —o0,z]).

Remarque 1.1.1 Une fonction de répartition doit vérifier un certain nombre de
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propriétés suivantes

V z eR, 0< F(z) <1

- Sixy < @y, alors F(x1) < F(xy) , c’est a dire F' est une fonction croissante:

- Pour tout nombre a, b € R tels que a < b
Pla< X <b)=F(b)— F(a).
-Va e R,on a
Vae R, Plx >a)=1—P(X <a)=1-F(a).

-F est continue a droite en tout point x de R

- La limite de F(x) quand x tend vers +oo égale a 1, < hErﬂ F(z) = 1).

r——00

- La limite de F(x) quand x tend vers —oo égale a 0, < lim F (z) = 0).

1.1.2 Densité de probabilité

Définition 1.1.2 Une fonction f : R — R est appelée densité de probabilité,
si elle est positive (en tout © € R ou elle est définie, f(x) > 0 ), intégrable sur

R et sz

/Rf(x)d:v =1.

— Pour tous ensemble B C R, on a alors

P(X eB)= /Bf(x)dx
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— Lorsque B est un intervalle de la forme B = [a,b], la probabilité

P(X € [a,b])—P(angb)—/bf(x)dx.

1.1.3 Variables aléatoires discrétes et continues

Une v.a X est dite discrete (v.a.d) ssi elle est & valeurs dans un ensemble E fini
ou dénombrable on note E = {x, 23, ...,x,}, la loi de probabilité d’une (v.a.d)

est

Fiz)=P(X<z)=)» P(X=ux).

r,€E
Une v.a X est dite continue (v.a.c) ssi sa fonction de répartition est continue et

presque partout dérivable, la loi de probabilité d’une v.a.c est

P(ng):/_x f(z)dx.

De plus
vV B eR, P(XEB):/ f (x)dz,

o f(x) est une densité de probabilité de X.

1.1.4 Espérance mathématique

Pour une variable aléatoire discréte, on définit 'espérance F(X) par la formule

E(X)=) =P (X =u).

z,€R

(si cette expression a un sens), E(X) est la moyenne arithmétique des différentes

valeurs de X pondérées par leurs probabilités.
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Pour une variable continue, on définit ’espérance E(X) par la formule

B(X) = /R fx (@) da.

Définition 1.1.3 (Le moment d’ordre k)

Le moment absolu d’ordre k par rapport a un point a, est égal a, sous réserve de

[’existence de l’intégrale
E(X —a) = / (. —a)" f (z) da.
R

1.1.5 Variance et écart-type

On appelle variance de X notée V(X)) ou o2 la quantité définie par

0? = BE(X — p)?

— [ @ wfape @),

ou pu = E(X).
La variance est donc le moment centré d’ordre 2 de la distribution et est une

mesure de la dispersion de X autour de pu.

1.1.6 Convergences des suites de variables aléatoires

Dans cette section on va rappeler les notions de convergence des suites des va-
riables aléatoires, aussi deux théorémes fondamentaux en statistique on va les

données.

Soit { X}, une suite de v.a.
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Convergence en loi

. . L, . lot .
On dit que {X,},., converge en loi vers une v.a.X, et on écrit X,, — X, si

lim F,, — F', en tout point de continuité de F'.

n—oo

Ou F, et F désignent les fonctions de répartition de X,, et X respectivement.

Convergence presque stire

On dit que {X,}, -, converge presque stirement vers la v.a. réelle X si on a

P(lian;éX> —0. (1.1)

n—oo

Convergence en probabilité

On dit que {X,,},,converge en probabilité vers une v.a

Ve >0, lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—-+0o

Convergence en moyenne quadratique
Soit {X,},>, une suite de v.a. réelles de moyennes et de variances finies. On dit
que la suite X,, converge en moyenne quadratique vers {X,,} si

E((X, — X)?) — 0, quand (n — +00)- (1.2)

Remarque 1.1.2 - Les relations (1-1) , (1-2) ,(1-3) et (1-4) restent valables si
on remplace la v.a. X par une constante réelle a.

- Les implications suivantes permettent le passage entre certains types de conver-
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gence.

X, Bx=Xx,52X.

loi

X, 5 X=X, 2X.

1.1.7 Théoréme central limite et loi des grands nombres

L’étude de sommes de variables indépendantes et de méme loi joue un role capital
en statistique. Le théoréme suivant connu sous le nom de théoréme central-limite
(il vaudrait mieux dire théoréme de la limite centrée) établit la convergence vers

la loi de Gauss sous des hypothéses peu contraignantes.

Théorlme 1.1.1 (Central limite) Soit {X,},. une suite de variables aléa-

toires indépendantes de méme loi d’espérance u et d’écart-type o. Alors

NG — N (0,1), quand (n — o0).

1 <X1+X2+Xn—n,u) loi

o

Preuve. Voir ([6]) =

Théorlme 1.1.2 (Loi des grands nombres) Soit { X}, ., une suite des v.a

(iid), supposons que i et o? finies, notons X, = %E? X;, alors

X, 5 quand (n — o0).

X,
X, 2 X, quand (n — o).

Preuve. Voir ([6]) =

Remarque 1.1.3 X,, converge presque sirement (loi forte) et en probabilité (loi

faible) vers E(X), cela signifie que quand on fait un trés grand nombre d’expé-

8



Chapitre 1. Généralités sur I'estimation paramétrique

riences identiques et indépendantes, la moyenne des réalisations de la v.a tend

vers [’espérance de sa loi.

Définition 1.1.4 On appelle modéle statistique, la donnée d’un espace des obser-
vations E, d’une tribu € d’événements sur E et d’une famille de probabilités P

sur l’espace probabilisable (E,€). On le note (E, ¢, P).

Définition 1.1.5 Un modéle paramétrique est un modéle ot l'on suppose le type
de loi de X est connu, mais qu’il dépend d’un paramétre 6 inconnu, de dimen-

sion n. Alors, la famille de lois de probabilité possibles pour X peut s’écrire

P={P), 0 € © CR"}.

— Le modele gaussien {N (u,0),u € R,0? > 0}.
— Le modele de Poisson{P (A), A > 0}.

— Le modele exponentiel {e (A), A > 0}.

Exemple 1.1.1 Soit X une v.a qui suit la loi de Poisson P (0), soit (X1, Xa, ..., X,,)

un échantillon, et soit la statistique
i=1

On montre que la statistique 0 est une statistique exhaustive pour 6.

On a
]P)(Xl,XQ, ,Xn,ﬁ = t)

P(Xy, Xo, ..., X, /0 =t) = .
(X1, X2 /0 =1) PG = 1)

La statistique 0 suit la P(nb), alors



Chapitre 1. Généralités sur I'estimation paramétrique

et
n—1
P(X1, Xg, . Xn, 0 =t) =P(X1, Xo, .., X1, 0 = Y = X)),
=1
P(Xy1, Xo, o, X, 1,0 = S0 = X)) =N (ewe“) 09"~ Tiy @i
1y X2y -y An—1, i=1 7 i=1 ()] (t—Z?:_ll :Dz')!
o e,’ﬂ99t
C (@)!(@) (@) (- )
d’ot

t!

nt (z1)! (z2)!... (Tpe1)! (¢ — St ;)

P(X1, X, ..., Xn/0 = t) =

La probabilité conditionnelle ne dépend pas de 6, donc 0 est une statistique ex-

haustive pour 0.

1.2 Estimation

L’estimation consiste & donner des valeurs approchées aux parameétres d’un modéle

ou plus précisement a évaluer ses parameétres a ’aide d’un échantillon de taille n.

1.2.1 Définition d’un estimateur

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité f(x, ) dépend d'un seul
parametre 6. Soit (X7, ..., X,,) un échantillon de taille n de cette variable (variable

parente).

Définition 1.2.1 (Statistique) On appelle statistique sur un échantillon (Xq, ..., X,)

toute fonction mesurable des X;, i = 1,....n.

Définition 1.2.2 (Estimateur) Un estimateur du paramétre 6 est une statis-

tique c-a-d, une fonction des X; (i =1,...,n) a valeur dans un domaine acceptable

10



Chapitre 1. Généralités sur I'estimation paramétrique

~ ~

pour 0 on le note généralement par T,,, 0,, ou 0.

1.2.2 Propriétés d’un estimateur

Soit T,, I'estimateur de 6.

L’erreur d’estimation est mesurée par la quantité T'— 6 qui peut s’écrire

T—60=T—-E(T)+E(T) -0,

ou

o ' — E(T) représente les fluctuations de lestimateur 7' autour de sa valeur
moyenne F (T') (espérance mathématique).

o F(T) — 0 est une erreur systématique car 'estimateur 7" varie autour de son
espérance mathématique E (T) et non autour de la valeur § du parameétre sauf si
E(T)=0.

La quantité b(f) := E (T') — 0 est le biais de 'estimateur.

Alors, on peut écrire les deux définitions suivantes.

Estimateur avec biais

Définition 1.2.3 Un estimateur T, de 0 est dit biaisé si pour tout 0 € © et tout
entier positif n

E(T,) = 6 + b(6).

Exemple 1.2.1 Soit (X, ..., X,,) un échantillon issu d’une v.a X telles que E(X;) =
petV(X;)=0%Vi=1,..n.

La variance empirique
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est un estimateur biaisé de o2.

En effet

B($) = iy B(X-X)’
= T E (G-t X)
= 1Y BN = )P = B(X = p)?
= ATV - V)

Estimateur sans biais

Définition 1.2.4 Un estimateur T,, de 0 est dit sans biais si pour tout § € ©

E(T,) =0 ou (b(0) = 0).

Exemple 1.2.2 1- Soit (Xy,...,X,) un échantillon issu d’une v.a X telles que
E(X)=petV(X;)=0%Vi=1,..,n.

La moyenne empirique X = * Yor L X, est un estimateur sans biais de 'espérance
n 1=

mathématique.
En effet
E(X) = BEGYXLX) = ;XL EWX) = nEX) = B(X) =

2- La variance empirique corrigée S** définie par

12



Chapitre 1. Généralités sur I'estimation paramétrique

est un estimateur sans biais de 0.

one 5(59) = 55(5) = 2e5(6)

n—1

_ 2y
—#(na)—a.

B

F1G. 1.1 — Comparaison d’estimateur avec E(T)) =E(T3) et Var(Ty) > Var(Ty).

Estimateur asymptotiquement sans biais Un estimateur 7, de 6 est dit

asymptotiquement sans biais si pour tout # € ©

E(T,) =0, quand (n — c0).

13



Chapitre 1. Généralités sur I'estimation paramétrique

Exemple 1.2.3 La variance empirique 52 est un estimateur asymptotiquement

sans biais de o?.
En effet E (52) = n-ly?

lim E<§2> = lim (Z10?) = o2

n—-4oo

Estimateur convergent
— Un estimateur T, de # si T;, converge en probabilité vers 6 lorsque n tend vers
I'infini.

— Un estimateur T,, de 0 est dit asymptotiquement normale ssi

BT, —6 o N (0,1), quand (n — c0).
Var(0)

Erreur (Risque) quadratique moyenne
L’erreur quadratique moyenne de 7;, est défini comme

MSE(n) = E [(T, — 6)*]

= Biais*(T,) + Var(T),).

Comparaison d’estimateurs

Définition 1.2.5 Soit Ty, T> deux estimateurs sans biais de 6, Ty est dit plus
efficace que Ty si

Var (Th) < Var (1) .

Cependant que T} est « meilleur » que T5. En effet

— il tient compte de toute I'information apportée par 1’échantillon,

— sa variance est la plus petite : Var (T1) < Var (Tz).

14
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1.3 Statistique exhaustive

Définition 1.3.1 Soit (X, ..., X,,) un échantillon. On dit qu’une statistique T' est
une statistique exhaustive pour 0 si la loi conditionnelle de l’échantillon eqt indé-
pendante du 6. Ceci veut dire qu’un fois T connu, aucune valeur de l’échantillon
ni aucune autre statistique me nous apportera de renseignements supplémentaires

sur 0.

Exemple 1.3.1 Dans la loi normale N (i, 0?)

- sio est connu, T =Y | X; est une statistique exhaustive pour yu ;
- st p est connu, T =" | (X; — p)? est une statistique exhaustive pour o ;

- si p et o sont tous les deux inconnus, le couple (> i X;,> 0 (X; — X)?) ou

(X, S?) est exhaustive pour le couple (p1,0%).nformation de Fisher

1.3.1 Information de Fisher

Soit le modele paramétrique (E,E, Py), 0 € ©, de v.a X.

Définition 1.3.2 On appelle quantité d’information de Fisher I,,(0) apportée par

un échantillon sur le paramétre 0, la quantité positive ot nulle suivante

1) = E [(—alng(f 9>)2] ,

ol
n

L(X1, ... X, 0) =[] f(X:.0).

=1

ThéorBme 1.3.1 Si le domaine de définition de X ne dépend pas du parameétre

0 alors
PInL(X,0)

15



Chapitre 1. Généralités sur I'estimation paramétrique

Preuve. Voir([5]). m

Inégalité de Frechet-Darmois-Cramer-Rao (FDRS)

Le résultat suivant nous indique que la variance d’un estimateur ne peut étre
inférieure & une certaine borne, qui dépend de la quantité d’information de Fisher
apportée par I’échantillon sur le parameétre 6.

Si le domaine de définition de X ne dépend pas de f, on a pour tout estimateur

T sans biais de 0

Var(T) >

L(0)°

et si T est un estimateur sans biais de h(f)

(h'(9))?
Var(T) > T.0)

Estimateur sans biais de variance minimale

La question se pose de savoir si on peut o la borne minimale de la variance, un

tel estimateur sera qualifié d’efficace.

L’efficacité n’est donc définie que dans les conditions de régularité suivantes qui

sont celles de FDCR

1) Le domaine de définition F est indépendant de 6.
2) g—g existe et est continue par rapport a 6.

3) 1,(0) est finie.

4) g—g,Tg—g sont intégrables par apport a 6.

16



Chapitre 1. Généralités sur I'estimation paramétrique

Définition 1.3.3 On dit que T est un estimateur efficace si sous les conditions

précédentes

- T est un estimateur sans biais de 0

17



Chapitre 2

Méthodes d’estimations

paramétrique

L’estimation forme une grande branche de la statistique inférentielle, dont on
trouve qu’il existe plusieurs méthodes d’estimation ou de construction d’un esti-
mateur d’'un parameétre. Alors I'objectif de ce chapitre est de présenter celles qui
sert & donner une valeur unique pour un parameétre inconnu # qu’on I’appelées mé-
thodes d’estimation ponctuelles comme la méthode des moments et la méthode du
maximum de vraisemblance aussi celles qui sert & donner un ensemble des valeurs
plausibles pour # essentiellement sous forme d’un intervalle (méthode d’estimation

par intervalle de confiance).

2.1 Estimation par la méthode des moments

Bien que cette méthode ne soit pas toujours satisfaisante nous 'introduisons dés
maintenant en raison de son coté intuitif.

Soit M = (E,&,{Py;0 € ©}) un modele paramétré tel que © est un ouvert de

18



Chapitre 2. Méthodes d’estimations paramétrique

R™.

2.1.1 Meéthode classique

La méthode dite des moments a été introduite par K. Pearson et fut la premieére
méthode de construction d’estimateurs.

L’idée est simple, elle s’appuie sur le fait que les moments empiriques M;(n) sont
des estimateurs acceptables des moments théoriques m; d’une loi, puisque, d’apres

la loi faible des grands nombres
1 n
Mi(n) = = Y XF 2 B(XF) = my(0) si E(X}) existe.
n
i=1

Cette idée a par ailleurs un fondement asymptotique.
Par conséquent, puisque © C R", une valeur de # pour laquelle n moments em-
piriques sont égaux aux n moments théoriques correspondants semble étre une

estimation raisonnable du paramétre.

Définition 2.1.1 Soit M un modéle tel que pour tout § € ©, l’observation X pos-
séde tous les Py -moments d’order inférieur ou égal a n. Une solution mesurable,

lorsqu’elle existe, du systéme (d’inconnue 0)

7

Mi(n) = mq(0)

My(n) = my(0)

est appelée estimateur obtenu par la méthode des moments.

19



Chapitre 2. Méthodes d’estimations paramétrique

2.1.2 Généralisation

Dans la pratique, il est possible qu’en utilisant les n premiers moments, le systéme
associé n’admette pas de solution. On est alors amené a choisir d’autre moments
mi, (0),...,m;, (0). Plus généralement, il est possible de choisir des applications
fonctions par X, autre que les fonctions puissances et de suivre la méme démarche
que celle développée précédemment.

soit ¢ = (¥1, ..., ) un vecteur composé de fonction P-intégrables.

Posons

n

9(0) = Eop(X)etpn(X) =+ 3" p(X0) = (010(X), - 60a(X)).

=1

On appellera estimateur obtenu par la méthode des moments une solution mesu-

rable, lorsqu’elle existe du systéme suivant

[ 61,(X) = Eppn(X) = ()

L an,n(X) = E@SOn(X) = %(9)

Exemple 2.1.1 (Cas d’un paramétre a une dimension)
Pour une réalisation x1, ..., x, de l’échantillon la méthode consiste alors a choisir
pour estimation de 0 la valeur telle que la moyenne théorique my (ou premier

moment de la loi) coincide avec la moyenne empirique .

- Pour la loi E(N), par exemple, l'estimation de )\ sera \ telle que i = T, soit

X:

S
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- Pour la loi BN (r,p) avec r connu, l'estimation de p sera p telle que

- Pour la loi de Poisson la solution est T puisque le paramétre \ est lui-méme la

moyenne de la lor.

Exemple 2.1.2 - Pour la lot de Bernoulli p est estimée par la moyenne qui est

la fréquence relative obseruvée.

Ezxzemple 2.1.3 (Cas d'un paramétre a deux dimensions)
L’estimation résulte de la résolution de deux équations, l'une reposant sur le pre-

mier moment, l’autre sur le moment d’ordre 2.

- Prenons le cas de la loi de Gauss avec (j1,0?) comme paramétre, dont le premier
moment est ju lui-méme et le moment d’ordre 2 est E(X?) = p?+0?.

On résout donc (en passant directement auz v.a.)

p=1z,

2 2 _ 1 .2
w+o _ﬁZizlxi;

dot i =7 et 62 =137 X2 — 7%= 52 La moyenne et la variance théoriques
n i= i
sont donc estimées naturellement par la moyenne et la variance empiriques.

- Prenons maintenant le cas moins intuitif de la loi de Gumbel de parameétre («, (),

dont la moyenne est a+~yf3, ot vy est la constante d’Euler, et la variance est #.
On résout

a+8 =1z,

7'I'2 2 n
(a+7B8)°+ =5 =157 22
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ot, de facon équivalente

ce qui donne la solution@ = \/765 et =71 — 183
D’une fagon générale l’estimation de 0 de dimension 2 par la méthode des mo-
ments est la solution (supposée exister et étre unique pour toute réalisation du

n-échantillon aléatoire) du systéme

mi (6) = i’,

ma (0) = % Z?:l IL‘?,

Cette solution appliquée a T et %Z?:1 22 donne lestimateur de 0 correspondant.
Du fait de la correspondance des formules de décentrage pour les moments empi-

riques et pour les moments théoriques il est équivalent de résoudre

Remarque 2.1.1 Cette méthode ne convient pas dans toutes les applications pra-
tiques et dans certains cas, elle ne fournit pas les meilleures estimations. C’est
pour cette raison que le statisien Ronald Fisher proposa dans les années 1920,

la méthode du maximum de vraisemblance.
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2.2 Estimation par la méthode du maximum de

vraisemblance (MYV)

Le maximum de vraisemblance est une méthode générale pour estimer les
paramétres d’'un modele statistique. Par exemple, supposons que nous avons une
série d’observations d’une variable aléatoire X et un modele statistique pour cette
variable. En général, un tel modele contient différents parametres inconnus qui
doivent étre ajustés aux données observées. Selon le maximum de vraisemblance,
les meilleurs estimés des parametres d’'un modele sont ceux qui maximisent la
probabilité des valeurs observées de la variable. Cette méthode peut étre appli-
quée peu importe la forme mathématique du modeéle, ce qui permet de choisir les

modeles les plus compatibles avec notre compréhension.

2.2.1 Principe

Cette méthode consiste, étant donné un échantillon de valeurs (Xi,...,X,) a

prendre comme estimation de # la valeur de 0 qui rend maximale la vraisemblance
L(xy, ..,z 5 0).

En pratique on prend comme estimation de 6 une solution de I'¢quation g5 In
L(X;0) = 0, dite "équation de la vraisemblance". Intuitivement, puisque L
représente une densité de probabilité, cela revient a supposer que I’événement qui

s’est produit était le plus « probable >>.

Définition 2.2.1 On appelle fonction de vraisemblance pour une réalisation
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(21, ey Tp) d’un échantillon (X1, ..., X,,), la fonction de 0

vf (a0 st X est vac,
L(xy, ..., 20 0) = [Tioi f (2, 0)

1T, Po(z;) si X est vad.

Définition 2.2.2 On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance (MV') de

0 € © CR™ avec m = 1,2,3... la statistique définie par
0 = L(xy, ..., 23 60).
a’rgnélea’@x (xlu y Tns )

Le probléme ci-dessus est compliqué a résoudre en raison de la présence du produit

mais il suffit de prendre le logarithme.

Fonction de Log-vraisemblance On appelle fonction de log-vraisemblance

pour les donnée x4, ..., z, la fonction de définie par
l(z1, ..., xp;0) = In(xq, ..., 2,; 0).

Pour trouver le maximum on résoudre I’équation de vraisemblance définie par

0 0
%L(xl, ey Zp;0) =0, ou %l(xl, ey Xy 0) =0,

on obtient VMV 0 = ¢ (21, ..., 2,) .

Remarque 2.2.1 [l faut vérifier que 0 est bien un mazimum pour L(xy, ..., z,;0),

c’est a dire, il faut qu’il vérifie

0? 0?
@L(:cl, ey Xy 0) <0, ou wl(xl, e Zn; 0) <0.
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2.2.2 Propriétés des estimateurs du maximum de vraisem-

blance
Propriété 2.2.1 (Biais)

6 est sans biais ou asymptotiquement sans biais

E(é) :00uE(é> — 0 quand n — 6.
Propriété 2.2.2 (Convergence)

0 converge en probabilité vers 6 : 0 — 6.
proba

Propriété 2.2.3 (Ef ficacité)

La loi de probabilité de 6 tend vers une loi normale de moyenne 6 et de variance

1

o In (0) est la quantité d’information de Fisher.

Var <é) — #w) exprime que l'estimateur est asymptotiquement efficace.
- L’estimateur de maximum de vraisemblance peut ne pas exister.

- Si un estimateur de maximum de vraisemblance existe, il n’est pas toujours

unique, par exemple : modéle de Cauchy et modéle de Laplace.

Exemple 2.2.1 (Cas discrét)

Soit X wune wvariable aléatoire binomiale d’ordre n et de paramétre p. ¥ x €

/////

de plus
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(a) Recherche du maximum de vraisemblance Considérons un r-échantillon
de cette structure. Sa fonction de vraisemblance est définie pour tout p € [0, 1] et

tout (z1,...,x,) € {0,1,...,n}" par
L(zy,...,xp,p) = HP(xi),

HCnx

z 11‘1(1 p)nrizzzl Iz"

d’ou

HC(n,x)

=1

In L(zq,...,2.,p) = In

+ le In(p) + (nr — Zaﬁz) In(1 —p)
i=1 i=1
Il en résulte que

D i1 Ti _ (nr—> i)

Y

QIHL(JJl,...,SL’T,p) =

dp p 1—p
_ 2 Ti—rnp
p(1—p)
d’ou
0 1
o InL(zy,...,2,,p) =0=p= p—- ;ml
et comme

2

WlnL(ml, ey Ty p) <0

donc, I'estimateur du maximum de vraisemblance d’un r-échantillon d’une struc-

ture binomiale est définie par

. 1
p:_nz_: i
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(b) Etude des propriétés de p

Bl =+ BIX],

et
Var[p| = VC:;[QX],
p(1—p)

on en déduit que p est un estimateur sans biais et convergent de p.

Exemple 2.2.2 (Cas continu)

Soit X une variable aléatoire normale de paramétres ;1 et 0. Sa densité de pro-

babilité f est définie pour tout = € R par

f@) = —F=exp (55 (r—p)’),  VreR,

de plus
EX] =p
Var [X] = o2

Considérons un n-échantillon de cette structure. Sa fonction de vraisemblance est

définie pour tout p € R tout o > 0, et tout (z1, ..., z,) par

L(xlv ...,iL‘n;,u,O'Q) = Hf (xz> 9
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d’ou
InL(xy, ..., 20, 0%) = —n (ln (\/%) —1In (0)) L Z (z; — p)°.

Il en résulte que

%IDL(%w-,xn;MUQ) = o2 Zui=1 (acz-—,u),

LI L(zy, .o Ty py0%) =2+ 530 (2 — ).
d’ou

%lnL(:ﬂl,...,xn;u,a2) =0, 1 =y T

(2] . AN 2 1 n 2
5o M L(w1,..., 00, p,0°) = 0. o’ =3 (i —p)
pour ces deux valeurs, on a

52
a—ManL(xl, ey T 1, 02) <0

et
2

W lIlL(LEl, ...,an;,U/>O-2> S 0.
g

Donc les estimateurs du maximum de vraisemblance d’un n-échantillon d’une

structure normale sont

i - % Z?:l i

62 = % Z?:l (zi — N)Q

b— Etude des propriétés de /i et 52
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Loi de probablité | Estimateur du maximum de vraisemblance
Bernoulli p==>0,X
Géométrique b= srx,
Poisson a=->" X
Exponentielle A= ,_Lfl e
Uniforme 0 = max (X1, ..., X,)

TAB. 2.1 — Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance des para-
meétres de quelques lois de probablités.

et

On en déduit que /i est un estimateur sans biais et convergent de p, mais & est
un estimateur biaisé de o.

Donc

2.3 Estimation par la méthode des intervalles de

confiance

2.3.1 Définition d’un intervalle de confiance

L’estimation par intervalle de confiance d’un parameétre 6 consiste donc & associer
a un échantillon, un intervalle aléatoire I, choisi de telle facon que la probabilité
pour qu’il contienne la valeur inconnue du parameétre soit égale & un nombre fixé

a avance, aussi grand que 'on veut. On écrit

Pel)=1-a,
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ou (1 — ) est la probabilité associée a l'intervalle d’encadrer la vraie valeur du

parameétre, c’est le seuil de confiance ou la quasi-certitude.

2.3.2 Construction d’un intervalle de confiance

Soit X une variable aléatoire dont la densité f(x,6) dépend du parameétre 6 et
(X1, ..., X,,) un échantillon de taille n. de cette variable. Soit § = (X)) un estima-
teur du parametre 6 et g(t;0) la loi de probabilité de cet estimateur.

Etant donnée une probabilité «, on peut a partir de cette loi et si on suppose
que le parametre 6 connu, construire un intervalle de probabilité pour la variable
aléatoire 6

PO—bh<0<0+h)=1—a (2.2)
Les bornes de l'intervalle sont définies par (avec a; + ay = «)

6—h1 400

g(t;0)dt = alP(é >0+ bhs) = / g(t; 0)dt = as.
0+h2

P(é<9—h1):/

—0o0

Si légalité (1) est vérifiée, on obtient 1’égalité suivante
Plt—bhy<f<t+h)=1—a

ou t est la valeur de la statistique 0 donnée par I’échantillon est également vérifiée.
L’intervalle I = [t — bho,t + bh1] a une probabilité égale & (1 — «) de contenir le

paramétre # c’est un intervalle de confiance au niveau de confiance (1 — «).

2.3.3 Principe

La méthode des intervalles de confiance est la suivante : Soit § un estimateur de

0 (on prendra évidemment le meilleur estimateur possible), dont on connait la
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loi de probabilité pour chaque valeur de 6. Etant donné une valeur 6, de 6, on
détermine un intervalle de probabilité de niveau (1 — ) pour é, c’est -a-dire, on

détermine deux bornes t; et t5 telles que

P(t1<é<t2/9:Q0):1—Oé

Ces bornes dépendent évidemment de 6. On choisit dans la plupart des cas un
intervalle de probabilité a risques symétriques 5 et 3.

On adopte alors la régle de décision suivante : soit ¢ la valeur observée de 0

e sit € [ty,ts] on conserve §, comme valeur possible de 6,

e sit ¢ [t1,1s] on élimine 6.

On répeéte cette opération pour toutes les valeurs de 6.

2.3.4 Intervalle de confiance de la moyenne d’une loi nor-

male

Soit (X1, ..., X,) un échantillon issu d’une variable aléatoire X de loi Normale
N (u,0?).

Il existe une expression approchée pour I'IC de niveau (1 — o) d’une moyenne p,
ou l'intervalle est fondé sur la valeur observée (i obtenue & partir de ’échantillon.
Mais cet intervalle dépend de ’écart type s’il est : connu ou inconnu. Dans ce qui

suit on va traiter ces deux situations.

31



Chapitre 2. Méthodes d’estimations paramétrique

Cas o est connu

2
_ o

On sait que X est le meilleur estimateur de p et qu’il suit une loi N (p, —), ce
n

qui donne que la variable aléatoire

que

P(—uea < <ws)=1-a,
2 o 2
ce qui conduit &
P(—u%%g()_(—u)gu%\/iﬁ) = l-«
P(X—U%\/LHSMSX-FU%\/LE) = l—a

d’ou lintervalle de confiance pour p au niveau de confiance (1 — «) est

g

vn

o

NG

,X—l—u

Ilea (II"L) = X —u

n|R
N1l

Exemple 2.3.1 (0 connu)

Apres des essais antérieurs, on peut supposer que la résistance a ’éclatement d’un
certain type de réservoirs est une variable aléatoire suivant une loi normale de
moyenne 4 inconnue et d’écart-type égal a 4kg/cm?. Des essais sur un échantillon
de 9 réservoirs donnent une résistance moyenne a 1’éclatement égale a 215kg/cm?.

On a donc

* une estimation ponctuelle de la moyenne donnée par ’échantillon : X = 215kg/cm?,

* la loi suivie par la moyenne d’un échantillon de taille n = 9 (avec 'hypothese
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admise sur la loi suivie par la résistance) : la loi Normale N (215,16/9),

* le niveau de confiance : (1 — a) = 0.95.

Iintervalle de confiance pour la résistance moyenne sera donné par

X - .
P(—1.96 < 4/3“ <1.96) =095 X =215,

alors

P(215 —4/3 x 1.96 < 1 < 21514/331.96) = P(212.386 < p < 217.613) = 0.95.

Dou IC,_, () = [212.386,217.613], ce qui désigne que l'intervalle [212.386,217.613]
a une probabilité égale & 0.95 de contenir la vraie valeur de la résistance a ’écla-

tement de ce type de réservoirs.

Remarque 2.3.1 Cet exemple montre que si la taille n de l’échantillon augmente,
a et o restant constants, l’étendue de [intervalle diminue en revanche, si le seuil

o diminue ’étendue de l’intervalle augmente.

Cas o est inconnu

On utilise le fait que la statistique

suit une loi de Student & (n — 1) degrés de liberté, ou S est I'estimateur ponctuelle
de o basé sur la variance empirique définie par
A cet effet, la détermination d’un IC de la moyenne, dans cette situation, consiste

a déterminer la valeur du fractile d’ordre (1 — §) d'une loi de Student de degré de

33



Chapitre 2. Méthodes d’estimations paramétrique

liberté (n — 1) (ts), cest a dire

X —p
S

P(—ta < n—1<te)=1-aq,
2

e

d’ou 'intervalle de confiance de pu est de la forme

S S
n—1

X —t

N1}

ou encore
] S . S
IC) _o(p) = [X — t%\/m,X —i—t%\/m.

On peut aussi réécrire cet intervalle 4 I'aide de la variance empirique corrigée (5*2)

définie par 7?7 comme suit

IC) _o(p) = [X—th—,X+t
n

2

o .
2 \/ﬁ

Remarque 2.3.2 Le théoréeme central-limite a pour conséquence que les inter-
valles précédents sont valables pour estimer p d’une loi quelconque que n est assez

grand.
Exemple 2.3.2 (0 estimé)

Afin d’étudier le salaire journalier, en euros, des ouvriers d’un secteur d’activité,
on procéde a un tirage non exhaustif, d’'un échantillon de taille n = 16. On a

obtenu les résultats suivants

41 40 45 50 41 41 49 43
45 52 40 48 50 49 47 56
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On suppose que la loi suivie par la variable aléatoire « salaire journalier » est une

loi normale de moyenne y et d’écart-type o inconnus, alors

- Destimateur ponctuel de p est

X = 45.4375,

- l'estimateur ponctuel de la variance sera donnée par

S? =15.2460 = (3.9046)? (estimateur biaisé),

S*2 = 16.2625 = (4.0326)? (estimateur non biaisé).
L’intervalle de confiance du salaire journalier moyen p, au seuil de confiance
0,95 est obtenu en suivant les étapes précédentes, donc la variable aléatoire

Ths) = ﬁ suit une loi de Student a (16 — 1 = 15) degrés de liberté, d’ou

P(-t% < T(15) < t%) =0,95 ou (t% = t07025 = 2131) .

En tenant compte les résultats donnés par 1’échantillon, on trouve

45.4375 — 1
P(—2131 < 222027 9 131) = 0.95
( = 3.9046/,/15 ~ )

P(45.4375 — 2.131 x 3.9046/+/15 < 11 < 45.4375 + 2.131 x 3.9046/,/15) = 0.95

alors

P(43.2895 < p < 47.5859) = 0.95.

L’intervalle IC|__ () = [43.2895,47.5859] a une probabilité égale a 0.95 de conte-

nir la vraie valeur du salaire moyen journalier des ouvriers de ce secteur d’activité.
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2.3.5 Intervalle de confiance de la variance d’une loi nor-

male

Comme dans le cas de la moyenne, I'intervalle de confiance de la variance o néces-
site une information sur le parameétre p. Alors, deux constructions d’un intervalle

de confiance de o2 peut étre obtenues, et cela selon p est connu ou non.

Cas la moyenne ;1 est connue

n
OnaS? =23 (X, - 11)? est le meilleur estimateur de o2 dans le cas ou la vraie
i=1
2

moyenne est connue et la variable aléatoire —- suit une loi de Khi deux a n
o

degrés de liberté comme somme de n carrés de loi N (0, 1) indépendantes.

Soit ky et ks les bornes de 'intervalle de probabilité d'un er, alors

P(klégﬁkz)zl—a,
donc
P(%SJQS%)Zl—&,
ce qui équivalent a
10,07 =255,

ol ky et ky sont les quantiles d’ordre § et (1 — ) de loi X2 respectivement.

Exemple 2.3.3 Soit une v.a X de loi N(12,0%), n = 20, S22 X? = 2960,

2

on veut déterminer un intervalle de confiance pour o au niveau de confiance

1—a=0.9.
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Le niveau de confiance est 90%, ce qui donne des risques symétriques § = 5%.

Les valeurs ki et ky lues dans les tables d’une Xf sont k1 = 10.85 et ky = 31.41.

20 2 20 2
0 (x. — X
52 _ Zl:].( i M) _ Zz:l i 2 2960 144 = 4.

20 20 =59

2

Alors, un intervalle de confiance pour o= sera donné par

Ite 20 x4 20 x4

2
= = 2. .

La variance est inconnue, [’échantillon observé aboutit a une estimation ponctuelle

égale a 4, mais sa valeur exacte o 90% de chances de se situer entre 2.55 et 7.37.

Cas la moyenne 1 est inconnue

~ n —
On utilise dans ce cas la statistique S? = %Z (Xi - X )2 comme le meilleur
s
nS? 1
estimateur de o? et on sait que —- suit une loi de &> .
o

On peut déterminer [; et [y de telle sort que

nS>
P(hﬁgﬁlz):l—ay
ce qui donne
Iy 1 lo
P(— —<—=)=1-
(n52 o? nS2) “
nS? nS?

c’est a dire
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Les valeurs de [; et [, sont en fait déterminer par

n n

P(X2, <) =P(X%,>1,) = %

Remarque 2.3.3 Ces formules ne sont valables que si X suit une loi normale.

Exemple 2.3.4 p est estimée
On prend l’exemple 2. .
&2

On a la variable — suit une loi du Khi-deuz a 16 — 1 =15 degrés de liberté.
o

D’ow la suite des calculs :

P (ll < — <l
a2
=P (6.262 < % < 27.488)
g

= P (6.262 < 115246 < 97.488)

_ 16x15.246 2 _ 16x15.246
_P( orass .~ 0 < “go60 )

= P (8.874 < 02 < 38.955)
P (6.262 < 1015246 < 97.488)

16x15.246 9 _ 16x15.246
P( orass . — 0 = “gom )

= P (8.874 < 02 < 38.955)
= 0.95.

Lintervalle ICy_,(0?) = [8.874,38.955] a une probabilité égale a 0.95 de conte-
nir la vraie valeur de la variance du salaire horaire des ouvriers de ce secteur

d’activité.
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2.3.6 Intervalle de confiance pour une proportion p

Etant donné une population infinie (ou finie si le tirage s’effectue avec remise)
ou une proportion p des individus posséde un certain caractére A, il s’agit de
trouver un intervalle de confiance pour p a partir de f,, qui représente la fréquence
empirique ou la proportion des individus ayant le caractére A dans un échantillon
de taille n.

On sait que n f,, suit une loi binomiale B(n, p); si n est faible on utilisera les tables

de la loi binomiale et si n est grand on utilise le fait que nf, ~ N(np;np (1 —p))

anN<p7 M)

n

donc que :

Soit o = [0, 1], alors on a

o < M <u
2 p(1-p)

n

Pl —-u =1-aq,

N1

olt ua est le quantile d’ordre (1 — §) de la loi (0, 1).
Une bonne approximation de I'intervalle de confiance de niveau (1—«) de p, fondé

sur la fréquence empirique f,, est donné par 'intervalle ci-dessous

1C,, (1) = [fn cugy /2O g #] |

2.3.7 Intervalle de confiance pour le paramétre A d’une loi

de Poisson

Soit X la moyenne d’un échantillon issu d’une variable aléatoire X de loi de

Poisson : P(\).
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Comme on sait que P(X < k)= P (Xg(kﬂ) > 2)\>, on en déduit que l'intervalle

de confiance pour A\ a risques symétriques de niveau (1 — «) est de la forme

1 1
—a <A< —b
2n 2n

oll a est le quantile d’ordre (a/2) de loi Khi deux & (2nX) degrés de liberté, tandis

que b est le quantile d’ordre («/2) de loi Khi deux & (2(nX +1)) degrés de liberté.

Exemple 2.3.5 Soit n =15;nX = > | X; =20;a =0.1.

On a a et b sont les quantiles d’ordre 0.05 de loi Khi deux a 40 et 42 degrés de
liberté respectivement, donc a = 26.5 et b = 58.1.

Un intervalle de confiance pour \ est donnée par

%a <AL 3—101), donc

BI <N < B s0it 0.88 < A < 1.94.

Pour les grandes valeurs de n, lorsque 2nX dépasse les possibilités des tables de

X2, on utilisera une des approximations normales de la loi du X2. Si I'on utilise

Uapprozimation de Wilson et Hilferty, qui est de loin la plus précise, on a

u 1’ ( 1) u 1
X{1- =——— ) <A< ( X+ o) |—/—=———=+1-F==
( 3vnX 9nX) n (3\/nX—|—1 9(nX+1)>
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Conclusion

En conclusion, il y a deux types d’estimation proposés : ’estimation ponctuelle et
I’estimation par intervalle de confiance. L’estimation ponctuelle donne une seule
valeur. En effet dans ’estimation par intervalle on détermine deux valeurs et on
donne la probabilité que le paramétre de la population se trouve a l'intérieur de
cet intervalle de confiance, et cette estimation a I’avantage de montrer la précision
dans l'estimation du parameétre et ceci facilite la compréhension des résultats si
I’on ne connait pas les méthodes statistiques.

Les deux estimations sont efficaces chacun dans certain cas, nous pouvons donner
des estimateurs égaux, mais la ot ces deux cas il est asymptotiquement sans biais,
et sa distribution asymptotique est normale.

Finalement, le meilleur estimateur sans biais & variance minimale.
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