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Notations et Symboles

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire
sont expliquées ci-dessous :

AH La matrice Hermitienne de la matrice A.

AT Transposée de la matrice A.

At L’orthogonal de la matrice A.

L; Polynoémes de Lagrange.
I, La matrice identité de taille n x n.
A La valeur propre.

Re(.) La partie réelle.

Tr (A) La trace de la matrice A.
0, La matrice nulle d’ordre n.
Im(A) Image d’une matrice A.

ker(A) Noyau d’une matrice A.

Ej, Sous-espace propre associé a la valeur propre \;.
AT Pseudo-inverse de la matrice A.

1dg L’identité de ’espace vectoriel E.

En Vecteur de la base canonique de 1’espace R".

dim(£) Dimension d’un espace vectoriel E.

R[X]  L’espace des polynomes a valeurs réelle.
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M (K) [’ensemble des matrices de m colonnes et n lignes.

Sa(N) L’ensemble des valeurs propres de la matrice A (spectre de A).
'k (K=RouC) L’ensemble des solutions du probléme des moindres carrés linéaires.
rg (A) Le rang de la matrice A.
det(A) Le déterminant de la matrice A.
L£(F) L’espace des endomorphismes de F.
deg (L;) Degré de polynéme L;.
Projim(a) (b) La projection de b sur Im(A).
K =R (ouC) Le corps des nombres réels. (ou le corps des nombres complexes.)
PIE matrice de passage de la base £ = (&;,...,&,) a la base
F=(F,....F).
A0 ... 0
diag(Ay, As, ..., A,) Matrice diagonale (en bloc) 0 A
0
0O ... 0 A,
a; (7,7) — eme entrée d’'une matrice A.
A Sous-matrice d'une matrice A telle que ses éléments a; ;,71 € [,j € J
€ Un trés petit nombre proche de zéro est positif.
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Introduction

'idée d’utiliser une projection pour résoudre les systémes d’équations li-
Lnéaires n’est pas nouvelle [25, N.Gastinel. (1966)],[5, A.S.Householder.(1960)],
les méthodes de projection sont cependant a I’heure actuelle de plus en plus utilisées
pour les systémes de grande taille [26, O.Axelsson. (1977)], [12, F.Chatelin,W.L.Mtranker.
(1982)], [33, S.Kantel, J.Stein. (1974)], [9, D.Ryan, G.Trapp. (1973)], [6,
A.Settart, K.Aztz. (1973)],[11, E.L.Wachspress. (1966)].

Ce travail porte sur la méthode de résolution des problémes mal-posés li-

néaire (Méthode de projection sur le sous - espace propres).

1. Premier chapitre : Consacré a l'introduction des endomorphismes des es-

paces vectoriels £(F) et leurs propriétés - polynome caractéristique annula-
teur et polyndmes minimales- valeurs propres - vecteurs propres - sous-espaces

propres.

2. Deuxiéme chapitre : Est réservé aux projecteurs ( projections) des endomor-

phismes. Définitions et propriétés - Méthodes de projection sur sous - espaces

propres.

3. Troisiéme chapitre : Comporte un exemple d’application de la méthode de

projection sur les sous espaces propres concernant le probléme de moindre
carrés linéaires (méthode de résolution) .
Application :Exemple de traitement d’image (Recherche de la solution par la

méthode itérative) Trouver la (restauration d’image par MATLAB).
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Chapitre 1

Endomorphismes

1.1 Définitions

Définition 1.1.1 (Corps ) (K, +, x),0n appelle corps réel ou complexe [’ensemble

non vide K muni des opérations +, X usuels tel que :

V(x,y) € B2V (\u) €K? ona:

A(z+y)=A-z+X-y.

A+p)-z=X-x+p-x.

- A (pra)=p- (M)

1-2z=ux oul est [’élément neutre pour la multiplication de K.

Définition 1.1.2 (Espace vectoriel) On appel espace vectoriel E sur un corps K,

I’ensemble vérifiant :

(E,+) est une groupe abélien, c’est-a-dire :
~V(z,y;2) € B3 (z+y)+2=x+ (y+ 2) (associativité).
- V(z,y) € E*, x +y =y + 2 (commutativité).

— de € E,Vx € E,x + e = x (élément neutre).

2



Chapitre 1 : Endomorphismes

~ Ve e B, Iz* € E, v+ 2* =e (symétrique).

Définition 1.1.3 (Homomorphisme) On appelle application linéaire de [’espace

vectoriel E dans l’espace vectoriel F' toute application f : E — F vérifiant :
Ve,y € EVA p e Kt f(Ax + py) = Af(z) + pf(y)

Définition 1.1.4 (Endomorphisme [24, M.Romagny. (2011-2012), p 3]) On

appelle endomorphisme de E toute application linéaire
f+EF— F.

Exemple 1.1.1 L’application de dérivation de R[X] — R[X] qui & un polynoéme

P fait correspondre son polynome dérivé P’ est un endomorphisme de RIX].

VP, Q € RIX]|,V\ p €K,

f AP+ pQ) = (AP +pQ) = AP’ + uQ = M (P) + uf(Q).

1.2 Image et Noyau

Définition 1.2.1 (Image [35, V.Guedj. (2010), p 11]) Soit f : E — F appli-

cation linéaire on appelle image de f, Le sous-espace vectoriel f(E) et se note :

Im(f) : Im(f) = {f(z) | v € E}.

En d’autres termes, pour tout y € F : {y € Im(f) <= il existe x € Et tel que y = f(z)}.



Chapitre 1 : Endomorphismes

Exemple 1.2.1 Pour E =R3, on a

1 1 1
A=| -1 2 =2
0 3 -1

On pose

flz,y,2)=(x4+y+z, —x+2y—223y—z).

Mais f(e1) = (1,—1,0) et f(e2) = (1,2,3) sont indépendants donc {f(e1), f(e2)}est

une base de Im(f) tel que :

Im(f) = vect {(1, ~1,0)7, (1,2,3)T}.
Remarque 1.2.1 On appelle rang de f, on le note rg (f) la dimension de l'image
de f

rg (f) = dim (Im(f)).

Définition 1.2.2 (Noyau [35, V.Guedj. (2010), p 11]) Soit f : E — F une
application, linéaire on appelle noyau (ker(f)) de f, Le sous-espace vectoriel f~1({0r}),

on le note ker(f) s’écrit :

ker(f) ={z € E, f(x) = Op} .
Done pour tout = € E,

{z € ker(f) <= f(z) = OF}.

Exemple 1.2.2 D’aprés (1.2.1)) :

r+y+z =0 r = —4y —4
f(-T,y,Z) =0< —ZL’+2y—2Z = 0 = Yy = Y :>ker(f) = vect 1
3y —z =0 z = 3y 3



Chapitre 1 : Endomorphismes

Théoréme 1.2.1 ([35, V.Guedj. (2010), p 12]) Soit f : E — F une applica-
tion linéaire avec E de dimension finie. Alors ker(f) et Im(f) sont de dimensions

finies, et on a :
dim £ = dim (ker(f)) + dim (Im(f)) .

Théoréme 1.2.2 (Théoréme du rang) Soit f : E — F une application linéaire

(E étant nécessairement de dimension finie ), alors :
dim (ker(f)) + rg(f) = dim E.

Proposition 1.2.1 Soit A une matrice de M,,(K) et soient fi,..., f, les polynomes

de K[X] premiers entre eux. Alors :

ker(fi-...- fp)(A) =ker(fi(A)) & ... ®ker(f,(A4))

Proposition 1.2.2 (Somme des sous-espaces supplémentaires ) Soient E un
K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les deux assertions

suivantes sont équivalentes [35, V.Guedj. (2010), p 12].

i) pour tout vecteur x € E, il existe un unique couple (y; z) € F xG tel que x = y+2z.

ii) F est égal a la somme F' + G des sous-espaces F' et G et FNG = {0}.

On dit que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E lorsqu’ils

satisfaisant ces propriétés.

On dit aussi que F est la somme directe des sous-espaces I’ et G et on écrit :

E=F+@G
E=F6(G<—

FNG={0n}



Chapitre 1 : Endomorphismes

1.3 Polyndmes annulateurs

Définition 1.3.1 (Polynéme annulateur) Soient E et F' deux espaces vectoriels
sur le méme corps K et f : E — F une application linéaire.

On appelle polynome annulateur de f tout polynéme P de K[X] tel que P(f) = 0,

c’est-a-dire un élément de ker(P) # {0} :

P:K— £(F)
[ —P(f)=0

Exemple 1.3.1 Soit P un endomorphisme sa matrice dans la base canonique de

E. A= alors A? =

Y

, le polynome P(X) = X (1 — X) est un

N | = N |#—=

N= N
N N |#—=
N= N

polynéme annulateur de A car P(A) = A*> — A =0.
Proposition 1.3.1 Si de plus, le polynome f1-...- f, est annulateur de A, on a :

K" =ker(fi1(A)) @ ... ® ker(f,(A)).

1.4 Polynétmes Caractéristiques

Définition 1.4.1 (Polynéme Caractéristique [24, M.Romagny. (2011-2012), p 3])
Soit f : E — F un endomorphisme et A sa matrice dans une base quelconque, on
appelle polynéme caractéristique de f le polynome x; (resp. xa) le polynome

défini par :
X7(A) = det(f — Aidg) (resp. xa(A) = det(A — A1)
est un polynome de degré n et a n racines.

Exemple 1.4.1 Soit £ = R? et f un endomorphisme de E, et A sa matrice dans

la base canonique



Chapitre 1 : Endomorphismes

5 0 4
A= 4 1 4 |,
-8 0 -7

le polynome caractéristique deA est x 4(N) = det(A — Nidgs) = — (A —1)* (A +3).

1.5 Polynéme Minimal

Définition 1.5.1 (Polynéme Minimal) Soit f : E — F un endomorphisme de
E et A sa matrice dans la base canonique, on appelle polynéme minimal de f
(resp. de A) et on le note py (resp p1a) le polynome le plus petit degré ( le générateur

unitaire de l'idéal des polynomes annulateurs).

Remarque 1.5.1 Le polynéome minimal de f (resp de A) est unique et divise tout

polynéome annulateur de A.
Exemple 1.5.1 D’aprés l'ezemple (1.4.1]) on a :
xa(A) = det(A — Nidgs) = — (A —1)>(A+3),

Le polynome minimal de A est pa(A\) =—(A—1)(A+3).

1.6 Valeurs Propres et Vecteurs Propres et Sous-

Espaces Propres associés

1.6.1 Valeurs Propres

Définition 1.6.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K et

f: E — F une application linéaire.



Chapitre 1 : Endomorphismes

Soit A sa matrice dans base quelconque de E, on appelle valeur propre de f

( resp de A), toute racines du polyndme caractéristique x; (resp xa) -

Exemple 1.6.1 D’aprés l'exemple (1.4.1) on a : Ay = 1 (racine double), Ay = —3

(racine simple), A1, Ay sont des valeurs propres de A.

1.6.2 Vecteurs Propres

Définition 1.6.2 Soient E un K-espace vectoriel non nul, f un endomorphisme de

E et A e M,(K),

— Soit v € F, v est un vecteur propre de f associé & A\ si et seulement si :
{v#0pet INeK/f(v) =Av.}.
— Soit V€ M,,1(K),V est un vecteur propre de A associé¢ a A si et seulement

si{V#0et IN€ K/AV = AV}

Exemple 1.6.2 L’exemple (1.4.1) on a

—0.4082
Ao =—-3=v=| —0.4082
0.8165
0.7071
M= 1=y = 0
—0.7071

1.6.3 Sous-Espaces Propres associés aux Valeurs Propres

Définition 1.6.3 Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie, f un

endomorphisme de E et A € M, (K).



Chapitre 1 : Endomorphismes

— Soit A € K, X une valeur propre éventuelle de f. Le sous-espace propre de f
associé a la valeur propre A est : E\(f) =ker(f — Xidg) ={ve E / f(v)= v}
(ou plus simplement E\ = ker(f — \idg)).

— Soit A € K, X\ une valeur propre éventuelle de A. Le sous-espace propre de A as-
socié a la valeur propre A est : E)\(A) = ker(A—\I,) = {V € M,,1(K) / AV =V}

(ou plus simplement E) = ker(A — AL,)).

Exemple 1.6.3 Voir l'ezemple (1.4.1)), donc les sous espaces propres associés a les

valeurs propres \_3, Ay, sont :

—0.4082 0.7071
E_3(A) = ker(A+313)) = vect —0.4082 , B1(A) = ker(A—13)) = vect 0
0.8165 —0.7071

Définition 1.6.4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K, et soit

P € £(E), soit A dans K et soit E\ = ker(P — Midg) Si Ey # {0}, on dit que \ est
une valeur propre de P. Dans ce cas, Eyest appelé ’espace propre associé a la valeur

propre X, et les éléments non nuls de E\ sont appelés des vecteurs propres associés

a A

Théoréme 1.6.1 Soient (E,&),(F,F) et (G,G) des espaces de dimensions finies
sur le corps K munis de base quelconque. Si Py € £(E, F) et si Py € £(F,G) alors

la matrice représentative de ’application linéaire composée de Py et Py est :
[Pro RJ¢ = [PZ[P)E (1.1)

Proposition 1.6.1 Soit A\ € K une valeur propre et A € M, (K).

— Soient F un K-espace vectoriel non réduit & {0} puis f un endomorphisme de E.
On suppose que Ay, ..., A, sont des valeurs propres deux a deux distinctes de f.

p
Alors, la somme > E).(f) est directe.
i=1



Chapitre 1 : Endomorphismes

- Soit A € M,,(K). On suppose que Ai,...,\, sont des valeurs propres deux a

p
deux distinctes de A. Alors, la somme ) E), (A) est directe.

=1

Théoréme 1.6.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, P € £(F) et soient
A, ..., Ay des valeurs propres distinctes de P. Alors les espaces propres Ey,, . .., E)

P

sont en somme directe. En particulier, card (Sp(P) < dim (£))

Preuve. Nous introduisons :

— Polynomes de Lagrange.

— Polynémes minimaux d’un endomorphisme

Si A,..., A, sont des éléments distincts du corps K les p polynémes de Lagrange

Ly, ..., L, associés sont définis par :

Ils ont trois propriétés remarquables : deg (L;) = p — 1, L;();) = 1 et, pour i # j,
L;(X;) = 0. Ils sont utilisés en analyse numérique pour résoudre le probléme suivant :
étant donné (Py,..., P,) € KP trouver 'unique polynéme ) de degré p — 1 tel que
pour tout j on ait Q(\;) = P;.

Réponse : c’est Q = PiLy + ... + P,L, : évident () convient et est unique, et on
définissons maintenant les polynémes minimaux des endomorphismes. Si P € E, on
définit la suite : (P*);>o d’¢léments de £(FE) par la récurrence suivante : P = idpg,
PF+l = Po Pk,

On a de 'associativité de la composition des fonctions on trouve P! = P¥ o P et

plus généralement P**! = Po P*. Si £ = (ey,...,e,) est une base quelconque, alors

(1.1) implique que si A = [P]¢ alors :

[PHe = A%

10
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Chapitre 1 : Endomorphismes

SiQ(X) =co+a X +...4+¢, X, est un polynome dont les coefficients ¢; sont dans K

on définit alors 'endomorphisme Q(P) par Q(P) = cyidg + c1 P+ o P> + ... + ¢, P"

De méme donc, si A = [P]¢ alors [Q(P)]¢ = Q(A) = col, + 1A+ aA? + ... + ¢, A™.

e

1.7 Espaces orthogonaux

Pour retrouver les équations normales nous allons rappeler quelques résultats sur les

espaces euclidiens.

Définition 1.7.1 On rappelle la définition du produit scalaire usuel sur R™ :
v,y €R" (z,y) =2y =y x

Cette définition généralise le produit scalaire usuel sur R* ou R3.

Définition 1.7.2 On appelle que (x1, 2, ..., zx) est une famille orthonormée de K

vecteurs de l’espace euclidien E si :
lwill, =1,¥i=1:k,  (x,x;)=0,Yi,j=1:Fk, eti#]j.

Proposition 1.7.1 Soit (x1, 22, ...,x) une famille de k vecteurs non-nuls et or-

thogonauz deux o deux :
x; £Z0,Vi=1:k, (i, ;) =0,Vi,j=1:k, eti#j.
Corollaire 1.7.1 Toute famille orthonormée est libre.

Définition 1.7.3 Soit S un sous-espace vectoriel de R™, on appelle orthogonal de S

le sous espace vectoriel de R™ noté S+ définit par :x € S <= Vy € S, (z,y) = 0.

Proposition 1.7.2 Soit S un sous-espace vectoriel de R", S+ l'orthogonal de S

alors : SN S+ = {0}, R" =S @ S+.

11



Chapitre 1 : Endomorphismes

Pour montrer la somme directe, on utilise la procédure d’orthonormalisation de
Schmidt pour montrer que tout sous-espace vectoriel S admet une base orthogo-
nale . On rappelle qu'une famille libre, par exemple B, de E peut étre complétée

par une famille € telle que BUC soit une base de E (théoréme de la base incompléte).

On continue alors le processus d’orthonormalisation de Schmidt sur € et on obtient
ainsi une base orthogonale de la forme B U B'. Alors il est clair, par construction,

!/ . .
que B engendre un sous espace vectoriel qui est S*.

Proposition 1.7.3 Soit A € M,, ., on a Im (A)" = ker(AT).

Xe(m(A)t <= XTy=0, Yyelm(A),
Prouve. <~ XT(A2)=0, Vz€R,
— (ATX)Tz =0, VzeR,
& ATX =0
On démontre le dernier point. Soit b € R", on démontre que :
~ b 2=0,VzER" <= b=0
L’implication(<=) est évidente puisque 'on multiplie 0 par le vecteur z.
Supposons maintenant que : b' z = 0,Vz € R, alors cette égalité était vraie pour
tout z ’est en particulier pour z = b, ce qui donne : b'b = ||b||§ =0,

Or la norme d’un vecteur est nul si et seulement si ce vecteur est nul, ce qui donne :

b =0 (ou, on démontrer que : (R")" = {0}).

1.8 Fonctions Matricielles

Dans cette section, nous considérons maintenant que nous devons interpréter des

expressions comme e, sin (A4) et log (4), quand A € M,, (C).

Nous commencons par regarder & des fonctions polynomial ou & une matrice, et pour

garder les choses simples, nous traiterons d’abord le cas ot notre matrice est dans la
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forme de Jordan.[53, A.J.Laub. (1948), p-p 106-107]

1.8.1 Formule de Sylvester
Soit A € M,, (K), a(\) le polynéme minimale, tel que
paN) = A=) A=) ... (A=),

Alors : Vf, on définit f(A) :

=Y X gptenzt |, (1:2)

i=1:n \k=0:m;—1

ou Z¥ sont des composantes matricielles (matrices propres) et \; sont les racines de

polynéme minimal, tel que :

i=1:in \ k=0:m;—1

f(A) = Z( 2 %D’“f(MZi)

= f(Al)ZM + fl()‘l)Z)l\l + %fz(Al)Zil + ...+ mDml—lf()\l)Z;zlfl_i_

fQ) 20, + 1) 25, + 5028, + -+ Gz D™ ) 250+
) Za, + L) 28, + 3 PO 2R, + - 4 G D™ ) 230

(mn—1)!
Théoréme 1.8.1 ([3, A.J.Laub. (1948), p-p 106-107]) Soit [ est un polynome
et J est la forme de Jordan Ji, (\), alors f(J) est une matrice triangulaire supérieure
qui est constantes sur les diagonales. Les entrées sur la diagonale principale sont

f(N), les entrées sur le k"™ sur-diagonale (c’est-a-dire dans les positions (i,i+ k))

sont % (D = %).

Preuve. On désigne par N la matrice k X k avec en positions (i, 1+ 1) et 0 ailleurs,

J = Al + N, donc par le théoréeme binomial :
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JU=Al+N)"= 3 +(DiA") N,
i=0:n

En d’autres termes, si f(x) = 2™ nous avons la formule :

Autrement dit, N? est 0 sauf pour les 1 sur le sur-diagonale. Donc on particulier, N*

est la matrice nulle si ¢ dépasse k — 1.

Si f est un polynome et A est la matrice diagonale en bloc diag{A, ..., A,}, puis
f(A) =diag{f (A1), ..., [ (An)}.

Par conséquent, si A est une matrice sous forme canonique, f(.J) est de forme dia-
gonale avec tout vecteur, d’aprés le . 11 s’ensuit que f(.J) peut étre écrit sous

la forme :

F() = % D fNZL,
k=0:n

ot Z¥ est une somme de dyades ElE]T et additionné sur toutes les paires de telle

k
sorte que lentrée en position (4, 7) est %!(’\). La somme est reprise sur I’ensemble

des valeurs propres A\ et tous les entiers k inférieurs a la taille de la plus grande de

cas correspondant & .

telles que Ay, ..., A, des valeurs propres distinctes de P. Alors les sous espaces propres
Ey, ..., E\,, et (sile polynome a des racines simples) pia(A) = (A = A1) (A= A2) ... (A = Ag),
E<mnet A > Xy >...> )\ distinctes, la formule de Sylvester (1.2) :

flLA) = > f(N)Zi = f(M)Zy + f(A2)Za + -+ f( k) Z,

i=1:k

T o (A=MT) (A=AaTn) e (A= N1 In) (A=Ait1 Tn)eo- (A=A Tn)
Tel que ViV =2, = Z; = (;\i—Al)()\f—)\g).A.()\i—Aii1)()\2-—)\1-:11)...()\i—/\n) ,

Z; est un projecteur sur £}, : ZE = Z;mais Z;Z; = 0,1 # j,Z;Z; = Z; et Z; est une

matrice propre composante a la valeur propre \; tel que :

14
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1.9 Probléme des moindres carrés

Définition 1.9.1 Soit A € M,,,,, et b € R™donnés (m < n). On appelle probléme

des moindres carrés le probleme
. 2
min ||b— AX]|;.
XeRn

On notera X™* la solution de ce probléeme. On montrera dans la suite qu’elle existe,

et qu’elle est unique sous ’hypothése fondamentale suivante :

Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Ou, de fagon équivalente : rang(A) = n.

Un cas particulier est le cas m = n et A inversible, alors X™* est la solution unique

de AX =b.
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Projecteurs (Projections)

2.1 Projecteurs

Définition 2.1.1 (Projecteur [3, A.J.Laub. (1948)]) On appelle projecteur tout
endomorphisme d’un espace vectorielle E de dimension finie, P sa matrice dans

une base B telle que P> = P.

- Puisque P satisfait l’équation X? = X, le polynome minimal de P, soit :
fX)=X,f(X)=X—-1ou f(X)=X?-X.
Dans les deux premiers cas P est la matrice nulle ou la matrice identité, donc
le seule cas possible, comme polynéme minimal de P est pp (X) = X2 — X.
Dans cet cas, le polynome caractéristique doit étre f(X) = (X —1)" X" ou r
représente le rang de P et n ’ordre de P.
- Puisque pp ( Polynéme minimal de P ) a des racines simples, donc il eziste une

base de vecteurs propres de P.

Soit {Vi,...,V,}. Cette base, telle que {V,.1,...,V,} Uensemble des vecteurs propres
associés a la valeur propre \y = 0 et {V1,...,V,} associés a la valeur propre

A2 =1

16
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- Soit T la matrice définie par :

W)
T=<V1V2...Vr)etT_1= : ,
WT
= .
AlorSWjTV}:
0 ,i#]J

Remarque 2.1.1 (Projecteurs Orthogonaux) Un projecteur orthogonal a un sous-
espace de direction orthogonal a son sous-espace de projection. Une condition néces-
saire et suffisante pour qu’un projecteur soit orthogonal est de satisfaire la condition

de hermitienne (symétrie), soit

Remarque 2.1.2 (Projecteurs Obliques) si P non Hermitienne (PH #* P) (la

projection sera oblique ou non orthogonale)

Remarque 2.1.3 On rappelle la formule de Sylvester (1.8.1) pour la matrice P

telle que :
f(P)=f(\M)Z1+ f(X2)Zy = f(0)Zy + f(1)Zy, pour toute fonction f (2.1)

ouZy= Y. ViVl et Zy = . V,V.', P=X\NZy + Moo,

i=1r i=r+1l:n

AZy = M2y, Zy =WV
(1.8.1) =< A\ =0=V, o =1= 15,
4

E)\lzker(P) E)\Q =Im(P)

AZy = Mo Zs, Zy = VoV
= E = B\, & E\, = ker (P) & Im (P).

On réalise la relation (2.1) pour f(z) =z et f(x) =1, donc on trouve :
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Zy=P= > V,V.T est'image de P (Im (P))
- i=1r
Zy+ Zy =1, Zy=1,—P= > V,V." est le noyau de P (ker (P))
i=r+1n
Puisque I, = Y. V;W,, soit X un vecteur arbitraire on a :

i=1n

X = ¥ W)V

04, +Zy=P

ﬁ
-
Il
3
+
=
3

= PX+ (I, - P)X,

donc P est un opérateur linéaire qui correspond & tout vecteur propre X, dans le sous
espace propre associé a la valeur propre \; = 1, aussi (I, — P) est un projecteur, qui
correspond a tout vecteur propre X le sous espace propre associé & la valeur propre

)\2:().

2.2 Matrices Normales

Définition 2.2.1 (/3, A.J.Laub. (1948), p-p 167-168]) une matrice A est dite
normale si AAT = AT A A est unitaire si AAT = A"A =1, et A est Hermi-

tienne si A" = A.
Définition 2.2.2 ([3, A.J.Laub. (1948), p-p 167-168))

— On appelle matrice orthogonale, toute matrice unitaire, a valeur réels.

— On appelle matrice A symétrique si A est Hermitienne a valeur réels.

Théoréme 2.2.1 ([3, A.J.Laub. (1948), p-p 167-168]) si A est une matrice

normale, alors il existe une matrice unitaire U telle que :
UH AU = D (diagonale) .

Théoréme 2.2.2 ([3, A.J.Laub. (1948), p-p 167-168]) Soit P une matrice Nor-

male (PPH = PHP) et soit {V1,...,V,} une base de vecteurs propres de P telle
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que : P =Y "V,VH.
P est Hermitienne si et seulement si Im (P) L ker (P).

Preuve. (<)

Soit PY et (I, — P)X deux vecteurs de Im (P) et ker (P) respectivement VXY € E,

(I, - P)X,PY) = (X,(I,— P)"PY)
= 0,

donc

(I, - P) P =0

alors :

(I, - P) P = P—-PHIP = 0

== P = pPHpP = PH
alors : P est symétrique.

(=)Pl=P VXY €E:

(I, — P)X,PY) = <X, (I, — P)HPY>

= (X, (P-PIP)Y) = 0

Donc Im (P) L ker (P).

Exemple 2.2.1 Soit la matrice

On peut vérifier que la matrice P est un projecteur (P? = P). Son rang est sa trace
qui est 2, et les vecteurs (1,—1,0,0)"et (0,0,1,2)" constituent une base pour son

espace nul. Aussi (1,0. —1.0)7 et (0.1.0.1)" sont une base pour l’espace propre pour
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A = 1. Les sous espaces propres ker (P) et Im (P) ne sont pas orthogonauz, la matrice

A n’est pas hermitienne.

On a P? = P, donc P est un projecteur et rg (P) = Tr (P) = 2.

( 3 ( 3
1 0 1 0
0 1 -1 0
On a Im(P) = vect , et ker (P) = vect ,
—1 0 0 1
0 1 0 2
\ / \ /

P est un projecteur, qui projeté sur Im (P) parallélement au sous espace ker (P) , on
remarque que Im (P) et ker (P) ne sont pas orthogonaux, car P n’est pas symétrique

PT 4P (P non Hermitienne PH # P) .

Exemple 2.2.2 La matrice de projection orthogonal dans le sous espace engendré

par (1,0,—1,0)" et (0,1,0,1)", tel que Vs = 25 (1,0,—1,0)" , V5 = 25(0,1,0,1)"
1 0 —1 0
0 1 0 1
Soit P= Y ViV;T =
i=T:2 -10 1 0
0 1 0 1

On a P2 = P et P" = P donc Im(P) et ker(P) sont orthogonauz, car P est

symétrique (PT = P) .

Exemple 2.2.3 ([3, A.J.Laub. (1948), p 168]) Soit A.,xn une matrice (m > n)
derg (A) =n.

Prouver que P = A (ATA)_1 AT est un projecteur orthogonal ?

On quel espace projeté P 7

On quel espace projeté (I — P) ?

1

P2 = A(ATA)TATA(ATA)TAT
— A(ATA) AT

Y
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donc P2 = P = P est un projecteur.
PH = |a(ATA) " AT] !
— A(ATA) AT
— P

Y

d’ou P = P = P est une matrice hermitienne.
P=A (ATA)_l AT est un projecteur orthogonal, projeté sur Im (P) et (I, — P)

projeté sur ker (P).

2.3 Pseudo-Inverse d’une matrice

Définition 2.3.1 (Pseudo-inverse[3, A.J.Laub. (1948), p 169]) Soit A une ma-
trice de taille m X n, on appelle Pseudo-inverse de la matrice A, la matrice unique

notée At définie par les propriétés :

(1) AATA=Aet ATAAT = AT

(2) ATA et AAT sont des matrices Hermitiennes :
~ SiK=C alors (ATA)" = At A et (AAT)" = AAT.
~ SiK=Ralors (ATA)" = AtA et (AAT)" = AAT.

Théoréme 2.3.1 Toute matrice A de taille m x n admet un Pseudo-inverse
unique AT de taille n x m qui vérifier les propriétés suivantes :
1- AATA=A et ATAAT = AT,

2- AT A et AAT sont des matrices Hermitiennes.

Preuve. On a : si A =0 (matrice nulle) , on prend A" = 0, si non, on suppose que
rg (A) = r, on décompose A par A = BC ou (B est une matrice m x r, C' est une

matrice r X n ).

Les matrices B B et CC* sont de rang r et sont inversibles.
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On pose : AT = CH (Cc)™" (BHB)™ B,
( AtA—B (B"B)™' B!
et
| A4t =" (ccm~ ¢,
sont Hermitiennes,
(A4 A=A
et
| ATAAt = 4,
On a:
AATA = Bec¥ (co) (BYB)T BYBC
— BC
= A
Aussi :
AYAAY = CH(cc®)TH(BYB)T BHBCCH (COH) T (BHB) T B
= C¥(cc") (BHB) T B
— At

Unicité de Pseudo-inverse : Soient X et Y deux Pseudo-inverses de A : X # Y.

Donc :

XAX =X et AXA=A.

YAY =Y et AY A = A.
On a:
XAY = XAXAY, (car: X = XAX d’apres(2Z3.1]))

— XXHAHYHAH (car : AX = (AX)" et AY = (AY)" d’apres (23])

= XXHAH (car : ATYH AR = AH)x
= XAX, (car : on prend le transposé dans (Z3), AX = (AX)")

De méme maniére pour : XAY =Y, on a XAY = XAY, donc , et alors

I'unicité de la matrice (pseudo-inverse) de A.
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On conclut que, toute matrice A admet une matrice Pseudo-inverse et unique.

Propriétés 2.3.1

1. Si A est inversible alors AT = A~L.

2. Si A est de rang maximal alors on prend (B = I ou C' = I) on trouve :
At = (AT A) T AT

- Si rg(A) = n (nombre de colonnes), (le cas d’un systéme linéaire sous-
déterminé AX =b).
— Sirg(A) =m (nombre de lignes), on a At = A (AAH)_I, (C=1) (le cas

d’un systéme linéaire surdéterminé).

2.4 Solution d’un systéme linéaire : AX =0

On a le probléme de moindre carrés AX =b=— X = A'h.

Si AX —b # 0, on peut minimiser (AX — b), dans cette cas on appelle X la solution

du probléme de moindre carrés (AX =1b).

Théoréme 2.4.1 Le vecteur A%b est la solution minimale (solution du probléme de

moindre carrés) du probléme AX = b.

1. Sirg(A) est mazimal =nombre de lignes de A alors ATb est la solution mini-

male de AX =b.

2. Si rg(A) est maximal =nombre de colonnes de A alors A*b est la solution

unique du probléme de moindre carrés.

Lemme 2.4.1 Soient U et V' deux vecteurs orthogonaux alors
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U+ VI =U],
st U et V ne sont pas orthogonauz alors :
de > 0tq ||U+ V| < ||U]

Preuve. On a :
|U+eV]® = U+eV) (U+eV)
= |[U|” + e ||V|]* + 2s Re(U"V),
L. Si UHV =0 , car (ULV) , alors
lw+vii= ol . v =o.
Si non :
Soit C' = 2Re(UHV),
= |U+eV|? = U] +<(C+e|VIP).
2. Si e et C sont de différents signes et £ << 0, alors (C' +¢ ||V||2) a le méme

signes que C'.

Donc, ||U + V]| < ||U] .

Théoréme 2.4.2 ([3, A.J.Laub. (1948), p 170]) Le reste R = AX — b est mi-
nimal si AHR = 0.
En d’autre terme, X est une solution du probléme de moindre carrés AX = b,

Si et seulement si, X est solution du probléme (A" A) X = AHb.

Preuve. On suppose que X produit le reste Ry = AXy — b tq, ||Ro|| est minimal,

et soit (Xo + eW) produit le reste Ry + AW tq ||Ro + cAW|| est minimal.
Donc d’aprés le lemme précédent la solution est minimale pour chaque ¢.

Si Ry et AW sont orthogonaux, alors pour que Ry est minimal.
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(AW)" Ry = 0 =WHAT Ry, YW, donc | ARy = 0.

Par suite (A7 A) X, = A"B.
On consideére le systéme AX = V et soit A = BC une factorisation quelconque de

A.

Soit X un vecteur tel que ||[AX — b|| est minimal, donc on a A#AX = A7V,
= CHBHEBCX = CHBHyY

= CCHBHBCX = CccHBHy

= (com)T'cciBiBCX = (cct)T'coHBHYV

= BYBCX = BV,
ou
CX = (BBY)'B"V

= W

=X, = CH(cCch) M.
Donc toute solution a la forme Xy + Y, VY telle que C'Y = 0.

Mais si CY = 0 = X, et Y sont orthogonaux, on calcule XY} telle que YZC! = 0.

Par suite X est la solution minimale de CX = V), ou: Xg = CTBTV = ATV, d’ou

A1V est la solution minimale du probléme de moindre carré AX = V.

2.5 Sous Espace Propres (Image et Noyau)

Théoréme 2.5.1 ([32, S.Gugger, J.Howard. (2018), p 14|) Pour tout endomor-
phisme P de E tel que P o P = P, les sous-espaces Im (P) et ker (P) sont supplé-

mentaires, et P est le projecteur qui projet sur Im (P), parallélement au ker (P).

Preuve. Notons F'=1Im (P) et G =ker (P) on a :

- FNGC{0}:siY € FNG, alors Y est de la forme P(X), et on a :
0=P()=PoP(X)=P(X)=Y.
— FE C F+ G : pour tout vecteur X de E, soient Y = P (X) et Z = X — P(X).
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Alors, X =Y +Z,Y € F
et Z€G (car P(X—-—P(X)=P(X)—PoP(X)=0).

Donc F & G = E, P(X) et est bien le projeté de X sur F parallélement a G.

Propriétés 2.5.1 (Projecteurs [32, S.Gugger, J.Howard. (2018), p-p 12-13])

La propriété (21.1]) est appelée idempotence.

Un projecteur est donc un endomorphisme idempotent, et soit E un espace vectoriel

réel de dimension finie et soit P € £(F) un projecteur de E.

On suppose dans la suite : P #idg et P # Og(p).

1. a. Les seules valeurs propres possibles de P sont 0 et 1.
b. Sp(P)={0,1}.
2. a. ker(P) = Im(idg — P).
b. ker(idg — P) = Im(P).
c. P est diagonalisable.
3. a. Im(P)Nker(P)={0g}, et E =Im(P)® ker(P).
b. VX € FE se décompose de maniére unique sous la forme : X = x1 + x».
ot 1 € Im(P) et x5 € ker(P).

4. Soit P € £(F) alors P est un projecteur si et seulement si pour tout X € F
onaX — P(X) € ker (P).

5. P € £(F) et F =1Im(P), G = ker (P) Le projecteur sur G parallelement a F'

est idg — P.
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Application Numérique

3.1 Problémes de projection

Proposition 3.1.1 Ftant donnés S un sous-espace vectoriel de E et y € FE, le

probleme :
min [z —yll,.

admet une solution unique iy € S projection orthogonale de y sur S.

Preuve. Soit z un élément quelconque de S, alors :
lz=yll; = lz=5—@w-0ls,
= lz=3ls+lly—3l5-2(-3y-9),
= llz==7ls+lly =75,
puisque (z —y) € Set (y —7y) € ST, Alors :

Iz —yll3 > lly — I3, ¥z # §,Vz € S,

Ce qui montre que :

min ||z —yll, = [ly = ]

27


hadda Medjani barhoum


Chapitre 3 : Application Numérique

Corollaire 3.1.1 Soit y € R" alors il existe un unique j € S tel que : y — 7y € S+,
le vecteur y étant appelé projection orthogonale (ou projeté orthogonal) de y sur S.

Ce projeté orthogonal iy est caractérisé par :

yeSet Yye S, (y,s) =(y,s), VseS. (3.4)

Preuve. d’aprés le théoréme précédent, tout vecteur y s’écrit de maniére unique

sous la forme :;y =7+ 2z, o0y € S et z € S*.

3.2 Probléme bien et mal-posé (Hadamard)

Soit A C X — Y un opérateur, X’ et ) deux espaces normés Le probleme ([23),

M.Kern. (2016), p10])
AX =b

Est dite bien posée si :
- La solution X existe pour tout b de ) (la surjectivité de A).
- Elle est unique (injectivité de A).

- Il dépend contintiment de la donnée b :
Ve >0, 30 tel que ‘b— b/|y <0 = |X - X"X <e avec AX =b.

Sinon, on dit que le probléme est mal posée (la stabilité de la solution si A~ lest

continue < Im(A) est ferme).

La solution ne dépend pas des données.

Exemple 3.2.1 (|23, M.Kern. (2016),p 11]) Considérons une fonction f € C*([0,1]),

etn € N. Soit
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Alors

fi(x) = f'(z) + ncos (n’z) .

De simples calculs montrent que

If = ann = % (% B ﬁSiH (2712))% = O(

3=

alors que
/ ’ . 1
|f =1l =7 (G + & sin(2n?))2 = O (n).
Ainsi, la différence entre f' et f, peut-étre arbitrairement grande, alors méme que la
différence entre f et f est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (I'inverse

de A) n’est donc pas continu, au moins avec ce choixr des normes.

Linstabilité de la solution est typique des problémes mal-posés. Une petite pertur-
bation sur les données (ici f) peut avoir une influence arbitrairement grande sur le

résultat (ici f').

Exemple 3.2.2 Considérons l’équation linéaire suivante :

20 0 T 1
00 0 e | = 1 (3.1)
0 0 2x1075 T3 1073

avec la solution, X = [0,5 0,5 0,5]". Supposons qu'il y ait une petite perturbation
dans le troisiéme élément des données, telle que § = [0 0 10727, alors la solution du
systéme perturbé devient X = [0,5 0,5 500,5] .

Comme le probléme est presque mal-posé, une petite perturbation dans les données
entraine un écart important dans la solution. Pour éviter une telle instabilité, on

peut résoudre
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2 0 0 71 1
00 0 e | = 1 (3.2)
0 0 2x10°3 T3 10°°

au lieu de 1'éq . Dans le nouveau probléme, I'observation exacte donne X = [0,5
0,5 0,005]", tandis que la perturbation du troisitme élément des données données
par § = [0 0 107%]T fournit X = [0,5 0,5 5,005]". Bien que la solution ne soit pas
exactement égale & la solution originale, le nouveau systéme est robuste aux petites
perturbations des données données. Le choix d’une contrepartie mieux posée pour le

probléme mal posé donné est tres important.

3.3 Interprétation géométrique de probléme des

Moindres Carrés

Etablissons d'une maniére différente les équations normales tout en interprétant géo-

métriquement la solution.

La solution de probléme du Moindre Carrés consiste a minimiser la distance eucli-

dienne entre les données, vecteur b € R™, et Im(A) sous-espace vectoriel de R™.

La solution optimale X* € R" est alors tel que AX™* est le projeté orthogonal de

b e R™ sur Im(A).
Montrons donc ce résultat a savoir : ||AX — bl|,, minimal si et seulement si :
(AX —b)LIm(A).
Cela est équivalent d’écrire que : “le résidu R = (AX —b) € Im (4)" 7.
Notons X* la solution optimale. On a :
VX € R, [[AX — b3 = [AX® — b+ AX — AXC| 2 [ AX" — b
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b

\y- ax

oz =AX

-~ Tm(A)

F1G. 3.1 — Illustration géométrique des moindres carrés (cas n = let m = 2).

Par ailleurs, on a :

Relm(A)" < VyeIm(A), RTy=0
<~ VzeR", RT(A2)=0
—= VzeR" zTATR=0
<~ ATR=0
— Reker(AT),

Ce qui nous conduit donc aux équations normales :
AT (AX* —b) = 0.
Proposition 3.3.1 ([23, M.Kern. (2016), p 43]) On a :
ATAX* = AT, (3.3)

1. L’équation (3.3) admet une solution si et seulement si : b € Im (A) & Im (A)".

2.5 bcIm (A) & Im (A)L, l'ensemble S des solutions de (3.3|) est un convexe

fermé non vide de R™.

Preuve.
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1. Soit X € E une solution de (3.3)), On a donc :
~ 1 N
AX —b € ker (A%) = (Im (A)) — (Im (A))*

Donc b= AX + (5 — AX) € Im (4) & Im (4)".

Inversement,

Soit b = by + by, avec by € Im (A), by € Im (A)" 1l existe donc X* € E, tel que

AX* = by.

Evidemment A'AX = A'b;. Mais, toujours par ce que (Im (A))" = ker (A1),

Atby = 0, c’est-a-dire que Atb = Atb; = ALAX, et b est une solution de (B-3).
2. L’ensemble des solutions est non-vide d’apres le point (1). C’est un espace

affine, c’est donc en particulier un convexe, et il est fermé puisque c’est 'image

réciproque de {ALZ} par I'opérateur continu A+ A.

Ceci prouve que I'g = Xy +ker (A), ot X est une solution quelconque de ([3.3)).

Corollaire 3.3.1 ([23, M.Kern. (2016), p 44]) Sib € Im (A) & Im (A)", le pro-

bleme (1.9) admet une solution unique de norme minimale.

Preuve. Notons S 'ensemble des solutions de ((1.9)). La cherche d’une solution de
norme minimale de ce probléme des moindres carrés revient a résoudre le probléme

suivant :
r)?irs} | Xy, S ={X e R"| ||AX — b||, minimale},
€

c’est-a-dire & projeter lorigine sur 'ensemble S, d’apres la (3.3.1]), S est un convexe
fermé non-vide de R™. Le théoréme de projection implique que S posséde un élément
de norme minimale, qui est la solution cherchée. Nous noterons X* cette solution

particuliére.
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3.4 Probléme des moindres Carrés Linéaires

3.4.1 Formulation matricielle

On suppose que 'on a & résoudre un systéme linéaire AX = b (A € M,,,), avec
un second membre b € M,, ; non nul et on suppose que le nombre d’équations est
supérieur strictement au nombre d’inconnues (m > n). Dans la plupart des cas,
ce systéme n’admet pas des solutions. On cherche alors une approximation de la
solution qui réduise la différence Az — b. Un des choix possible est de minimiser la
norme euclidienne de cette différence. Dans tout ce chapitre, nous n’utiliserons que

la norme euclidienne.

Nous considérons ici un systéme d’équations linéaires AX = b avec A € M,,,, (C),
X € M1 (C) et b € M,,1(C), ou le nombre n d’inconnus et celui m d’équations

sont différents.

On distincte deux cas :

- Si (m < n) on a un probléme sous-déterminé ou le nombre d’inconnues est plus
grand que celui des équations. En générale, un tel systéme une infinité de

solutions.

- Si (m > n) on a un probléme surdéterminé ou le nombre d’inconnus est plus petit
que celui des équations. En générale, un systéme surdéterminé n’admet pas de

solutions.

La méthode des moindres carrés consiste a recherche parmi les X € M,, 1 (C), celui

ou ceux qui minimisent la quantité
f(X)=1b— AX||2 = ||R||2 )
Appelée fonction résidu, la valeur de cet infimum (on verra que c¢’est un minimum)
R = uin [Ib—~ AX],
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est appelé le résidu minimal et tout vecteur X € M, ; (C) qui le réalise, c’est a dire

pour le quel f(X) =R, est appelé solution au sens des moindres carrés du systéme

AX =0b.

Ker (A)

Im(A)

v b
P

_
Projmq(b) = AX

F1G. 3.2 — Probléme De Moindres Carrés

Théoréme 3.4.1 ([23, M.Kern. (2016), p 45]) Soient A € M, (C) et b €
Mm,l ((C) et X c Mn,l (C)

\ : . : 2 X :
1. Le probléme des moindres carrés : min |b — AX]|;. Posséde au moins une
XeCn

solution.

2. Ces solutions sont caractérisées par : AT AX = A"b. Appelée équations nor-

males.

3. Si X et X' sont deux solutions alors AX = AX'. La solution est donc unique

si la matrice A est de rang n.

. . . 2 .
4. La solution de norme minimale ~min [ X5, est donnée par X = A*b.
AHAX=AH}p

Preuve. On a :

min ||Y — ng
Yelm(A)

Posséde une solutions Y* € Im (A), qui est la projection orthogonale de b sur Im (A)
Y*eIm(A) et (Y*—bY) =0, pour tout Y € Im (A).
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L’ensemble des solutions du probléme des moindres carrés est égalal'c = {X € C" : AX =Y}

Ceci prouve 'existence d’une solution telle que AX = AX* = Y™ pour deux telles
solutions soit X* € I'c de sorte que AX™* = Y™, I'équation qui caractérise Y* peut

aussi s’écrire
(AX* —b,AX) =0, pour tout X € C™,
C’est a dire
(AP (AX* —b),X) =0, pour tout X € C™,
Ou encore
AT (AX* —b) =0

Qui est I’équation normale du probléme.

L’ensemble des solutions I'c est I'image réciproque de la projection orthogonale de
b sur Im (A) parallelement au ker(A). Si X* est 'une d’entre-elles alors I'c = X +
ker (A). La solution X de norme minimale est la projection orthogonale de 0 sur I'c

donc X € (ker (A))" et ceci prouve que X = ATb.

Remarque 3.4.1 (|21, M.Gilli. (2006), p-p 113-115]) Si A € M, (R) ona
(AH = AT) , X € Mn,l (R) etbe Mm71 (R) ,

Un probléme fondamental en sciences consiste & adapter un modeéle & des observations
qui sont entachées d’erreurs. Nous intéresserons ici au cas ol le nombre d’observations
est supérieur aux nombres de parametres. Ceci nous conduisons & résoudre suivant

le choix du modele, des systémes linéaires surdéterminés.

La “la solution optimale” d’un systéme surdéterminé peut étre définie de plusieurs

facons. Etant donné les observations b, les variables indépendantes X et le modeéle
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f(X, ) avec 3 le vecteur de parametres, la solution retenue correspond a la solution

du probléme de minimisation :

min | f(X, 5) = bll3 (3.1)

Dans le cas linéaire le modele s’écrit AX = b avec b les observations, A les variables

indépendantes et X le vecteur de parameétres. Le vecteur des résidus est dans ce cas :

R=1b— AX,

b—-AX

|
L/—;
Projima)(b) = AX
Im(A)

F1G. 3.3 — Plus proche a b s’obtient par une projection orthogonale de b dans I’espace
engendré par les colonnes de A.

ou AX =b, X € R", b € R™, pas de solution. :

T

L2
|:a1 as ... anl ) :b<:>x1a1+x2a2+...+xnan:b,

Tn

b n’appartient pas a I'image de la matrice A (Im (A)) et X* tel que AX™* soit aussi

proche de b que possible.
2

On va minimiser ||b — AX c’est-a-dire on rechercher X* telle que AX = b pas

AX*=Vllg
de solution ~ AX* = Projima) (b) et | R||5 = |6 — Projim(a (b)H;
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bl — U1

b2 — V2
I — AX|; =

by, — U,

:(b1—v1)2+(b2—vg)2+...+(bm—vm)Q.

2

X* estimations des Moindres Carrés et AX™ est la projection orthogonale de b sur

Im (A).

AX* = P?“Oj[m(A) (b) =V

= AX*—b = PTOjIm(A) (b) —b.

AX*—be (Im(A)" <
=
<~

=

AX* —b € ker (A7)
AT (AX* —b) =0
ATAX* —ATb=0
ATAX* = AT,

V= Pl’U]'m[..”':b} = Ax Im(A)

F1G. 3.4 — La projection orthogonal de b sur Im (A)

3.4.2 Idée intuitive de ’approche algébrique

Soit

Im(A) = {Y e R" | IX € R",Y = AX)},

Alors le probléeme des moindres carrés :
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min b~ AX], ()
Signifie que 'on cherche dans I'image de A I’élément le plus “proche” de b. 1l se
formule, donc comme un probléme de projection orthogonale de b sur le sous-espace
vectoriel Im(A) (voir (3.5))). Si on appelle X* la solution de ce probléme et le
résidu R = b — AX™ soit orthogonal a Im(A) et on écrit : b — AX = 0 < lequation
AX = b n’admet pas de solution car b ¢ Im(A) donc X € R", telle que AX = b

donc on recherche b telle que AX = b~ AX* = Projima) (b) et

IR = ||b — Projumcay (b)]]5 -

. : b= Projj,u ) (b) = A 4
M

F1G. 3.5 — Projection de b sur Im(A)

Corollaire 3.4.1 ([I7, J.Guérin, N. Lahrichi, S. Le Digabel. (2022), p-p 8-9])

Soit A € My, (R) et b € R™ donnés, le probléme :

trouver X* € R" tel que :

JAX* —bll, < [AX —0ll,, VX €R",

est équivalent a : trouver X* € R™ tel que :
ATAX* = ATb.
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Preuve.

— On notera b la projection orthogonale de b sur Im (A), on a donc par définition.
beIm(A),b—belIm(A).

— On utilise la proposition (3.1.1) avec £ =R™, S =Im (A), y = b,
JAX* — b, < [AX = bl,, VX €R" & [JAX — b, < 2 — bl V= € Tm (4)

& AX* =D
— Montrons que :  AX*=be ATAX* = ATh.

L’implication (direct) est évidente.
Montrons 'implication réciproque :
ATAX" = ATh & AT (AX*=D) =0
& (AX* —B) € ker(AT) = Im (4)" (d’aprés (LT3)),
or b € Im (A), donc (AX* —E) € Im (A), alors
(AX* —B) € Im (A) NIm (A)" = AX* — b =0= AX* =D
D’otu I’équivalence.

— Montrons maintenant que :
ATAX* = ATh & ATAX* = ATp, (3.4)
Par définition de b, on a b — b € Im (A)* = ker(AT), donc AT (b —3) =0 donc :
ATh= AT,

Ce qui termine de démontrer cette derniére équivalence.

On retrouve donc par un raisonnement faisant intervenir les projections que les équa-
tions normales sont des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour le pro-

bléme de minimisation.
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Exemple 3.4.1 On a une systéme d’équations linéaire.

A b
X

2r—y = 2 y=2x—2 2 —1 2
x

r+2 =1 Sy y=Fr+3 |1 2 =11
Y

en fait comme on dit que c’est trois droites n’est pas d’intersections commune ¢a
veut dire qui’il n’ya pas de solution a cette équation (AX = b) c’est que on a on
s’est pas arrété on a dit qu’on allait chercher un X* qui minimisent ’erreur dans la
résolution d’équations donc ce qu’on avait dit ¢’est que si on peut pas du fait qu’on a
une équation (AX = b) qu'il n’y a pas de solution qu’est ¢a veut dire qu’il n’y a pas
de solution, ¢a veut dire que b ¢ Im(A) a ce moment-la on qu’on pouvait chercher

une solution on va dire solution optimale & cette équation (AX =b).

Ona AX —b=0< AX = bn’admet pas de solution car b ¢ Im(A) donc X € R,

telle que AX = b donc on recherche X telle que :

AX = b AX* = Projumay (b) et ||R]|5 = ||b — Projiun(a (b)||§

ATAX* = ATp,
A b
AT —_— AT —= AT A X*
——f
r 2 —1 2
2 11 2 1 1 6 1 x*
& 1 2 |X* = 1 & =
-1 21 -1 2 1 1 6 y*
- 1 1 4
(
Ly |6 119 Ly |1 6 |4
= =
Lo 1 6|4 Ly 6 119
>
1 6 4
&
Ls=L;—Lyx6 0 —35 | —15
>
16| 4 10 |%®
& . . ﬁ{L5—L1—L4><6 ,
Ly= = 0 1| = 0 1|3
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X* =

Nl S

c’est la solution du probléme des moindres Carrés Linéaires.

C’est le résultat qui minimisent ’erreur dans la solution de I’équation (AX = b) c’est

qu’on a dit que ¢a minimise les erreurs.

17 _
7

On va calculer AX* —b = 1_76 _

13 _
7 4_

quand je dis la solution la plus procl

o lw

, donc ¢a c’est Ierreur que je fais

—15
7

he c’est la solution optimale est la solution la

plus approche qui minimisent 1’erreur,

N Nlw

Ib — AX*l; =

&

= [|b— AX*||, = /32 = 2.5355, c’est I'erreur des moindres Carrés.

Exemple 3.4.2 Soient (1,2),(2,1),

(0,1),(—1,0) trois points ety = f () = a1z +

as tel que
A b
) —_— ~
f(=1) = —a+b = 0 -1 1 X 0
fO) = 0+b =1 0 1 a 1
& = :
f2) = 2a+b = 1 1 1] a 1
) = a+b = 2 2 1 2
AX = b pas de solution.
ATAX*=ATb
A b
,Lf -1 1 ff 0 ATA X* ATh
-1 0 1 2 0 1 -1 0 1 2 1 6 2 aj 4
& = = =
1 1 11 1 1 1 1 11 1 2 4 as 4
2 1 2
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—
N 6a; +2a; = 4:> aj _ %
20} +4ay = 4 aj :
2
= X*= i c’est la solution du probléme des moindres Carrés Linéaires.
5

y=aiX+ay= %x + % est la droite qui a cette équation qui va minimiser I’erreur et
est une droite qui passe par tous les points donc ca va étre le résultat de la solution

cherchée du probléme des moindres Carrés.

3.5 Application dans MATLAB

%Programme Matlab%
x=imread(’cameraman.tif’) ;
x=imresize(x, [256 256]) ;
x1=double(x) ;

sigma=25;
epsilon=normrnd(0,1,256,256) ;
yl=x1+sigma*epsilon ;
y=round(yl);

y=uint8(y) ;
%subplot(1,2,1) ;
Y%imshow(x) ;x
%subplot(1,2,2) ;
Y%imshow(y) ;

Yopause
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y2=double(y);
I1=bitget(y2,1);
[2=bitget(y2,2) ;
I[3=bitget(y2,3) ;
I4=bitget(y2,4) ;
I5=bitget(y2,5) ;
[6=bitget(y2,6) ;
[7=Dbitget(y2,7) ;
[8=bitget(y2,8) ;
Y%subplot(2,4,1) ;
Yimshow(I1) ;
%subplot(2,4,2) ;
Y%imshow(12) ;
%subplot(2,4,3) ;
Y%oimshow(13) ;
%subplot(2,4,4) ;
Y%oimshow(14) ;
Y%subplot(2,4,5) ;
Y%imshow (I5) ;
%subplot(2,4,6) ;
Y%imshow (16) ;
Y%subplot(2,4,7) ;
Y%imshow (I7) ;

%subplot(2,4,8) ;
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Y%imshow (18) ;

Yopause

[T1=double(I1) ;

[12=double(12) ;

[13=double(13) ;

[T4=double(14) ;

I15=double(I5) ;

[16=double(16) ;

[17=double(I7) ;

[I8=double(I8) ;

[thrl,sorhl keepappl] = ddencmp(’den’,’wv’,I11);

ID1 = wdencmp(’gbl’,I11,’sym4’,2 thr1,sorh1,keepappl) ;
[thr2,sorh2 keepapp2] = ddencmp('den’,’wv’,112) ;

ID2 = wdencmp(’gbl’,112,’sym4’,2,thr2,sorh2,keepapp2) ;
[thr3,sorh3,keepapp3] = ddencmp('den’,’wv’113) ;

ID3 = wdencmp(’gbl’,I13,’sym4’,2,thr3,sorh3,keepapp3) ;
[thrd,sorh4 keepapp4] = ddencmp('den’,’wv’114) ;

ID4 = wdencmp(’gbl’,114,’sym4’,2 thr4,sorh4,keepapp4) ;
[thrb,sorh5 keepappb] = ddencmp('den’,’wv’ 115) ;

ID5 = wdencmp(’gbl’,I15,’sym4’ 2 thr5,sorh5,keepappb) ;
[thr6,sorh6 keepappb] = ddencmp(’den’,’wv’ 116) ;

ID6 = wdencmp(’gbl’,116,’sym4’,2,thr6,sorh6,keepappb) ;
[thr7,sorh7 keepapp7] = ddencmp('den’,’wv’,117) ;

ID7 = wdencmp(’gbl’,I117,’sym4’,2,thr7, sorh7 keepapp7) ;
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[thr8,sorh8 keepapp8] = ddencmp('den’,’wv’ 118) ;
ID8 = wdencmp(’gbl’,I18,’sym4’,2,thr8 sorh8, keepapp8) ;
for i=1 :256 ;
for j=1 :256;
yd(i,j)=ID1(i,j)+ID2(i,j)*24+ID3(i,j) * (2~ 2)+1D4(i,j) * (2~ 3)+ID5(i,j) *(2"4)
+ID6(1,j)*(2°5)+ID7(i,j)*(2°6)+ID8(1,j)*(2°7) ;
end
end
ydl=uint8(yd);
[thr0,sorh0,keepapp0] = ddencmp(’den’,’wv’,y1);
yd0 = wdencmp(’gbl’,y1,’sym4’,2,thr0,sorh0,keepapp0) ;
yd0=uint8(yd0) ;
[thr9,sorh9 keepapp9] = ddencmp('den’,’wv’,yd) ;
yd2 = wdencmp(’gbl’,yd,’sym4’,2,thr9,sorh9,keepapp9) ;
yd3=uint8(yd2) ;
[thr10,sorh10,keepappl0] = ddencmp(’den’,wv’,yd2) ;
yd4 = wdencmp(’gbl’,yd2,’sym4’,2,thr10,sorh10,keepapp10) ;
yd5=uint8(yd4) ;
[thr11,sorh11 keepappll] = ddencmp(’den’wv’ yd4) ;
yd6 = wdencmp(’gbl’,yd4,’sym4’ 2, thr11,sorh11 keepappll);
yd7=uint8(yd6) ;
subplot(1,4,1);
imshow(x) ;

subplot(1,4,2) ;
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imshow(y) ;
subplot(1,4,3) ;
imshow(yd7) ;
subplot(1,4,4) ;
imshow(yd0) ;
psnrl=PS(x,yd1);

psnr0=PS(x,yd0) ;

F1G. 3.6 — Exemple de Trouver la solution par la restauration d’image dans matlab

46



Conclusion

P ] ous avons essayé de donner une définition aux probléme de projection sur

le sous espaces des vecteurs propres ( probléme mal - posés linéaire).

- La méthode de résolution d’un probléme de moindre carrés ( méthode de projection

sur les sous - espaces des vecteurs propres ).

Nous espérons que ce travail contribue & éclairai quelques méthode d’analyse numé-

rique concernant la résolution des problémes mal - posés linéaire.
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AnnexeA :Logiciel Matlab

Qu’est-ce-que le Langage MATLAB?

eLe langage Matlab est un langage de programmation interactif de calcul scientifique
et d’environnement mathématique utilisés pour le traitement de données. et de ré-
solution numérique de nombreux problémes mathématiques ou appliquée. En autre,
le matlab dispose de potentialités graphiques importantes.[10, E.Zenou. (2013), p

14]

eMatlab est utilisées comme abréviation de MATrix LABoratory a été écrit a
lorigine pour faciliter la gestion de la programmation matricielle avancée par les
projets LINPACK et EISPACK qui, ensemble, fournissent une programmation
de résolution matricielle de pointe. avant de tout le matlab c’est un logiciel (payant)
proposant une interface graphique vers un éditeur de code en matlab, et un outil de
débugging pour exécuter des programmes en code pas & pas. ou bien définiée comme
programe de calcul matriciel. Language matlab a été créé par deux personnes le
premier Cliff Muller et le second Jack Little et le fondateur de Mthworks et est
le co-auteur de la mise en page Matlab.Jack est titulaire d'un baccalauréat en génie
électrique et en informatique de 'université MIT en 1978 et d’un diplome de MSEE
de I'université de stanford en 1980. Falaise Muller il est professeur de mathématiques
et d’informatique depuis plus de vingt ans & 'université du Michingan, & 'université
de stanford et & l'université du Vouveau-Mexique. Il a passé cinq ans chez deux

fabricants de matériel, 'organisation Intel Hepercube et Ardent Computer, avant de
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rejoindre Mathworks., la société meére de Matlab.Il est également ’auteur du premier

logiciel MATLAB.[30, S.Balac. (1999), p 5]

Fic. 3.7 — Langage MATLAB
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Résumé
Notre travail porte sur la méthode de projectionsur les sous-espaces propres d'un endomorphisme d'un espace vectoriell.

Le premiere chapitre contient, définitions générales et propriétés concernant les espaces des endomorphismes — polynémes
annulateurs — Caractéristique et polyndmes minimal, puis la définition d'un endomorphisme projection leur caractéristique
((polynomes minimal - diagonalité, valeurs propres, multiplicité algébrique, vecteurs propres, multiplicité
géométrigue, sous-espaces propres associés, relation entre multiplicité algébrique et géométrique, dimension des sous-
espaces propres.)

Finalement on a pris un exemple de probleme de projection (probléeme mal-posé).

La projection du vecteur b surim(4)Parallelement a Ker(A) telle que A symétrique, ou Im(A4) L Ker (4)

Enfin on a exposé un exemple de traitement d'image (Restauration d'image) sur matlab, puis arrive une solution d'un probléme
mal-posé par la méthode de projection (projection sur I'espace des vecteurs propres.

Les mots clés :

La méthode de projection - projection leur caractéristique - vecteurs propres -espaces propresassociés-espaces propres.

Abstract

Our work concerns the method of projection on the eigensubspaces of an endomorphism of a vector space. The first chapter
contains, general definitions and properties concerning the spaces of endomorphisms — canceling polynomials — Characteristic
and minimal polynomials, then the definition of an endomorphism projection their characteristic (minimal polynomials —
diagonality, eigenvalues, algebraic multiplicity, eigenvectors, geometric multiplicity, associated eigensubspaces, relation
between algebraic and geometric multiplicity, dimension of eigensubspaces.

Finally we took an example of a projection problem ill-posed problem) .

-The projection of the vectorb onto Im(A)Parallel to Ker(A) such as A symmetric, or Im(A4) L Ker (A)

- Finally we exposed an example of image processing (Image Restoration) on matlab, then comes a solution of a problem ill-
posed by the projection method (projection onto the space of eigenvectors.

Keywords:

method of projection -projection their characteristic -eigenvectors -associated eigenspaces - eigensubspaces.




