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Notations et symboles

Tout d’abord, nous précisons les abréviations, les symboles et les espaces utilisés tout

au long de ce mémoire.

Abréviations La signification

EDS : Équation(s) différentielle(s) stochastique(s).

EDSR : EDS-rétrograde(s).

P-mesurable : Progressivement mesurable.

(Ω,F ,P) : Espace de probabilité.

N : La famille des ensembles P-négligeables de F .

(Ω,F ,
{
Ft

}
t ,P) : Espace de probabilité filtré.

F ∨G : La plus petite σ-algèbre contenant F
⋃

G .

Bd : La σ-algèbre de Borel sur Rd .

a ∧b : min(a,b) .

a ∨b : max(a,b), (a+ = max(a,0)).

Tr(·) : Trace(·) .

〈·, ·〉 : Produit scalaire, (|·| : La norme induite par 〈·, ·〉).

(·)⊗ (·) : Produit tensoriel, (si x, y ∈Rd , x ⊗ y = x y∗).

Lp
(
Ω,F ,P;Rd

)
: L’espace des variables aléatoires X :Ω→Rd , où

E |X |p = E( |X |p ) <∞, p > 0.

Λ
p
d : L’espace des processus P-mesurables X : [0,T ]×Ω→Rd , où∫ T

0 |X t |2 dt <∞, P-p.s. si p = 0, et E
(∫ T

0 |X t |2 dt
) p

2 <∞, si p > 0.

S0
d : L’espace des processus P-mesurables et continus,

X : [0,T ]×Ω→ Rd .

Sp
d : L’espace des X ∈S0

d où E
(∥X ∥p

T

)= Esupt∈[0,T ] |X t |p <∞, si p > 0.

Mp
d : L’espace des martingales continues M : [0,T ]×Ω→ Rd , où

E |Mt |p <∞, ∀ t ∈ [0,T ], p ≥ 1.
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Introduction

Soit (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) un espace de probabilité filtré sur lequel on définit un mouve-

ment brownien k-dimensionnel W = (Wt )t∈[0,T ]. On suppose que pour tout t ∈ [0,T ]

Ft =σ(Ws : s ≤ t )∨N ,

est la filtration naturelle de W . Soient f : [0,T ]×Ω×Rm ×Rm×k →Rm , une fonction aléatoire,

assumons que le processus
{

f (t , y, z)
}

t∈[0,T ]
est P-mesurable pour chaque

(
y, z

) ∈Rm ×Rm×k ,

et ξ une variable aléatoire FT -mesurable à valeur dans Rm . L’équation différentielle sto-

chastique rétrograde considérée est :

Ys = ξ+
∫ T

t
f (s,Ys , Zs)ds −

∫ T

t
ZsdWs , t ∈ [0,T ].

Dorénavant l’équation précédente sera désignée par Eq(ξ, f ). Les données ξ et f sont

respectivement appelées la condition terminale et le coefficient ou le générateur de l’EDSR.

Un fait généralement reconnu est que les équations différentielles stochastiques rétro-

grades ont été introduites dans leur version linéaire par Bismut [8, 9] en 1973. Plus pré-

cisément, dans la formulation du principe stochastique maximal de Pontryagin pour les

systèmes stochastiques dirigés par une EDS de type Itô, l’équation adjointe vérifiée une

EDSR linéaire. Cependant, à peu près à la même époque, et très probablement un peu

avant, Davis et Varaiya [18] ont également étudié ce qui peut être considéré comme un

prototype de EDSR linéaire pour caractériser la fonction de valeur et les contrôles opti-

maux des problèmes de contrôle stochastique. Les premières versaient non linéaires de

ce genre d’équation a été à nouveau introduites, sous la forme d’une équation de Riccati,

par Bismut [10] et quelques années plus tard par Chitashvili [15] et Chitashvili et Mania

[16, 17]. Néanmoins, la première étude qui présente un traitement systématique des ED-

SRs non linéaires est l’article fondateur de Pardoux et Peng [34]. Un résultat d’existence

et unicité a été démontrer dans le cas où le générateur f uniformément Lipschitzien par

1



Introduction

rapport aux deux variables y et z, la condition terminale ξ et le processus
(

f (t ,0,0)
)

t sont

de carré intégrable.

Depuis, et notamment suite à l’article fondamental d’El Karoui, Peng et Quenez [23],

les EDSRs sont devenues un domaine de recherche particulièrement actif, en raison de

leurs nombreuses applications potentielles dans beaucoup de domaines tels que la fi-

nance mathématique, les équations aux dérivées partielles, la théorie des jeux, l’écono-

mie, et plus généralement le calcul et l’analyse stochastique. Grâce à leurs applications,

les chercheurs ont fait beaucoup d’efforts pour affaiblir les hypothèses sur le générateur

f (linéaire, Lipschitz, localement Lipschitz, monotone, à croissance quadratique, à crois-

sance logarithmique,..., etc).

Les premiers résultats aller au-delà l’hypothèse de croissance linéaire en z, qui sup-

posait une croissance quadratique, ont été obtenus indépendamment par Kobylanski [28,

29, 30], Dermoune, Hamadène et Ouknine [19], pour ξ borné et f Lipschitz en y . Ces résul-

tats ont ensuite été approfondis par Eddhabi et Ouknine [20], et améliorés par Lepeltier

et San Martin [32, 33], Briand, Lepeltier et San Martin [13], et revisités par Briand et Elie

[12], mais toujours pour ξ borné. Un cadre quadratique spécifique avec uniquement des

conditions terminales de carré intégrable a été considéré récemment par Bahlali, Eddahbi

et Ouknine [6, 5], tandis qu’un résultat avec croissance logarithmique a également été ob-

tenu par Bahlali et El Asri [4], et Bahlali, Kebiri, Khelfallah et Moussaoui [7].

Nous renvoyons le lecteur plus intéressé par la théorie des EDSRs au livre édité par El

Karoui et Mazliak [22], au livre édité par Touzi et Tourin [39] et aux travaux de Hamadène

[24, 25]. Le lecteur plus intéressé par les applications de l’EDSR en domaine de finance ou

contrôle optimal stochastique peut consulter El Karoui, Peng et Quenez [23], El Karoui et

Quenez [21], Karoui et Mazliak [22], Peng [37, 38], Hamadène et Lepeltier [26, 27].

Dans ce qui suit, on donne une brève description de ce mémoire.

Le premier chapitre de ce mémoire constitue une étude sur les équations différen-

tielles stochastiques rétrograde. On commence par quelques rappels sur les processus sto-

chastiques. Ensuite, on introduit, les équations différentielles de type Itô (EDS en abrégé),

puis on donne une brève introduction à la théorie des EDSRs en soulignant le premier ré-

sultat d’existence et unicité dû à Pardoux-Peng en 1990 qui assure l’existence et l’unicité

dans le cadre globalement Lipschitzien.

Dans le deuxième chapitre, on considère une EDSR unidimensionnelle (m = 1) avec un

2



Introduction

générateur continu f qui est de croissance logarithmique de la forme :

∣∣ f
(
t ,ω, y, z

)∣∣≤ ηt +K
∣∣y

∣∣ ∣∣ln(∣∣y
∣∣)∣∣+ c0 |z|

√
|ln(|z|)|.

Ce type de générateurs se situe entre la croissance linéaire et la croissance quadratique.

Ni la condition de continuité uniforme, ni la condition de monotonie locale (et donc ni la

condition de Lipschitz local) ne seront requises pour le générateur. Nous traiterons cette

situation par des méthodes de localisation utilisées dans [1, 2, 4]. En effet, on approxime f

par une suite de fonctions lipchitziennes
(

fn
)

n . Ensuite, on construit une suite d’équations

rétrogrades
(
Eq(ξ, fn)

)
n qui pour chaque n ∈N∗, l’EDSR correspondant à

(
ξ, fn

)
possède la

propriété d’existence et unicité de la solution. Enfin, par passage à la limite, on montre

l’existence et l’unicité de l’EDSR Eq(ξ, f ).

Au troisième chapitre, on présente deux applications, la première concerne le contrôle

stochastique et la seconde montre une relation entre ce dernier type d’équations et les

EDSRs à croissance quadratique.

3



Chapitre 1

Rappel général de calcul stochastique

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les outils principaux du calcul stochastique,

qui seront utiles tout au long de ce mémoire. On s’intéresse en particulier aux quelques

résultats de base reposant sur la théorie des processus stochastiques, tels que les équa-

tions différentielles stochastiques de type Itô et les équations différentielles stochastiques

rétrogrades. Le contenu de ce chapitre est principalement basé sur les livres [14, 31, 36, 39]

et le polycopié de cours [11].

1.1 Préliminaires

Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité et,

N = {
A : A ⊂Ω, ∃ N ⊂F , P (N ) = 0 et A ⊂ N

}
,

est la famille des ensemblesP-négligeables de F . L’espace de probabilité (Ω,F ,P) est com-

plet si N ⊂F . Dans ce mémoire, l’espace de probabilité (Ω,F ,P) sera toujours considéré

comme complété par la famille des ensembles P-négligeables. Si X est un espace topolo-

gique, alors BX désigne la σ-algèbre de Borel sur X, c’est-à-dire la σ-algèbre engendrée

par la famille des sous-ensembles ouverts de X ; en particulier ; Bd
dé f= BRd .

Une application X : Ω→ X est une variable aléatoire (à valeurs dans X) si pour tout

B ∈BX

{X ∈ B}
dé f= {ω ∈Ω : X (ω) ∈ B} ∈F .

◦ Si X=R alors X est appelé une variable aléatoire (réelle).

◦ Si X = Rd alors X est appelé un vecteur aléatoire d-dimensionnel (ou variable aléa-
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Chapitre 1 : Rappel général de calcul stochastique

toire d-dimensionnelle).

• Si A ⊂ Ω et X : Ω → R donné par X (ω) = 1A (ω) = 1{ω∈A} + 0× 1{ω∉A}, alors X est une

variable aléatoire si et seulement si A ∈F .

• La mesure de probabilité PX : BX→ [0,1] définie par PX (B) =P (X ∈ B) est appelée la

loi (de probabilité) de X . On écrit X ∼Q si PX =Q.

• Soit X : (Ω,F ) →X un vecteur aléatoire. Alors

σ (X ) = {
X −1 (B) : B ∈BX

}
,

est une σ-algèbre de sous-ensembles de Ω (appelée la σ-algèbre engendrée par X ).

◦ Puisque X est une variable aléatoire, σ (X ) ⊂F , et σ (X ) est la plus petite σ-algèbre

qui rend X mesurable.

◦ On définit aussi,

F X =σ (X )∨N ,

comme la plus petite σ-algèbre qui contient à la fois σ (X ) et N .

1.1.1 Quelques types de convergences

Soient X , Xn : (Ω;F ,P) →Rd , n ∈N, des variables aléatoires.

Les types de convergence suivants seront utilisés dans ce mémoire :

• Convergence presque sûre (p.s.) : Xn −→ X p.s. si P
(

lim
n→∞Xn(ω) = X (ω)

)
= 1.

• Convergence en probabilité (proba.) : Xn
pr oba.−→ X si lim

n→∞P (|Xn −X | ≥ ε) = 0.

• Convergence en moyenne d’ordre p > 0 : Xn
Lp

−→ X , si Xn , X ∈ Lp et lim
n→∞E |Xn −X |p = 0.

• Convergence en loi : Xn
l oi−→ X si pour toute fonction continue bornée g : Rd → R,

limn→∞Eg (Xn) = Eg (X ) .

Remarque 1.1.1 Il est bien connu que :

Xn
Lp

−→ X =⇒ Xn
L1

−→ X

⇓

Xn
p.s.−→ X

=⇒
⇐=

Sur une sous suite

Xn
pr oba.−→ X =⇒ Xn

loi−→ X .

Théorème 1.1.1 (Lemme de Fatou) Soient Y , Yn des variables aléatoires et Yn ≥ 0 p.s., pour

tout n ∈N∗. Alors

E liminf
n−→∞ Yn ≤ liminf

n−→∞ EYn .
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Chapitre 1 : Rappel général de calcul stochastique

1.1.2 Intégrabilité uniforme

Définition 1.1.1 Une famille de variables aléatoires d-dimensionnelles {Xi : i ∈ I } est dite

uniformément intégrable si

lim
N→∞

(
sup
i∈I

E
(
|Xi |1{|Xi |≥N}

))
= 0.

Proposition 1.1.1 (Le premier critère d’intégrabilité uniforme) Soient Xi : (Ω,F ,P) →Rd ,

i ∈ I , des variables aléatoires, s’il existe Y ∈ L1 (Ω,F ,P) tel que pour tout i ∈ I , |Xi | ≤ Y p.s.

alors {Xi : i ∈ I } est uniformément intégrable.

Proposition 1.1.2 Soient Xi : (Ω,F ,P) →Rd , i ∈ I , des variables aléatoires. La famille {Xi : i ∈ I }

est uniformément intégrable si et seulement s’il existe une fonction borélienne H : R+ → R+

telle que,

lim
r→∞

H (r )

r
=∞, et sup

i∈I
EH (|Xi |) <∞.

De plus, la fonction H peut être choisie comme une fonction convexe continue et croissante

telle que H(0) = 0.

Théorème 1.1.2 (Théorème de Lebesgue-Vitali) Soient X , Xn : (Ω,F ,P) → Rd , n ∈ N, des

variables aléatoires et p > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Xn , X ∈ Lp
(
Ω,F ,P;Rd

)
et Xn

Lp

−→ X .

ii) Xn −→ X en probabilité et
{|Xn |p : n ∈N}

est uniformément intégrable.

1.2 Filtrations

On dit que (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) constitue une base stochastique (c’est-à-dire un espace

de probabilité filtré vérifiant les conditions habituelles) si :

1) (Ω,F ,P) est un espace de probabilité complet.

2)
{
Ft

}
t∈[0,T ] est une filtration (c’est-à-dire une famille croissante de sous-σ-algèbres

de F , i.e. ∀ s ≤ t , Fs ⊂Ft ⊂F ) satisfaisant les conditions suivantes :

i) Ft est une sous-σ-algèbre de F qui contient tous les ensembles P-négligeables

de F ,

ii) t →Ft est continue à droite, c’est-à-dire que Ft =Ft+ , où Ft+
dé f= ⋂

s>t
Fs .

À une telle filtration, on associe la σ-algèbre P des sous-ensembles progressivement me-

surables de [0,T ]×Ω, définie comme suit :

6



Chapitre 1 : Rappel général de calcul stochastique

Définition 1.2.1 P =P (Ft ) est la σ-algèbre des ensembles A ⊂ [0,T ]×Ω tels que pour tout

t ∈ [0,T ]

A∩ ([0, t ]×Ω) ∈B[0,t ] ⊗Ft .

1.3 Processus stochastiques

Soit X un espace topologique.

Définition 1.3.1 (Processus stochastique) Une application X : [0,T ] ×Ω → X est dite un

processus stochastique (à valeurs dans X) si, pour tout t ∈ [0,T ], X (t , .) est une variable aléa-

toire (à valeurs dans X), c’est-à-dire que X (t , .) est (F ,BX)-mesurable.

i) Les applications t → X (t ,ω), ω ∈ Ω, sont appelées les chemins (ou les trajectoires) du

processus stochastique X .

ii) Un processus stochastique à valeurs dans Rd est appelé processus stochastique d-

dimensionnel. Le terme "processus stochastique" désigne généralement un processus sto-

chastique unidimensionnel.

Définition 1.3.2 (Modification et indistinguabilité)

i) Un processus stochastique (Yt )t∈[0,T ] est dit une modification (version) de (X t )t∈[0,T ] si

P (X t = Yt ) = 1, pour tout t ∈ [0,T ].

ii) Deux processus stochastiques X et Y sont dits indistinguables si

P (X t = Yt : ∀ t ∈ [0,T ]) = 1.

Définition 1.3.3 (Mesurabilité) Un processus stochastique à valeurs dans X est dit mesu-

rable, si l’application X : [0,T ]×Ω→X est
(
B[0,T ] ⊗F ,BX

)
-mesurable.

Définition 1.3.4 (Continuité) Un processus stochastique (X t )t∈[0,T ] est dit continu (resp. continu

à droite, continu à gauche, croissant) si les trajectoires (chemins) X (.,ω) : [0,T ] → X sont

continues (resp. continues à droite, continues à gauche, croissantes) P-p.s.

Remarque 1.3.1 Il est possible de prouver que si (Yt )t∈[0,T ] est une modification de (X t )t∈[0,T ]

et que X et Y sont continus à droite (ou à gauche), alors X et Y sont indistinguables.

Définition 1.3.5 (Filtration naturelle) La filtration naturelle (augmentée) associée à un

processus stochastique X : [0,T ]×Ω→X est définie comme suit

F X
t =σ {Xs : s ≤ t }∨N ,

7



Chapitre 1 : Rappel général de calcul stochastique

où N désigne la famille des ensembles P-négligeables de F .

Définition 1.3.6 (Mesurabilité progressive) Un processus stochastique X : [0,T ] ×Ω → X

est dit progressivement mesurable, si X est (P ,BX)-mesurable ou de manière équivalente si

pour tout t ∈ [0,T ], (s,ω) → X (s,ω) : [0, t ]×Ω→X, est
(
B[0,t ] ⊗Ft ,BX

)
-mesurable ; X sera dit

P-mesurable.

Définition 1.3.7 (Adaptation) Un processus stochastique X : [0,T ]×Ω→ X est dit adapté

par rapport à la filtration
{
Ft

}
t∈[0,T ], si ω→ X t (ω) :Ω→X, est (Ft ,BX)-mesurable pour tout

t ∈ [0,T ].

Remarque 1.3.2 Il est possible de prouver que :

i) Si X est progressivement mesurable, alors X est adapté.

ii) Si X est continu à droit (ou à gauche) et adapté alors X est progressivement mesurable.

iii) Il est à retenir que le critère de Kolmogorov consiste à prouver l’existence d’une version

continue d’un processus stochastique.

1.3.1 Temps d’arrêt

On fixe une base stochastique (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P).

Définition 1.3.8 (Temps d’arrêt) Une variable aléatoire τ :Ω→ [0,T ] est dite temps d’arrêt

si {τ≤ t } ∈Ft , ∀ t ∈ [0,T ] .

Remarque 1.3.3 Étant donné que Ft =Ft+ (la filtration est continue à droite), nous avons

τ est un temps d’arrêt si et seulement si {τ< t } ∈Ft , ∀ t ∈ [0,T ] .

Définition 1.3.9 (La σ-algèbre des événements antérieurs) La σ-algèbre définie comme

suit

Fτ =σ
{

A ∈F : A∩ {τ≤ t } ∈Ft , ∀ t ∈ [0,T ]
}

,

est appelée la σ-algèbre des événements antérieurs au temps d’arrêt τ.

Notation 1.3.1 (Processus arrêté) Soient X un processus stochastique et θ : Ω→ [0,T ] un

temps d’arrêt, on désigne par Xθ la variable aléatoire ω−→ Xθ(ω) (ω), ainsi que par (X t∧θ)t∈[0,T ]

le processus X arrêté à θ, c’est-à-dire, X t∧θ (ω) = X (t ∧θ (ω) ,ω) pour tout t ∈ [0,T ].

Proposition 1.3.1 (Mesurabilité du processus arrêté) Soient (X t )t∈[0,T ] un processus sto-

chastique P-mesurable et τ :Ω→ [0,T ] un temps d’arrêt. Alors :

1) Xτ est Fτ-mesurable.

2) (X t∧τ)t∈[0,T ] est progressivement mesurable par rapport à la filtration
{
Ft∧τ

}
t∈[0,T ] .
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1.3.2 Martingales continues

Dans cette sous-section, (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) est une base stochastique donnée.

Définition 1.3.10 (Martingale) Un processus stochastique d-dimensionnel P-mesurable

(Mt )t∈[0,T ] est appelé,

i) une Ft -sous-martingale (resp. Ft -surmartingale) si d = 1 et

E |Mt | <∞, pour tout t ∈ [0,T ],

E ( Mt |Fs) ≥ (resp. ≤) Ms , P-p.s. pour tout s ≤ t .

ii) une Ft -martingale si

E |Mt | <∞, pour tout t ∈ [0,T ],

E ( Mt |Fs) = Ms , P-p.s. pour tout s ≤ t .

iii) une Ft -martingale locale s’il existe une suite croissante {τn}n de temps d’arrêt telle

que τn →
n→∞∞ p.s., et pour tout n ∈N∗, M.∧τn est une martingale.

Théorème 1.3.1 (Arrêt optionnel; Doob) Soient (Mt )t∈[0,T ] une Ft -martingale continu à

droit et τ, θ, σ sont des temps d’arrêt avec 0 ≤ τ≤ θ ≤ T p.s. Alors

Mτ = E ( Mθ|Fτ) ,

et (Mt∧σ)t∈[0,T ] est une Ft -martingale.

Corollaire 1.3.1 Soient (Mt )t∈[0,T ] un processus stochastique d-dimensionnel continu P-

mesurable et (θk )k≥0 une suite de temps d’arrêt définie par

θk = inf{t ∈ [0,T ] : |Mt | ≥ k} , k ∈N.

Alors (Mt )t∈[0,T ] est une martingale locale si et seulement si
(
Mt∧θk

)
t∈[0,T ] est une martingale

pour tout k ∈N∗.

1.3.3 Fonctions à variation bornée et martingales continues

Soient [a,b] un intervalle fermé de R, k : [a,b] → Rd est une fonction et D[a,b] est l’en-

semble de toutes les partitions

△ : a = t0 < t1 < t2 < ·· · < tn = b, n = n△ ∈N.

9
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Soit

V△ (k) =
n△−1∑

i=0
|k (ti+1)−k (ti )| ,

est la variation de k correspondant à la partition D[a,b].

Définition 1.3.11 (Variation totale) La variation totale d’une fonction k : [a,b] → Rd est

définie par

↕ k ↕[a,b] = sup
△∈D[a,b]

V△ (k) = sup
△∈D[a,b]

{
n△−1∑

i=0
|k (ti+1)−k (ti )| : △∈D[a,b]

}
.

Définition 1.3.12 (Variation bornée) Une fonction k : [a,b] → Rd est dite à variation sur

[a,b] si ↕ k ↕[a,b] <∞. L’espace des fonctions à variation bornée sur [a,b] sera noté VB([a,b] ;Rd ).

Définition 1.3.13 (Semi martingale) Un processus stochastique (X t )t∈[0,T ] est appelé une

semi martingale continue si X est de la forme X = M +V , où M est une martingale lo-

cale continue avec M0 = 0, et V est un processus stochastique continu P-mesurable tel que

V. (ω) ∈ VB([0,T ];R), P-p.s. ω ∈Ω.

Corollaire 1.3.2 Soient X = M +V et X̃ = M̃ + Ṽ deux semi martingales. Alors X = X̃ si et

seulement si M = M̃ et V = Ṽ .

Théorème 1.3.2 (Doob-Meyer) Si M est une martingale locale continue de dimension d,

alors il existe un unique processus stochastique continu croissant P-mesurable (< M >t )t∈[0,T ]

tel que :

< M >0 = 0 p.s.,

|M |2 − < M > est une martingale locale continue.

En particulier, si M ∈M2
d , alors |M |2− < M > ∈M1 ∩S1.

Théorème 1.3.3 (Extension du théorème de Doob-Meyer) Si M est une martingale locale

continue de dimension d, alors il existe un unique processus stochastique continu crois-

sant P-mesurable (<< M >>t )t∈[0,T ] à valeur dans Sd (Sd ⊂Rd×d est l’ensemble des matrices

symétriques) tel que :

<< M >>0 = 0 p.s.,

M ⊗M − << M >> est une martingale locale continue.

De plus, si M ∈M2
d , alors M ⊗M− << M >> ∈M1

d×d ∩S1
d×d .

10
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Théorème 1.3.4 (Inégalité de Burkhölder-Davis-Gundy (BDG)) Soit M une martingale lo-

cale continue avec M0 = 0. Alors, pour tout p > 0, il existe deux constantes cp > 0 et Cp > 0

telles que ∀ T > 0 :

cpE

(
< M >

p
2
T

)
≤ E

(
sup

t∈[0,T ]
|Mt |p

)
≤CpE

(
< M >

p
2
T

)
.

1.3.4 Mouvement brownien

Rappelons qu’une variable aléatoire X est dite gaussienne si sa distribution possède

une densité de la forme

gµ,σ (x) = 1

σ
p

2π
exp

[
−1

2

(
x −µ)2

σ2

]
,

(
µ,σ

) ∈R×R∗
+.

La loi de probabilité correspondante sur R est notée N (µ,σ), et nous écrivons X ∼ N (µ,σ).

Définition 1.3.14 (Vecteur gaussien) Un vecteur aléatoire d-dimensionnel X = (X1, · · · , Xd )∗

est dit gaussien si pour tout a ∈Rd ,
d∑

i=1
ai Xi ,

est une variable aléatoire gaussienne.

Définition 1.3.15 (Processus gaussien) Un processus stochastique d-dimensionnel (X t )t∈[0,T ]

est dit gaussien si pour tout k ≥ 2, t1,· · · ,tk ∈ [0,T ], le vecteur aléatoire d×k-dimensionnel

(X t1 , · · · , X tk ) est un vecteur gaussien.

Définition 1.3.16 (Mouvement brownien) Un mouvement brownien (M.B.) (unidimensionnel)

(Wt )t∈[0,T ] est un processus stochastique continu tel que :

i) W0 = 0,

ii) Wt −Ws ∼ N (0, t − s) pour tout s ∈ [0, t ],

iii) Wt1 −Wt0 , Wt2 −Wt1 , · · · , Wtk −Wtk−1 sont des variables aléatoires indépendantes pour

chaque k ≥ 2 et 0 = t0 < t1 < ·· · < tk .

Définition 1.3.17 (M.B. d-dimensionnel) Un processus stochastique (Wt )t∈[0,T ] à valeurs

dansRd est appelé un mouvement brownien d-dimensionnel si ses composantes (W 1
t )t∈[0,T ] ,· · · ,

(W d
t )t∈[0,T ] sont des mouvements browniens mutuellement indépendants.

Exemple 1.3.1 Soit (Wt )t∈[0,T ] un mouvement brownien. Alors (Wt )t∈[0,T ] et
(
W 2

t − t
)

t∈[0,T ]

sont des FW
t -martingales. Par conséquent

<W >t = t , E
(
W 2
θ

)= E (θ) ,

11
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pour tout temps d’arrêt borné θ.

Remarque 1.3.4 La filtration naturelle du M.B. d-dimensionnel (Wt )t∈[0,T ] est continue à

droite.

Définition 1.3.18 (Ft−M.B. d-dimensionnel) Soit (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) une base stochas-

tique donnée. Un processus stochastique d-dimensionnel continu P-mesurable (Wt )t∈[0,T ]

est appelé un Ft -M.B. d-dimensionnel si pour tout 0 ≤ s < t ,

Wt −Ws est indépendant de Fs ,

Wt −Ws ∼ N (0, (t − s) Id×d ) .

Remarque 1.3.5 Un Ft−M.B. d-dimensionnel est un M.B. d-dimensionnel. Un M.B. d-

dimensionnel est un FW
t −M.B. d-dimensionnel, où FW

t est la filtration naturelle du M.B.

d-dimensionnel W .

1.4 Le calcul stochastique d’Itô

Soient (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) une base stochastique donnée, et (Wt )t∈[0,T ] un Ft −M.B. k-

dimensionnel. Considérons l’intégrale stochastique d’Itô

Bt (X ) =
∫ t

0
Xr dWr , t ∈ [0,T ].

Nous avons :

i) B :Λp
d×k →Sp

d est un opérateur linéaire continu pour tout p ≥ 0.

ii) B (X ) ∈Mp
d pour tout X ∈Λp

d×k et p ≥ 1.

iii) B :Λ2
d×k →M2

d , est une isométrie, i.e. un opérateur linéaire continu tel que ∥B (X )∥M2
d
=

∥X ∥.

iv) Pour tout X , Y ∈Λ1
d×k , s ∈ [0, t ] tel que E

∫ t
s

∣∣Xr Y ∗
r

∣∣dr <∞ :

E

(∫ t

s
Xr dWr

∣∣∣∣Fs

)
= 0,

E

(∫ t

s
Xr dWr ⊗

∫ t

s
Yr dWr

∣∣∣∣Fs

)
= E

(∫ t

s
Xr Y ∗

r dr

∣∣∣∣Fs

)
.

12
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v) Pour tout X , Y ∈Λ2
d×k :

M· =
∣∣∣∣∫ ·

0
Xr dWr

∣∣∣∣2

−
∫ ·

0
|Xr |2 dr ∈M1

d ,

N· =
∫ ·

0
Xr dWr ⊗

∫ ·

0
Yr dWr −

∫ ·

0
Xr Y ∗

r dr ∈M1
d×d .

vi) Pour tout X ∈Λ0
d×k et η :Ω→Rm×d (une variable aléatoire Fs-mesurable) :

∫ t

s
ηXr dWr = η

∫ t

s
Xr dWr , p.s.

vii) Soient X ∈Λp
d×k , p ≥ 0, et τ un temps d’arrêt. Alors 1[0,τ]X ∈Λp

d×k et p.s. :

∫ t∧τ

0
XsdWs =

∫ t

0
1[0,τ] (s) XsdWs , t ∈ [0,T ].

viii) Pour tout p > 0, il existe deux constantes cp > 0 et Cp > 0, telles que pour tout

X ∈Λp
d×k et pour tout temps d’arrêt borné 0 ≤ τ≤σ p.s. :

cpE

((∫ σ

τ
|Xs |2 ds

) p
2

∣∣∣∣∣Fτ

)
≤ E

(
sup

t∈[τ,σ]

∣∣∣∣∫ t

τ
XsdWs

∣∣∣∣p ∣∣∣∣Fτ

)

≤CpE

((∫ σ

τ
|Xs |2 ds

) p
2

∣∣∣∣∣Fτ

)
, p.s.

ix) Soit X ∈Λ2
d×k , alors :

<<B>>t =
∫ t

0
Xs X ∗

s ds, et <B>t =
∫ t

0
|Xs |2 ds,

de plus B (X ) ∈Sp
d si et seulement si X ∈Λp

d×k .

Remarque 1.4.1 On déduit à partir de (iv) que

E

(∣∣∣∣∫ t

s
Xr dWr

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣Fs

)
= E

(∫ t

s
|Xr |2 dr

∣∣∣∣Fs

)
, ∀ X ∈Λ2

d×k ,

et pour tout s, t ∈ [0,T ], X , Y ∈Λ1
d×k , tel que E

∫ t
0

∣∣Xr Y ∗
r

∣∣dr <∞ :

E

[∫ s

0
Xr dWr ⊗

∫ t

0
Yr dWr

]
= E

∫ s∧t

0
Xr Y ∗

r dr,

E

〈∫ s

0
Xr dWr ,

∫ t

0
Yr dWr

〉
= E

∫ s∧t

0
Tr(Xr Y ∗

r )dr.
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1.4.1 Formule d’Itô

Soit X ∈S0
d de la forme

X t = X0 +
∫ t

0
bsds +

∫ t

0
σsdWs , ∀t ∈ [0,T ], p.s., (1)

où (Wt )t∈[0,T ] est un Ft−M.B. k-dimensionnel et

b : [0,T ]×Ω→Rd , σ : [0,T ]×Ω→Rd×k ,

sont des processus stochastiques progressivement mesurables tels que
∫ T

0 |bs |d s <∞, p.s

et σ ∈Λ0
d×k .

Définition 1.4.1 (Processus d’Itô) Un processus stochastique X ∈ S0
d de la forme (1) sera

appelé processus d’Itô. Le coefficient b est appelé "dérive", et σσ∗ la matrice des coefficients

de diffusion de X . De manière plus simple, on va écrire,

dX t = bt dt +σt dWt .

Théorème 1.4.1 (Formule d’Itô) Soient ϕ ∈C 1,2
(
[0,T ]×Rd

)
et

A ϕ (t , x) = 〈
bt ,ϕ′

x (t , x)
〉+ 1

2
Tr(σtσ

∗
t ϕ

′′
xx (t , x)),

alors pour tout t ∈ [0,T ]

ϕ (t , X t ) =ϕ (0, X0)+
∫ t

0

(
ϕ

′
t (s, Xs)+A ϕ (s, Xs)

)
ds +

∫ t

0

〈
ϕ′

x (s, Xs) ,σsdWs
〉

, P-p.s.

Remarque 1.4.2 Si on utilise un calcul linéaire symbolique intuitif basé sur

dt ⊗dt = 0, dt ⊗dWt = 0, dWt ⊗dWt = Ik×k dt ,

alors la formule d’Itô peut être réécrite comme suit

dϕ (t , X t ) =ϕ′
t (t , X t )dt +〈

ϕ′
x (t , X t ) ,dX t

〉+ 1

2
Tr

(
ϕ′′

xx (t , X t ) (dX t ⊗dX t )
)

.
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1.4.2 Théorème de représentation desΛ2-martingales

Soient (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) une base stochastique donnée et (Wt )t∈[0,T ] un mouvement

brownien k-dimensionnel. La principale hypothèse dans cette sous-section est que la fil-

tration
{
Ft

}
t∈[0,T ] est la filtration naturelle de (Wt )t∈[0,T ].

Théorème 1.4.2 Si M ∈M2
d , alors il existe un unique Z ∈Λ2

d×k tel que

Mt = M0 +
∫ t

0
ZsdWs , t ∈ [0,T ].

1.5 Théorème de Girsanov

Dans cette section, nous supposons que l’on donne une base stochastique (Ω,F ,
{
Ft

}
t ,P)

telle que F =σ
( ⋃

t∈[0,T ]
Ft

)
et (Wt )t∈[0,T ] un M.B. k-dimensionnel.

Soit X ∈Λ0
k , et définissons le processus,

Zt = exp

[∫ t

0
〈Xs ,dWs〉−

∫ t

0
|Xs |2 ds

]
, t ∈ [0,T ].

(Zt )t∈[0,T ] est un processus stochastique continu positif et, de plus, une martingale locale

puisque par la formule d’Itô

Zt = 1+
∫ t

0
Zs 〈Xs ,dWs〉 ,

alors

E

(
Zt

Zs

∣∣∣∣Fs

)
≤ 1, ∀ 0 ≤ s < t =⇒ (Zt )t∈[0,T ] est une sous-martingale.

En particulier, EZt ≤ EZs ≤ EZ0 = 1,∀ 0 ≤ s < t .

Lemme 1.5.1 Soit T > 0. Alors E (ZT ) = 1 si et seulement si Z ∈M1 (c’est-à-dire que (Zt )t∈[0,T ]

est une martingale continue).

Proposition 1.5.1 Soit X ∈Λ0
k . Supposons que l’une des hypothèses suivantes soit satisfaite :

i) Il existe deux constantes c, γ> 0 telles que

Eexp
(
γ |X t |2

)≤ c, p.p. t ∈ [0,T ].

ii) (Novikov) X ∈Λ1
d et

Eexp

(
1

2

∫ T

0
〈Xs ,dWs〉

)
<∞.
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iii) (Kasmaki)

Eexp

(
1

2

∫ T

0
|Xs |2 ds

)
<∞.

Alors EZt = 1 pour tout t ∈ [0,T ] (et Z ∈M1 en utilisant le lemme précédent).

Théorème 1.5.1 (Girsanov) Supposons que E (Zt ) = 1 pour tout t ∈ [0,T ]. Alors il existe une

probabilité unique Q sur (Ω,F ), F =σ
( ⋃

t∈[0,T ]
Ft

)
, telle que pour chaque A ∈Ft , t ∈ [0,T ],

Q (A) = E (Zt 1A) =
∫

A
Zt dP, i.e.

dQ|Ft

dP|Ft
= Zt ,

et le processus stochastique
(
W̄t

)
t∈[0,T ] défini par

W̄t =Wt −
∫ t

0
Xsds, t ∈ [0,T ],

est un Ft -mouvement brownien à valeur dans Rk sous Q.

1.6 Équations différentielles stochastiques

Soient (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) une base stochastique donnée, et (Wt )t∈[0,T ] un Ft −M.B. k-

dimensionnel. Notre objectif dans cette section est de présenter le résultat d’existence et

unicité des solutions aux équations différentielles stochastiques (EDS) du type :

 dX t = b (t , X t )dt +σ (t , X t )dWt ,

X0 = η,
(2)

où η ∈ Rd est la condition initiale et les coefficients b et σ sont des fonctions données

b : [0,T ]×Ω×Rd →Rd , σ : [0,T ]×Ω×Rd →Rd×k ,

b (t , X t ) est appelé la "dérive" (en anglais, "drift") de X et σ (t , X t )σ∗ (t , X t ) est la matrice des

coefficients de diffusion de X . On rappelle les conditions bien connues suivantes :

• η est un vecteur aléatoire F0-mesurable,

• les fonctions b et σ sont P ⊗Bd -mesurables.

Définition 1.6.1 (Solution forte) Un processus stochastique X ∈ S0
d est une solution (forte)

de (2) si pour tout T > 0

∫ T

0
|b (s, Xs)|ds +

∫ T

0
|σ (s, Xs)|2 ds <∞, p.s.,
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et

X t = η+
∫ t

0
b (s, Xs)ds +

∫ t

0
σ (s, Xs)dWs , ∀t ∈ [0,T ], p.s.

On obtient sous certaines conditions de Lipschitz l’existence et l’unicité de la solution

en utilisant le théorème du point fixe de Banach.

A1) Condition de Lipschitz : il existe deux constantes positives L1, L2 telles que pour

tous x, y ∈Rd , on a

|b(t , x)−b(t , y)|+ |σ(t , x)−σ(t , y)| ≤ L1|x − y |+L2|x − y |.

A2) Condition d’intégrabilité :

∫ T

0

(|b (s,0)|+ |σ (s,0)|2)ds <∞, p.s.

1.6.1 Théorème du point fixe de Banach

Nous donnons une variante du théorème du point fixe de Banach. Soit {(Va ,da) : a ≥ 0},

une famille d’espaces métriques complets telle que pour tout 0 ≤ a ≤ b :Vb ⊂Va avec une

immersion continue "Continuous embedding". Soit

V=∩a≥0Va =∩a∈NVa ,

et supposons que V ̸= ;. Alors V est un espace métrique complet par rapport à la mé-

trique : ∑
a∈N

1

2a

da
(
x, y

)
1+da

(
x, y

) ,

et si xn , x ∈V, n ∈N∗, alors, xn −→
n→∞ x dans V ⇐⇒ xn −→

n→∞ x dans Va ∀ a ≥ 0.

Lemme 1.6.1 Soit Γ :V→V une application satisfaisant : il existe a0 ≥ 0 et pour tout a ≥ a0

il existe δa ∈ ]0,1[ tel que

da
(
Γ (x) ,Γ(y)

)≤ δada
(
x, y

)
pour tout x, y ∈V.

Alors Γ possède un point fixe unique, c’est-à-dire qu’il existe un unique x ∈V tel que Γ (x) = x.

(Le théorème du point fixe de Banach correspond au cas (Va ,da) = (V0,d0) , ∀ a ≥ 0).

Théorème 1.6.1 Si X ∈ S0
d et les hypothèses (A1−A2) sont satisfaites alors l’EDS (2) admet

une unique solution X ∈S0
d .
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1.7 Équations différentielles stochastiques rétrogrades

Notre but dans cette section n’est pas de développer une théorie générale sur ce grand

problème (EDSR), puisque nous traiterons ce problème dans le chapitre deux, ainsi que

de ne faire aucun effort pour affaiblir les conditions de l’énoncé principal publié par [34].

En effet, nous préférerons simplifier l’idée et ne donner que l’idée générale, afin que les

idées principales soient aussi transparentes que possible.

1.7.1 Motivation

Soit (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) une base stochastique donnée. Le problème de contrôle que

nous allons présenter (en bref) est déterminé par l’EDS

 dX t = b (t , X t ,ut )dt +σ (t , X t )dWt ,

X0 = x,
t ∈ [0,T ] , (3)

où W est un M.B. d-dimensionnel et u est un contrôle admissible c’est-à-dire u est un

processus P-mesurable à valeur dans un espace compact A de Rn , nous désignons par

U l’ensemble de tous contrôles admissibles, σ, b sont deux fonctions boréliennes satisfai-

sant :

b : [0,T ]×Ω×Rd × A →Rd , σ : [0,T ]×Ω×Rd →Rd×d ,

de plus, vérifiant les conditions du théorème 1.6.1. A cette équation nous associons la

fonction de coût

J (v) = E
(∫ T

0
l (s, Xs ,us)ds + g (XT )

)
,

où g est une fonction de coût final, X est la solution de (3). En outre, l et g sont deux

fonctions boréliennes bornées telles que :

l : [0,T ]×Ω×Rd × A →R, g :Rd →R.

Remarque 1.7.1 Les fonctions b, σ, l et g sont dérivables en x et à dérivées continues et

bornées.

Définition 1.7.1 Un contrôle optimal û est un contrôle admissible qui satisfait :

J (û) = min
u∈U

J (u) .
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L’objectif du contrôle optimal est de minimiser (ou de maximiser) la fonction de coût J

sur U . Avant d’énoncer le théorème de principe de maximum, nous définissons l’EDS

 dφt = b′
x (t , X̂ t , ût )φt dt +σ′

x (t , X̂ t )φt dWt ,

φ0 = 1,

en effet, cette équation étant linéaire avec des coefficients bornés, alors elle admet une solu-

tion unique. Par ailleurs, cette solution est inversible et son inverse vérifie l’EDS


(
ψsσ

′
x (t , X̂ t )σ′∗

x (t , X̂ t )−ψt b′
x (t , X̂ t , ûs)

)
ds −ψtσ

′
x (t , X̂ t )dWt ,

ψ0 = 1.

Afin de vérifier que ψ est l’inverse de φ il faut vérifier que, ψφ=φψ= 1 et ceci en applica-

tion de la formule d’Itô.

Théorème 1.7.1 Soient û un contrôle optimal et X̂ la solution de (3) relative à û. Alors il

existe un processus (adjoint) Y continu et P-mesurable, tel que :

 i) Yt = E
(
ψ∗

t φ
∗
T g ′

x (X̂T )
∣∣Ft

)+ψ∗
t

∫ T
t φ∗

s l ′x (s, X̂s , ûs)ds,

ii) H(t , X̂ t , vt ,Yt ) ≤H(t , X̂ t , ût ,Yt ),∀ v ∈ A, P-p.s,

où (l’hamiltonien) H est défini par

H(t , X̂ t , ût ,Yt ) = l (t , X̂ t , ût )+Yt b(t , X̂ t , ût ).

Corollaire 1.7.1 Si la base stochastique est brownienne alors le processus (adjoint) (Yt )t∈[0,T ]

est une solution de l’EDS à condition terminale suivante

 dYt =−(
b′

x (t , X̂ t , ût )Yt +σ′∗
x (t , X̂ t )γt + l ′x (t , X̂ t , ût )

)
dt +γt dWt ,

YT = g ′
x (X̂T ),

(4)

où

γt =ψ∗
t ζt −σ∗′

x (t , X̂ t )Yt ,

et ζ vérifie l’équation suivante :

∫ t

0
ζsdWs = E

(
φ∗

T g ′
x (X̂T )+

∫ T

0
φ∗

s l ′x (s, X̂s ,us)ds

∣∣∣∣Ft

)
−E

(
φ∗

T g (X̂T )+
∫ T

0
φ∗

s l ′x (s, X̂s , ûs)ds

)
.

Finalement on trouve une équation différentielle stochastique à caractère nouvelle (4),
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appelée équation adjointe, il reste à prouver l’existence d’une solution pour cette EDSR,

E. Pardoux et S. Peng en 1990 qui ont établi le premier résultat d’existence et unicité de la

solution d’une EDSR dans le cas général. Pour plus de détails, voir par exemple [14, 39].

1.7.2 Résultats classiques sur les EDSRs

Dans cette sous-section, nous supposons étant donné une base stochastique

(Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) avec (Wt )t∈[0,T ] un M.B. k-dimensionnel et la filtration

{
Ft

}
t∈[0,T ] étant

la filtration naturelle de (Wt )t∈[0,T ]. Notre objectif principal dans cette sous-section est de

présenter les équations différentielles stochastiques rétrogrades (en abrégé EDSR) de la

forme  dYt =− f (t ,Yt , Zt )dt +Zt dWt ,

YT = ξ,
t ∈ [0,T ], (5)

ou, de manière équivalente, P-p.s. pour tout t ∈ [0,T ]

Yt = ξ+
∫ T

t
f (s,Ys , Zs)ds −

∫ T

t
ZsdWs ,

dont la solution (Yt , Zt )t∈[0,T ] prend ses valeurs dans Rm×Rm×k , et où on suppose dans cette

sous-section que :

• ξ :Ω→Rm , la condition finale, est un vecteur aléatoire FT -mesurable.

• f : [0,T ]×Ω×Rm ×Rm×k →Rm , le générateur, est une fonction aléatoire tel que :

◦ f
(
., ., y, z

)
: [0,T ]×Ω→Rm , est P-mesurable ∀ (

y, z
) ∈Rm ×Rm×k .

• Nous désignions l’EDSR (5) par Eq(ξ, f ).

Définition 1.7.2 Une solution de Eq(ξ, f ) est un processus (Y , Z ) ∈ S0
m×Λ0

m×k tel que (Y , Z )

satisfait l’équation (5) en P-p.s. pour chaque t ∈ [0,T ] et
∫ T

0

∣∣ f (s,Ys , Zs)
∣∣ds <∞, P-p.s.

Théorème 1.7.2 (E. Pardoux, S. Peng) Supposons que le générateur f est Lipschitzien par

rapport à
(
y, z

)
uniformément en (t ,ω) i.e., ∃ L1,L2 ∈R∗+, ∀ y, ȳ , z, z̄, dt ⊗dP-p.s.

| f (t , y, z)− f (t , ȳ , z̄)| ≤ L1|y − ȳ |+L2|z − z̄|.

De plus si

E

(∫ T

0
| f (s,0,0) |2ds +|ξ|2

)
<∞.

Alors l’EDSR Eq(ξ, f ) possède une solution unique (Y , Z ) ∈ S2
m×Λ2

m×k .
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Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans l’espace de Banach S2
m×Λ2

m×k en

construisant une application Γ de S2
m×Λ2

m×k en lui-même telle que (Y , Z ) ∈ S2
m×Λ2

m×k est

une solution de l’EDSR (5) si et seulement si elle est un point fixe de Γ.

i) La première étape : Dans le cas où f ne dépend pas de y et z, l’existence et l’unicité

de la solution sont données par le théorème de représentation martingale 1.4.2.

ii) La deuxième étape : On construit une application :

Γ : S2
m×Λ2

m×k → S2
m×Λ2

m×k

(U ,V ) → Γ (U ,V ) = (Y , Z ) ,

définie par :

Yt = ξ−
∫ T

t
f (s,Us ,Vs)ds −

∫ T

t
ZsdWs , t ∈ [0,T ]. (6)

Il est clair que l’équation (6) possède une solution unique grâce à la première étape. Nous

devons montrer que l’application Γ est contractante ce qui prouve l’existence et l’unicité

d’un point fixe (Y , Z ) comme solution unique de l’EDSR (5). Pour plus de détails, le lecteur

peut consulter l’une des références citées au début du chapitre.

Il sera très utile de conclure ce chapitre en rappelant le théorème de comparaison

qui joue un rôle très important dans la preuve de l’existence d’une solution pour les EDSR

unidimensionnels avec un générateur continu ou seulement continu à droite ou à gauche

ainsi que dans de nombreux domaines d’application.

Théorème 1.7.3 (Théorème de comparaison) Soient (ξ, f ) et (ξ̂, f̂ ) vérifiant les hypothèses

du théorème 1.7.2 pour m = 1. Soient (Y , Z ) et (Ŷ , Ẑ ) désignent les solutions associées aux

équations Eq(ξ, f ) et Eq(ξ̂, f̂ ), respectivement. Supposons que

(i) ξ≤ ξ̂ P-p.s et

(ii) f (t ,Yt , Zt ) ≤ f̂ (t ,Yt , Zt )) dP⊗d t −p.p.

Alors P-p.s ω ∈Ω, Yt ≤ Ŷt ∀ t ∈ [0,T ].

Preuve. Voir, par exemple, à [11, 22, 35].
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Chapitre 2

Équations différentielles stochastiques

rétrogrades à croissance logarithmique

Dans ce chapitre, nous considérons une EDSR unidimensionnelle avec un générateur

continu f qui présente une croissance logarithmique de la forme (|y | ∣∣ln(|y |)∣∣+|z| |ln(|z|)|).
Ce type de croissance se situe entre la croissance linéaire et la croissance quadratique.

Dans ce cas, l’intégrabilité carrée de la donnée terminale n’est pas suffisante pour assurer

l’existence de solutions alors que l’intégrabilité exponentielle semble assez forte. Dans

notre situation, on devrait exiger une certaine p-intégrabilité sur la donnée terminale ξ

avec p > 2. Il faut noter que nous n’avons pas besoin du théorème de comparaison dans

nos preuves. Ce chapitre est principalement basé sur [7].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous supposons que le quadruplet (Ω,F ,
{
Ft

}
t∈[0,T ] ,P) est une base

stochastique, (Wt )t∈[0,T ] un mouvement brownien k-dimensionnel et la filtration
{
Ft

}
t∈[0,T ]

est la filtration naturelle de (Wt )t∈[0,T ], i.e. pour tout t ∈ [0,T ] :

Ft =FW
t =σ {Ws : s ≤ t }∨N .

Notre objectif principal dans ce chapitre est d’étudier les équations différentielles sto-

chastiques rétrogrades (en abrégé EDSR(s)) de la forme

 dYt =− f (t ,Yt , Zt )dt +Zt dWt ,

YT = ξ,
t ∈ [0,T ], (1)
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ou, de manière équivalente, P-p.s. pour tout t ∈ [0,T ]

Yt = ξ+
∫ T

t
f (s,Ys , Zs)ds −

∫ T

t
ZsdWs ,

dont la solution (Yt , Zt )t∈[0,T ] prend ses valeurs dans R×Rk , et

• ξ :Ω→R, est une variable aléatoire FT -mesurable.

• f : [0,T ]×Ω×R×Rk →R, le générateur, est une fonction aléatoire tel que :

◦ f
(
., ., y, z

)
: [0,T ]×Ω→R, est P-mesurable ∀ (

y, z
) ∈R×Rk .

◦ Nous désignions l’EDSR (1) par Eq(ξ, f ).

Nous allons prouver l’existence et l’unicité des solutions de l’EDSR Eq(ξ, f ) sous les hypo-

thèses suivantes :

H1) La condition d’intégrabilité de la solution en temps final

Il existe une constante λ positive suffisamment grande telle que

E |ξ|eλT +1 <∞.

H2) La condition de continuité et de croissance logarithmique du générateur

i) f est continue en
(
y, z

)
pour presque tout (t ,ω).

ii) Il existe une constante positive c0 et un processus positif P-mesurable
(
ηt

)
t∈[0,T ]

vérifiant,

E

∫ T

0
|ηs |e

λT +1ds <∞,

et tels que pour tout t , ω, y , z :

| f (
t ,ω, y, z

) | ≤ ηt +K |y || ln(|y |) |+ c0 |z|
√
|ln(|z|)|.

H3) Il existe un processus positif P-mesurable (vt )t∈[0,T ], une suite réelle (AN )N>1, et

des constantes M ≥ 1, r > 0, q > 0 tels que :

i)

E

∫ T

0
|vs |q ds <∞.

ii) Pout tout N ∈N∗, 1 < AN ≤ N r et

lim
N→∞

AN =∞.
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iii) Pout tout N ∈N∗ et pour tout y , ȳ , z, ȳ tels que |y |, |ȳ |, |z|, |z̄| ≤ N :

(
y − ȳ

)(
f
(
t ,ω, y, z

)− f
(
t ,ω, ȳ , z̄

))
1{vt (ω)≤N }

≤ M |y − ȳ |2 ln(AN )

+M |y − ȳ |z − z̄|
√

ln(AN )

+M
ln(AN )

AN
.

2.2 Estimations a priori

Pour prouver le théorème 2.3.1, nous avons besoin des lemmes suivants. Notez que le

premier lemme est assez technique. Nous supposons sans perte de généralité que |Yt | est

suffisamment grand.

2.2.1 Lemmes techniques

Lemme 2.2.1 (Lemme technique) Soit
(
y, z

) ∈R×Rk tel que y est suffisamment grand. Alors,

pour tout C1 > 0, il existe C2 > 0 tel que,

C1|y | |z|
√

|ln(|z|)| ≤ |z|2
2

+C2|y |2 ln
(|y |) . (2)

Preuve. Si |z| ≤ |y |, l’inégalité (2) est évidente. On suppose maintenant que |z| > |y |. Le

nombre a = |z|
|y | est alors strictement supérieur à 1. Comme nous supposons que y est

suffisamment grand et que |z| > |y |, alors |z| est également suffisamment grand, et nous

obtenons

C1|y | |z|
√

ln(|z|) ≤C1a|y |2
(√

ln(a)+
√

ln
(|y |)) ,

et
|z|2

2
+C2 ln

(|y |) |y |2 = |y |2
(

a2

2
+C2 ln

(|y |)) .

Et par conséquent,

C1a
√

ln
(|y |)≤ 1

2

(
a2

2
+2C 2

1 ln
(|y |)) .

De sorte que nous devons simplement prouver que,

a2

4
+C1a

√
ln(a)+C 2

1 ln
(|y |)≤ a2

2
+C2 ln

(|y |) .
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Soit r une constante telle que

r = max
{

z ∈R : C1

√
ln(z) = z

4

}
.

Si a ≥ r , alors

C1a
√

ln(a) ≤ a2

4
.

Si a < r , alors on obtient

C1a
√

ln(a) ≤C1r
√

ln(r ) ≤C ′
1 ≤C ′

1 ln
(|y |) .

Cela termine la prouve l’inégalité (2).

Le lemme suivant (établi dans [4]) est une conséquence directe des inégalités de Höl-

der et de Schwarz et de Young.

Lemme 2.2.2 (Lemme technique) Pour tout β ∈ ]1,2], A > 0, y ∈Rm×1 et z ∈Rm×k on a,

A|y | |z|+ 2−β
2

|y |−2
∣∣z∗y

∣∣2 − 1

2
|z|2 ≤ 1

β−1
A2|y |2 − B −1

4
|z|2 .

2.2.2 Estimation a priori de la solution

Lemme 2.2.3 (Estimation de Y ) Soit (Y , Z ) une solution de l’EDSR (1). Soit λ≥ 2K +1. Sup-

posons en outre que
(
ξ, f

)
vérifie les hypothèses (H1) et (H2). Alors, il existe une constante CT ,

telle que :

E sup
t∈[0,T ]

|Yt |e
λt+1 ≤CT E

(
|ξ|eλT +1 +

∫ T

0

∣∣ηs
∣∣eλT +1 ds

)
.

Preuve. Soit λ un nombre réel positif suffisamment grand. Soit ϕ : [0,T ]×R∗+ →R+, ϕ(t , x) =
|x|eλt+1. Nous définissons l’application sgn : R→R par

sgn(x) =−1{x≤0} + 1{x>0}.

Nous avons

ϕ′
t (t , x) =λeλt ln(|x|) |x|eλt+1 ,

ϕ′
x (t , x) =

(
eλt +1

)
|x|eλt

sgn(x),

ϕ′′
xx (t , x) =

(
eλt +1

)
eλt |x|eλt−1 sgn(x).
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On définit une suite de temps d’arrêt {τk }k≥0 comme suit (voir le corollaire 1.3.1) :

τk = inf

{
t ≥ 0 :

(∫ t

0

(
eλs +1

)2 |Ys |2eλs |Zs |2 ds

)
∨|Yt | ≥ k

}
.

Par la formule d’Itô, on a, P-p.s. pour tout t ∈ [t ∧τk ,T ∧τk ]

ϕ
(
t ∧τk ,Yt∧τk

)=ϕ(
T ∧τk ,YT∧τk

)−∫ T∧τk

t∧τk

ϕ
′
t (s,Ys)d s

− 1

2

∫ T∧τk

t∧τk

Tr(Zs Z∗
s ϕ

′′
xx (s,Ys))ds

+
∫ T∧τk

t∧τk

〈
ϕ′

x (s,Ys) , f (s,Ys , Zs)
〉

ds

−
∫ T∧τk

t∧τk

〈
ϕ′

x (s,Ys) , ZsdWs
〉

.

En utilisant l’hypothèse (H2) on trouve

∣∣Yt∧τk

∣∣eλ(t∧τk )+1 = ∣∣YT∧τk

∣∣eλ(T∧τk )+1 −
∫ T∧τk

t∧τk

λeλs ln(|Ys |) |Ys |e
λs+1 ds

− 1

2

∫ T∧τk

t∧τk

|Zs |2
(
eλs +1

)
eλs |Ys |e

λs−1 ds

+
∫ T∧τk

t∧τk

(
eλs +1

)
|Ys |e

λs
sgn(Ys) f (s,Ys , Zs)ds

−
∫ T∧τk

t∧τk

(
eλs +1

)
|Ys |e

λs
sgn(Ys)ZsdWs

≤ ∣∣YT∧τk

∣∣eλ(T∧τk )+1 −
∫ T∧τk

t∧τk

λeλs ln(|Ys |) |Ys |e
λs+1 ds

− 1

2

∫ T∧τk

t∧τk

|Zs |2
(
eλs +1

)
eλs |Ys |e

λs−1 ds

+
∫ T∧τk

t∧τk

(
eλs +1

)
|Ys |e

λs (
ηs +K |Ys | ln(|Ys |)

)
ds

+
∫ T∧τk

t∧τk

c0

(
eλs +1

)
|Ys |e

λs |Zs |
√

|ln(|Zs |)|ds

−
∫ T∧τk

t∧τk

(
eλs +1

)
|Ys |e

λs
sgn(Ys)ZsdWs .

L’inégalité de Young (|ab| ≤ 1
p |a|p + 1

q |b|q , pour p = eλs +1, et 1
q = 1− 1

p ), fournit l’inégalité

suivante (
eλs +1

)
|Ys |e

λs
ηs ≤ |Ys |e

λs+1 +
(
eλs +1

)eλs+1
ηeλs+1

s .
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Pour |Ys | assez grand et grâce à la dernière inégalité on a

∣∣Yt∧τk

∣∣eλ(t∧τk )+1 ≤ ∣∣YT∧τk

∣∣eλ(T∧τk )+1 −
∫ T∧τk

t∧τk

λeλs |Ys |e
λs+1 ln(|Ys |)ds

− 1

2

∫ T∧τk

t∧τk

|Zs |2
(
eλs +1

)
eλs |Ys |e

λs−1 ds

+
∫ T∧τk

t∧τk

|Ys |e
λs+1 ds

+
∫ T∧τk

t∧τk

(
eλs +1

)eλs+1
ηeλs+1

s ds

+
∫ T∧τk

t∧τk

K
(
eλs +1

)
|Ys |e

λs+1 ln(|Ys |)ds

+
∫ T∧τk

t∧τk

c0

(
eλs +1

)
|Ys |e

λs |Zs |
√

|ln(|Zs |)|ds

−
∫ T∧τk

t∧τk

(
eλs +1

)
|Ys |e

λs
sgn(Ys)ZsdWs .

Notons que pour λ > 2K +1, on a (λeλs −K
(
eλs +1

)−1) > 0, et donc en utilisant le lemme

2.2.1, on déduit, pour λ assez grand, que :

c0

(
eλs +1

)
|Ys | |Zs |

√
|ln(|Zs |)| ≤

(
eλs +1

)
eλs |Zs |2

2
+

(
λeλs −K

(
eλs +1

)
−1

)
ln(|Ys |) |Ys |2 .

Alors,

∣∣Yt∧τk

∣∣eλ(t∧τk )+1 ≤ ∣∣YT∧τk

∣∣eλ(T∧τk )+1 +
∫ T∧τk

t∧τk

(
eλs +1

)eλs+1
ηeλs+1

s ds

−
∫ T∧τk

t∧τk

(
eλs +1

)
|Ys |e

λs
sgn(Ys)ZsdWs .

Si on prend l’espérance, on obtient

E
∣∣Yt∧τk

∣∣eλ(t∧τk )+1 ≤ E ∣∣YT∧τk

∣∣eλ(T∧τk )+1 +
(
eλT +1

)eλT +1
E

∫ T

0
ηeλs+1

s ds.

En passant à la limite en k et en utilisant le lemme de Fatou 1.1.1, on obtient

E |Yt |e
λt+1 ≤ E |ξ|eλT +1 +

(
eλT +1

)eλT +1
E

∫ T

0
ηeλs+1

s ds.

Pour compléter la preuve, on utilise l’inégalité de Burkhölder-Davis-Gundy 1.3.4.
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Lemme 2.2.4 (Estimation de Z ) Soient (Y , Z ) une solution de l’EDSR (1). Alors, sous les hy-

pothèses (H1) et (H2), il existe une constante positive C (T,c0,K ) telle que :

E

∫ T

0
|Zs |2 ds ≤C(T,c0,K )E

(
|ξ|2 + sup

s∈[0,T ]
|Ys |e

λs+1 +
∫ T

0

∣∣ηs
∣∣2 ds

)
.

Preuve. La formule d’Itô montre :

|Yt |2 +
∫ T

t
|Zs |2 ds = |ξ|2 +2

∫ T

t
Ys f (s,Ys , Zs)ds −2

∫ T

t
Ys ZsdWs

≤ |ξ|2 +2
∫ T

t
|Ys |

(
ηs +K |Ys | |ln(|Ys |)|+ c0 |Zs |

√
|ln(|Zs |)|

)
ds

−2
∫ T

t
Ys ZsdWs .

Puisque |Ys | assez grand, on a pour tout ε > 0, |Ys |2 |ln(|Ys |)| ≤ |Ys |2+ε, nous utilisons le

lemme 2.2.1 pour montrer qu’il existe une constante positive K1 dépendant de c0 et K

telle que :

1

2

∫ T

t
|Zs |2 ds ≤ |ξ|2 +T sup

s∈[0,T ]
|Ys |2 +

∫ T

t

∣∣ηs
∣∣2 ds +2T K1 sup

s∈[0,T ]
|Ys |2+ε

−2
∫ T

t
Ys ZsdWs .

Puisque |Ys |2+ε ≥ |Ys |2 pour |Ys | assez grande, alors il existe une constante positive K2 =
K2 (T,c2,K ) telle que :

∫ T

t
|Zs |2 ds ≤ K2

(
|ξ|2 + sup

s∈[0,T ]
|Ys |2 +

∫ T

t

∣∣ηs
∣∣2 ds +2T K1 sup

s∈[0,T ]
|Ys |2+ε+

∣∣∣∣∫ T

t
Ys ZsdWs

∣∣∣∣
)

.

Si on choisit ε= eλT −1, on obtient

E

∫ T

0
|Zs |2 ds ≤ K2E

(
|ξ|2 + sup

s∈[0,T ]
|Ys |e

λT +1 +
∫ T

t

∣∣ηs
∣∣2 ds + sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ T

t
Ys ZsdWs

∣∣∣∣
)

.

Grâce à l’inégalité de Burkhölder-Davis-Gundy 1.3.4 et l’inégalité de Young (|ab| ≤ 1
2ε |a|2+
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1
2ε |b|2, ε> 0), alors il existe une constante universelle ℓ′ > 0 pour tout ε> 0

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ T

t
Ys ZsdWs

∣∣∣∣≤ ℓ′E(∫ T

0
|Ys |2 |Zs |2 ds

) 1
2

≤ ℓ′E sup
s∈[0,T ]

|Ys |
(∫ T

0
|Zs |2 ds

) 1
2

≤ ℓ′

2ε
E sup

s∈[0,T ]
|Ys |2 + εℓ′

2
E

∫ T

0
|Zs |2 ds.

Si l’on choisit ε suffisamment petit, on obtient le résultat souhaité.

Lemme 2.2.5 (Estimation de f ) Si les hypothèses (H1) et (H2)-(ii), sont vérifiées, alors

E

∫ T

0

∣∣ f (s,Ys , Zs)
∣∣ᾱds ≤ K

(
1+E

∫ T

0

(∣∣ηs
∣∣2 +|Ys |2

)
ds +E

∫ T

0
|Zs |2 ds

)
,

où ᾱ= 2
α , α ∈ ]1,2[ et K est une constante positive qui dépend de c0 et T .

Preuve. Observez que l’hypothèse (H2) implique qu’il existe des constantes positives c1, c2

et α avec α ∈ ]1,2[ et un processus stochastique η̄= η+ c1 tel que :

∣∣ f
(
t ,ω, y, z

)∣∣≤ ∣∣ f
(
t ,ω, y, z

)∣∣+1

≤ η̄t +1+K |y | ∣∣ln(|y |)∣∣+ c0 |z|
√

|ln(|z|)| (3)

≤ (
η̄t +1

)+ c1|y |α+ c2 |z|α .

Nous utilisons successivement l’inégalité (3), l’inégalité |a +b|r ≤ (
1∨2r−1

)(|a|r +|b|r )
, r > 0,

pour montrer que

E

∫ T

0

∣∣ f (s,Ys , Zs)
∣∣ᾱds ≤ E

∫ T

0

((
η̄t +1

)+ c1 |Ys |α+ c2 |Zs |α
)ᾱds

≤ (
1∨2ᾱ−1)2

E

∫ T

0

((
η̄s +1

)ᾱ+ cᾱ1 (|Ys |)αᾱ+ cᾱ2 (|Zs |)αᾱ
)

ds

≤ (
1∨2ᾱ−1)2

E

∫ T

0

((
ηs + c1 +1

)2 + cᾱ1 |Ys |2 + cᾱ2 |Zs |2
)

ds

≤ (
1∨2ᾱ−1)2

E

∫ T

0

(
(1∨2)2

(∣∣ηs
∣∣2 + c2

1 +1
)
+ cᾱ1 |Ys |2 + cᾱ2 |Zs |2

)
ds

≤ KE

(
1+

∫ T

0

(∣∣ηs
∣∣2 +|Ys |2 +|Zs |2

)
ds

)
<∞.

Ce qui achève la preuve du lemme 2.2.5.
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2.2.3 Approximation par des EDSR lipschitziennes

Lemme 2.2.6 (Approximation de f ) Il existe une suite de fonctions
(

fn
)

telle que,

c1) Pour tout n, fn est borné et globalement Lipschitz en
(
y, z

)
, p.p. t ∈ [0,T ] et P-p.s.

ω ∈Ω.

c2)

sup
n∈N∗

∣∣ fn
(
t ,ω, y, z

)∣∣≤ ηt +K |y | ∣∣ln(|y |)∣∣+ c0 |z|
√
|ln(|z|)|, P-p.s., p.p. t ∈ [0,T ].

c3) Pour tout N ∈N∗, ρN
(

fn − f
)−→ 0 lorsque n −→∞,

où

ρN
(

f
)= E∫ T

0

(
sup

{|y |,|z|≤N}

∣∣ f
(
s, y, z

)∣∣)ds,

est une semi-norme c’est-à-dire que

 1) ρN
(

f + g
)≤ ρN

(
f
)+ρN

(
g
)

,

2) ρN
(
λ f

)= |λ|ρN
(

f
)

.

En particulier ρ (0) = 0 mais il manque la propriété "ρ
(

f
) = 0 =⇒ f = 0" pour que ρ soit une

norme.

Preuve. Soit αn : R2 → R+ une suite de fonctions lisses à support compacts qui approxi-

ment la mesure de Dirac en 0 et qui satisfont
∫
αn (u)du = 1.. Soit ψn de R2 à R+ une suite

de fonctions lisses qui vérifie que 0 ≤ |ψn | ≤ 1, ψn(u) = 1 pour |u| ≤ n et ψn(u) = 0 pour

|u| ≥ n +1. On pose, εq,n
(
t , y, z

) = ∫
f
(
t ,

(
y, z

)−u
)
αq (u)duψn

(
y, z

)
. Pour n ∈N∗, soit q(n) un

entier tel que q(n) ≥ n +nα. Il n’est pas difficile de voir que la suite fn := εq(n),n satisfait à

toutes les assertions (c1)-(c3).

2.2.4 Convergence

En utilisant les mêmes arguments et les arguments standard des EDSRs utilisés dans

les preuves du lemme 2.2.3, du lemme 2.2.4, du lemme 2.2.5 et du lemme 2.2.6, on peut

prouver les estimations suivantes.

Lemme 2.2.7 (Estimation de
(

fn
)

,
(
Y fn , Z fn

)
) Considérons f et ξ comme indiqué dans le

théorème 2.3.1. Soit
(

fn
)

la suite de fonctions associées à f par le lemme 2.2.6. Soit (Y fn , Z fn )
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une solution de Eq(ξ, fn). Alors il existe des constantes K̄1, K̄2 et K̄3 telles que :

i) sup
n

E

∫ T

0
|Z fn

s |2ds ≤ K̄1,

ii) sup
n

E|Y fn
s |eλT +1ds ≤ K̄2,

iii) sup
n

E

∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )|ᾱds ≤ K̄3,

où ᾱ= 2
α , α ∈]1,2[.

2.2.5 Estimation entre deux solutions

Proposition 2.2.1 Pour tout R ∈N, 1 < β< min(3−α,2), δ< β−1
2M 2

2
min

(
1
2 , κ

rβ

)
, et ε> 0, il existe

N0 > R tel que pour tout N > N0 et T ′ ≤ T :

limsup
n,m−→∞

E sup
t∈[(T ′−δ)+,T ′]

|Y fn
t −Y fm

t |β+E
∫ T ′

(T ′−δ)+

∣∣∣Z fn
s −Z fm

s

∣∣∣2

(
|Y fn

s −Y fm
s |2 + vR

) 2−β
2

ds

≤ ε+ ℓ

β−1
eCNδ limsup

n,m−→∞
E|Y fn

T ′ −Y fm

T ′ |β,

où

CN = 2
M 2β

β−1
ln(AN ) , vR = sup

{
(AN )−1 : N ≥ R

}
, κ= 3−α−β,

et ℓ est une constante positive universelle. Pour N ∈ N∗, on pose,

∆s = |Y fn
s −Y fm

s |2 + (AN )−1 , et Φ (s) = |Y fn
s |+ |Y fm

s |+ |Z fn
s |+ |Z fm

s |.

Lemme 2.2.8 Supposons que les hypothèses de la proposition 2.2.1 soient satisfaites et que

κ= 3−α−β. Alors, pour tout C > 0, on a,

eC t∆
β

2
t +C

∫ T ′

t
eC s∆

β

2
s ds ≤ eC T ′

∆
β

2
T ′ −β

∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

〈
Y fn

s −Y fm
s ,

(
Z fn

s −Z fm
s

)
dWs

〉
− β

2

∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

∣∣∣Z fn
s −Z fm

s

∣∣∣2
ds

+ β
(
2−β)
2

∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −2
s |(Z fn

s −Z fm
s )∗(Y fn

s −Y fm
s )|2ds

+ J1 + J2 + J3,

31



Chapitre 2 : EDSR à croissance logarithmique

où

J1 =βeC T ′ 1

Nκ

∫ T ′

t
∆

β−1
2

s Φκ (s) | fn(s,Y fn
s , Z fn

s )− fm(s,Y fm
s , Z fm

s )|ds,

J2 =βeC T ′ (
2N 2 + v1

) β−1
2

{∫ T ′

t
sup

|y |,|z|≤N

∣∣ fn
(
s, y, z

)− f
(
s, y, z

)∣∣ds

+
∫ T ′

t
sup

|y |,|z|≤N

∣∣ fm
(
s, y, z

)− f
(
s, y, z

)∣∣ds

}
,

J3 =βM2

∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

(
∆s ln(AN )+|Y fn

s −Y fm
s ||Z fn

s −Z fm
s |

√
ln(AN )

)
ds.

Preuve. Pour simplifier les calculs, nous supposons (sans perte de généralité) que l’hypo-

thèse (H3)− (iii) est valable sans le terme multiplicatif 1{vt (ω)≤N }. Soit 0 < T ′ ≤ T , C > 0, alors

pour tout t ≤ T ′, en appliquant la formule d’Itô, on obtient,

eC t∆
β

2
t +C

∫ T ′

t
eC s∆

β

2
s ds = eC T ′

∆
β

2
T ′ − β

2

∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

∣∣∣Z fn
s −Z fm

s

∣∣∣2
ds

+β
∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

(
Y fn

s −Y fm
s

)(
fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− fm(s,Y fm

s , Z fm
s )

)
ds

−β
∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

〈
Y fn

s −Y fm
s ,

(
Z fn

s −Z fm
s

)
dWs

〉
−β

(
β

2
−1

)∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −2
s |(Z fn

s −Z fm
s )∗(Y fn

s −Y fm
s )|2ds.

Posons maintenant, on va diviser l’intégrale suivante en quatre :

J =β
∫ T ′

t
∆

β

2 −1
s eC s

(
Y fn

s −Y fm
s

)(
fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− fm(s,Y fm

s , Z fm
s )

)
ds.

Utilisons à présent le fait que Φ(s) = |Y fn
s |+ |Y fm

s |+ |Z fn
s |+ |Z fm

s |, pour diviser l’intégrale J en

quatre morceaux, en écrivant

J = J′1 + J′2 + J′3 + J′4,

où

J′1 =β
∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

(
Y fn

s −Y fm
s

)(
fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− fm(s,Y fm

s , Z fm
s )

)
1{Φ(s)>N }ds,

J′2 =β
∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

(
Y fn

s −Y fm
s

)(
fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Y fn

s , Z fn
s )

)
1{Φ(s)≤N }ds,

J′3 =β
∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

(
Y fn

s −Y fm
s

)(
f (s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Y fm

s , Z fm
s )

)
1{Φ(s)≤N }ds,

J′4 =β
∫ T ′

t
eC s∆

β

2 −1
s

(
Y fn

s −Y fm
s

)(
f (s,Y fm

s , Z fm
s )− fm(s,Y fm

s , Z fm
s )

)
1{Φ(s)≤N }ds.
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Nous procédons alors à l’estimation de J. Nous utilisons le fait que |Y fn
s −Y fm

s | ≤ ∆
1
2
s pour

obtenir

J′1 ≤βeC T ′
∫ T ′

t
∆

β−1
2

s | fn(s,Y fn
s , Z fn

s )− fm(s,Y fm
s , Z fm

s )|1{Φ(s)>N }ds

≤ J1,

et

J′2 + J′4 ≤ J2.

Finalement, en utilisant l’hypothèse (H3), on a,

J′3 ≤βM2

∫ T ′

t
∆

β

2 −1
s eC s

(
∆s ln(AN )+|Y fn

s −Y fm
s ||Z fn

s −Z fm
s |

√
ln(AN )

)
1{Φ(s)<N }ds

≤ J3.

Le lemme 2.2.8 est démontré.

Lemme 2.2.9 Supposons que les hypothèses de la proposition 2.2.1 sont satisfaites et po-

sons γ= 2M 2
2δβ

β−1 . Alors, il existe une constante universelle ℓ telle que,

E sup
t∈[(T ′−δ)+,T ′]

|Y fn
t −Y fm

t |β+E
∫ T ′

(T ′−δ)+

∣∣∣Z fn
s −Z fm

s

∣∣∣2

(
|Y fn

s −Y fm
s |2 + vR

) 2−β
2

ds

≤ ℓ

β−1
eCNδE|Y fn

T ′ −Y fm

T ′ |β+ ℓ

β−1

Aγ

N

(AN )
β

2

+ 4ℓ

β−1
βK

1
α

3 (4T K2 +T vR )
β−1

2 (8T K2 +8K1)
κ
2

Aγ

N

(AN )
κ
r

+ ℓ

β−1
βeCNδ

(
2N 2 + v1

) β−1
2

(
ρN

(
fn − f

)+ρN
(

fm − f
))

.

Preuve. On choisit CN = 2 M 2β
β−1 ln(AN ) dans le lemme 2.2.8. En utilisant le lemme 2.2.2, l’in-

égalité de Burkhölder et l’inégalité de Hölder (puisque α+β+κ−1
2 = 1), on montre qu’il existe
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une constante universelle ℓ> 0 telle que pour tout δ> 0,

E sup
t∈[(T ′−δ)+,T ′]

(
eCN t∆

β

2
t

)
+E

∫ T ′

(T ′−δ)+
eCN s∆

β

2 −1
s |Z fn

s −Z fm
s |2ds

≤ ℓ

β−1
eCN T ′

{
E

[
∆

β

2
T ′

]
+ β

Nκ

[
E

∫ T

0
∆sds

] β−1
2

[
E

∫ T

0
Φ2 (s)ds

] κ
2

×
[
E

∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− fm(s,Y fm

s , Z fm
s )|ᾱds

] 1
α

+β (
2N 2 + v1

) β−1
2

(
ρN

(
fn − f

)+ρN
(

fm − f
))}

.

On utilise le lemme 2.2.6 et le lemme 2.2.7 pour obtenir pour tout N > R,

E sup
t∈[(T ′−δ)+,T ′]

|Y fn
t −Y fm

t |β+E
∫ T ′

(T ′−δ)+

∣∣∣Z fn
s −Z fm

s

∣∣∣2

(
|Y fn

s −Y fm
s |2 + vR

) 2−β
2

ds

≤ ℓ

β−1
eCNδ

{
E|Y fn

T ′ −Y fm

T ′ |β+ (AN )−
β

2

+ β

Nκ
(4T K2 +T vR )

β−1
2 (8T K2 +8K1)

κ
2

(
4K

α
2

3

)
+ β

(
2N 2 + v1

) β−1
2

(
ρN

(
fn − f

)+ρN
(

fm − f
))}

.

Alors

E sup
t∈[(T ′−δ)+,T ′]

|Y fn
t −Y fm

t |β+E
∫ T ′

(T ′−δ)+

∣∣∣Z fn
s −Z fm

s

∣∣∣2

(
|Y fn

s −Y fm
s |2 + vR

) 2−β
2

ds

≤ ℓ

β−1
eCNδE|Y fn

T ′ −Y fm

T ′ |β+ ℓ

β−1

Aγ

N

(AN )
β

2

+ 4ℓ

β−1
βK

α
2

3 (4T K2 +T vR )
β−1

2 (8T K2 +8K1)
κ
2

Aγ

N

(AN )
κ
r

+ ℓ

β−1
eCNδβ

(
2N 2 + v1

) β−1
2

(
ρN

(
fn − f

)+ρN
(

fm − f
))

.

Le lemme 2.2.9 est démontré.

Preuve de la proposition 2.2.1. En prenant δ< β−1
2M 2

2
min

(
1
2 , κ

rβ

)
on dérive

lim
N→∞

Aγ

N

(AN )
κ
r

= 0 = lim
N→∞

Aγ

N

(AN )
β

2

.

Pour terminer la preuve de la proposition 2.2.1 on passe à l’imite successivement en n et

N en utilisant l’assertion (c3) du lemme 2.2.6.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses (H1−H3), l’EDSR Eq(ξ, f ) admet une solution unique

(Y , Z ) ∈ SeλT +1 ×Λ2.

Preuve.

Existence. En prenant successivement T ′ = T , T ′ = (T −δ)+, T ′ = (T −2δ)+ , ..., dans la pro-

position 2.2.1, on montre que pour tout β ∈ ]1,min(3−α,2)[

lim
(n,m)→∞

E sup
t∈[0,T ]

|Y fn
t −Y fm

t |β+E
∫ T

0

∣∣∣Z fn
s −Z fm

s

∣∣∣2

(
|Y fn

s −Y fm
s |2 + vR

) 2−β
2

ds

= 0.

En utilisant l’inégalité de Schwarz, nous avons,

[
E

∫ T

0
|Z fn

s −Z fm
s |ds

]2

≤ E
∫ T

0

∣∣∣Z fn
s −Z fm

s

∣∣∣2

(
|Y fn

s −Y fm
s |2 + vR

) 2−β
2

ds E
∫ T

0

(
|Y fn

s −Y fm
s |2 + vR

) 2−β
2

ds.

Du lemme 2.2.7, on obtient

E

∫ T

0

(
|Y fn

s −Y fm
s |2 + vR

) 2−β
2

ds <∞.

Il s’ensuit que :

lim
n,m→∞

(
E sup

t∈[0,T ]
|Y fn

t −Y fm
t |β+E

∫ T

0
|Z fn

s −Z fm
s |ds

)
= 0.

Alors, il existe (Y , Z ) tel que

E sup
t∈[0,T ]

|Yt |β+E
∫ T

0
|Zs |ds <∞,

de plus

lim
n→∞

(
E sup

t∈[0,T ]
|Y fn

t −Yt |β+E
∫ T

0
|Z fn

s −Zs |ds

)
= 0.

En particulier, il existe une sous-suite
(
Y fn , Z fn

)
telle que

lim
n→∞

(
|Y fn

t −Yt |+ |Z fn
t −Zt |

)
= 0, p.p. t ∈ [0,T ], P-p.s. ω ∈Ω. (4)
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Il nous reste à prouver que

∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Ys , Zs)|ds

pr oba.−→
n→∞ 0.

D’abord, l’inégalité triangulaire nous donne

In = E
∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Ys , Zs)|ds

≤ E
∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Y fn

s , Z fn
s )|ds +E

∫ T

0
| f (s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Ys , Zs)|ds

= In
1 + In

2 .

Nous allons montrer que limn→∞ In = 0. En utilisant le fait que

1{|Y fn
s |+|Z fn

s |≥N
} ≤ (|Y fn

s |+ |Z fn
s |)(2−α)

N (2−α)
.

On obtient :

In
1 = E

∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Y fn

s , Z fn
s )|ds

≤ E
∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Y fn

s , Z fn
s )|1{|Y fn

s |+|Z fn
s |≥N

}ds

+E
∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Y fn

s , Z fn
s )|1{|Y fn

s |+|Z fn
s |≤N

}ds

≤ ρN
(

fn − f
)+ 2K̄

α
2

3

(
T K̄2 + K̄1

)(1− α
2

)
N (2−α)

.

En passant aux limites premièrement sur n et ensuite sur N on obtient,

lim
n→∞ In

1 = lim
n→∞E

∫ T

0
| fn(s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Y fn

s , Z fn
s )|ds = 0.

Ensuite, on commence à démontrer que limn→∞ In
2 = 0. Comme

(
Y fn , Z fn

)
converge vers

(Y , Z ), p.p t ∈ [0,T ], P-p.s. ω ∈Ω, d’après (4) et en utilisant le fait que la fonction f est conti-

nue en
(
y, z

)
, p.p. t ∈ [0,T ], on obtient,

lim
n→∞ | f (t ,Y fn

t , Z fn
t )− f (t ,Yt , Zt )| = 0, p.p. t ∈ [0,T ], P-p.s. ω ∈Ω.

D’autre part le lemme 2.2.5, les assertions (i) et (ii) du lemme 2.2.7 assurent que la famille

{
| f (t ,Y fn

t , Z fn
t )− f (t ,Yt , Zt )| : n ∈N∗

}
,
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Chapitre 2 : EDSR à croissance logarithmique

est uniformément intégrable à partir de la proposition 1.1.2. Par conséquent, une applica-

tion du théorème 1.1.2 permet d’obtenir

lim
n→∞ In

2 = lim
n→∞E

∫ T

0
| f (s,Y fn

s , Z fn
s )− f (s,Ys , Zs)|ds = 0.

L’existence de solutions à Eq(ξ, f ) est démontrée.

Unicité. Soient (Y , Z ) et
(
Ȳ , Z̄

)
deux solutions de Eq(ξ, f ). En raisonnant comme précé-

demment, on peut montrer que : Pour tout R > 2, β ∈ ]1,min(3−α,2)[, δ< β−1
2M 2

2
min

(
1
2 , κ

rβ

)
et

ε> 0, il existe N0 > R tel que pour tout N > N0 et T ′ ≤ T

E sup
t∈[(T ′−δ)+,T ′]

|Yt − Ȳt |β+E
∫ T ′

(T ′−δ)+

∣∣Zs − Z̄s
∣∣2(|Ys − Ȳs |2 + vR

) 2−β
2

ds

≤ ε+ ℓ

β−1
eCNδE|YT ′ − ȲT ′ |β.

On prend successivement T ′ = T, T ′ = (T −δ)+ , ..., pour compléter la preuve d’unicité.
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Applications

Dans ce chapitre, nous donnons deux applications. La première consiste à étudier

l’existence d’une stratégie optimale pour un problème de contrôle stochastique de dif-

fusion. Le problème est formulé comme une EDSR à croissance logarithmique et à valeur

terminale Lp (p > 2)-intégrable. Rappelons que dans le chapitre précédent nous avons dé-

montré l’existence et l’unicité des solutions pour ce type d’équation, et maintenant nous

appliquons directement ce résultat. Il est évident que le générateur de croissance loga-

rithmique se situe entre le générateur de croissance quadratique et le générateur de crois-

sance linéaire. Par conséquent, nous verrons également comment passer de la résolution

d’une équation de croissance quadratique à la résolution d’une équation de croissance lo-

garithmique. Dans ce chapitre, nous nous appuyons sur les références suivantes [3, 4, 7].

3.1 Introduction

Nous considérons dans ce chapitre une base stochastique brownienne (Ω,F ,
{
Ft

}
t ,P)

telle que (Wt )t∈[0,T ] un M.B. k-dimensionnel, Rk . Considérons une application σ : [0,T ]×
Rk →Rk×k satisfaisant les hypothèses suivantes :

A1) σ est P-mesurable.

A2) Condition de croissance linéaire : Il existe une constante C telle que :

 |σ (t , x)−σ(t , y)| ≤C |x − y |,
|σ (t , x)| ≤C (1+|x|) ,

∀(
t , x, y

) ∈ [0,T ]×Rk ×Rk .
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A3) Pour tout (t , x) ∈ [0,T ]×Rk , la matrice σ (t , x) est inversible et

∣∣σ−1 (t , x)
∣∣≤C ,

pour certaines constantes C .

Soient X0 ∈ Rk et X = (X t )t∈[0,T ] une solution de l’EDS suivante :

X t = X0 +
∫ t

0
σ (s, Xs)dWs , t ∈ [0,T ], (1)

le processus (X t )t∈[0,T ] existe grâce au théorème 1.6.1, puisque σ satisfait (A1−A3). De plus,

on a l’estimation suivante (voir par exemple dans [36])

E sup
s∈[0,T ]

|Xs |p <∞, pour tout p ∈ [1,+∞[ .

3.2 Contrôle stochastique des diffusions

Soient A un espace métrique compact et U l’ensemble des processus P-mesurables

u = (ut )t∈[0,T ] à valeurs dans A. On dit que U désigne l’ensemble de tous les contrôles ad-

missibles.

Soit

f : [0,T ]×Rk × A →Rk ,

tel que

M1) Pour chaque a ∈ A, l’application (t , x) → f (t , x, a) est mesurable.

M2) Pour chaque (t , x), l’application a → f (t , x, a) est continu.

M3) Il existe une constante K > 0 telle que

∣∣ f (t , x, a)
∣∣≤ K (1+|x|) , ∀ (t , x, a) ∈ [0,T ]×Rk × A. (2)

Pour une stratégie de contrôle admissible donnée u ∈U , le processus exponentiel,

Γu
t = exp

[∫ t

0
σ−1 (s, Xs) f (s, Xs ,us)dWS − 1

2

∫ t

0

∣∣σ−1 (s, Xs) f (s, Xs ,us)
∣∣2

ds

]
, t ∈ [0,T ],

est une Ft -martingale sous les hypothèses précédentes et ceci grâce à la proposition 1.5.1.

Par conséquent, E
(
Γu

T

) = 1 en utilisant le lemme 1.5.1. Le théorème de Girsanov 1.5.1 ga-
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rantit alors que le processus

W u
t =Wt −

∫ t

0
σ−1 (s, Xs) f (s, Xs ,us)ds, t ∈ [0,T ], (3)

est un Ft -mouvement brownien, sous la nouvelle mesure de probabilité

Pu (B) = E(
Γu

T 1B
)

, B ∈FT ,

ce qui est équivalent à P. En combinant (1) et (3), on peut écrire

X t = X0 +
∫ t

0
f (s, Xs ,us)ds +

∫ t

0
σ (s, Xs)dW u

s , t ∈ [0,T ].

Ce sera notre modèle pour une équation différentielle stochastique contrôlée, dont le cas

où seulement le dérive est contrôlé.

Avant de spécifier l’objectif de notre jeu de contrôle stochastique, considérons deux

applications h et g sous les hypothèses suivantes :

A4) h : [0,T ]×Rk×A →R est P-mesurable et pour chaque (t , x) l’application a → h (t , x, a)

est continue. De plus, il existe une constante positive K > 0 telle que

|h (t , x, a)| ≤ K (1+|x|) , ∀ (t , x, a) ∈ [0,T ]×Rk × A.

A5) g :Rk →R est une fonction continue et il existe une constante positive C telle que :

∣∣g (x)
∣∣≤C (1+|x|) , ∀ x ∈Rk .

Nous allons étudier un contrôle stochastique avec un seul joueur. Le contrôleur doit choi-

sir une stratégie de contrôle admissible u ∈U pour minimiser la quantité suivante,

∫ T

0
h (s, Xs ,us)ds + g (XT ) . (4)

On peut donc dire que le contrôleur a l’intérêt de rendre la quantité (4) la plus petite pos-

sible, au moins en moyenne. On arrive donc a définir la fonction de coût (ou aussi appelée

un critère de performance) comme suit

J (u) = Eu
(∫ T

0
h (s, Xs ,us)ds + g (XT )

)
, (5)
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où Eu désigne l’espérance par rapport à Pu .

L’objectif d’un problème de contrôle est de déterminer l’infimum pour le critère (5) de

trouver une stratégie d’intervention û telle que pour tout u ∈U ,

J (û) ≤ J (u) .

Un tel contrôle û (s’il existe) est appelé un contrôle optimal pour le problème et J (û) est

appelée le coût optimal (ou bien performance optimale). Soit H une application à valeurs

dans R définie comme suit

H (t , x, z,u) = zσ−1 (t , x) f (t , x,u)+h (t , x,u) , ∀ (t , x, z,u) ∈ [0,T ]×Rk ×Rk × A. (6)

La fonction H est appelée le Hamiltonien associé au contrôle stochastique tel que :

Pour tout z ∈Rk , le processus
(
H (t , x, x,u)

)
t∈[0,T ] est P-mesurable.

Lemme 3.2.1 Le hamiltonien H satisfait les conditions (H2) et (H3).

Preuve. Pour (H2), il n’est pas difficile de montrer que pour tout (t , x, z,u), il existe des

constantes C et c0 telles que :

|H (t , x, z,u)| ≤C exp(|x|)+ c0 |z|
√

|ln(|z|)|.

Ensuite, nous allons prouver que H satisfait également (H3). En effet pour tout |y |, |ȳ |, |z|,
|z̄| ≤ N , nous avons :

(
y − ȳ

)(
H (t , x, z,u)−H (t , x, z̄,u)

)
1{vt (ω)≤N }

≤ ∣∣y − ȳ
∣∣ |H (t , x, z,u)−H (t , x, z̄,u)|1{vt (ω)≤N }

≤ ∣∣y − ȳ
∣∣ |z − z̄| ∣∣σ−1 (t , x)

∣∣ ∣∣ f (t , x,u)
∣∣1{vt (ω)≤N }.

On prend maintenant v =
(
e| f (t ,x,u)|2)

t∈[0,T ]
et comme σ−1 borné par une constante C , il
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s’ensuit que

(
y − ȳ

)(
H (t , x, z,u)−H (t , x, z̄,u)

)
1{vt (ω)≤N }

≤C
∣∣y − ȳ

∣∣ |z − z̄| ∣∣ f (t , x,u)
∣∣1{| f (t ,x,u)|2≤ln N

}
≤C

∣∣y − ȳ
∣∣ |z − z̄|

√
ln(AN ).

Pour compléter la preuve, nous allons montrer que
(
e| f (t ,X t ,ut )|2)

t∈[0,T ]
appartient à Lq

(
[0,T ]×Ω;R+)

pour certain q > 0, nous avons,

E

∫ T

0

∣∣∣exp
(∣∣ f (s, Xs ,us)

∣∣2
)∣∣∣q

ds ≤ E
∫ T

0
exp

(
qK 2 (1+∥X ∥T )2)ds

≤ exp
(
2qK 2)E∫ T

0
exp

(
2qK 2 ∥X ∥2

T

)
ds

≤ T exp
(
2qK 2)Eexp

(
2qK 2 sup

s∈[0,T ]
|Xs |2

)
,

et, puisque σ est à croissance linéaire, il est bien connu que

Eexp

(
2qK 2 sup

s∈[0,T ]
|Xs |2

)
<∞,

pour q assez petit.

Pour construire un contrôle stochastique, nous devons trouver une stratégie de contrôle

admissible û ∈ U pour notre contrôle stochastique. La fonction Hamiltonienne définie

dans (6) atteint son "infimum" (l’infimum est le plus grand minimum) sur l’ensemble A à

quelque û(t , x, p) ∈U , pour tout (t , x, p) ∈ [0,T ]×Rk ×Rk donné, à savoir,

inf
u∈A

H
(
t , x,u, p

)=H
(
t , x, û

(
t , x, p

)
, p

)
.

Soit maintenant

Ĥ (t , x, z) = inf
u∈A

H (t , x,u, z) ,

où X est la solution de (1). Soit (Yt )t∈[0,T ] le processus construit comme dans le théorème

2.3.1 avec (Ĥ, g ). En utilisant le théorème 2.3.1, alors il existe une paire unique (Yt , Zt )t∈[0,T ]

telle que

Yt = g (XT )+
∫ T

t
Ĥ (s, Xs , Zs)ds −

∫ T

t
ZsdWs , t ∈ [0,T ].
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Théorème 3.2.1 Le contrôle admissible û est optimal pour le contrôle stochastique, c’est-à-

dire,

J (û) = Y0 ≤ J (u) , ∀ u ∈U .

De plus,

Y0 = inf
u∈U

J (u) = J (û) .

Preuve. Montrons que Y0 = J (û). Il s’ensuit que

Y0 = g (XT )+
∫ T

0
Ĥ (s, Xs , Zs)ds −

∫ T

0
ZsdWs

= g (XT )+
∫ T

0
h (s, Xs , û (s, Xs , Zs))ds −

∫ T

0
ZsdW û

s .

Puisque
(∫ t

0 ZsdW û
s

)
t∈[0,T ] est une Pû-martingale, alors en prenant l’espérance on obtient

Y0 = EûY0 = Eû
(

g (XT )+
∫ T

0
h (s, Xs , û (s, Xs , Zs))ds

)
,

car Y0 est déterministe. OrP-p.s., et aussiPû-p.s. (puisque ce sont des probabilités équivalentes),

on a

Y0 = J (û) .

Montrons que Y0 ≤ J (u) . Pour u ∈U , on a grâce au théorème de comparaison 1.7.3

Y0 = g (XT )+
∫ T

0
Ĥ (s, Xs , Zs)ds −

∫ T

0
ZsdWs

≤ g (XT )+
∫ T

0
H (s, Xs ,us , Zs)ds −

∫ T

0
ZsdWs

= g (XT )+
∫ T

0
h (s, Xs ,u (s, Xs , Zs))ds −

∫ T

0
ZsdW u

s .

Encore une fois
(∫ T

0 ZsdW u
s

)
t∈[0,T ]

est une Pu-martingale, alors en prenant l’espérance par

rapport à Pu et en utilisant le fait que Y0 est déterministe, on obtient

Y0 = EuY0 ≤ Eu
(

g (XT )+
∫ T

0
h (s, Xs ,u (s, Xs , Zs))ds

)
,

alors

Y0 ≤ J (u) .

Le théorème 3.2.1 est démontré.
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3.3 Lien avec les EDSRs à croissance quadratique

Dans cette section, nous considérons une extension de la notion d’EDSRs au cas où

la dépendance du générateur dans la variable z a une croissance quadratique. Le premier

résultat d’existence et unicité dans ce contexte a été établi par M. Kobylanski dans sa thèse

de doctorat en adaptant certaines techniques d’EDP. Les EDSRs quadratiques jouent un

rôle important dans les applications. Dans cette section nous allons préciser une relation

entre les EDSRs à croissance logarithmique et les EDSRs à croissance quadratique.

Définition 3.3.1 Soient H ,G deux fonctions définies sur R dans R vérifiant

|G(z)| ≤ b|z|α, et |H(y)| ≤ a|y || ln(|y |)|, a,α,b ∈R∗
+.

On dit alors que H a une croissance logarithmique en y et que G a une croissance :

i) sous-linéaire en z si α ∈ ]0,1[ ,

ii) linéaire en z si α= 1,

iii) sur-linéaire en z si α> 1 (en particulière : quadratique pour α= 2).

Supposons dans ce qui suit que α= 2 et b = 1
2 .

Considérons les deux EDSRs suivants :

Yt = ξ+
∫ T

t

(
aYs + 1

2
|Zs |2

)
ds −

∫ T

t
ZsdWs , (7)

Ȳt = exp(ξ)+
∫ T

t
aȲs ln

(
Ȳs

)
ds −

∫ T

t
Z̄sdWs , (8)

où ξ est une variable aléatoire FT -mesurable et ξ, exp(ξ) sont Lp−intégrables pour p =
eλT +1. Dans la suite, nous allons montrer que pour résoudre une EDSR à croissance qua-

dratique sous la forme (7), il est équivalent de résoudre une EDSR à croissance logarith-

mique en y.

Définition 3.3.2 Le couple (Y , Z ) est une solution de l’EDSR (7) si (Y , Z ) satisfait l’EDSR (7)

en P-p.s. pour tout t ∈ [0,T ] et telle que (Y , Z ) ∈SeλT +1 ×Λ2.

Théorème 3.3.1 L’EDSR (7) admet une unique solution (Y , Z ) si et seulement si l’EDSR (8)

admet une unique solution
(
Ȳ , Z̄

)
. De plus

(
Ȳ , Z̄

)= (
exp(Y ) , Z exp(Y )

)
.
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Preuve.

Etape.1. Soit (Y , Z ) une solution de l’EDSR (7). En appliquant la formule d’Itô à y→e y

on obtient

eYt = eYT +
∫ T

t
eYs (aYs + 1

2
|Zs |2)ds

− 1

2

∫ T

t
eYs |Zs |2 ds −

∫ T

t
eYs ZsdWs

= exp(ξ)+a
∫ T

t
eYs Ysds −

∫ T

t
eYs ZsdWs

= exp(ξ)+
∫ T

t
aȲs ln Ȳsds −

∫ T

t
Z̄sdWs .

D’où

Ȳt = exp(ξ)+
∫ T

t
aȲs ln Ȳsds −

∫ T

t
Z̄sdWs .

Il est facile de voir que l’EDSR Eq(exp(ξ) , y ln y) satisfait les hypothèses (H1), (H2) et (H3) et

donc d’après le théorème 2.3.1 elle possède une solution unique dans SeλT +1 ×Λ2.

Etape.2. Soit (Ȳ , Z̄ ) une solution de l’EDSR (8), on pose dans ce cas ϕ : R∗+ −→ R+, x −→
ln(x). On a alors

ϕ′
x (x) = 1

x
, ϕ′′

xx (x) =− 1

x2 .

Par la formule d’Itô, on obtient

ln(Ȳt ) = ln(ȲT )+ 1

2

∫ T

t

1

Ȳ 2
s
|Z̄s |2ds

+a
∫ T

t

1

Ȳs
Ȳs ln Ȳsds −

∫ T

t

1

Ȳs
Z̄sdWs

= ξ+ 1

2

∫ T

t
|Zs |2ds +a

∫ T

t
Ysds −

∫ T

t
ZsdWs

= ξ+
∫ T

t
(aYs + 1

2
|Zs |2)ds −

∫ T

t
ZsdWs .

C’est-à-dire que

Yt = ξ+
∫ T

t
(aYs + 1

2
|Zs |2)ds −

∫ T

t
ZsdWs .

Alors, de la 1ère étape et de la 2ème étape, le théorème est prouvé.
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Conclusion

Le but de ce mémoire était d’étudier les équations différentielles stochastiques rétrogrades.

Nous avons fait une étude simple pour le premier cas qui est dû à Pardoux et Peng [34] qui ont

établi un résultat d’existence et unicité dans le cas où le générateur f uniformément Lipschit-

zien par rapport aux deux variables y et z et une condition terminale et le processus
(

f (t ,0,0)
)

t de

carré intégrable. La preuve est basée sur le théorème du point fixe. Le deuxième résultat a étudié

le problème de l’existence et et l’unicité des solutions pour une EDSR dont le générateur f est de

croissance logarithmique et continue en (y, z), et la condition terminale, Lp -intégrable pour cer-

tains p > 2. La preuve est basée sur une procédure de localisation introduite dans [1, 2] et a été

développée dans, [4]. L’idée de la preuve est d’approximer f par une suite de fonctions ( fn)n Lip-

schitziennes bornées en (y, z) et à croissance logarithmique qui converge en semi-normes vers

f , ensuite, on va montrer que la solution (Y fn , Z fn ) de Eq(ξ, fn), est converge dans Sβ×L1 vers

certain (Y , Z ) qui est la solution de l’équation Eq(ξ, fn) où 1 <β< 2. De plus, nous étudions l’exis-

tence d’une stratégie optimale pour le contrôle stochastique de diffusion. Enfin, nous avons

montré une relation liant les équations différentielles à croissance logarithmique avec les équa-

tions à croissance quadratique, ce qui signifie qu’on peut montrer l’existence d’une solution

d’une EDSR à croissance quadratique via a solution d’une EDSR à croissance logarithmique.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of backward stochastic differential equations (BSDEs

for short). More precisely, we establish an existence and uniqueness result for one type of BSDEs

in the case were the generator is of logarithmic growth and an Lp (p > 2)-integrable terminal condi-

tion. We give two applications for this result, the first is dedicated to the optimal stochastic control

problem, and the second is a relation between BSDE with logarithmic growth and BSDE with qua-

dratic growth.

Key words : BSDE, BSDE with logarithmic growth, Stochastic control, BSDE with quadratic growth.

Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l’étude des équations différentielles stochastiques ré-

trogrades (EDSRs en abrégé). Plus précisément, nous établissons un résultat d’existence et unicité

pour un type de EDSR dans le cas d’un générateur à croissance logarithmique et une condition

terminale Lp (p > 2)-intégrable. Nous donnons deux applications pour ce résultat, la première est

dédiée au problème de contrôle stochastique optimal, et la deuxième est une relation entre les

EDSRs à croissance logarithmique et à croissance quadratique.

Mots clés : EDSR, EDSR à croissance logarithmique, EDSR à croissance quadratique, contrôle sto-

chastique.
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