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Notations et symboles

Tout d’abord, nous précisons les abréviations, les symboles et les espaces utilisés tout

au long de ce mémoire.

Abréviations
EDS

EDSR
Z-mesurable
Q,7,P)

N
Q,.7,{F},,P)
FNYG

Ba

anb

avb

Tr ()

oD

()e()

L’ (Q,7,P;RY)

La signification

Equation(s) différentielle(s) stochastique(s).
EDS-rétrograde(s).

Progressivement mesurable.

Espace de probabilité.

La famille des ensembles P-négligeables de .%.

Espace de probabilité filtré.

La plus petite o-algebre contenant . U%.

La o-algebre de Borel sur RY.

min(a, b).

max (a, b), (a* = max(a,0)).

Trace(-).

Produit scalaire, (|-| : La norme induite par (-, -)).

Produit tensoriel, (si x, y € R, x® y = xy*).

Lespace des variables aléatoires X : Q — R%, ol1

EIXIP =E(|X|P) <oo, p>0.

Lespace des processus #-mesurables X : [0, T] x Q — R%, ol1
S 1X,2dt < oo, P-p.s.sip=0, et [E(fOT IXtIZdt)g <oo,sip>0.
Lespace des processus &-mesurables et continus,
X:[0,T) xQ— RY,

Lespace des X € SS oU E(I1X1%) = Esup,c (o, 7y 1X:|P < o0, si p>0.
Lespace des martingales continues M : [0, T] x Q — R% , o1

EIM:|P <oo,V te[0,T], p=1.
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Introduction

Soit (Q, .7, {-Z} P) un espace de probabilité filtré sur lequel on définit un mouve-

te(0,T]’

ment brownien k-dimensionnel W = (Wy) .o r;. On suppose que pour tout ¢ € [0, T']
Fr=ocWs:s<t)v AN,

est la filtration naturelle de W. Soient f: [0, T] x Q x R x R"™>** — k™ une fonction aléatoire,

assumons que le processus {f(t,y,2)} __ est &-mesurable pour chaque (y,z) € R" R™*K,

€[0,T]

et ¢ une variable aléatoire .#-mesurable a valeur dans R”. L'équation différentielle sto-

chastique rétrograde considérée est :
T T
Ys=€+f f(s, YS,ZS)ds—f Z,dWs, te(0,T].
t t

Dorénavant I’équation précédente sera désignée par Eq(¢, f). Les données ¢ et f sont
respectivement appelées la condition terminale et le coefficient ou le générateur de 'EDSR.
Un fait généralement reconnu est que les équations différentielles stochastiques rétro-
grades ont été introduites dans leur version linéaire par Bismut [8, 9] en 1973. Plus pré-
cisément, dans la formulation du principe stochastique maximal de Pontryagin pour les
systemes stochastiques dirigés par une EDS de type Ito, I'’équation adjointe vérifiée une
EDSR linéaire. Cependant, a peu pres a la méme époque, et trés probablement un peu
avant, Davis et Varaiya [18] ont également étudié ce qui peut étre considéré comme un
prototype de EDSR linéaire pour caractériser la fonction de valeur et les controles opti-
maux des problémes de controle stochastique. Les premieéres versaient non linéaires de
ce genre d’équation a été a nouveau introduites, sous la forme d'une équation de Riccati,
par Bismut [10] et quelques années plus tard par Chitashvili [15] et Chitashvili et Mania
[16, 17]. Néanmoins, la premiere étude qui présente un traitement systématique des ED-
SRs non linéaires est I'article fondateur de Pardoux et Peng [34]. Un résultat d’existence

et unicité a été démontrer dans le cas ou le générateur f uniformément Lipschitzien par
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rapport aux deux variables y et z, la condition terminale ¢ et le processus (f(t,0,0)), sont
de carré intégrable.

Depuis, et notamment suite a 'article fondamental d’El Karoui, Peng et Quenez [23],
les EDSRs sont devenues un domaine de recherche particulierement actif, en raison de
leurs nombreuses applications potentielles dans beaucoup de domaines tels que la fi-
nance mathématique, les équations aux dérivées partielles, la théorie des jeux, I’écono-
mie, et plus généralement le calcul et 'analyse stochastique. Grace a leurs applications,
les chercheurs ont fait beaucoup d’efforts pour affaiblir les hypotheses sur le générateur
f (linéaire, Lipschitz, localement Lipschitz, monotone, a croissance quadratique, a crois-
sance logarithmique,..., etc).

Les premiers résultats aller au-dela I'hypothese de croissance linéaire en z, qui sup-
posait une croissance quadratique, ont été obtenus indépendamment par Kobylanski [28,
29, 30], Dermoune, Hamadéne et Ouknine [19], pour ¢ borné et f Lipschitz en y. Ces résul-
tats ont ensuite été approfondis par Eddhabi et Ouknine [20], et améliorés par Lepeltier
et San Martin [32, 33], Briand, Lepeltier et San Martin [13], et revisités par Briand et Elie
[12], mais toujours pour ¢ borné. Un cadre quadratique spécifique avec uniquement des
conditions terminales de carré intégrable a été considéré récemment par Bahlali, Eddahbi
et Ouknine [6, 5], tandis qu'un résultat avec croissance logarithmique a également été ob-
tenu par Bahlali et El Asri [4], et Bahlali, Kebiri, Khelfallah et Moussaoui [7].

Nous renvoyons le lecteur plus intéressé par la théorie des EDSRs au livre édité par El
Karoui et Mazliak [22], au livre édité par Touzi et Tourin [39] et aux travaux de Hamadéne
[24, 25]. Le lecteur plus intéressé par les applications de 'EDSR en domaine de finance ou
controle optimal stochastique peut consulter El Karoui, Peng et Quenez [23], El Karoui et
Quenez [21], Karoui et Mazliak [22], Peng [37, 38], Hamadene et Lepeltier [26, 27].

Dans ce qui suit, on donne une breve description de ce mémaoire.

Le premier chapitre de ce mémoire constitue une étude sur les équations différen-
tielles stochastiques rétrograde. On commence par quelques rappels sur les processus sto-
chastiques. Ensuite, on introduit, les équations différentielles de type It6 (EDS en abrégé),
puis on donne une bréve introduction a la théorie des EDSRs en soulignant le premier ré-
sultat d’existence et unicité di a Pardoux-Peng en 1990 qui assure I'existence et 'unicité
dans le cadre globalement Lipschitzien.

Dans le deuxieme chapitre, on considére une EDSR unidimensionnelle (m = 1) avec un
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générateur continu f qui est de croissance logarithmique de la forme :

|f (.o, y,2)| <.+ K|y|[In([y])|+ colzl vViIn (2],

Ce type de générateurs se situe entre la croissance linéaire et la croissance quadratique.
Ni la condition de continuité uniforme, ni la condition de monotonie locale (et donc ni la
condition de Lipschitz local) ne seront requises pour le générateur. Nous traiterons cette
situation par des méthodes de localisation utilisées dans [1, 2, 4]. En effet, on approxime f
par une suite de fonctions lipchitziennes (f,,) .. Ensuite, on construit une suite d’équations
rétrogrades (Eq(¢, f,)),, qui pour chaque n € N*, 'EDSR correspondant a (¢, f,) possede la
propriété d’existence et unicité de la solution. Enfin, par passage a la limite, on montre
'existence et I'unicité de 'EDSR Eq(¢, f).

Au troisiéme chapitre, on présente deux applications, la premiere concerne le controle
stochastique et la seconde montre une relation entre ce dernier type d’équations et les

EDSRs a croissance quadratique.



Chapitre 1

Rappel général de calcul stochastique

Lobjectif de ce chapitre est d'introduire les outils principaux du calcul stochastique,
qui seront utiles tout au long de ce mémoire. On s’'intéresse en particulier aux quelques
résultats de base reposant sur la théorie des processus stochastiques, tels que les équa-
tions différentielles stochastiques de type It0 et les équations différentielles stochastiques
rétrogrades. Le contenu de ce chapitre est principalement basé sur les livres [14, 31, 36, 39]

et le polycopié de cours [11].

1.1 Préliminaires

Soient (Q,.%,P) un espace de probabilité et,
N ={A:AcQ,INc.Z, P(N)=0et Ac N},

estla famille des ensembles P-négligeables de .% . L'espace de probabilité (Q2, .#,P) est com-
pletsi ./ < .%. Dans ce mémoire, I'espace de probabilité (Q,.#,P) sera toujours considéré
comme complété par la famille des ensembles P-négligeables. Si X est un espace topolo-
gique, alors #x désigne la o-algebre de Borel sur X, c’est-a-dire la o-algebre engendrée
par la famille des sous-ensembles ouverts de X; en particulier; 8, aef P

Une application X : Q — X est une variable aléatoire (a valeurs dans X) si pour tout
Be %Py

{XeB}dif{weQ:X(w)eB}egz.

o Si X=Ralors X est appelé une variable aléatoire (réelle).

o Si X =R% alors X est appelé un vecteur aléatoire d-dimensionnel (ou variable aléa-
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toire d-dimensionnelle).

e SiAcQet X:Q— Rdonné par X (w) = 14 (w) = Twea + 0 x Tiwea;, alors X est une
variable aléatoire si et seulement si Ae .%.

» La mesure de probabilité Py : Zx — [0, 1] définie par Px (B) =P (X € B) est appelée la
loi (de probabilité) de X. On écrit X ~Q siPx = Q.

e Soit X : (Q,.%) — X un vecteur aléatoire. Alors
o(X)={X"'(B):Be %x},

est une o-algeébre de sous-ensembles de Q (appelée la o-algebre engendrée par X).
o Puisque X est une variable aléatoire, o (X) c.%#, et o (X) est la plus petite o-algebre
quirend X mesurable.
o On définit aussi,

FX=ogX)v.A,

comme la plus petite g-algebre qui contient a la fois o (X) et 4.

1.1.1 Quelques types de convergences

Soient X, X,,: (Q;.%,P) — R4, neN, des variables aléatoires.
Les types de convergence suivants seront utilisés dans ce mémoire :
» Convergence presque sire (p.s.): X, — X p.s.siP (JI—IEOX" (w) = X(w)) =1.
« Convergence en probabilité (proba.) : X, Probe- v si lim P (1X, — X| 2 €) =0.
» Convergence en moyenne d’ordre p >0: X, L, X,s1X,, XeLP et ,}EIOIO[EIX" -X|?=0.
» Convergence en loi : X, Lol x si pour toute fonction continue bornée g : RY — R,

lim,, oo Eg (X) = Eg (X).

Remarque 1.1.1 1l est bien connu que :

1
x, L x — x, L x
U
. = ba. ;
x, 25 x x, "8 x — x, % x.
<

Sur une sous suite

Théoreme 1.1.1 (Lemme de Fatou) SoientY, Y, desvariables aléatoires et Y, =0 p.s., pour
tout ne N*. Alors

E liminf Y, <liminf EY;,.
n—aoo n—aoo
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1.1.2 Intégrabilité uniforme
Définition 1.1.1 Une famille de variables aléatoires d-dimensionnelles {X;:i € I} est dite
uniformément intégrable si

lim (

—00

sup[E(IXiI 1]{|Xi|2N})) =0.

iel

Proposition 1.1.1 (Le premier critére d’intégrabilité uniforme) SoientX;: (Q, #,P) — R%,
i € I, des variables aléatoires, s'il existe Y € L' (Q,.7,P) tel que pour toutie I, |X;| <Y p.s.

alors {X; : i € I} est uniformément intégrable.

Proposition 1.1.2 SoientX;: (Q,.%,P) — R%, i € I, des variables aléatoires. La famille(X; : i € I}
est uniformément intégrable si et seulement s'il existe une fonction borélienne H : R* — R*

telle que,

. H(m
lim =

r—oo r

00, et supEH (| X;]) < oo.

iel
De plus, la fonction H peut étre choisie comme une fonction convexe continue et croissante

telle que H(0) = 0.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de Lebesgue-Vitali) Soient X, X, : (Q,.%,P) — R%, n e N, des
variables aléatoires et p > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) X,, X € P (Q,.Z,BRY) et X, 2 X.

ii) X, — X en probabilité et {| X,|” : n € N} est uniformément intégrable.

1.2 Filtrations

Ondit que (Q, F {Z} (o 1), P) constitue une base stochastique (c’est-a-dire un espace
de probabilité filtré vérifiant les conditions habituelles) si :

1) (Q,.#,P) estun espace de probabilité complet.

2) {Zt}ei0,1 st une filtration (c’est-a-dire une famille croissante de sous-o-algébres
de #,ie Vs<t F,c % c.F)satisfaisant les conditions suivantes :
i) .#; est une sous-o-algebre de .# qui contient tous les ensembles P-négligeables
de .#,
ii) t— %, est continue a droite, c’est-a-dire que .%; = %+, ol %+ aer Q;%.

A une telle filtration, on associe la o-algeébre & des sous-ensembles progressivement me-

surables de [0, T] x Q, définie comme suit :
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Définition 1.2.1 & = P (F#,) est la o-algebre des ensembles Ac [0, T) x Q tels que pour tout
tel0,T]
AN([0,t] xQ) € e@[o’t] ®L0}\t-

1.3 Processus stochastiques

Soit X un espace topologique.

Définition 1.3.1 (Processus stochastique) Une application X : [0,T] x Q — X est dite un
processus stochastique (a valeurs dans X) si, pour tout t € [0, T1, X (t,.) est une variable aléa-
toire (a valeurs dans X), c’est-a-dire que X (t,.) est (%, PBx)-mesurable.

i) Les applications t — X (t,0), w € Q, sont appelées les chemins (ou les trajectoires) du
processus stochastique X.

ii) Un processus stochastique a valeurs dans R® est appelé processus stochastique d-
dimensionnel. Le terme "processus stochastique" désigne généralement un processus sto-

chastique unidimensionnel.

Définition 1.3.2 (Modification et indistinguabilité)
i) Un processus stochastique (Y;) o, 1) est dit une modification (version) de (Xy)cjo,1) Si
P(X;=Y;) =1, pourtoutte(0,T].

ii) Deux processus stochastiques X et Y sont dits indistinguables si
PX;,=Y;:Vte[0,T])=1.
Définition 1.3.3 (Mesurabilité) Un processus stochastique a valeurs dans X est dit mesu-
rable, si l'application X : [0, T] x Q — X est (B, 1) ® F, Bx)-mesurable.

Définition 1.3.4 (Continuité) Un processus stochastique (X;) c(o, 1) est dit continu (resp. continu
a droite, continu a gauche, croissant) si les trajectoires (chemins) X (.,w) : [0, T] — X sont

continues (resp. continues a droite, continues a gauche, croissantes) P-p.s.

Remarque 1.3.1 1l est possible de prouver que si (Y;) e(0, 1) est une modification de (X;) (o, 1

et que X et Y sont continus a droite (ou a gauche), alors X et Y sont indistinguables.

Définition 1.3.5 (Filtration naturelle) La filtration naturelle (augmentée) associée a un

processus stochastique X : [0, T] x Q — X est définie comme suit

ﬁtX:a{XS:ss v A,
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o .V désigne la famille des ensembles P-négligeables de .7 .

Définition 1.3.6 (Mesurabilité progressive) Un processus stochastique X : [0, T] x Q — X
est dit progressivement mesurable, si X est (&, Bx)-mesurable ou de maniere équivalente si
pour tout t € [0, T], (s,w) — X (s,w) : [0, 1] x Q — X, est (B, ® F1, Bx)-mesurable; X sera dit

P -mesurable.

Définition 1.3.7 (Adaptation) Un processus stochastique X : [0, T] x Q — X est dit adapté
par rapport a la filtration {y[}te[O,T]’ siw— X; (w): Q— X, est (F;, Bx)-mesurable pour tout
tel0,T].

Remarque 1.3.2 [l est possible de prouver que :
i) Si X est progressivement mesurable, alors X est adapté.
ii) Si X est continu a droit (ou a gauche) et adapté alors X est progressivement mesurable.
iii) 1l est a retenir que le critere de Kolmogorov consiste a prouver l'existence d’'une version

continue d’'un processus stochastique.

1.3.1 Temps d’arrét
On fixe une base stochastique (Q, 7, {Z} o 1,,P)-

Définition 1.3.8 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire t : Q — [0, T] est dite temps d’arrét

sift=tle #,Ytel0,T].

Remarque 1.3.3 Etant donné que ;= F+ (la filtration est continue a droite), nous avons

T est un temps d’arrét si et seulement si{r < t}e %,V te[0,T].

Définition 1.3.9 (La o-algebre des événements antérieurs) La o-algebre définie comme
suit

Fr=0{Ae F:Anfr<t}e F, YV tel0,Tl},

est appelée la o -algebre des événements antérieurs au temps d'arrét .

Notation 1.3.1 (Processus arrété) Soient X un processus stochastique et 6 : Q — [0, T] un
temps d’'arrét, on désigne par Xg la variable aléatoire w — Xp ) (), ainsi que par (X:pe) ic(o,1)

le processus X arrété a0, c’est-a-dire, X;pp (w) = X (t A0 (w),w) pour tout t € [0, T].

Proposition 1.3.1 (Mesurabilité du processus arrété) Soient (X;) .o Un processus sto-
chastique & -mesurable et T : Q — [0, T] un temps d’'arrét. Alors :
1) X; est. %, -mesurable.

2) (Xtat) e, 1) €St progressivement mesurable par rapport a la filtration {ﬁ t,\T} 10,7 -
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1.3.2 Martingales continues
Dans cette sous-section, (Q, #,{F} . r;,P) est une base stochastique donnée.

Définition 1.3.10 (Martingale) Un processus stochastique d-dimensionnel &7 -mesurable
(M1 tejo,1) €St appelé,

i) une #,-sous-martingale (resp. .7 -surmartingale) sid =1 et

E|M;| <oo, pour toutte0,T],

E(M;| F) = (resp. <) Mg, P-p.s. pour tout s<t.

ii) une #,-martingale si

E|M;| <oo, pour tout t €0, T],
E(M;|F;) = M, P-p.s. pour tout s < t.

ili) une .7;-martingale locale s'il existe une suite croissante {1}, de temps d'arrét telle

quet, — oo p.s. elpourtoutne N*, M ., est une martingale.

—00
Théoréme 1.3.1 (Arrét optionnel; Doob) Soient (M;) o) une %;-martingale continu a
droitett, 0, o sont des temps d'arrétavec 0<t <0 < T p.s. Alors

My =E(My| F),

et (M¢no) ejo,1) €St une F-martingale.
Corollaire 1.3.1 Soient (My)cjo,1) Un processus stochastique d-dimensionnel continu & -
mesurable et (0;) =0 Une suite de temps d’arrét définie par

O =inf{re[0,T]:|M; =k}, keN.

Alors (My) rejo.1) est une martingale locale si et seulement si (Mg, ) est une martingale

te[0,T]
pour tout k e N*.

1.3.3 Fonctions a variation bornée et martingales continues

Soient [a, b] un intervalle fermé de R, k : [a, b] — R? est une fonction et 7, est 'en-

semble de toutes les partitions

Aa=th<h<bh<--<thp=b n=np€eN.
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Soit
na-1
Va (k)= ) Ik(tiv1) — k)],
i=0

est la variation de k correspondant a la partition 7, ;.

Définition 1.3.11 (Variation totale) La variation totale d'une fonction k : [a,b] — RY est
définie par

I’ZA—I
1 kligpy = sup Va(k)= sup { > Ik(ti+1)—k(ti)|IAE@[a,b]}-
A€ a,p) A€Dap | i=0

Définition 1.3.12 (Variation bornée) Une fonction k : [a,b] — R% est dite a variation sur

[a,b] si| k | (q,p < co. Lespace des fonctions a variation bornée sur [a, b) sera noté VB([a, b];R%).

Définition 1.3.13 (Semi martingale) Un processus stochastique (X;) 0,11 est appelé une
semi martingale continue si X est de la forme X = M+ V, oit M est une martingale lo-
cale continue avec My = 0, et V est un processus stochastique continu & -mesurable tel que

V(w)eVB([0,T;R), P-p.s. w € Q.

Corollaire 1.3.2 Soient X = M+V et X = M+ V deux semi martingales. Alors X = X si et

seulementsiM=MetV ="V.

Théoréme 1.3.2 (Doob-Meyer) Si M est une martingale locale continue de dimension d,
alors il existe un unique processus stochastique continu croissant & -mesurable (< M > ;) jc(0,1]
tel que:

<M>y, =0p.s,

IM|? - < M > est une martingale locale continue.
En particulier, si M € M?, alors|M|*— <M >e M'nS.
Théoréme 1.3.3 (Extension du théoreme de Doob-Meyer) SiM est une martingale locale
continue de dimension d, alors il existe un unique processus stochastique continu crois-

sant 2 -mesurable (<< M >>) ¢0,7) @ valeur dans S (S% c R est 'ensemble des matrices

symétriques) tel que :

<<M>>y =0p.s,

Me M- << M >> est une martingale locale continue.

; 2 1 1
De plus, si M e M?, alors M@ M- <<M>>eM, NS, .

10
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Théoreme 1.3.4 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (BDG)) Soit M une martingale lo-
cale continue avec My = 0. Alors, pour tout p > 0, il existe deux constantes c, >0 et C, >0
telles queV T >0:

c,,[E(< M>;) < [E( sup |MI|P) < Cp[E(< M>;).

te[0,T]

1.3.4 Mouvement brownien

Rappelons qu’une variable aléatoire X est dite gaussienne si sa distribution possede

une densité de la forme

1 (x-u)°

2 g2

1 *
8uo (X) = ——exp , (1,0) eERxR].

oV2n

La loi de probabilité correspondante sur R est notée N(y, o), et nous écrivons X ~ N(u, ).

Définition 1.3.14 (Vecteur gaussien) Un vecteur aléatoire d-dimensionnel X = (Xy,---, Xg)*

est dit gaussien si pour tout a € R,
d
Y aiXi,
i=1
est une variable aléatoire gaussienne.

Définition 1.3.15 (Processus gaussien) Un processus stochastique d-dimensionnel (X;) (0,1
est dit gaussien si pour tout k = 2, t;,---,t; € [0, T1, le vecteur aléatoire dx k-dimensionnel

(X4, , Xy,) est un vecteur gaussien.

Définition 1.3.16 (Mouvement brownien) Un mouvement brownien (M.B.) (unidimensionnel)
(W1 tejo,1) €St un processus stochastique continu tel que :

) W =0,

ii) Wy — Ws ~ N (0, £ — s) pour tout s € [0, t],

iii) Wy, — Wy, Wy, = Wy, -+, Wy, — Wy, sont des variables aléatoires indépendantes pour

chaquek=2et0=1ty<t; <--- < ty.

Définition 1.3.17 (M.B. d-dimensionnel) Un processus stochastique (W) c0,1) @ valeurs
dansR? est appelé un mouvement brownien d-dimensionnel si ses composantes (W) ejo,1) »*+*,

(W) 1e10,1) Sont des mouvements browniens mutuellement indépendants.

Exemple 1.3.1 Soit (Wy) 0,71 un mouvement brownien. Alors (Wp),eo,1) €t (W7 =) ,¢i0 1

sont des 7V -martingales. Par conséquent

<W>, =t E(W)=E®),

11
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pour tout temps d’arrét bornéo.

Remarque 1.3.4 La filtration naturelle du M.B. d-dimensionnel (W;)c(o,1) est continue d

droite.

Définition 1.3.18 (.#,—M.B. d-dimensionnel) Soit (Q,.%, {ﬁ[}te[o 1 P) une base stochas-
tique donnée. Un processus stochastique d-dimensionnel continu & -mesurable (Wy) (0,1

est appelé un #,-M.B. d-dimensionnel si pour tout0 < s<t,

W, — Wy est indépendant de F,
Wi =W ~N(0,(£—5) Igxd).

Remarque 1.3.5 Un .%,—M.B. d-dimensionnel est un M.B. d-dimensionnel. Un M.B. d-
dimensionnel est un 7" - M.B. d-dimensionnel, ot )" est la filtration naturelle du M.B.

d-dimensionnel W.

1.4 Le calcul stochastique d’It6

Soient (Q, #,{Z:},..r;,P) une base stochastique donnée, et (Wy) ;cjo,r) un #; — M.B. k-

dimensionnel. Considérons 'intégrale stochastique d’'Itd
t
B; (X) :/ X, dW,, te [0, T].
0

Nous avons :
D B: AZX S 5 est un opérateur linéaire continu pour tout p = 0.
ii) B(X)e M pourtout XeAl  etp=1.
iii) B: Afix e Mfl, estuneisométrie, i.e. un opérateur linéaire continu tel que B (X) | r42 =
d
X1
iv) Pourtout X, Ye Al ., se(0,7]tel que E [{|X,V;|dr <oo:

t
[E(f X, dW,
S

t t
E(f X,dwr®f Y, dw,
S S

§5)=07

t
3?5) :[E(f XrYr*dT
N

y‘g).

12
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v) Pourtout X, YeA? ,:

2 .
M = —f |X,12dre ML,
0

f X, dW,
0

N. :[ X,dWr®[ YrdWr—f X, v dr Ebed-
0 0 0
vi) Pour tout X € Agx L Etn:Q— R™*4 (une variable aléatoire .#;-mesurable) :

t t
f andWr = n[ erWr, p.S.
N N
vii) Soient X e A", p=0, et 7 un temps d’arrét. Alors I X €AY | et p.s.:

t
X, dW, = f To.7 (8) Xsd W, £€ 10, T].
0

INT

0

viii) Pour tout p > 0, il existe deux constantes c, > 0 et C, > 0, telles que pour tout

Xe Agxk et pour tout temps d’arrét borné 0 <7 <o p.s.:

14

o 2
cpE (f |X3|2ds) Fr s[E( sup
T te[r,o]

o 5
(f IXslzds) 'ﬁ,),p.s.
T

p

t
f X, dW, y,)
T

< C,E

ix) Soit XeAZ , alors:
t t
<<B>>; =f X X;ds, et <B>, =f | X% ds,
0 0

de plus B(X) € 85 si et seulement si X € AZxk'

Remarque 1.4.1 On déduit a partir de (iv) que

[E( 323)=[E(fstIXrI2dr

et pour touts, t€[0,T], X, Y € AL, ., tel queE [} | X, Y;|dr <oo:

2

t
f X, dW, %), VXeA,,
S

S t SAL
[EU erWr®f YrdWr]z[Ef X, Ydr,
0 0 0

s ¢ SAL
[E<f erWr,f YrdWr> = [Ef Tr(X, Y, )dr.
0 0 0

13
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1.4.1 Formule d’Itd

Soit X € §Y de la forme
t t
X = X0+f bsds+f o,dW, Yte|0,T], p.s., (@)
0 0
ol (W) epo, 1) €st un .#,—M.B. k-dimensionnel et
b:[0,TIxQ—RY  ¢:[0,T] x Q—RYFK

sont des processus stochastiques progressivement mesurables tels que fOT |bslds < oo, p.s

0
etat—:Aka.

Définition 1.4.1 (Processus d’It6) Un processus stochastique X € S de la forme (1) sera
appelé processus d’Ito. Le coefficient b est appelé "dérive", et ac* la matrice des coefficients

de diffusion de X. De manieére plus simple, on va écrire,

dX; = b;dt+ o, dW;.
Théoréme 1.4.1 (Formule d’Itd) Soient ¢ € C12([0, T] x RY) et

A @(t,x) = (b, @} (£,%)) + %Tr(crta’;(pgéx (t,x)),
alors pour tout t € [0, T
t t
@ (1, Xy) = ¢ (0, Xp) +f0 ((p; (8, Xs)+ A @ (s,Xs))ds+f0 (¢l (5, Xs),0dWs), P-p.s.
Remarque 1.4.2 Si on utilise un calcul linéaire symbolique intuitif basé sur
dredtr=0, dredW,=0, dW;e dW; = I, dt,

alors la formule d’It0 peut étre réécrite comme suit

1
do (t, X)) =@, (6, X dt +{¢ (£, X,),dX;) + ETr (@l (1, X)) (dX, ®dX))).

14
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1.4.2 Théoréme de représentation des A>-martingales

Soient (Q, 7 ,{Z} 10,1, P) une base stochastique donnée et (W;) ;cjo,rj un mouvement
brownien k-dimensionnel. La principale hypothese dans cette sous-section est que la fil-

tration {F},, 1, est la filtration naturelle de (W) (o, 1)-

Théoreéme 1.4.2 Si M € M2, alors il existe un unique Z € A, tel que

t
M; =M, +f ZsdWs, t€[0,T].
0

1.5 Théoréme de Girsanov

Dans cette section, nous supposons que ’on donne une base stochastique (Q,.%,{.%},,P)

telle que .7 = 0( U ﬂt) et (W) tejo,77 un M.B. k-dimensionnel.
te(0,T]

Soit X € A(,’C, et définissons le processus,

t t
f<Xs,dWs>—f |Xsl?ds|, te[0, T].
0 0

Zy =exp

(Z1)reo, 1) €St Un processus stochastique continu positif et, de plus, une martingale locale
puisque par la formule d'It6

t
Zt =1 +f ZS (Xs»dWS>)
0

alors

Z .
[E(;t 3?5) <1, VOss<t = (Zo,1) €St une sous-martingale.
S
En particulier, EZ; <EZ;<EZy =1,V 0<s<T.

Lemme 1.5.1 Soit T > 0. AlorsE(Zr) =1 si et seulement si Z € M* (c'est-a-dire que (Zy) 0,1

est une martingale continue).

Proposition 1.5.1 Soit X € A}. Supposons que l'une des hypotheses suivantes soit satisfaite :

i) Il existe deux constantes c, y > 0 telles que
Eexp (yIthz) <c, p.p.tel0,TI.
ii) (Novikov) X € A, et

1 T
Eexp (5[ (XS,dWS)) < oo.
0
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iii) (Kasmalki)
1 T
Eexp (—f IXSI2 ds) < o0.
2 Jo
AlorsEZ; =1 pour tout t € [0, T] (et Z € M en utilisant le lemme précédent).

Théoréme 1.5.1 (Girsanov) Supposons queE(Z;) =1 pour tout t € [0, T]. Alors il existe une

probabilité unique Q sur (Q, %), F = a( U ﬁ}), telle que pour chaque Ae 7, t€ (0, T,
te[0,T]

dQL.7;
dP|.Z;

Q(A) =E(Z14) =[Ath[F°, =Zs,

et le processus stochastique (W) défini par

t€[0,T]

I3
W[:Wt—f Xds, te(0,T],
0

est un .Z,-mouvement brownien a valeur dans R* sous Q.

1.6 Equations différentielles stochastiques

Soient (Q, #,{Z:},.,r;,P) une base stochastique donnée, et (Wy) ;cjo,r) un #; — M.B. k-
dimensionnel. Notre objectif dans cette section est de présenter le résultat d’existence et

unicité des solutions aux équations différentielles stochastiques (EDS) du type :

{ dX, = b(t, X,)dt + o (£, X,) dW,, "

Xo=1,

o1 n € R est la condition initiale et les coefficients b et o sont des fonctions données
b:10,TIxQxRY—=RY,  0:[0,T] x QxR — R,

b(t, X;) est appeléla "dérive" (en anglais, "drift") de X et o (t, X;) 0* (¢, X;) est la matrice des
coefficients de diffusion de X. On rappelle les conditions bien connues suivantes :
» 1 est un vecteur aléatoire .#;-mesurable,

« les fonctions b et o sont & ® 4,;-mesurables.

Définition 1.6.1 (Solution forte) Un processus stochastique X € Sg est une solution (forte)

de (2) si pour tout T >0

T T
f Ib(s,XS)Ids+f lo (s, Xs)|>ds < 0o, p.S.,
0 0

16
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et

t t
Xt=17+f b(s,XS)ds+f o(s,Xg)dWs, Yte[0,T], p.s.
0 0

On obtient sous certaines conditions de Lipschitz I’existence et 'unicité de la solution
en utilisant le théoréme du point fixe de Banach.
A;) Condition de Lipschitz : il existe deux constantes positives L;, L, telles que pour

tous x,yeR?, on a
|b(t,x) = b(t, Y| +lo(t,x)—o(t,y)| < Lilx—yl+ La|x - yl.
Ay) Condition d’intégrabilité :

T
f (1b(s,0)| + |0 (5,0)1*) ds < o0, p.s.
0

1.6.1 Théoréme du point fixe de Banach

Nous donnons une variante du théoreme du point fixe de Banach. Soit {(V,,d,) : a = 0},
une famille d’espaces métriques complets telle que pour tout0<a<b:V, cV, avec une

immersion continue "Continuous embedding". Soit
V=nN420Va =NgenVa,

et supposons que V # @. Alors V est un espace métrique complet par rapport a la mé-

trique :
Z i da (x' y)
G241 +d,(x,y)

ix,xeV,n , , Xp — X — x;, — X aVa=o.
et si €V, neN*, alors dans Vv dansV,Va=0
n n

—00 —00

Lemme 1.6.1 SoitT:V — V une application satisfaisant : il existe ap = 0 et pour tout a = ay

il existe 6,€10,1][ tel que
dq (T (x),T(y) £64da(x,y) pour tout x,y € V.

AlorsT possede un point fixe unique, c’est-a-dire qu'il existe un unique x € V tel queT (x) = x.

(Le théoreme du point fixe de Banach correspond au cas (V,4,dg) = Vo, do), ¥V a=0).

Théoréme 1.6.1 Si X € S et les hypotheses (A1 -Ay) sont satisfaites alors 'EDS (2) admet

une unique solution X € S3.

17
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1.7 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Notre but dans cette section n’est pas de développer une théorie générale sur ce grand
probleme (EDSR), puisque nous traiterons ce probleme dans le chapitre deux, ainsi que
de ne faire aucun effort pour affaiblir les conditions de I'énoncé principal publié par [34].
En effet, nous préférerons simplifier I'idée et ne donner que 'idée générale, afin que les

idées principales soient aussi transparentes que possible.

1.7.1 Motivation

Soit (Q, #,{Zt} c10.1,P) une base stochastique donnée. Le probléeme de controle que

nous allons présenter (en bref) est déterminé par I'EDS

dXt = b(t,Xt, ut)dt+0'(t,Xt) th,
tel0,T], (3)

Xo = x,

ou W est un M.B. d-dimensionnel et u est un controle admissible c’est-a-dire u est un
processus Z-mesurable a valeur dans un espace compact A de R”, nous désignons par
U I'ensemble de tous contrdles admissibles, o, b sont deux fonctions boréliennes satisfai-
sant:

b:[0,TIxQxR%x A—RY, o:10,T] x Q x RY — R4,

de plus, vérifiant les conditions du théoreme 1.6.1. A cette équation nous associons la

fonction de cott

T
J) =[E(f 1(s, X5, us)ds+ g (X7) |,
0

olu g est une fonction de cott final, X est la solution de (3). En outre, ! et g sont deux

fonctions boréliennes bornées telles que :
10, TIxQxRYx A-R,  g:RY—R

Remarque 1.7.1 Les fonctions b, o, | et g sont dérivables en x et a dérivées continues et

bornées.

Définition 1.7.1 Un controle optimal @ est un controle admissible qui satisfait :

J (@) =min]J (u).
ueld
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Lobjectif du contréle optimal est de minimiser (ou de maximiser) la fonction de cotit ]

surld. Avant d’énoncer le théoréme de principe de maximum, nous définissons 'EDS

dop, = bl(t, Xy, 0 pedt + 0’ (8, Xp)p AW,
¢o=1,

en effet, cette équation étant linéaire avec des coefficients bornés, alors elle admet une solu-

tion unique. Par ailleurs, cette solution est inversible et son inverse vérifie 'EDS

(w0l (e, Xt)U;* (t, Xp) - bl (t, Xy, is))ds— .0 (t, Xpdw,,

'l//():l.

Afin de vérifier quey est l'inverse de ¢ il faut vérifier que, w¢p = pw =1 et ceci en applica-

tion de la formule d’Ito.

Théoreme 1.7.1 Soient @i un contréle optimal et X la solution de (3) relative a ii. Alors il

existe un processus (adjoint) Y continu et & -mesurable, tel que :

D Ye=E(yi¢78:Xn| F) + v [ ¢il(s X s,
i) H Xy, v V) < HE Xy, 01, V),V vE A, P-p.s,

out (I'hamiltonien) H est défini par
H(t: Xl’r l:ll') Yt) = l(t»Xtv ﬂt) + Ytb(trXt» ﬂl’)

Corollaire 1.7.1 Si la base stochastique est brownienne alors le processus (adjoint) (Yy) (0.1

est une solution de 'EDS a condition terminale suivante

dY; =—(bl(s, Xi, 0) Y, + o, Xy + I.(t, Xy, agp))dt+ydW;,

Yr = gh(X7),

4)

Yt = "7’/?([ - U;,(tr Xt) YZ’)

et vérifie l'équation suivante :

T
%)—[E(<p;g(XT)+ fo il (s, X, a5)ds)|.

t T
f (sdWs=E ((P”}g;(XT) +/ @5 L (s, Xs, u)ds
0 0
Finalement on trouve une équation différentielle stochastique a caractére nouvelle (4),
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appelée équation adjointe, il reste a prouver I'existence d'une solution pour cette EDSR,
E. Pardoux et S. Peng en 1990 qui ont établi le premier résultat d’existence et unicité de la

solution d’'une EDSR dans le cas général. Pour plus de détails, voir par exemple [14, 39].

1.7.2 Résultats classiques sur les EDSRs

Dans cette sous-section, nous supposons étant donné une base stochastique
(Q, 7 AZ 1} 110,11 P) @vec (Wr) seo,r) un M.B. k-dimensionnel et la filtration {7} ., ;, étant
la filtration naturelle de (W;) (o, ;- Notre objectif principal dans cette sous-section est de
présenter les équations différentielles stochastiques rétrogrades (en abrégé EDSR) de la

forme

tel0,T], )

le’ = _f(t» Yt,Z[)dt‘}‘Z[dW[,
Yr=¢,

ou, de maniere équivalente, P-p.s. pour tout ¢ € [0, T]

T T
Y=+ f £ (s, Ys, Zo)ds - f ZydW,,
t t

dontla solution (Y;, Z;) ;0,7 prend ses valeurs dans R” x R™*F, et ol on suppose dans cette
sous-section que :
e ¢{:0— R™, lacondition finale, est un vecteur aléatoire .#r-mesurable.

£:10,T] x Q x R™ x R™** — R™ ]e générateur, est une fonction aléatoire tel que :

o f(s21,2):10,TI xQ —R™, est Z-mesurable V (y,z) e R™ x R™*k,
» Nous désignions 'EDSR (5) par Eq(¢, f).

Définition 1.7.2 Une solution de Eq(¢, f) est un processus (Y, Z) € Sp,x\° . tel que (Y, Z)
satisfait 'équation (5) en P-p.s. pour chaque t € [0, T] et [, | f (s, Y5, Z5)| ds < o0, P-p.s.

Théoreme 1.7.2 (E. Pardoux, S. Peng) Supposons que le générateur f est Lipschitzien par

rapport a (y, z) uniformément en (t,w) i.e., AL, L, €R%, ¥ y, 7, z, Z, dt ® dP-p.s.
If(t,y,2) - f(£,7,2)| < Lily — y| + L2|z - 2.

De plus si
T
rEU |f (5,0,0) °ds +|£[?| < oo.
0

Alors 'EDSREq(¢, f) posséde une solution unique (Y, Z) € S2,x A?

mxk*
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Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans I'espace de Banach S3,xA?  en

k

construisant une application I de S;,xA2  en lui-méme telle que (Y, 2) € S5, xA? . est

k
une solution de 'EDSR (5) si et seulement si elle est un point fixe de T.

i) La premiere étape : Dans le cas ou f ne dépend pas de y et z, 'existence et 'unicité
de la solution sont données par le théoreme de représentation martingale 1.4.2.

ii) La deuxiéme étape : On construit une application :

: 8% xA? — 82 xA?

mxk mxk
u,"v) - I'wv)=%,2),
définie par :
T T
Yt :é_f f(S, US’ Vs) ds_f ZSdWSy S [0» T] (6)
t t

Il est clair que I’équation (6) posséde une solution unique grace a la premieére étape. Nous
devons montrer que 'application I' est contractante ce qui prouve I'existence et I'unicité
d’un point fixe (Y, Z) comme solution unique de 'EDSR (5). Pour plus de détails, le lecteur

peut consulter 'une des références citées au début du chapitre. m

Il sera tres utile de conclure ce chapitre en rappelant le théoreme de comparaison
qui joue un role trés important dans la preuve de I'existence d'une solution pour les EDSR
unidimensionnels avec un générateur continu ou seulement continu a droite ou a gauche

ainsi que dans de nombreux domaines d’application.

Théoréme 1.7.3 (Théoreme de comparaison) Soient ¢, f) et (&, f) vérifiant les hypothéses
du théoreme 1.7.2 pour m = 1. Soient (Y, Z) et (Y, Z) désignent les solutions associées aux
équations Eq(¢, f) etEq(, f), respectivement. Supposons que

() E<éP-pset

(i) f(t, Y, Z) < f(t, Y, Z) dPedt—p.p.

AlorsP-psweQ, Y, <Y,V tel0,T].

Preuve. Voir, par exemple, a [11, 22, 35]. m
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Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades a croissance logarithmique

Dans ce chapitre, nous considérons une EDSR unidimensionnelle avec un générateur
continu f qui présente une croissance logarithmique de la forme (|y||In(|yl)| + |zl IIn(z))).
Ce type de croissance se situe entre la croissance linéaire et la croissance quadratique.
Dans ce cas, 'intégrabilité carrée de la donnée terminale n’est pas suffisante pour assurer
'existence de solutions alors que 'intégrabilité exponentielle semble assez forte. Dans
notre situation, on devrait exiger une certaine p-intégrabilité sur la donnée terminale ¢
avec p > 2. Il faut noter que nous n’avons pas besoin du théoréme de comparaison dans

nos preuves. Ce chapitre est principalement basé sur [7].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous supposons que le quadruplet (Q,.#,{.% t}te[O,T] ,I?) est une base
stochastique, (W) ;¢ (o,r; un mouvement brownien k-dimensionnel et la filtration {#} .., 1,

est la filtration naturelle de (W) ;c(o 1), i.€. pour tout ¢ € [0, T] :
ﬁt:%\tW:a{Ws:ss tyvA.

Notre objectif principal dans ce chapitre est d’étudier les équations différentielles sto-

chastiques rétrogrades (en abrégé EDSR(s)) de la forme

{ dYt = —f(t, Yt,Zt) dt+ thWt,
tel0,T], (1)

YT:€»
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Chapitre 2 : EDSR a croissance logarithmique

ou, de maniere équivalente, P-p.s. pour tout ¢ € [0, T
T T
V=g [ fevazads- [ zaw,
t t

dont la solution (Y7, Z,) ;0.7 prend ses valeurs dans R x R¥, et

e ¢:Q — R, est une variable aléatoire .#-mesurable.

e [0, TIxQOxRxRF >R, le générateur, est une fonction aléatoire tel que :

o f(s212):10,TI xQ—R, est Z-mesurable V (y,z) € R x R¥.

o Nous désignions 'EDSR (1) par Eq(¢, f).
Nous allons prouver I'existence et 'unicité des solutions de 'EDSR Eq(¢, f) sous les hypo-
theses suivantes :

H;) Lacondition d’intégrabilité de la solution en temps final

Il existe une constante A positive suffisamment grande telle que
EIE1° ! < oo,

H,) Lacondition de continuité et de croissance logarithmique du générateur
i) f estcontinue en (y,z) pour presque tout (z,w).
ii) Il existe une constante positive ¢, et un processus positif &-mesurable (1) 1[0, 7]

vérifiant,

r M1
E 7l ds < oo,
0

et tels que pour tout ¢, , y, z:
If(t,w,3,2) | <n;+Klylln(lyl) |+ colzl VIIn(lz])].

H3) Il existe un processus positif &-mesurable (v;) (o 1), une suite réelle (Ay)y>1, et
des constantes M =1, r >0, g >0 tels que:
i)
T
[Ef lvg|?ds < oo.
0

ii) Pouttout Ne N*, 1< Ay <N" et

lim AN = 0Q.

—00
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iii) Pout tout N e N* et pour tout y, j, z, y tels que |y, |7l, 1zl, |zl < N:

(=7 (f(twy2) - f(t0,7,2) Yo, =N
< Mly - jI*In(Ap)

+ M|y - ylz—ZzZ|V/In(An)

1
+ M n(Ay) .
An

2.2 Estimations a priori

Pour prouver le théoréme 2.3.1, nous avons besoin des lemmes suivants. Notez que le
premier lemme est assez technique. Nous supposons sans perte de généralité que |Y;| est

suffisamment grand.

2.2.1 Lemmes techniques

Lemme 2.2.1 (Lemme technique) Soit(y,z) € RxRF tel que y est suffisamment grand. Alors,

pour tout Cy >0, il existe C, > 0 tel que,

2
C1IyIIZI\/Iln(IZI)IS%+C2Iylzln(lyl). )

Preuve. Si |z| < |y|, I'inégalité (2) est évidente. On suppose maintenant que |z| > |y|. Le

nombre a = % est alors strictement supérieur a 1. Comme nous supposons que y est
suffisamment grand et que |z| > |y|, alors |z| est également suffisamment grand, et nous

obtenons

CilyllzlVIn(z]) < Cralyl? (\/ln(a) + \/ln(lyl)),

et

|21 2 2@
—?+@mwmﬂ=m(7+@mwﬂ-

Et par conséquent,

Cira\/In(|yl) < % (%2 +2Cfln(|y|)).

De sorte que nous devons simplement prouver que,

a? a?
Tt Crav/In(a) + C2In(lyl) < >+ CoIn(lyl).
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Soit r une constante telle que

r:max{zelR:Cl\/ln(z) = Z}

Sia=r,alors
2

CiavIn(a) < a .

4

Si a < r, alors on obtient

Cray/In(a) < Ciry/In(r) < Cy < CyIn(lyl).

Cela termine la prouve I'inégalité (2). m
Le lemme suivant (établi dans [4]) est une conséquence directe des inégalités de Hol-

der et de Schwarz et de Young.

Lemme 2.2.2 (Lemme technique) Pour tout $€11,2], A>0, ye R™ ! etz € R™k ona,

B-1

2
z|°.
4||

2-f oy .2 1 o 1 5 5
A +— -~z s —=A%|y]* -
izl +—=1yl |z" 512l B-1 [yl

2.2.2 Estimation a priori de la solution

Lemme 2.2.3 (Estimation de Y) Soit (Y, Z) une solution de 'EDSR (1). Soit A = 2K + 1. Sup-
posons en outre que (¢, f) vérifie les hypothéses (Hy) et (Hp). Alors, il existe une constante Cr,

telle que :

T AT
E sup IYtlehJrl SCT[E(Ifle”“+f Ins|® +1ds).
te[0,T) 0

Preuve. Soit A un nombre réel positif suffisamment grand. Soit ¢ : [0, T] x R} — R*, ¢(t,x) =

leeM“. Nous définissons I'application sgn : R — R par
sgn(x) = —Tix<o} + lix>0}-
Nous avons

@, (t,x) = AeM In(x]) [x1€ T,
@' (t,x) = (e“ + 1) IxIeM sgn(x),

@l (t,) = (€M +1) €M [x1°" " sgn(x).
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On définit une suite de temps d’arrét {7;};-o comme suit (voir le corollaire 1.3.1) :
. YA Py 2et o g2
Tk:mf{tzO: (f (2 +1) 1v2" 1z ds)letl > k}.
0

Par la formule d’It6, on a, P-p.s. pour tout t € [t ATy, T ATk]

TAT)

@(tATE Yinr,) =@ (T ATk, YT/\Tk)_f (p't(s, Yo ds

AT

TATk
-= f Tr(Zs Z; @'t (5, Ys))ds
t

ATk

TATk
+f <(P;C (s, Y5) ;f (s, Ys, Zs)> ds
t

ATj

TAT
_f <(ch (sy YS))ZSdWS>'
t

ATj

En utilisant '’hypotheése (H,) on trouve

A(tate) 41 ATATE) 1 TAty 151
|Yone,|° = |¥rae,|° —f AP In (1Y) 1Y€+ ds
[

ATk

1 T/\Tk 1 1 Ls
——f IZSIZ(e S+1)e S|Y,¢ " lds
t

2 ATj

TAT) s
+f (e“ + 1) V41" sgn(Yy) £ (s, Vs, Zs) ds
t

AT

TAT s
—f (e"s + 1) V1€ sgn(Ys) Zed W,
t

ATp

MTATE) 41 TATe As
<|Yrar,|° —f AN In (V) V1€ ds
t

ATj
1 T/\Tk s
__f |ZS|2(eA.S+l)e/ls‘lysr,’)L _lds
2 IATk
TAT) 1 s
+f (e 5+1)|Ys|e (ns+K|YslIn (1Y) ds
IATk
TAT 1 1s
o R GRS P PAN R PR
INTk

T/\Tk 1 s
—f (e S+1)|Ys|e sgn(Yy) ZsdW.
t

AT

Linégalité de Young (Jabl < %Ialp + é |bl9, pour p = e? +1, et é =1- %), fournit I'inégalité

suivante
els

+1
s .

s s M+l
(e + 1) ¥l ny < 1l (02 41
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Pour |Y;| assez grand et grace a la derniere inégalité on a

/l(ZArk)+1 A(TArk)+1 TAtg As
e < |Y7are|® - 2eM 1Y€ In (1 Ysl) ds
INTk

1 TAT) 1 1 s
——f 1Z52 (€M + 1) €21 ¥,1<" L dis
t

AT

TAT 151
+f Y€ "ds
t

ATk

Ttk S B
+f et + 1) n? *lds
INTk

TAT) 1 s
+f K(e s+1)|Y5|e n(Ys) ds
t

AT
TATk 1 As

+f co (€' +1)1%1¢" 1 Z VI (1 Z;Dids
IATk

TATk 1s
—f (e“ + 1) 1Y€ sgn(Ys) Zsd W,
t

ATj

Notons que pour A > 2K +1, on a (1e's - K(e“ +1)-1) >0, et donc en utilisant le lemme

2.2.1, on déduit, pour A assez grand, que :

co (e“ + 1) 1Y511Zs) v/ IIn (1 Zs))] < (e“ + 1) e“@ + (Ae“—K(e“ + 1) - l)ln(IYSI) 1Y,[2.

Alors,

TAT)
As
e +1d
S

M+l
e

|YtATk|e)L(t/\rk)+1 - |YTATk|eA(TArk)+1 +‘[t

TATk 1s
—f (e“ + 1) 141" sgn(Ys) ZsdW.
t

ATk

(e“ +1
AT

Si on prend 'espérance, on obtient
| Vone | < E Vg |7 4 (AT 4 1)e”“ E fo s
En passant a la limite en k et en utilisant le lemme de Fatou 1.1.1, on obtient
[EIYIIQMJrl < [EIfI"MJr1 + (e“ + l)e”H [EfOTnih“ds.

Pour compléter la preuve, on utilise I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy 1.3.4. m
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Lemme 2.2.4 (Estimation de Z) Soient (Y, Z) une solution de 'EDSR (1). Alors, sous les hy-

potheéses (H)) et (Hy), il existe une constante positive C (T, ¢y, K) telle que:

T o T
[Ef IZslzdssC(T,CO,K)E(|<f|2+ sup |Yl¢ +1+[ |ns|”ds]|.
0 se[0,T] 0

Preuve. La formule d’It6 montre :

T T T
Y2+ f | Z2ds = (€2 +2 f Yof (5, Yy, Zs)ds -2 f Ys ZodW,
t t t
T
s|f|2+2f 1¥el (e + KTVl ¥eD)l + o1 /T ZeDT ) ds
t

T
—2[ YSZSdWS'
t

Puisque |Y;| assez grand, on a pour tout £ > 0, | Y[ [In(|Y;])| < |Y5/>*¢, nous utilisons le
lemme 2.2.1 pour montrer qu’il existe une constante positive K; dépendant de ¢, et K

telle que :

1 T T
—f | Zs|?ds < &)+ T sup |Y3|2+f |ns|2ds+2TK1 sup |Ygl?*t€
2J; €0, T] t s€[0,T]

T
—2 f Y, Z.dW;.
t

Puisque |Y;|>*¢ > |Y;|?> pour |Y,| assez grande, alors il existe une constante positive K, =

|

K> (T, ¢, K) telle que :

T
f Y, Z,dW,

t

T T
f | Zs|?ds < K [ 1€]? + sup |Y3|2+f [ns|*ds+2TK; sup |Y;/**€ +
t se[0,T] t s€[0,T]

Si on choisit € = e’ — 1, on obtient

T
f Y, Z,dW,

t

r 2 2 Myl r 2
E| |ZJ*ds<KE[|E*+ sup |Yil + | |ns|"ds+ sup
0 s€[0,T] t te[0,T]

|

Grace aI'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy 1.3.4 et I'inégalité de Young (lab| < - |al® +
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Chapitre 2 : EDSR a croissance logarithmique

3€|bl?, £ > 0), alors il existe une constante universelle ¢/ >0 pour tout & > 0

1
T 2
smE(f IYslleslzds)
0

1
T 3
</?'E sup IYSI(f IZslzds)

s€(0,T] 0

E sup

T
f Y Z;dW,
tel0,T]

f’ Eﬁ’ T
<—E sup |Y5|2+—[Ef | Zs|* ds.
€ sel0,T] 2 Jo

Sil'on choisit € suffisamment petit, on obtient le résultat souhaité. m

Lemme 2.2.5 (Estimation de f) Si les hypotheses (H,) et (H,)-(ii), sont vérifiées, alors

T _ T 2 T
[Ef |f(s,Ys,Zs)|adssK(l+Ef (Insl +|Ys|2)ds+Ef IZslzdS)»
0 0 0

olLa = % a €11,2[ et K est une constante positive qui dépend de cy et T.

Preuve. Observez que I'hypothése (H,) implique qu'’il existe des constantes positives ¢, ¢,

et @ avec a €]1,2[ et un processus stochastique 7 =7+ c; tel que :

|f (bw,y2)|<|f(twyz)|+1
<7+ 1+Klyl|In(1y)| + colzl v/ In (2] 3)

<([@:+1)+alyl® +c2lzl®.

Nous utilisons successivement I'inégalité (3), I'inégalité |a+ b|" < (1v 2"~ 1) (lal" +|bl"), r >0,

pour montrer que

f |f (s, Ys, Z9)|* ds<[Ef (e +1) +c1 1Yl + 21 Z5*) “ ds
2 T
< (1v29) rﬁf (s + 1) + ¢ (V)% + & (IZSI)““)ds
0
9 T
<(1v2% [Ef (ns+c1+1) +C1|YS|2+(,‘2|ZS|2)dS

< (1v29) [Efo (v 22 (sl + e + 1)+ e 1Vl + e 1212 ds

T
< K[E(l +f (|ns|2 F1YS% + |Zs|2)ds) < oo.
0

Ce qui achéve la preuve du lemme 2.2.5. m
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2.2.3 Approximation par des EDSR lipschitziennes

Lemme 2.2.6 (Approximation de f) Il existe une suite de fonctions (f,) telle que,
c1) Pour tout n, f, est borné et globalement Lipschitz en (y,z), p.p. t € [0,T] et P-p.s.
weQ.

C2)

sup |fn (t,0,,2)| =n¢+ Klyl|[In(Iyl)| + co Izl VIIn (Iz])], P-p.s., p.p. t€ [0, T).

neN*

c3) Pour tout N e N*, pn (f — f) — 0 lorsque n — oo,

N

ou

|
0 \Iyllzl=N}

pN(f):[Ef sup |f(s,y,z)|)ds,

est une semi-norme c'est-a-dire que

{ D pn(f+8)=pn(f)+on(g),
2) pn(Af)=1Mpn ().

En particulier p (0) = 0 mais il manque la propriété "p(f) =0 = f =0" pour que p soit une

norme.

Preuve. Soit a, : R> — R* une suite de fonctions lisses a support compacts qui approxi-
ment la mesure de Dirac en 0 et qui satisfont [ a, (1) du = 1.. Soit v,, de R?> a R* une suite
de fonctions lisses qui vérifie que 0 < |v,| < 1, w,(u) = 1 pour |u|l < n et y,(u) = 0 pour
lul=n+1.0npose, 4, (t,y,2) = [ f(t,(y,2) — u) ag (W) duy, (y,2). Pour n e N*, soit g(n) un
entier tel que g(n) = n+ n®. Il n'est pas difficile de voir que la suite f, := €4, satisfait a

toutes les assertions (c;)-(c3). m

2.2.4 Convergence

En utilisant les mémes arguments et les arguments standard des EDSRs utilisés dans
les preuves du lemme 2.2.3, du lemme 2.2.4, du lemme 2.2.5 et du lemme 2.2.6, on peut

prouver les estimations suivantes.

Lemme 2.2.7 (Estimation de (f,,),(Y /", Z/")) Considérons f et ¢ comme indiqué dans le

théoréme 2.3.1. Soit (f,) la suite de fonctions associées a f par le lemme 2.2.6. Soit (Y, /)
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une solution deEq(é, f,,). Alors il existe des constantes Ky, K, et K3 telles que :

T i _
i) sup [Ef |1ZI"?ds < Ky,
n 0
i) sup E|Y{"1°" ds < Ky,
n

g Fu o fy @ <
iii) sup [Ef |fn(s, Y{", ZIM|%ds < K,
n 0

2.2.5 Estimation entre deux solutions

Proposition 2.2.1 Pour tout ReN, 1< f<min(3-a,2),5 < %min(%, %), ete >0, il existe

No >R tel que pour tout N> Ny et T' < T':

2

. b _yhmp g [ zl-z
limsup E  sup |Y;" =Y;"|" +E 5 ds
n,m—00 T'—8)",T" (T'-6)* " - =
te(( ) ] (lYSf _ st |2 + UR) 2
l
<e+——e limsup E|Y] - v/,
,3 -1 n,m—-o0
ol
’p
CN:Z,B 1ln(AN), vr=sup{(An)"': N>R}, k=3-a-p,
et ¢ est une constante positive universelle. Pour N € N*, on pose,
A=Y -vIPr@an™, e o =1y 1zl 20,

Lemme 2.2.8 Supposons que les hypotheses de la proposition 2.2.1 soient satisfaites et que

x =3 —a— . Alors, pour tout C >0, on a,

B T B , b T’ b_
eCIA? +cf eCSAgdsseCTA;,—ﬁf N 1<st"—st’",(Zsf”—me)dWS>
t t

2

T b_
S N VP
t
2— T 5_
+ ﬁ( > ﬁ)f eCSAf 2|(Zsfn_Z{m)*(stn_stm)lzds
t
+J1+J2+]J3,
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ol

o1 T e
11=ﬂeCTﬁf A O (5) | fals V", 20 = fns, Y, 201,
t

B-1

T’
Jo =BT (2N? + 1)) © {ft sup |fu(s,3.2)— f(s,3.2)|ds

lyllzI=sN

T/
+f sup |fm(s,y,z)—f(s,y,z)|ds},
t

lyllzIsN

T s i R S
13:/5sz eCSA? (Asln(AN)+|Ys"—YS’"||ZS”—Zs’”I\/ln(AN))ds.
t

Preuve. Pour simplifier les calculs, nous supposons (sans perte de généralité) que I’hypo-
these (Hs) — (iii) est valable sans le terme multiplicatif 1), )<n;. S0it 0 < T' < T, C > 0, alors
pour tout ¢ < T’, en appliquant la formule d’It6, on obtient,

2
zln— zIn"ds

B T’ B , b T B_
e“IA’ +Cf e AZds=eCT A%,—gf eCSA2 !
t t

T p_q
+ﬁf eCSA? (st"—st'")(fn(s,ysf",zf")—fm(s,stm,Zf'"))ds
t
" CSABV by (e ot
—ﬁf eCony (v =y (z] - Zl")aw)
t
T B_y
—ﬁ(g—l)f N 1zl - Zi o) - v{mas.
t
Posons maintenant, on va diviser I'intégrale suivante en quatre :

T p_
]:ﬁf A? leCS(YSf”—st’")(fn(s, Yl ZIm) — futs, st’",Zsf"’))ds.
t

Utilisons a présent le fait que @(s) = |Y3f |+ |Y3f’”| + |Zsf”| + |Z3fm |, pour diviser I'intégrale J en
quatre morceaux, en écrivant

J=J+T5+15 414,
ou
( ) (a5, Y 28 = fnts, VI, ZE) Vi mds,
( ) (£ ¥ 28 - 105, Y8, 2 Vo=mds
h=p " eOa T (v -l (106 Y 2 - £ ¥ 2 Yagemds,
[ =)

vl =yl (s, vd, 20 = futs, Y7, 20 10 2mds.
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1
Nous procédons alors a I'estimation de J. Nous utilisons le fait que |st " — st "| < AZ pour

obtenir

(T B2
Ji < et ft A 1 fls, YT ZIM) = s, Y™, ZIM) o> myds

<J

et

547y <Ja.
Finalement, en utilisant I'’hypothese (Hs), on a,
T' B_y
< ﬁsz A2 eCs (Asln (AN) + YT = I 20 —Zsf’”I\/ln(AN)) o<y ds
t
< ]3.
Lelemme 2.2.8 est démontré. m

Lemme 2.2.9 Supposons que les hypotheses de la proposition 2.2.1 sont satisfaites et po-

2
sonsy = zjgfﬁ . Alors, il existe une constante universelle ¢ telle que,

2

7 zlr -zl

E sup |Y/"- th’"lﬁ+[Ef
te[(T'-0)",T] (1'-8)" (

ds

2-p
|stn_Ygfm|2+UR) 2

¢ ¢ A
< —— R Y] - vIrP e —
p-1 F=1(apn:?

AY

4¢ 1 -1 x
+FﬁK3" (4TK>+Tvg) 2 (8TK»+8Ky)?
p-1
2

+%59CN6 2N?+v1) % (on(fu—f)+oN(fn—1)).

N)T

Preuve. On choisit Cy = 2][\34—_2{i In (An) dans le lemme 2.2.8. En utilisant le lemme 2.2.2, I'in-

égalité de Burkholder et I'inégalité de Holder (puisque

-1 . .
% =1), on montre qu'il existe

33



Chapitre 2 : EDSR a croissance logarithmique

une constante universelle ¢ > 0 telle que pour tout § > 0,
T b_

eNsA2 N zIn -z 2ds

B

(eCNng)HEf
] (1'-6)"

T
< + £ [[Ef Asds]

-1 N¥ 0
T _

E fo |fn(s.Yﬁ,Z{")—fm(s,st'",Zf'")st]
(ow (= 1)+ = 1)}

E sup

te[(T'-86)*, T
= T 5
[Ef @ (s) ds] x
0

|ll—

B
A7

eCNT' {E

p-1
2

+B (2N* + 1)

zln_ zln
ds

T!

On utilise le lemme 2.2.6 et le lemme 2.2.7 pour obtenir pour tout N > R,
2
iy —y/mp +Ef
(T'-6)*
(1" = v 12+ va)

2-p
2

E sup
re[(T'=8)",17]

CnO In _ Jm B -8

< 5oy {Ed - viP e av

p-1 x e
o (4TKy + Tog) 7 (BTKz +8Ky)? (41(;)

p-1
z

+ BN+ ) (pn(fa )+ px ()]

2

Z:S‘fﬂ _ Zsfﬂl
ds

T!

25
2

Alors

E sup IY[f”—Yf'”IﬁHEf .
te[(T/_6)+'T’] o (| stn - stm|2 + UR)
0

Y

A1 (ay?
Y

=53 eOVE Y - vInP 4
a B-1 X
BK; 4TK; + Tvg) T (8TK, +8Ky)2

(on (fu=f) +on(fin— 1))

K

AN)T

+ﬂ
eCN5ﬁ(2N2+ 1)

p-1
z

+_

-1

Y
AN

Le lemme 2.2.9 est démontré. m
Preuve de la proposition 2.2.1. En prenant § < % min (% %) on dérive

Y

A
NK:0=lim 7

N=eo (Ap)2

lim
N—oo (An)r

Pour terminer la preuve de la proposition 2.2.1 on passe a I'imite successivement en n et

N en utilisant I’assertion (c3) du lemme 2.2.6. =
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2.3 Existence et unicité de la solution

Théoreme 2.3.1 Sous les hypotheses (H,—Hs), 'EDSR Eq(¢, f) admet une solution unique
(Y, 2) € 8¢+ x A2,

Preuve.
Existence. En prenant successivement 7' =T, T' = (T -6)*, T' = (T - 26)*,..., dans la pro-

position 2.2.1, on montre que pour tout f€]1,min (3 - a,2)|

2
78— 7l

ds|=0.

T
lim |E sup |Y[f”—th'"|ﬁ+[Ef
0

—
(mm)—oo |~ re[o,T] 2

(lefn _ stm|2 + VR)

En utilisant I'inégalité de Schwarz, nous avons,

2
Zsfn _ Z{m

T 2 T T 2=
[[E/ |Z{”—Z['"|ds] s[Ef —ds [Ef (|st" —y/m2y uR) 2 ds.
0 0 3 0
Dulemme 2.2.7, on obtient
T 2p
[E[ (|st" —y/m2y UR) 2 ds < 0.
0
Il s’ensuit que :
T
lim |E sup |v/"—v/"P +[Ef |z~ zImds| =o.
M=o\ " te[0,T) 0
Alors, il existe (Y, Z) tel que
T
E sup |Y;lP +[Ef | Zs|ds < oo,
te[0,T] 0
de plus
T
lim (E sup |V/" - Yt|ﬁ+[Ef \ZI" - Zgds | =o.
N—0o\  tefo, 11 0
En particulier, il existe une sous-suite (Y/, Z/+) telle que
: o _ I _ _ -
lim (1Y - vl +1Z]" = Z,|| =0, p.p. te(0,T), P-ps.weQ. 4)
n—oo
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Il nous reste a prouver que

T
ba.
f |fn(8, stn’ Zsfn) - f(S, Ys, Z5)|ds Pt 0.
0 oo

D’abord, 'inégalité triangulaire nous donne

n __ T fn fn _
I"=E o |fn(s; Yi*, Zg") f(S; Ys, Z)lds
! fo ot fo ot ! fo ot
S[Ef |fn(3; ststn)_f(S, stngn)|dS+[Ef If(s; anstn)_f(sv YSJZS)|dS
0 0

=17 +13.

Nous allons montrer que lim,_., 1" = 0. En utilisant le fait que

. (v +12)®
{ivfmeizim=nt = Ne-

On obtient :

T
= [Efo \fuls, Y, 2 = £, v, 20 ds

T
< [Ej(; | fn(s, stﬂ’Z{n) - f(s, stn,Zsfn)lﬂ{|y}f”|+|zsf”|zN}dS

T
HE[O s Y,z - fs, Yffn'Z!n)|ﬂ{|ysf"|+|z!"|sN}ds

[SIE

spn(fu-f)+ 2Ks (TRe + &)

N@-a)

En passant aux limites premierement sur » et ensuite sur N on obtient,

T
lim I = lim [Ef \fuls, Y, 20y = £(s, Y, ZzI)ds = 0.

n—oo

Ensuite, on commence a démontrer que lim,_,I7 = 0. Comme (Y/, Z/*) converge vers
(Y,2), p.p tel0,T], P-p.s. w € Q, d’apres (4) et en utilisant le fait que la fonction f est conti-

nue en (y,z), p.p. t€ [0, T], on obtient,
lim |£(z, Y/ zIM - £(t,Y1, Z)1 =0, p.p. te0,T], P-p.s.w e Q.
D’autre part le lemme 2.2.5, les assertions (i) et (i) du lemme 2.2.7 assurent que la famille
{lf(t, vin 2 - p, Y, Z)) ine N*},
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est uniformément intégrable a partir de la proposition 1.1.2. Par conséquent, une applica-

tion du théoreme 1.1.2 permet d’obtenir

T
lim 1 = lim [Ef \f(s, YT, ZIm) = £(s, Yy, Zg)lds = 0.
mEJ,

n—oo

Lexistence de solutions a Eq(¢, f) est démontrée.

Unicité. Soient (Y, 2) et (Y, Z) deux solutions de Eq(¢, f). En raisonnant comme précé-

demment, on peut montrer que : Pour tout R >2, fe€]1,min(3—a,2)[, § < % min (% r"—ﬁ) et

€>0, il existe Ny > R tel que pourtout N> Nget "< T

r |ZS_ZS\2 ds

E sup IY[—Y[|ﬁ+[Ef

- b
te[(T'-8)",T'] (T'-6)" (|Ys _ Ys|2 + VR)T

¢ i
<e+ —leCN‘s[EIYTr —YpIP.

On prend successivement 7" =T, T' = (T - §)*, ..., pour compléter la preuve d’'unicité. m
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous donnons deux applications. La premiere consiste a étudier
I'existence d'une stratégie optimale pour un probleme de controle stochastique de dif-
fusion. Le probléme est formulé comme une EDSR a croissance logarithmique et a valeur
terminale L”(p > 2)-intégrable. Rappelons que dans le chapitre précédent nous avons dé-
montré I'existence et I'unicité des solutions pour ce type d’équation, et maintenant nous
appliquons directement ce résultat. Il est évident que le générateur de croissance loga-
rithmique se situe entre le générateur de croissance quadratique et le générateur de crois-
sance linéaire. Par conséquent, nous verrons également comment passer de la résolution
d’'une équation de croissance quadratique a la résolution d’'une équation de croissance lo-

garithmique. Dans ce chapitre, nous nous appuyons sur les références suivantes [3, 4, 7].

3.1 Introduction

Nous considérons dans ce chapitre une base stochastique brownienne (Q,.Z,{.%;},,P)
telle que (W,);cpo,r; un M.B. k-dimensionnel, R*. Considérons une application o : [0, T] x
R* — RF*k satisfaisant les hypotheses suivantes :

A;) o est Z-mesurable.

A,) Condition de croissance linéaire : Il existe une constante C telle que :

lo(t,x)—0o(t,y)l = Clx—yl,

v (t,x,y) €10, T] x RF x RF,
lo (¢, 0)| = C(1+]x]),
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As) Pour tout (¢, x) € [0, T] x R¥, la matrice o (¢, x) est inversible et
o' (t,0)|=C,

pour certaines constantes C.

Soient X, € R et X = (X;) sc(o, 1y une solution de 'EDS suivante :
t
Xt:XOJ'-f U(S’XS)dWS) re [07 T]; (1)
0

le processus (X;) e[, 1 €Xiste grace au théoreme 1.6.1, puisque o satisfait (A;—A3). De plus,

on a I’estimation suivante (voir par exemple dans [36])

E sup |X|” <oo, pour tout p € [1,+o0].
s€[0,T]

3.2 Controle stochastique des diffusions

Soient A un espace métrique compact et U/ '’ensemble des processus &Z-mesurables
u = (Uy)epo,17 @ valeurs dans A. On dit que ¢/ désigne I'ensemble de tous les controles ad-
missibles.
Soit
f:10,T] xRF x A — RF,

tel que
M;) Pour chaque a € A, I'application (t,x) — f (¢, x, a) est mesurable.
M;) Pour chaque (t, x), 'application a — f (t, x, a) est continu.

M3) Il existe une constante K > 0 telle que
|f(t,x,@)| < KA +IxD), ¥ (£,x,a) €0, T] xR x A. )
Pour une stratégie de controle admissible donnée u € U/, le processus exponentiel,

t 1 t
T =exp fo g—l(s,Xs)f(s,Xs,us)dWs—EfO |g—1(s,Xs)f(s,Xs,us)|2ds , te[0,T1,

est une .#;-martingale sous les hypotheses précédentes et ceci grace a la proposition 1.5.1.

Par conséquent, E(I'}) = 1 en utilisant le lemme 1.5.1. Le théoréme de Girsanov 1.5.1 ga-
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rantit alors que le processus
t
Wi =w; —f o7 (5,X5) f (s, X5, us)ds, £€[0,T], 3)
0
est un .%;-mouvement brownien, sous la nouvelle mesure de probabilité
P“(B)=E(I'%1s), Be Zr,
ce qui est équivalent a P. En combinant (1) et (3), on peut écrire
t t
X=X, +f f (s, X, ug)ds+f o (s, Xs)dW{, re [0, TI.
0 0

Ce sera notre modele pour une équation différentielle stochastique controlée, dont le cas
ol seulement le dérive est controlé.

Avant de spécifier I'objectif de notre jeu de controle stochastique, considérons deux
applications h et g sous les hypothéses suivantes :

A4) h:[0,T]xRFx A — R est Z-mesurable et pour chaque (¢, x) I'application a — h(t, x, a)

est continue. De plus, il existe une constante positive K > 0 telle que
|h(t,x, @) <K(1+x), V (t,x,a) €[0,T) xR" x A,
As) g:RF — R estune fonction continue et il existe une constante positive C telle que :
g sCca+ixD, ¥ xeR".

Nous allons étudier un controle stochastique avec un seul joueur. Le controleur doit choi-

sir une stratégie de controle admissible u € &/ pour minimiser la quantité suivante,
T
f h(s, X5, us)ds+ g (X7). 4)
0

On peut donc dire que le controleur a I'intérét de rendre la quantité (4) la plus petite pos-
sible, au moins en moyenne. On arrive donc a définir la fonction de cofit (ou aussi appelée

un critere de performance) comme suit

T
I(u)=[E“U h(s,Xs, us)ds+g(X7)|, (5)
0
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ol E* désigne I'espérance par rapport a P*.
Lobjectif d'un probleme de controle est de déterminer I'infimum pour le critere (5) de

trouver une stratégie d’'intervention # telle que pour tout u e U,
J(@) <J(w).

Un tel controdle # (s'il existe) est appelé un controle optimal pour le probléme et J (i7) est
appelée le cotit optimal (ou bien performance optimale). Soit 7 une application a valeurs

dans R définie comme suit
H(t,x,z,u) =20 L (t,x) f(t,x, u) + h(t,x,u), ¥ (t,%,2,u) €[0,T] x R x RF x A. (6)
La fonction H est appelée le Hamiltonien associé au controle stochastique tel que :

Pour tout z € R¥, le processus (H (¢, x, x, u)) est Z-mesurable.

te[0,T]
Lemme 3.2.1 Le hamiltonien H satisfait les conditions (Hy) et (Hs).

Preuve. Pour (H,), il n’est pas difficile de montrer que pour tout (¢, x, z, u), il existe des

constantes C et ¢ telles que :

IH (t,x,2,u)| < Cexp (Ix]) + co |z| v IIn (| z])].

Ensuite, nous allons prouver que H satisfait également (Hs). En effet pour tout |y|, |7I, |zl,

|Z] = N, nous avons :

(y=7)(H(t,x,2,0) = H (t,x,2,W) Vp,w)=N}
= |J/_ J7| |H (t)xr Z, u) - H (t; X, Z; u)' ﬂ{v,(w)SN}

<|y-7llz=2l|o™" (¢, 0| | f (&, %, W] Yo, @<

. 2 p— P .
On prend maintenant v = (e|f (50,10 )t o7 &t comme o ! borné par une constante C, il
€10,
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s’ensuit que

(y=7)(H(t,x,2,0) = H (t,x,2,W) Vp,w)=N}

< C|y—}7| |z —Z| |f(t,x, u)’ﬂ{|f(t,x,u)|zslnN}

<Cly-7j|lz—zl VIn(An).

Pour compléter la preuve, nous allons montrer que (e|f (X | appartienta L7 ([0, T] x Q;R™)

IZ)
tel0,T
pour certain g >0, nous avons,

T 2\|4 T 2 2
[Efo |exp(|f(s,Xs,us)| )| dss[EfO exp (gK~ (1 +1X7)%)ds
T
<exp (26]K2)[Ef exp (2gK* 1 X1%)ds
0

5Texp(ZqKZ)Eexp(ZqK2 sup IXSIZ),
5€10,T1]

et, puisque o est a croissance linéaire, il est bien connu que

Eexp|2gK? sup |Xgl*| < oo,
s€l0,T]

pour g assez petit. m

Pour construire un controle stochastique, nous devons trouver une stratégie de controle
admissible @ € U pour notre controle stochastique. La fonction Hamiltonienne définie
dans (6) atteint son "infimum" ('infimum est le plus grand minimum) sur '’ensemble A a

quelque (¢, x, p) €U, pour tout (£, x, p) € [0, T] x R* x R donné, a savoir,
Iirelg’}-[(t,x, u,p)=H(t,x,a(t,x,p),p).

Soit maintenant

H (t,x,2)=inf H(t,x,u,z),
ucA

ou X est la solution de (1). Soit (Y;)sc(o,7) le processus construit comme dans le théoreme
2.3.1 avec (H, g). En utilisant le théoréme 2.3.1, alors il existe une paire unique (Y, Z;) (o, 11
telle que

T T
Y=g (X7) +f H (s, Xs, Zs) ds—f ZdWg, te [0, T].
¢ t
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Théoreme 3.2.1 Le contréle admissible ii est optimal pour le controle stochastique, c’est-a-
dire,

J@)=Yy<J(uw), Vuel.

De plus,

Yo=infJ(u) =J ().
ueld

Preuve. Montrons que Yy =] (). Il s’ensuit que

T T
Yo =g (X7) +/ H (s, X5, Zg) ds—f ZsdWg
0 0

T r .
=g (X7) +f h(s, X, zl(s,Xs,Zs))ds—f ZdW.
0 0
Puisque (fy ZdW{),. o | est une P?-martingale, alors en prenant I'espérance on obtient
) ) T
Yo =E"Yy =E" (g(XT)+f h(s,Xs,ﬁ(S,Xs,Zs))dS),
0

car Y, est déterministe. Or P-p.s., et aussi P*- p.s. (puisque ce sont des probabilités équivalentes),
ona

Yo=J(@).

Montrons que Yy <J (u). Pour u €U, on a grace au théoreme de comparaison 1.7.3

T | T

Yo= g (Xp)+ fo (5, X5, Z5) ds - fo Z.dW,
T T

Sg(XT)+f H(S)XS»uSrZS)ds_f ZSdWS

0 0

T T
:g(XT)+f h(s,Xs,u(S,Xs,Zs))ds—f Z,dw.
0 0

Encore une fois ( fOT stWS“)t 011 est une P“-martingale, alors en prenant ’espérance par
€

)

rapport a P* et en utilisant le fait que Y, est déterministe, on obtient
T
Yo=E“Yy <E“ (g(XT) +f h(s, X5, u(s, Xs, Zs)) ds|,
0

alors

Yo<J ().

Le théoréeme 3.2.1 est démontré. m
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3.3 Lien avec les EDSRs a croissance quadratique

Dans cette section, nous considérons une extension de la notion d’EDSRs au cas ou
la dépendance du générateur dans la variable z a une croissance quadratique. Le premier
résultat d’existence et unicité dans ce contexte a été établi par M. Kobylanski dans sa thése
de doctorat en adaptant certaines techniques d’'EDP. Les EDSRs quadratiques jouent un
role important dans les applications. Dans cette section nous allons préciser une relation

entre les EDSRs a croissance logarithmique et les EDSRs a croissance quadratique.

Définition 3.3.1 Soient H,G deux fonctions définies sur R dans R vérifiant
IG(2)| < blzl*, et  |HWI=<alylln(yDl, a,a,beR;.

On dit alors que H a une croissance logarithmique en y et que G a une croissance :
i) sous-linéaireen z sia €10,1[,
ii) linéaireen z sia =1,

iii) sur-linéaire en z si a > 1 (en particuliere : quadratique pour a = 2).

Supposons dans ce qui suitque a =2 et b= %

Considérons les deux EDSRs suivants :

T 1 T
Yt:€+f (aYS+5|Zslz)ds—f Z.dW;, 7
t

t

T T
Yt:exp(é)+f aYsln(Ys)ds—f Z,dWs, 8)
t t

ol ¢ est une variable aléatoire .#r-mesurable et ¢, exp (¢) sont LP—intégrables pour p =
e’ +1. Dans la suite, nous allons montrer que pour résoudre une EDSR a croissance qua-
dratique sous la forme (7), il est équivalent de résoudre une EDSR a croissance logarith-

mique en y.

Définition 3.3.2 Le couple (Y, Z) est une solution de 'EDSR (7) si (Y, Z) satisfait 'EDSR (7)
enP-p.s. pour tout t€[0,T] et telle que (Y, Z) € ST A2,

Théoréme 3.3.1 L'EDSR (7) admet une unique solution (Y, Z) si et seulement si 'EDSR (8)

admet une unique solution (Y, Z). De plus (Y, Z) = (exp (Y), Zexp (Y)).
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Preuve.

Etape.l. Soit (Y, Z) une solution de 'EDSR (7). En appliquant la formule d’It6 a y—e”

on obtient
r 1
eVt =eYT+f eYS(aY5+§|ZS|2)ds
t
1Ty 2 Ty
- = e | Z“ds— e s Z,dW;s
2 t t
T T
:exp(£)+af eYSsts—f eYSstWS
r t
T T
:exp(€)+f aYslands—[ Z;dWs.
t t
D’ou

T T
Y =exp (&) +f aYln sts—f Z,dW.
t t
11 est facile de voir que I'EDSR Eq(exp (¢), yIn y) satisfait les hypothéses (H;), (H») et (Hs) et
donc d’apres le théoréeme 2.3.1 elle posséde une solution unique dans S ML A2,
Etape.2. Soit (Y, Z) une solution de 'EDSR (8), on pose dans ce cas ¢ : R¥ — R*, x —

In(x). On a alors

/ 1 " 1
(px(x):;’ (pxx(x):_?'

Par la formule d’It6, on obtient

ln(Y)—ln(Y)+1fT ! | Z%ds
t) — T 2 . YSZ S

L Ty _
+af TYslands—f — Z;dW;
t t

N N

1 T T T
:5+5f |ZS|2ds+af sts—f Z.dW;
t t

t

T 1 T
:5+[ (aY5+§|ZSIZ)ds—f Z.dW,.
t t

C’est-a-dire que

T 1 T
Yt:§+[ (aYs+5|Z5|2)ds—f Z.dW,.
t

t

Alors, de la 1ere étape et de la 2éme étape, le théoréme est prouvé. m
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Conclusion

Le but de ce mémoire était d’étudier les équations différentielles stochastiques rétrogrades.
Nous avons fait une étude simple pour le premier cas qui est dG a Pardoux et Peng [34] qui ont
établi un résultat d’existence et unicité dans le cas ou le générateur f uniformément Lipschit-
zien par rapport aux deux variables y et z et une condition terminale et le processus (f(z,0,0)), de
carré intégrable. La preuve est basée sur le théoréme du point fixe. Le deuxieme résultat a étudié
le probleme de I'existence et et I'unicité des solutions pour une EDSR dont le générateur f est de
croissance logarithmique et continue en (y, z), et la condition terminale, L”-intégrable pour cer-
tains p > 2. La preuve est basée sur une procédure de localisation introduite dans [1, 2] et a été
développée dans, [4]. Lidée de la preuve est d’approximer f par une suite de fonctions (f;), Lip-
schitziennes bornées en (y, z) et a croissance logarithmique qui converge en semi-normes vers
f, ensuite, on va montrer que la solution (Y/», /) de Eq(¢, f,,), est converge dans SP x L£! vers
certain (Y, Z) qui est la solution de I'équation Eq(¢, f,;) ou 1 < < 2. De plus, nous étudions I'exis-
tence d'une stratégie optimale pour le controle stochastique de diffusion. Enfin, nous avons
montré une relation liant les équations différentielles a croissance logarithmique avec les équa-
tions a croissance quadratique, ce qui signifie qu’on peut montrer I'existence d'une solution

d’'une EDSR a croissance quadratique via a solution d'une EDSR a croissance logarithmique.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of backward stochastic differential equations (BSDEs
for short). More precisely, we establish an existence and uniqueness result for one type of BSDEs
in the case were the generator is of logarithmic growth and an L (p > 2)-integrable terminal condi-
tion. We give two applications for this result, the first is dedicated to the optimal stochastic control
problem, and the second is a relation between BSDE with logarithmic growth and BSDE with qua-
dratic growth.

Key words : BSDE, BSDE with logarithmic growth, Stochastic control, BSDE with quadratic growth.

Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I’étude des équations différentielles stochastiques ré-
trogrades (EDSRs en abrégé). Plus précisément, nous établissons un résultat d’existence et unicité
pour un type de EDSR dans le cas d'un générateur a croissance logarithmique et une condition
terminale L?(p > 2)-intégrable. Nous donnons deux applications pour ce résultat, la premieére est
dédiée au probleme de controle stochastique optimal, et la deuxiéme est une relation entre les

EDSRs a croissance logarithmique et a croissance quadratique.

Mots clés : EDSR, EDSR a croissance logarithmique, EDSR a croissance quadratique, controle sto-

chastique.
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