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Notations et symbols

E(.) : Espérence mathématique.

var(.) : Variance mathématique.
biais (.) Biais d'un estimateur.

Ly () : Estimateur de la fonction de densité.
F() : Fonction de répartition.
F. () Fonction de répartition empirique.
K (. : Fonction de noyau.

h : Parametre de lissage.
Popt : Fenétre h optimale locale.
I : Fenétre h optimale globale.

MSE : Erreur moyenne quadratique.
AMSE Erreur moyenne quadratique asymptotique.
MISE Erreur quadratique moyen intégré.

AMISE : FErreur quadratique moyen intégré asymptotique.
v.a : Variable aléatoire.

B(a,b) Loi Béta de parameétres a et b.

G(a,b) Loi gamma de parameétres a et b.
N : Support de x

N, : Support de noyau
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Introduction

Souvent en statistique o partir d’une suite des variables aléatoires (v.a’s) nous
cherchons a estimer la densité de probabilité avec des méthodes paramétriques
tel que la méthode de maximum de vraisemblance, ou des méthodes non para-
métriques. Le principe d’estimation mon paramétrique est de laisser les données
t’elles qui les sans aucune hypothése a priori. Alors, au lieu de supposer une loi
paramétrique et d’utiliser un échantillon pour estimer les différentes paramétrés,
on utilise directement est seulement [’échantillon pour construire un estimateur

pour la densité.

La méthode d’estimation non paramétrique la plus simple est celle de [’histo-
gramme qui était introduit par Graunt en (1962), mais avec un probléme (in-
convénient) qui vient du fait que l’histogramme donne une fonction qui n’est pas

continue (en escalier donc non lisse).

C’est ainst que la méthode d’estimation non paramétrique du noyau introduite par
Rosenblatt en (1956) pour estimer des densités de probabilité, puis amélioré par
Parzen en (1962), constitue une généralisation de la méthode d’histogramme et

qui posséde d’excellentes propriétés statistique.

Mazis avec ¢a, ces estimateurs connaissent quelques inconvénients, parmi lesquels

les problémes du support. En effet, les fonctions noyaux utilisées sont a support



Introduction

symétrique (]—1,1[, R, ...) ce qui pose un probléme quand la densité o estimer est
a support asymétrique (comme le cas de loi Gamma, Exponentielle, log normale,

Beta,...).

Dans ce mémoire, nous proposons donc d’étudier des estimateurs a noyau asymeé-

trique de la densité. Ce travail est constitué de deux chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre, nous regarderons en quoi consiste la méthode d’estima-
tion non paramétrique de la densité par histogramme et celle du noyau. Nous nous
intéressons a l’estimateur a noyau continu symétrique d’une densité de probabi-
lité f inconnue sur R. Plus précisément, nous présentons cet estimateur et nous
donnons ses propriétés fondamentales telles que ’erreur quadratique moyenne et

intégrée, les méthodes de sélection du noyau et de la fenétre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons la définition d’un noyau associé continu
asymétrique. Nous présentons aussi quelques estimateurs développés dans ce cas
et leurs propriétés asymptotiques. En s’appuyant sur des exemples de données

simulées avec le logiciel R.



Chapitre 1

Estimation non paramétrique de

la densité

Dans ce chapitre, nous allons présenter I’estimateur de la fonction densité par his-
togramme et par noyau symétrique. Nous présentons leurs propriétés statistiques

et nous donnons quelque exemples explicatifs.

1.1 Estimation de la densité par histogramme

En statistique, I’histogramme est une présentation graphique de la répartition
d’une variable aléatoire (v.a) X (Pearson, 1895). Supposons que f est a support

compact inclus dans [0, 1], soit C4, ....., C,, une partition uniforme de [0, 1[:

—1
=" E L e
m ' m

Estimer cette densité f par la méthode de I’histogramme revient a approcher f

par une fonction en escalier, constantes par morceaux sur les intervalles C';. Posons



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

h = % On approche f par la fonction

P
k
= Z%]-Ck(wﬁ
k=1

tel que

1 si zeCy
1Ck(1’) = 0 s
S1non

avec

P = / f(2)dz = E (1o, = P(Cy(2)),

d’autre part, Pearson a estimé p; par

= E (1oyw) Zlck

On observe que chaque py représente la proportion des observations X; se trouvant

dans l'intervalle C). Nous définissons donc ’estimateur de f par histogramme a

m classes comme suit

; P
T) = Zﬁlc’k(m)
k=1

1.1.1 Propriétés asymptotiques de I’histogramme

— L’espérance : pour tout x € (Y, :
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fx)
00 0.1 02 0.3 04 05

Fic. 1.1 — Estimation par histogramme basé sur un échantillon de taille n = 500,
X — N(0,1).

avec Zp = .. 1 1ley(x,) suit une loi Binomiale B (p,n), de paramétre n et

p=P(1c, =1) = pi. Alors,

E(fi@) =B (z) =

— La variance : de méme, on a

var (fh (x)) = M

nh?

— Le biais :



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

— Erreur quadratique moyenne (MSE) :

MSE (fh (x)) = biais® (fh (x)) +var (fh (a:))

_ <% B f(x)>2 n pk(;};pk)_

— Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

MISE ( fa (:c)) - / MSE ( fu @:)) dz
- /biai52 (fh (a:)) +/var <fh (g;)>
o (D) S

Théoréme 1.1.1 Supposons que la densité f de X est deux fois contindment
différentiable, sous la condition h — 0 quand n — oo, alors
h2

MISE (fh (:c)) =15 /(f’(x))de + n_lh +0(h*)+0(n).

Remarque 1.1.1 Cette erreur quadratique moyenne intégrée tend vers zéro quand
h tend vers zéro et nh — oo quand n — oo. Ce critére d’erreur quadratique
moyenne est un critére global. L’approzimation asymptotique de la MISE est
donnée par :

AMISE (f () = ?—;/(f’(m)fdﬂf .
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1.1.2 Choix de la fenétre optimale de ’histogramme

On a d’apres le théoréme précédent :

k
hopt

= aig min AMISE (fh (m))

h2
- argin (E / (F'(2))2dz + %)

=Ccn

ol

En remplacant, la valeur de h’ , dans 'expression AMISE :

opt

*

AMISE (fh;pt) - (}11—1;)2 /(f’(q;))2dm + n(/j; 5= dn3.

¢ et ¢ sont deux constantes (indépendantes de n).

Remarque 1.1.2 L’un des inconvénients magjeurs de l’estimation par histogramme
est que cette méthode ne donne que des estimateurs non lisse de f (en escalier
par construction). Ce qui nous conduit & d’autre méthodes utilisant des fonctions

plus lisses. C’est le sujet de la section suivante.

1.2 Estimation de la densité par noyau

Soit X7, ..., X, un n échantillon d’une v.a X (il s’agit d’une suite de v.a’s indé-
pendantes identiquement distribuées (i.i.d.) issus de X), de densité de probabilité
inconnue f par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. La fonction de distribution

correspondante est

Fa= [
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dont la fonction de distribution empirique est

1 n
== Zl 1(x;<a)

ou 1(A) désigne la fonction indicatrice d’indice A. Par la loi forte des grands
nombres, on a

F,(z) —» F(x), Vzé€R,

presque stirement quand n — 0o. Donc F),(x) est un estimateur consistant de F'(x)

pour tout x € R. Pour h suffisamment petit, nous pouvons écrire I’approximation

F(x+h)—F(x—h)
2h

fx) =

En remplacant F' par 'estimation F;, nous définissons

;. (2) = F, (x—i—h)Q—th (x — h).

La fonction fn est un estimateur de f appelé estimateur de Rosenblatt. On peut

Pécrire aussi sous la formule :

. 1 <& 1 1
fo(z) = ok ; lohax,<ath) = s ; 51Xz ay)

1 — X, —x
=~k ()

o Ko(t) = 31(y<1)-

Une simple généralisation de l’estimateur de Rosenblatt est donnée par

m) . (1.3)

o) = ok (5

8



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

avec h = h,, est le parameétre de lissage (fenétre) choisi en fonction de n telle que

limh =0

n—oo

et K est une fonction définit comme suit :

Définition 1.2.1 Soit K : R — R une fonction intégrable et telle que

/RK(t)dtzl

alors K est appelé noyau (kernel en anglais) :

1) si K(z) >0Vz € R, et [, K (x)dx =1, alors fn est une densité

/an(x)d:czl.

2) Un noyau est dit symétrique, si pour tout t dans son ensemble de définition

Nous supposons que le noyau symétrique K vérifie les conditions suivantes :

A1) K(t)>0,VteR.
A2) [ tK(t)dt = 0.

A3) [LPK(t)dt < oo

On dit dans ce cas que K est un noyau d’ordre 2.
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Noyaux Densité Support
Epanechnikov 2(1—a? [—1,1]
Gaussien \/%T'I exp (5-2?) R
Uniforme (rectangulaire) z [—1,1]
Quartique (Biweight ) 21— 22)? [—1,1]

TAB. 1.1 — Quelques noyaux symétriques classiques.
1.2.1 Exemples de noyaux symétriques classiques

La représentation graphique de ces noyaux symétriques donnés dans le tableau

précédent est donnée par la figure [1.2| suivante :

N
; —— Rt
] BH]
—
o) Qed
°d  — G
X ©
X o 7
S
S
N
N
o ]
© T T T T
4 2 0 2 4

Fic. 1.2 — Représentation graphique de quelques noyaux symétriques

1.2.2 Propriétés asymptotiques

Nous dons dans la suite quelque propriétés asymptotique de ’estimateur a noyau

de la densité :

10



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

— Biais :

biais <fn (a:)) =k <fn (x)) — f(z)

On utilise le développement de Taylor de f au voisinage de x a 'ordre 2 :

(th)*

Tf”(f) +0(h?).

Flatth) = fla) + 2 ) +

Alors,

A

biais (. (x)) = %h? F(@)us(K) + O(h2), (1.4)

ot ug(K) = [ v’ K (u) du.

— Variance :

var (fn (x)) = var <% ZK <th_ I)) = %f(x)R(K) + O(%) (1.5)
ou R(K) = [ K*(u)du.

Remarque 1.2.1 Pour f une densité bornée dont la dérivée seconde est bornée,

alors on a :

biais (fn (:B)) <ch® et wvar <fh (:1:)) <2

ou ¢; et ¢y sont des constantes données.

— Erreur quadratique moyenne (M SE) : D’apres les résultats (1.4) et (1.5)), I'ex-

pression de la M SE en un point x fixé est

MSE (fu(2)) = %u%(K)( f(@))? + %R(K) +O0(mh™) +O(h")  (L6)

11



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

La AMSE est donnée par :

. ht x
AMSE (fu()) = Lz (@) + L R, (1.7
— Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :
MISE ( f, (x)) - / MSE ( f, (x)) dz (1.8)
= %R(K) + h{u%(K)R(f”(x)) + O(nh™) 4+ O(r*).
ot R(g) = [ 9*(y)dy.
— La MISFE Asymptotique notée AMISE est donnée par :
. . 1 ht o, ’
AMISE ( fu (x)) - / MSE ( 7 (x)) de = —R(K) + L u(K)R(f" ().
(1.9)

1.2.3 Sur le choix de la fenétre et du noyau

Par minimisation en h de la AMSE, on trouve la fenétre optimale locale, notée
hopt :

hopt = argmin AMSE <fn(x))
h

en dérivant 1'éxpression ((1.7)) par rapport h :

ot

OAMSE [ R(K)f(x) %n_
=0 = (i)

De plus, par minimisation en h de la AMISE ,on trouve la fenétre optimale

*

globale, notée h} , :

*
h opt

= a}I;g min AMISE (fn(:c)>

12



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

En dérivant ’équation (1.9) par rapport h :

DAMISE . RIK) \° _
g W= 0= oy = <US(K)R(f”)) '

Ut

Concernant le choix du noyau, on pose h = h} .. La minimisation de la AMISE :

AMISE (fu(0)) = i B(E) + 0 R @)
5}

il

= 2 (2(K)R(f")RY(K))® n~

par rapport & K, donne comme solution le noyau dite d’Epanechnikov (Epanech-
nikov, 1969) :

3
Kopi(t) = 1(1 — 1*)1 (<1

Définition 1.2.2 L’efficacité relative d’un noyau K par rapport a K, est donnée

par :

AMISE (KOPt) _ <U%(K0pt)R4(K0pt))5 <1

eff(K) = AMISE (K) u3(K)RY(K)

Dans le tableau suivant nous donnons lefficacité relative de quelques noyaux

usuels :
Noyaux Efficacité relative
Epanechnikov 1
Gaussien 0.946
Uniforme (rectangulaire) 0.930
Quartique (Biweight ) 0.994

TAB. 1.2 — Efficacité relative de quelques noyaux classiques.

Il est clair que le choix du noyau n’influe pas beaucoup sur la qualité d’estimation

(la figure , montre que le choix du noyau est de faible effet).

Contrairement a la fenétre h, dont le choix est trés sensible (les petites valeurs de

h donnes une sur-estimation ou grande variance et les grandes valeurs de h donne

13



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

dnor m(x)

Fi1G. 1.3 — Estimation d’une densité normale par différents noyaux.

une sous-estimation ou un grand biais), comme cela est constaté dans la figure

[4 suivante :

dnor m(x)
0.3 0.4
1 1

0.2
I

0.1

0.0
I

Fic. 1.4 — Choix de la fenétre h, cas de la densité normale.

14



Chapitre 2

Estimation de la densité par

noyau asymétrique

Si le support de f est [0,400], les noyaux symétriques donnent une estimation
de plus en plus biaisée lorsque = est proche de 0. D’ou le probléme du biais aux
bords (voir la figure 2.1, dont la variable X suit une loi Ezp(1) et le noyau K
est N (0,1)), ce qui nous conduit a 'utilisation de noyaux asymétriques et c’est

le sujet de ce deuxieéme chapitre.

fn(x)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

F1G. 2.1 — Estimateur a noyau symétrique K est N (0,1) d’une densité Exp(1).

15



Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

2.1 Noyau asymétrique

Les définitions suivantes donnent les notions du noyau associé, et de ’estimateur

a noyau associé pour la fonction de densité f inconnue sur le support noté N.

Définition 2.1.1 Soit x € X C R et h > 0. On appelle noyau associé toute
densité de probabilité d’une variable aléatoire continue ou discréte k,, de support

N, vérifiant les conditions suivantes :

Nz,h NN 75 qb et Nx,h 2 N.

ImE(K,,) =« et limvar(K,p) = 0.
h—>0 h=0

2.1.1 Estimateur & noyau associé continu et asymétrique

Soit X1, X, ..., X,, un n-échantillon aléatoire i.i.d. de densité de probabilité in-
connue f sur 'ensemble X C R. Chen (1999, 2000) et plus tard Scaillet (2004)
introduisent des noyaux continus asymétriques. Ces derniers sont appropriés pour
I’estimation d’une densité continue a support compact ou borné d’un seul coté tel
que N = [a,b] avec a € R et b € R, par exemple [0,1] ou [0, +oc[. Pour x € N,
les estimateurs & noyau associé continu asymétrique sont définis aussi de la méme

forme que l'estimateur & noyau classique :
A 1
flz) == Ko (X)) (2.1)

oit h > 0 est le parametre de lissage et K, (1) = + K(52) est le noyau associé

1
h

continu.

16



Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

2.1.2 Propriétés de 'estimateur a noyau asymétrique

B [’espérance :

On utilise le développement de Taylor de f(K, ) au point moyen E(K, ;) =

Uy, & l'ordre 2, nous obtenons

(Kx,h - Um,h)
1!

(Kx,h - Ux,h)2

@) + O,

f(Kon) = f(uen) + f(@) +

Alors 'espérance de 'estimateur présenté dans ([2.1)) est

Elf(Ken)| = f(uzn) + %E {(Kup — usp)?} ()

1
= F{B(FL0} + var (Kep) £/(2)
B Le biais : pour un x fixé, on a

biais |, («)] = Elf, (@) - f() (2.2

= [ LB} — F@)] + goar (Ko ()

17



Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

B La variance : pour un z fixé,

" n
NﬁNm,h NQNT X
= [ mnsoa - st e+ @) o9
RAR,

B Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :
uise (fu@) = [ E[fu@) - s)] o
NmNac,h,
Donc,
MISE <fn (a:)) = / biais® <fn (1’)) dx + / var (fn (a:)) dr. (2.3)
RAR, NAR,

Remarque 2.1.1 Le biais tend vers 0 quand h = h,, tend vers 0 et n tend vers

+00. La variance tend vers 0 quand

1

. / K2,(0f(0dt =0 et h— 0.

RN, 5,

18



Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

De plus, Uerreur quadratique moyenne intégrée converge vers 0 quand

%/ / Kih(t)f(t)dtdx —0 et h—0.

R RAR, p,

2.1.3 Exemples de noyaux associés continus asymétriques

Dans le tableau suivant, nous donnons quelques noyaux asymétriques, avec leurs

supports et formes de densités :

Noyaux Supports Densités
Gamma(a,b) 0, 00| F(la,) b=t ! exp(—7)
Gamma inverse 10, +00[ ﬁbat—(aﬂrl) eXp(—l;’)
Gaussienne-inverse(a,b) 10, +o00] \2/7@3 exp {—% (é — 24 %)}
Gaussien-inverse-réciproque | [0, 400 \/‘g% exp{—2L (at—2+ %)}
Béta(a,b) [0, 1] sl A=)
lo —a
Log-normal [0, +00[ tb\}ﬂ exp {_%(%)2}

TAB. 2.1 — Quelques noyaux asymétriques.

Remarque 2.1.2 Scaillet (2004) a introduit les noyauzx associés gaussien-inverse
et gaussien-inverse réciproque définis sur [0,+o00| et Jin and Kawczak (2003) a

étudié la densité a noyau log-normal.

2.2 Noyau béta

La densité de probabilité d’une loi béta est définie et continue sur [0, 1] telle que :

1
Bla,b)

FBap(t) = N1 =) (1)

19



Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

oua>0,b>0 et [(a,b) est la fonction béta standard définie par

B(a,b) = /0 Ll e,

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi béta, alors

ab
(a+b)*(a+b+1)

a
E(X) = et var(X) =
(X) = - et var(X)
Le noyau associé béta a été introduit par Chen (1999) pour l'estimation des den-
sités a support [0, 1]. IL a utilisé la loi béta pour construire des noyaux associés
continus asymétriques. Soit X7, ...X,, un échantillon de v.a i.i.d sur X = [0, 1], de
densité de probabilité continue asymétrique inconnue f. Nous considérons l’esti-

mateur fl de f a noyau béta tel que

. 1 <
fiz) = n Z KB(%Jrl,l’TIJrl) (X5)
i=1

avec

]_ T 1—z
h

Kperyae.p (£) = (1 — 1) telfo,1]
(5+1, +1) T 1—x ) s
nTE AR +1,5+1)

o0 Ky 120 1) (t) est la fonction de densité d'une loi béta de parameétre de forme
a =7 + 1 et parametre d’échelle b = sz + 1 avec z € [0,1] et h le paramétre de

de lissage.

Remarque 2.2.1 Un autre estimateur & noyau béta donné par Chen(1999), est

défini comme suit :

R 1 <&
f2(1’) = E Z KB(:Jc,h) (Xz)
i=1
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

n=100 n=500 n=1000

15

0
1
0
1
1.0

0.0

FiG. 2.2 — Estimeteur fl a noyau béta pour h = 0.05, n = 100, 500, 1000.

avec
Kp(z 1) (t)  si x € [2h,1—2h]
Kp@n (t) = Kp(a),152) (1) si x € [0, 2h]
Kp(z pa-a) (1) st x €]1—2h,1]
ot

2, h) = 202 4+ 2.5 — \ [4h4 + 62 4 2.25 — 22 — =
P h

2.2.1 Propriétés d’un estimateur a noyau béta

Nous donnons les différentes propriétés d’un estimateur d’une densité de proba-

bilité & noyau béta en se basant sur le travail de Chen(1999).

Propriétés de ’estimateur f1

1. Le biais : On a
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

E[fl(“/’)] =L <EZKB( z41,12240) (Xi ))
/ f (241,552 +1) ( )dy

Si on considere que KB : est la densité d'une v.a &, ~ Beta (% +1, 1_Tx + 1) ,

x 1—z
RTL TR

donc
E[fi(@)] = E[f(&)] = f(z) + ['(2) E((& - :c))%f”(x)E((&x —2)?)
ott B((& — ) = h(1 — 2) + O(h?) et
E((&, — x)?) = ha(1 — x) + B2 (1 — 22)* + O(h?).
Alors
E[f(E)] = £(2) + F/@)h(1 — 20) + 3" (2)he(l — 2) + O(h),
donc le biais est donné par
biais[fi(z)] = f/(z)h(1 — 22) + % f(x)ha(1 — x) + O(h).

2. La variance :

var[fl(x)] = var A

B (Kagae i 0) ] - [E ()] ]

1 n
n > Knzin e (Xi)]
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

avec

B| (Kagnie i (0) | = @B 110

ol Y ~ 6(2”‘" + 1, ( o) 4 1) et pour h assez petit

1
1 h_2

si ¥ — 00 et % — 00
Ap(z) = VT -2 h
21+I;(’€21£€2+11+1 hotosig—k et 55—k
donc la variance est donnée par
~1p-% . _
. ﬁ—[;‘(l hw)]j% [f(z) +O(n™Y)] si ¥ — o0 et 1793 — 00

var[fi(z)] =
DOEID —(nh) ' [f(z) +O(n )] sif —k oul® sk

2TF2ZRT2(k+1)

3. Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

2

MISE[f,(z)] = h2/0 {(1 —2z)f'(z) + %x(l — x)f”(:c)] dx

Qn\/ﬁ/ 7 (1 — 1) 2f(:c)dx+0<v+h2>

Pour minimise la MISE par rapport & la fenétre h, nous avons

AMISE[fi(z)] = 1 /0 [(1 %) f(x) + %x(l ) f”(a:)] dz

2n\/ﬂ/ z(l—x)]72 f(x)de.

On dérive donc AMISFE par rapport a h

0AMISE

oM =0
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

nous obtenons la fenétre optimale hj ,; :

(Sl
SIS
SN
I
)
7/ N
3\

(52 Jy o (1= @))% f(x)da |
+ 2z(1 — x)f”(x)} ’ dx}

1

h 1
()])t 2
1 =

R -2

I

_ 5|1 f@
E [W/o{x(l—x)}%d]

X /01 {(1 —2z) f'(x) + %x (1—x) f”(x)] 2 dx]

at=
SIS

Propriétés de ’estimateur f,

1. Le biais :
tx(1—a) f"(x)h + O(h?) si x € [2h,1 — 2h]
si z € 0,2h]

biais|fa(x)] E(x)hf'(z) + O(h)
-1 —2)hf'(z)+O(h) si €]l —2h,1]

2. La variance :
[fa()] = / (1—2)]2 f(x)d
var X —:1: 2 x)ax
2 2n\/h7r

3. Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE)
 f(a)de

/01 [x(l—x)f”(:n)]Qda:—i—Qn\/_/ z(1—z)]

1

MISE[fy(z)] = —h2
o)

nvh
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

4. La fenétre optimale A}, :
2
5

(52 o e (1= )78 fayda]

[ e =) ()P o] :

SN
I
)
/N
3\
(SN
N——

* J—
opt2 —

Donc la MISE associée est

MISEy; [fi(z)] = e

Remarque 2.2.2 On remarque que

/01 [(1 —2z) f'(x) + %:c (1—2z) f”(x)} i dr > /01 (1 — ) f"(2)]2 da.

On déduit que

et h:;ptl Z thtQ

MISEy; [fi(@)] > MISEy; , [fa()]

Alors fg est le meilleur estimateur pour f.

2.3 Noyau gamma

La densité de probabilité d'une loi gamma est définie et continue sur [0, +oo] telle

que :
fotan(®) = b1 exp(~2)

a = X _—

Glab) ['(a) P b
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

avec

F(a):/ t" e tdt
Ry

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi gamma, alors
E(X) = ab et var(X) = ab®.

Chen (2000) est le premier a utilisé la loi gamma pour construire des noyaux

associés continus asymétriques.

Pour a = ¥ + 1 et b = h, on définit un noyau associé¢ gamma par :

1
TR (2 1)

t
e, te0,+o0f

RS

t

Ka(ziim (1)

de loi gamma a support X, , = [0, +o0[, d’espérance £ (Kg(%—l-l,h)) =x+h et de
variance var <KG(%+1,h)> = xh + h2.

Soit Xi, ..., X;, un échantillon de v.a i.i.d sur X = [0, +o0[, de densité de pro-
babilité continue asymétrique inconnue f deux fois dérivables. Nous considérons

I’estimateur fg de f a noyau gamma tel que

1 n
fola) =~ > Ko iam (X)
=1

n

— l Z 1 X.he_%
n hEtD (% +1) "

i=1

La figure donne 'estimateur fg a noyau gamma pour h = 0.025 et n varié
(n = 50,100 et 500) :
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

Fic. 2.3 — Estimeteur fg a noyau gamma, h = 0.025, n = 50, 100, 500.

Un autre estimateur & noyau gamma donné par Chen(2000) est défini comme suit :

. 1 <&
fa@) == > Kapwm (Xi),
=1

tel que

si z>2h
pr(z) =

L Ll E

(£)2+1 si z€[0,2n].

2.3.1 Propriétés d’un estimateur 4 noyau Gamma

Nous donnons les différentes propriétés d’un estimateur d’une densité de proba-

bilité & noyau Gamma en se basant sur I’étude de Chen(2000).

Propriétés de ’estimateur fg

1. Le biais :

Ainsi,
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

avec & ~ D(2+1,h), p, = E (&) =x+h et var (&) = xh+h?. On utilise

le développement de Taylor de f(,) au voisinage de point moyen ., nous

obtenons
BIF(E)] = Bl (na)] + 57" (1) B(Ee — 1)’ + O(h)
= f(ue) + 5" (e Jvar (&) + O(h)
= @)+ hf(@) + S (@) + O(h)
alors

2. La variance :

~

varlfs(z)] =

Il
| —

IN

VAN
8
i
N
=
=
=
—
=
QL
~~
I
S 3
3
/\
:-\@
H ~
= e
~—~ GB‘
e
+
=
N——
o
—
=
QL
~

(VAN
N

00 2'0 7h

(h2 “)P?(% 1)
) 2z
1)

/ e flhw o
5h

9%+
T"'C 1h(2’“+1)r

2x 230 _ 2t
+1 =

h(z“rl)F 2
< — G
2%+ 2G0T (

< By(x) E[f (1)),

I (%4
(2 +
+1)

_l’_

BT ( %+1)

>18
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

tel que
R (22 4+ 1
Bh(l') = — (h )
2% T2 (£ 4 1)

et 1, suit la loi I’ (%’3 +1, h) . Posons

ome 2 2
Riz)=YTC 2 2 50
B =—Torp o *2
donc
hiz~ s R2(%
By(z) = —— Q(h)
AR
_ ﬁh_%af% si % — 0
—Q%E(fr’“;gl)h—l si Lk
Alors,
. L a7 f(x si £ — 00
arlfs = { *7 S
T%ﬂ%@i;ﬂ_nnilhilf(x) si % — k
3. Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :
R 400 R “+o0 R 400 R
MISE(fua)) = [ MSElflds = [ Piaislfi@lF + [ varlfu(o)
0 0 0

+o0 +oo ) )
= /0 [hf'(z) + g:zf”(x)]2 +/0 ﬁn_lh_m_?f(x) + O(h?).

Alors

[N}
=
=

IS
&

R +00 2 g
MISE[fy(x)] = i* / [f’(x)%ﬁ”(az)} dw+#n*h‘2 / -
1

+ O(—= + h?).
nvh
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

Pour minimiser la M ISE par rapport a la fenétre h, nous avons

AMISE[fy(z)] = h? /0 m [f’(m>+—xf“(x)rdx+7n b /0 " @)

On dérive par rapport a h

0AMISE
o M=0

on obtient :

+o0 . 1 ; 2 1 1 400 o
Qh/o {f (a:)+§mf (m)} dx—%m/o x2 f(x)dx = 0.

Alors, la la fenétre optimale hj

+oo 1 2
x 2f )dx]5
tht3 = f | ns =0 <n_§> )

43 [f0+°° [f'(z) + %avf”(:zc)]2 da:]
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

Propriétés de ’estimateur f4

1. Le biais :

. } f(@) + shaf"(z) + O(h) six > 2h
f(@) + &(a)hf'(x) + O(h)  size[0,2h]

Alors,

Lha f"(z) + O(h) siz > 2h
E(x)hf' (x) + O(h)  siz €[0,2h]

biais[fu(z)] =

(1-z)(pr(2)—F
avec (1) = S,

2. Erreur quadratique moyenne :

" @) e b ) + 0 (W2 (b))

MSE[fu@)] = -

2
4
3. Erreur quadratique moyenne intégrée :

MISE[fs(x)] = ’fi o @ et gt [T i (4 ) 3)

Par minimisation de la AMISFE par rapport a la fenétre h :

AMISE[fu(x)] = h; /0 [xf”(a:)fdm—i—ﬁn_lh‘% /0 " () de

la fenétre optimale est hj,, est telle que :

B [ﬁ% fooo xi%f(x)dx]%n_% =0 (n_%> .

T ) dal?
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La MISE associée est

MISE,, | fo(z)] = 4% l; * f(x)da;]

Remarque 2.3.1 On remarque que

[ o+ o)

2

dr > / [2f"(x)] d
0
on déduit que

*
14 opt3 2 hopt4

MISEy, [fs(x)] > MISEy: [fi(x)] et B}

Alors f4 est le meilleur estimateur pour f.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons essayé d’étudier les propriétés asymptotique d’un
estimateur non paramétrique pour une fonction de densité de probabilité avec la

méthode du noyau (symétrique et asymétrique).

Nous avons présenté dans premier chapitre la méthode d’estimation a noyau symé-
trique proposé par Rosenblatt en 1956 puis amélioré par Parzen en 1962. Ensuite,
dans le deuxiéme chapitre, nous avons passé aux estimateurs & noyau asymétrique,
ol nous avons pris comme exemples les noyauxr gamma et béta proposés par Chen

en (1999 — 2000).

En conclusion, pour l’estimation des densités a support asymétriqgue R* ou [0, 1]
par exemple, l'utilisation de noyau symétrique donne une estimation de plus en
plus biaisée lorsque x est proche de 0. Ce qui montre l'importance de l'utilisation

de noyau asymétrique, qui ont d’excellentes propriétés asymptotiques.

33



Bibliographie

[1] Ben Khalifa, I. (2008). Estimation non-paramétrique par noyaux associés
et données de panel en marketing. Projet de Fin d’Etude. Université du 7

Novembere & Carthage. Tunisie.

[2] Belahcene, I. (2017) .Estimation non paramétrique de la fonction densité
de probabilité avec un noyau. Mémoire master 2, Université Kasdi Merbah—

Ouargla.

[3] Chen, S. X. (1999). Beta kernel estimators for density functions. Computa-

tional Statistics & Data Analysis, 31(2), 131-145.

[4] Chen, S. X. (2000). Probability density function estimation using gamma

kernels. Annals of the Institute of Statistical Mathematics, 52(3), 471-480.

[5] Deheuvels, P. (1977). Estimation non paramétrique de la densité par histo-

grammes généralisés. Revue de statistique appliquée, 25(3), 5-42.

[6] Dobele-Kpoka, F.G.B.L. (2013). Méthode non-paramétrique des noyaux as-
sociés mixtes et applications. Theése de Doctorat, Université Ouaga 1 (Oua-

gadougou, Burkina Faso).

[7] Epanechnikov, V. A. (1969). Non-parametric estimation of a multivariate

probability density. Theory of Probability & Its Applications, 14(1), 153-158.

34



Bibliographie

8]

[9]

[10]

[11]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Jeon, Y., Kim, J.H. (2013). A gamma kernel density estimation for insurance

loss data. Insurance : Mathematics and Economics, 53(3), 569-579.

Graunt, J. (1662). Natural and Political Observations made upon the Bills

of Mortality. T. Roycroft, London.

Kiessé, T.S. (2008). Approche non-paramétrique par noyaux associés discrets
des données de dénombrement. Thése de Doctorat, Université de Pau et des

Pays de I’Adour. France.

Kokonendji, M.C.C. (2009). Approche non-paramétrique par noyaux asso-
ciés discrets des données de dénombrement. Thése de Doctorat,Université

Toulouse. France.

Menacer, C.E. (2021). Estimation non Paramétrique de la Densité de Proba-

bilité. Mémoire Master 2. Université Mohamed Khider Biskra. Algérie.

Parzen, E. (1962). On estimation of a probability density function and mode.

The annals of mathematical statistics, 33(3), 1065-1076.

Pearson, K. (1895). VII. Note on regression and inheritance in the case of

two parents. proceedings of the royal society of London, 58, 347-352.

Rosenblatt, F. (1958). The perceptron : a probabilistic model for information

storage and organization in the brain. Psychological review, 65(6), 386.

Scaillet, O. (2004). Density estimation using inverse and reciprocal inverse

Gaussian kernels. Nonparametric statistics, 16(1-2), 217-226.

Simonoff, J. S. (2012). Smoothing methods in statistics. Springer Science &

Business Media.

Silverman, B.W. (2018). Density estimation for statistics and data analysis.

Routledge.

35



Bibliographie

[19] Tsybakov, A.B. (2003). Introduction & lestimation non paramétrique

(Vol.41). Springer Science & Business Media.

[20] TOUR, T. (2020). Sur l'estimation de la fonction de la densité. Mémoire

Master 2. Université Mohamed Khider Biskra. Algérie.

[21] Weglarczyk, S. (2018). Kernel density estimation and its application. In ITM
Web of Conferences (Vol. 23, p. 00037). EDP Sciences.

36



P )

Yodydied oy LEidl geSblas delys Lidgls ¢5,Siedl oda 8
Bloidl  diyyb el Gbwly JledoY! o d8LES L1 dedxo
oLl bl I TILSW! L (Sl ey JSLasadl)
Laan ] Lagl Wyebl (R aoliydl sl il LeSlSlas aal
oy Lis pdlas Lt Oy ¢ U S5ladedl jue b1 5]l al Wil
Ol el g a5l A5 ladadly 45 Lo 5 Lies
U I 1 & O | U [ S NI S Y RPN IS O S WO S

. 5 Ladica !

Résumeée

Dans ce mémoire, nous avons essayé d'étudier les propriétés asymptotiques d'un
estimateur non paramétrique pour une fonction de densité de probabilité avec la méthode
du noyau (symeétrique et asymétrique). En s'appuyant sur des exemples de données simulées
avec le logiciel R, nous montrons aussi l'importance de ['utilisation des noyaux
asymétriques, qui ont d'excellentes propriétés asymptotiques par rapport aux noyaux
symétriques qui donnent d’estimateur de plus en plus biaisée au bords dans le cas de densité

a support asymétrique.

Abstract

In this memory, we tried to study the asymptotic properties of a nonparametric estimator
for a probability density function with (symmetric and asymmetric) kernel method. Based
on examples of data simulated with the R software, we also show the importance of using
asymmetric kernels, which have excellent asymptotic properties compared to symmetric
kernels which give more and more biased estimators at the boundary in the case of density

with asymmetric support.



	Dédicace
	Remerciements
	Notations et symbols
	Table des matières
	Table des figures
	Liste des tableaux
	Introduction
	blueEstimation non paramétrique de la densité
	Estimation de la densité par histogramme
	Propriétés asymptotiques de l'histogramme
	Choix de la fenêtre optimale de l'histogramme

	Estimation de la densité par noyau
	Exemples de noyaux symétriques classiques
	Propriétés asymptotiques
	Sur le choix de la fenêtre et du noyau


	blueEstimation de la densité par noyau asymétrique
	Noyau asymétrique
	Estimateur à noyau associé continu et asymétrique
	Propriétés de l'estimateur à noyau asymétrique
	Exemples de noyaux associés continus asymétriques

	Noyau bêta
	Propriétés d'un estimateur à noyau bêta

	Noyau gamma
	Propriétés d'un estimateur à noyau Gamma


	Conclusion
	Bibliographie

