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Notations et symbols

E(:) : Espérence mathématique.

var(:) : Variance mathématique.

biais (:) : Biais d�un estimateur.

f̂n (:) : Estimateur de la fonction de densité.

F (:) : Fonction de répartition.

Fn (:) : Fonction de répartition empirique.

K (:) : Fonction de noyau.

h : Paramètre de lissage.

hopt : Fenêtre h optimale locale.

h�opt : Fenêtre h optimale globale.

MSE : Erreur moyenne quadratique.

AMSE : Erreur moyenne quadratique asymptotique.

MISE : Erreur quadratique moyen intégré.

AMISE : Erreur quadratique moyen intégré asymptotique.

v.a : Variable aléatoire.

B(a; b) : Loi Béta de paramètres a et b:

G(a; b) : Loi gamma de paramètres a et b:

@ : Support de x

@x;h : Support de noyau
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Introduction

Souvent en statistique à partir d�une suite des variables aléatoires (v.a�s) nous

cherchons à estimer la densité de probabilité avec des méthodes paramétriques

tel que la méthode de maximum de vraisemblance, ou des méthodes non para-

métriques. Le principe d�estimation non paramétrique est de laisser les données

t�elles qui les sans aucune hypothèse à priori. Alors, au lieu de supposer une loi

paramétrique et d�utiliser un échantillon pour estimer les di¤érentes paramétrés,

on utilise directement est seulement l�échantillon pour construire un estimateur

pour la densité.

La méthode d�estimation non paramétrique la plus simple est celle de l�histo-

gramme qui était introduit par Graunt en (1962), mais avec un problème (in-

convénient) qui vient du fait que l�histogramme donne une fonction qui n�est pas

continue (en escalier donc non lisse).

C�est ainsi que la méthode d�estimation non paramétrique du noyau introduite par

Rosenblatt en (1956) pour estimer des densités de probabilité, puis amélioré par

Parzen en (1962); constitue une généralisation de la méthode d�histogramme et

qui possède d�excellentes propriétés statistique.

Mais avec ça, ces estimateurs connaissent quelques inconvénients, parmi lesquels

les problèmes du support. En e¤et, les fonctions noyaux utilisées sont à support
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Introduction

symétrique ( ]�1; 1[, R; :::) ce qui pose un problème quand la densité à estimer est

à support asymétrique (comme le cas de loi Gamma, Exponentielle, log normale,

Beta,...).

Dans ce mémoire, nous proposons donc d�étudier des estimateurs à noyau asymé-

trique de la densité. Ce travail est constitué de deux chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre, nous regarderons en quoi consiste la méthode d�estima-

tion non paramétrique de la densité par histogramme et celle du noyau. Nous nous

intéressons à l�estimateur à noyau continu symétrique d�une densité de probabi-

lité f inconnue sur R. Plus précisément, nous présentons cet estimateur et nous

donnons ses propriétés fondamentales telles que l�erreur quadratique moyenne et

intégrée, les méthodes de sélection du noyau et de la fenêtre.

Dans le deuxième chapitre, nous donnons la dé�nition d�un noyau associé continu

asymétrique. Nous présentons aussi quelques estimateurs développés dans ce cas

et leurs propriétés asymptotiques. En s�appuyant sur des exemples de données

simulées avec le logiciel R.
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Chapitre 1

Estimation non paramétrique de

la densité

Dans ce chapitre, nous allons présenter l�estimateur de la fonction densité par his-

togramme et par noyau symétrique. Nous présentons leurs propriétés statistiques

et nous donnons quelque exemples explicatifs.

1.1 Estimation de la densité par histogramme

En statistique, l�histogramme est une présentation graphique de la répartition

d�une variable aléatoire (v.a) X (Pearson, 1895). Supposons que f est à support

compact inclus dans [0; 1], soit C1; :::::; Cm une partition uniforme de [0; 1[:

Ck =

�
k � 1
m

;
k

m

�
k = 1; :::m;

Estimer cette densité f par la méthode de l�histogramme revient à approcher f

par une fonction en escalier, constantes par morceaux sur les intervalles Cj. Posons

3



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

h = 1
m
. On approche f par la fonction

fh (x) =
mX
k=1

pk
h
1Ck(x);

tel que

1Ck(x) =

8><>: 1 si x 2 Ck

0 sinon

avec

pk =

Z
Ck

f (x) dx = E
�
1Ck(x)

�
= P (Ck(x));

d�autre part, Pearson a estimé pk par

p̂k = Ê
�
1Ck(x)

�
=
1

n

nX
i=1

1Ck(Xi)

On observe que chaque p̂k représente la proportion des observationsXi se trouvant

dans l�intervalle Ck. Nous dé�nissons donc l�estimateur de f par histogramme à

m classes comme suit

f̂h(x) =
mX
k=1

p̂k
h
1Ck(x): (1.1)

1.1.1 Propriétés asymptotiques de l�histogramme

� L�espérance : pour tout x 2 Ck :

f̂h(x) =
p̂k
h
=
1

nh

nX
i=1

1Ck(Xi) =
Zk
nh

(1.2)
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

x

f(x
)

3 2 1 0 1 2 3

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

densite Theor ique
densite Empir ique

Fig. 1.1 �Estimation par histogramme basé sur un échantillon de taille n = 500;
X ! N(0; 1):

avec Zk =
Pn

i=1 1Ck(Xi) suit une loi Binomiale B (p; n) ; de paramètre n et

p = P (1Ck = 1) = pk: Alors,

E
�
f̂h (x)

�
=
1

nh
E (Zk) =

pk
h
:

� La variance : de même, on a

var
�
f̂h (x)

�
=
pk(1� pk)
nh2

:

� Le biais :

biais
�
f̂h (x)

�
= E

�
f̂h (x)

�
� f(x) = pk

h
� f(x) 6= 0:

5



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

� Erreur quadratique moyenne (MSE) :

MSE
�
f̂h (x)

�
= biais2

�
f̂h (x)

�
+ var

�
f̂h (x)

�
=
�pk
h
� f(x)

�2
+
pk(1� pk)
nh2

:

� Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

MISE
�
f̂h (x)

�
=

Z
MSE

�
f̂h (x)

�
dx

=

Z
biais2

�
f̂h (x)

�
+

Z
var

�
f̂h (x)

�
=

Z
f 2(x)dx+

1

nh
� 1

h

�
1 +

1

n

� mX
k=1

p2k:

Théorème 1.1.1 Supposons que la densité f de X est deux fois continûment

di¤érentiable, sous la condition h! 0 quand n!1; alors

MISE
�
f̂h (x)

�
=
h2

12

Z
(f 0(x))2dx+

1

nh
+O

�
h3
�
+O

�
n�1
�
:

Remarque 1.1.1 Cette erreur quadratique moyenne intégrée tend vers zéro quand

h tend vers zéro et nh ! 1 quand n ! 1. Ce critère d�erreur quadratique

moyenne est un critère global. L�approximation asymptotique de la MISE est

donnée par :

AMISE
�
f̂h (x)

�
=
h2

12

Z
(f 0(x))2dx+

1

nh

6



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

1.1.2 Choix de la fenêtre optimale de l�histogramme

On a d�après le théorème précédent :

h�opt = arg
h
minAMISE

�
f̂h (x)

�
= arg

h
min

�
h2

12

Z
(f 0(x))2dx+

1

nh

�
= cn�

1
3 :

En remplaçant, la valeur de h�opt dans l�expression AMISE :

AMISE
�
f̂h�opt

�
=

�
h�opt
�2

12

Z
(f 0(x))2dx+

1

n(h�opt)
= c0n�

2
3 :

c et c0 sont deux constantes (indépendantes de n).

Remarque 1.1.2 L�un des inconvénients majeurs de l�estimation par histogramme

est que cette méthode ne donne que des estimateurs non lisse de f (en escalier

par construction). Ce qui nous conduit à d�autre méthodes utilisant des fonctions

plus lisses. C�est le sujet de la section suivante.

1.2 Estimation de la densité par noyau

Soit X1; :::; Xn un n échantillon d�une v.a X (il s�agit d�une suite de v.a�s indé-

pendantes identiquement distribuées (i.i.d.) issus de X), de densité de probabilité

inconnue f par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. La fonction de distribution

correspondante est

F (x) =

Z x

�1
f (t) dt;

7



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

dont la fonction de distribution empirique est

Fn(x) =
1

n

nX
i=1

1(Xi�x)

où 1 (A) désigne la fonction indicatrice d�indice A: Par la loi forte des grands

nombres, on a

Fn (x)! F (x) ; 8x 2 R;

presque sûrement quand n!1: Donc Fn(x) est un estimateur consistant de F (x)

pour tout x 2 R: Pour h su¢ samment petit, nous pouvons écrire l�approximation

f(x) =
F (x+ h)� F (x� h)

2h

En remplaçant F par l�estimation Fn nous dé�nissons

f̂n (x) =
Fn (x+ h)� Fn (x� h)

2h
:

La fonction f̂n est un estimateur de f appelé estimateur de Rosenblatt. On peut

l�écrire aussi sous la formule :

f̂n (x) =
1

2nh

nX
i=1

1(x�h<Xi�x+h) =
1

nh

nX
i=1

1

2
1(�1<Xi�x

h
�1)

=
1

nh

nX
i=1

K0

�
Xi � x
h

�
;

où K0(t) =
1
2
1(jtj�1).

Une simple généralisation de l�estimateur de Rosenblatt est donnée par

f̂n (x) =
1

nh

nX
i=1

K

�
Xi � x
h

�
: (1.3)

8



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

avec h = hn est le paramètre de lissage (fenêtre) choisi en fonction de n telle que

lim
n!1

h = 0

et K est une fonction dé�nit comme suit :

Dé�nition 1.2.1 Soit K : R! R une fonction intégrable et telle que

Z
R

K (t) dt = 1

alors K est appelé noyau (kernel en anglais) :

1) si K(x) � 0 8x 2 R, et
R
R
K (x) dx = 1, alors f̂n est une densité

Z
R

f̂n (x) dx = 1:

2) Un noyau est dit symétrique, si pour tout t dans son ensemble de dé�nition

K(t) = K(�t):

Nous supposons que le noyau symétrique K véri�e les conditions suivantes :

A1) K(t) � 0; 8t 2 R:

A2)
R
R
tK(t)dt = 0:

A3)
R
R
t2K(t)dt <1

On dit dans ce cas que K est un noyau d�ordre 2:

9



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

Noyaux Densité Support
Epanechnikov 3

4
(1� x2) [�1; 1]

Gaussien 1p
2�
exp

��1
2
x2
�

R

Uniforme (rectangulaire) 1
2

[�1; 1]
Quartique (Biweight ) 15

16
(1� x2)2 [�1; 1]

Tab. 1.1 �Quelques noyaux symétriques classiques.

1.2.1 Exemples de noyaux symétriques classiques

La représentation graphique de ces noyaux symétriques donnés dans le tableau

précédent est donnée par la �gure 1.2 suivante :

4 2 0 2 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

x

k(
x)

Rect
Epan
Quad
Gaus

Fig. 1.2 �Représentation graphique de quelques noyaux symétriques

1.2.2 Propriétés asymptotiques

Nous dons dans la suite quelque propriétés asymptotique de l�estimateur à noyau

de la densité :

10



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

� Biais :

biais
�
f̂n (x)

�
= E

�
f̂n (x)

�
� f(x)

= E

 
1

nh

nX
i=1

K

�
Xi � x
h

�!
� f(x);

On utilise le développement de Taylor de f au voisinage de x à l�ordre 2 :

f(x+ th) = f(x) +
th

1!
f 0(x) +

(th)2

2!
f 00(x) +O(h2):

Alors,

biais
�
f̂n (x)

�
=
1

2
h2f 00(x)u2(K) +O(h

2); (1.4)

où u2(K) =
R
R
u2K (u) du:

� Variance :

var
�
f̂n (x)

�
= var

 
1

nh

nX
i=1

K

�
Xi � x
h

�!
=
1

nh
f(x)R(K) +O(

1

nh
) (1.5)

où R(K) =
R
K2(u)du:

Remarque 1.2.1 Pour f une densité bornée dont la dérivée seconde est bornée,

alors on a :

biais
�
f̂n (x)

�
� c1h2 et var

�
f̂h (x)

�
� c2
nh

où c1 et c2 sont des constantes données.

� Erreur quadratique moyenne (MSE) : D�après les résultats (1.4) et (1.5), l�ex-

pression de la MSE en un point x �xé est

MSE
�
f̂n(x)

�
=
h4

4
u22(K)(f

00(x))2 +
f(x)

nh
R(K) +O(nh�1) +O(h4) (1.6)

11



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

La AMSE est donnée par :

AMSE
�
f̂h(x)

�
=
h4

4
u22(K)(f

00(x))2 +
f(x)

nh
R(K): (1.7)

� Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

MISE
�
f̂n (x)

�
=

Z
MSE

�
f̂n (x)

�
dx (1.8)

=
1

nh
R(K) +

h4

4
u22(K)R(f

00(x)) +O(nh�1) +O(h4):

où R(g) =
R
R
g2(y)dy:

� La MISE Asymptotique notée AMISE est donnée par :

AMISE
�
f̂h (x)

�
=

Z
MSE

�
f̂h (x)

�
dx =

1

nh
R(K) +

h4

4
u22(K)R(f

00(x)):

(1.9)

1.2.3 Sur le choix de la fenêtre et du noyau

Par minimisation en h de la AMSE, on trouve la fenêtre optimale locale, notée

hopt :

hopt = arg
h
minAMSE

�
f̂n(x)

�
en dérivant l�éxpression (1.7) par rapport h :

@AMSE

@h
(h) = 0) hopt =

�
R(K)f(x)

u22(K)f
00(x)2

� 1
5

n�
1
5 :

De plus, par minimisation en h de la AMISE ,on trouve la fenêtre optimale

globale, notée h�opt :

h�opt = arg
h
minAMISE

�
f̂n(x)

�
12



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

En dérivant l�équation (1.9) par rapport h :

@AMISE

@h
(h) = 0) h�opt =

�
R(K)

u22(K)R(f
00)

� 1
5

n�
1
5 :

Concernant le choix du noyau, on pose h = h�opt: La minimisation de la AMISE :

AMISE
�
f̂n(x)

�
=

1

nh�opt
R(K) +

(h)4

4
u22(K)R(f

00(x))

=
5

4

�
u22(K)R(f

00)R4(K)
� 1
5 n�

4
5

par rapport à K, donne comme solution le noyau dite d�Epanechnikov (Epanech-

nikov, 1969) :

Kopt(t) =
3

4
(1� t2)1(jtj�1)

Dé�nition 1.2.2 L�e¢ cacité relative d�un noyauK par rapport à Kopt est donnée

par :

eff(K) =
AMISE (Kopt)

AMISE (K)
=

�
u22(Kopt)R

4(Kopt)

u22(K)R
4(K)

� 1
5

� 1:

Dans le tableau suivant nous donnons l�e¢ cacité relative de quelques noyaux

usuels :

Noyaux E¢ cacité relative
Epanechnikov 1
Gaussien 0:946

Uniforme (rectangulaire) 0:930
Quartique (Biweight ) 0:994

Tab. 1.2 �E¢ cacité relative de quelques noyaux classiques.

Il est clair que le choix du noyau n�in�ue pas beaucoup sur la qualité d�estimation

(la �gure 1.3, montre que le choix du noyau est de faible e¤et).

Contrairement à la fenêtre h, dont le choix est très sensible (les petites valeurs de

h donnes une sur-estimation ou grande variance et les grandes valeurs de h donne

13



Chapitre 1. Estimation non paramétrique de la densité

4 2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

x

dn
or

m
(x

)

Fig. 1.3 �Estimation d�une densité normale par di¤érents noyaux.

une sous-estimation ou un grand biais), comme cela est constaté dans la �gure

1.4 suivante :

4 2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

x

dn
or

m
(x

)

h1=0.1
h2=hopt
h3=1.5
f_(x)

Fig. 1.4 �Choix de la fenêtre h; cas de la densité normale.
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Chapitre 2

Estimation de la densité par

noyau asymétrique

Si le support de f est [0;+1[, les noyaux symétriques donnent une estimation

de plus en plus biaisée lorsque x est proche de 0. D�où le problème du biais aux

bords (voir la �gure 2.1, dont la variable X suit une loi Exp(1) et le noyau K

est N (0; 1)), ce qui nous conduit à l�utilisation de noyaux asymétriques et c�est

le sujet de ce deuxième chapitre.

0 1 2 3 4 5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

fn
(x

)

Fig. 2.1 �Estimateur a noyau symétrique K est N (0; 1) d�une densité Exp(1).
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

2.1 Noyau asymétrique

Les dé�nitions suivantes donnent les notions du noyau associé, et de l�estimateur

à noyau associé pour la fonction de densité f inconnue sur le support noté @.

Dé�nition 2.1.1 Soit x 2 @ � R et h > 0. On appelle noyau associé toute

densité de probabilité d�une variable aléatoire continue ou discrète kx;h de support

@x;h véri�ant les conditions suivantes :

@x;h \ @ 6= � et @x;h � @:

lim
h!0
E(Kx;h) = x et lim

h!0
var(Kx;h) = 0:

2.1.1 Estimateur à noyau associé continu et asymétrique

Soit X1; X2; :::; Xn un n-échantillon aléatoire i.i.d. de densité de probabilité in-

connue f sur l�ensemble @ � R. Chen (1999; 2000) et plus tard Scaillet (2004)

introduisent des noyaux continus asymétriques. Ces derniers sont appropriés pour

l�estimation d�une densité continue à support compact ou borné d�un seul côté tel

que @ = [a; b] avec a 2 R et b 2 �R, par exemple [0; 1] ou [0;+1[. Pour x 2 @,

les estimateurs à noyau associé continu asymétrique sont dé�nis aussi de la même

forme que l�estimateur à noyau classique :

f̂n (x) =
1

n

nX
i=1

Kx;h (Xi) (2.1)

où h > 0 est le paramètre de lissage et Kx;h (t) =
1
h
K( t�x

h
) est le noyau associé

continu.

16



Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

2.1.2 Propriétés de l�estimateur à noyau asymétrique

� L�espérance :

E[f̂n (x)] = E

"
1

n

nX
i=1

Kx;h (Xi)

#
= E [Kx;h (X1)] =

Z
@\@x;h

Kx;h (t) f(t)dt

= E [f(Kx;h)] :

On utilise le développement de Taylor de f(Kx;h) au point moyen E(Kx;h) =

ux;h à l�ordre 2, nous obtenons

f(Kx;h) = f(ux;h) +
(Kx;h � ux;h)

1!
f 0(x) +

(Kx;h � ux;h)2
2!

f 00(x) +O(h2):

Alors l�espérance de l�estimateur présenté dans (2.1) est

E[f(Kx;h)] = f(ux;h) +
1

2
E
�
(Kx;h � ux;h)2

	
f 00(x)

= f fE(Kx;h)g+
1

2
var (Kx;h) f

00(x):

� Le biais : pour un x �xé, on a

biais
h
f̂n (x)

i
= E[f̂n (x)]� f(x) (2.2)

= [f fE(Kx;h)g � f(x)] +
1

2
var (Kx;h) f

00(x):

17



Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

� La variance : pour un x �xé,

var
h
f̂n (x)

i
= var

"
1

n

nX
i=1

Kx;h (Xi)

#

=
1

n
[var (Kx;h (X1))]

=
1

n

�
E (Kx;h (X1))

2�� 1

n
[E (Kx;h (X1))]

2

=
1

n

Z
@\@x;h

K2
x;h(t)f(t)dt�

1

n

8><>:
Z

@\@x;h

Kx;h(t)f(t)dt

9>=>;
2

=
1

n

Z
@\@x;h

K2
x;h(t)f(t)dt�

1

n

n
biais(f̂n (x)) + f(x)

o2
(b3)

� Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

MISE
�
f̂h (x)

�
=

Z
@\@x;h

E
h
f̂n (x)� f(x)

i
dx;

Donc,

MISE
�
f̂n (x)

�
=

Z
@\@x;h

biais2
�
f̂n (x)

�
dx+

Z
@\@x;h

var
�
f̂n (x)

�
dx: (2.3)

Remarque 2.1.1 Le biais tend vers 0 quand h = hn tend vers 0 et n tend vers

+1. La variance tend vers 0 quand

1

n

Z
@\@x;h

K2
x;h(t)f(t)dt! 0 et h! 0:

18



Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

De plus, l�erreur quadratique moyenne intégrée converge vers 0 quand

1

n

Z
@

Z
@\@x;h

K2
x;h(t)f(t)dtdx! 0 et h! 0:

2.1.3 Exemples de noyaux associés continus asymétriques

Dans le tableau suivant, nous donnons quelques noyaux asymétriques, avec leurs

supports et formes de densités :

Noyaux Supports Densités
Gamma(a,b) [0;+1[ 1

�(a)
b�ata�1 exp(� t

b
)

Gamma inverse ]0;+1[ 1
�(a)
bat�(a+1) exp(� b

t
)

Gaussienne-inverse(a,b) ]0;+1[
p
bp

2�t3
exp

�
� b
2a

�
t
a
� 2 + a

t

�	
Gaussien-inverse-réciproque [0;+1[

p
bp
2�t
exp

�
� b
2a

�
at� 2 + 1

at

�	
Bêta(a,b) [0; 1] 1

�(a;b)
ta�1(1� t)b�1

Log-normal [0;+1[ 1
tb
p
2�
exp

n
�1
2
( log(t)�a

b
)2
o

Tab. 2.1 �Quelques noyaux asymétriques.

Remarque 2.1.2 Scaillet (2004) a introduit les noyaux associés gaussien-inverse

et gaussien-inverse réciproque dé�nis sur [0;+1[ et Jin and Kawczak (2003) a

étudié la densité à noyau log-normal.

2.2 Noyau bêta

La densité de probabilité d�une loi bêta est dé�nie et continue sur [0; 1] telle que :

fB(a;b)(t) =
1

�(a; b)
ta�1(1� t)b�1I[0;1](t)
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

où a > 0,b > 0 ,et �(a; b) est la fonction bêta standard dé�nie par

�(a; b) =

Z 1

0

ta�1(1� t)b�1dt:

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi bêta, alors

E(X) =
a

a+ b
et var(X) =

ab

(a+ b)2 (a+ b+ 1)
:

Le noyau associé bêta a été introduit par Chen (1999) pour l�estimation des den-

sités à support [0; 1]. IL a utilisé la loi bêta pour construire des noyaux associés

continus asymétriques. Soit X1; :::Xn un échantillon de v.a i.i.d sur @ = [0; 1], de

densité de probabilité continue asymétrique inconnue f . Nous considérons l�esti-

mateur f̂1 de f à noyau bêta tel que

f̂1(x) =
1

n

nX
i=1

KB( x
h
+1; 1�x

h
+1) (Xi)

avec

KB( x
h
+1; 1�x

h
+1) (t) =

1

�(x
h
+ 1; 1�x

h
+ 1)

t
x
h (1� t) 1�xh , t 2 [0; 1]

oùKB( x
h
+1; 1�x

h
+1) (t) est la fonction de densité d�une loi bêta de paramètre de forme

a = x
h
+ 1 et paramètre d�échelle b = 1�x

h
+ 1 avec x 2 [0; 1] et h le paramètre de

de lissage.

Remarque 2.2.1 Un autre estimateur à noyau bêta donné par Chen(1999); est

dé�ni comme suit :

f̂2(x) =
1

n

nX
i=1

KB(x;h) (Xi)
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique
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Fig. 2.2 �Estimeteur f̂1 à noyau bêta pour h = 0:05, n = 100; 500; 1000:

avec

KB(x;h) (t) =

8>>>><>>>>:
KB( x

h
; 1�x
h
) (t) si x 2 [2h; 1� 2h]

KB(�(x); 1�x
h
) (t) si x 2 [0; 2h[

KB( x
h
;�(1�x)) (t) si x 2]1� 2h; 1]

où

�(x; h) = 2h2 + 2:5�
r
4h4 + 6h2 + 2:25� x2 � x

h
:

2.2.1 Propriétés d�un estimateur à noyau bêta

Nous donnons les di¤érentes propriétés d�un estimateur d�une densité de proba-

bilité à noyau bêta en se basant sur le travail de Chen(1999).

Propriétés de l�estimateur f̂1

1. Le biais : On a

biais[f̂1(x)] = E[f̂1(x)]� f(x);
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

avec

E[f̂1(x)] = E

 
1

n

nX
i=1

KB( x
h
+1; 1�x

h
+1) (Xi)

!

=

Z 1

0

f(y)KB( x
h
+1; 1�x

h
+1) (y) dy

Si on considère queK
B( x

h
+1; 1�x

h
+1)
est la densité d�une v.a �x � �eta

�
x
h
+ 1; 1�x

h
+ 1
�
;

donc

E[f̂1(x)] = E [f(�x)] = f(x) + f
0(x)E((�x � x))+

1

2
f 00(x)E((�x � x)2)

où E((�x � x)) = h(1� 2x) +O(h2) et

E((�x � x)2) = hx(1� x) + h2 (1� 2x)2 +O(h2):

Alors

E [f(�x)] = f(x) + f
0(x)h(1� 2x) + 1

2
f 00(x)hx(1� x) +O(h);

donc le biais est donné par

biais[f̂1(x)] = f
0(x)h(1� 2x) + 1

2
f 00(x)hx(1� x) +O(h):

2. La variance :

var[f̂1(x)] = var

"
1

n

nX
i=1

KB( x
h
+1; 1�x

h
+1) (Xi)

#

=
1

n

�
E

��
KB( x

h
+1; 1�x

h
+1) (X)

�2�
�
h
E
�
f̂1(x)

�i2�
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

avec

E

��
KB( x

h
+1; 1�x

h
+1) (X)

�2�
= Ah(x)E [f(x)]

où x � �(2xh + 1;
2(1�x)
h

+ 1) et pour h assez petit

Ah(x) =

8><>:
1

2
p
�

h�
1
2

[x(1�x)]
1
2

si x
h
!1 et 1�x

h
!1

�(2k+1)
21+2k�2(k+1)

h�1 si x
h
! k et 1�x

h
! k

donc la variance est donnée par

var[f̂1(x)] =

8><>:
1

2
p
�
n�1h�

1
2

[x(1�x)]
1
2
[f(x) +O(n�1)] si x

h
!1 et 1�x

h
!1

�(2k+1)
21+2k�2(k+1)

(nh)�1 [f(x) +O(n�1)] si x
h
! k ou 1�x

h
! k

3. Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

MISE[f̂1(x)] = h
2

Z 1

0

�
(1� 2x)f 0(x) + 1

2
x(1� x)f 00(x)

�2
dx

+
1

2n
p
h�

Z 1

0

[x (1� x)]�
1
2 f(x)dx+O

�
1

n
p
h
+ h2

�
:

Pour minimise la MISE par rapport à la fenêtre h, nous avons

AMISE[f̂1(x)] = h
2

Z 1

0

�
(1� 2x)f 0(x) + 1

2
x(1� x)f 00(x)

�2
dx

+
1

2n
p
h�

Z 1

0

[x (1� x)]�
1
2 f(x)dx:

On dérive donc AMISE par rapport à h

@AMISE

@h
(h) = 0
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

nous obtenons la fenêtre optimale h�opt1 :

h�opt1 =
1

4
2
5

h
1

2
p
�

R 1
0
[x (1� x)]� 1

2f(x)dx
i 2
5

�hR 1
0
(1� 2x)f 0(x) + 1

2
x(1� x)f 00(x)

i2
dx

� 2
5

n�
2
5 = O

�
n�

2
5

�
:

MISEh�opt1

�
f̂1(x)

�
=
5

4
4
5

"
1

2
p
�

Z 1

0

f(x)

fx (1� x)g
1
2

dx

# 4
5

�
"Z 1

0

�
(1� 2x) f 0(x) + 1

2
x (1� x) f 00(x)

�2
dx

# 1
5

n�
4
5 :

Propriétés de l�estimateur f̂2

1. Le biais :

biais[f̂2(x)] =

8>>>><>>>>:
1
2
x (1� x) f 00(x)h+O(h2) si x 2 [2h; 1� 2h]

�(x)hf 0(x) +O(h) si x 2 [0; 2h]

��(1� x)hf 0(x) +O(h) si x 2]1� 2h; 1]

2. La variance :

var[f̂2(x)] =
1

2n
p
h�

Z 1

0

[x (1� x)]�
1
2 f(x)dx

3. Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

MISE[f̂2(x)] =
1

4
h2
Z 1

0

[x(1� x)f 00(x)]2 dx+ 1

2n
p
h�

Z 1

0

[x (1� x)]�
1
2 f(x)dx

+O

�
1

n
p
h
+ h2

�
:
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4. La fenêtre optimale h�opt2 :

h�opt2 =

h
1

2
p
�

R 1
0
[x (1� x)]�

1
2 f(x)dx

i 2
5

hR 1
0
[x(1� x)f 00(x)]2 dx

i 2
5

n�
2
5 = O

�
n�

2
5

�
:

Donc la MISE associée est

MISEh�opt2 [f̂1(x)] =
5

4
3
5

�
1

2
p
�

Z 1

0

[x (1� x)]�
1
2 f(x)dx

� 4
5

�
�Z 1

0

[x(1� x)f 00(x)]2 dx
� 1
5

n�
4
5 :

Remarque 2.2.2 On remarque que

Z 1

0

�
(1� 2x) f 0(x) + 1

2
x (1� x) f 00(x)

�2
dx �

Z 1

0

[x(1� x)f 00(x)]2 dx:

On déduit que

MISEh�opt1 [f̂1(x)] �MISEh�opt2 [f̂2(x)] et h
�
opt1 � h�opt2

Alors f̂2 est le meilleur estimateur pour f .

2.3 Noyau gamma

La densité de probabilité d�une loi gamma est dé�nie et continue sur [0;+1[ telle

que :

fG(a;b)(t) =
1

�(a)
b�ata�1 exp(� t

b
)
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

avec

�(a) =

Z
R+

ta�1e�tdt

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi gamma, alors

E(X) = ab et var(X) = ab2:

Chen (2000) est le premier a utilisé la loi gamma pour construire des noyaux

associés continus asymétriques.

Pour a = x
h
+ 1 et b = h, on dé�nit un noyau associé gamma par :

KG( x
h
+1;h) (t) =

1

h
x
h
+1�

�
x
h
+ 1
�t xh e� t

h ; t 2 [0;+1[

de loi gamma à support @x;h = [0;+1[, d�espérance E
�
KG( x

h
+1;h)

�
= x+ h et de

variance var
�
KG( x

h
+1;h)

�
= xh+ h2.

Soit X1; :::; Xn un échantillon de v.a i.i.d sur @ = [0;+1[, de densité de pro-

babilité continue asymétrique inconnue f deux fois dérivables. Nous considérons

l�estimateur f̂3 de f à noyau gamma tel que

f̂3(x) =
1

n

nX
i=1

KG( x
h
+1;h) (Xi)

=
1

n

nX
i=1

1

h
x
h
+1�

�
x
h
+ 1
�X x

h
i e

�Xi
h

La �gure 2.3 donne l�estimateur f̂3 à noyau gamma pour h = 0:025 et n varié

(n = 50; 100 et 500) :
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Fig. 2.3 �Estimeteur f̂3 à noyau gamma, h = 0:025, n = 50; 100; 500:

Un autre estimateur à noyau gamma donné par Chen(2000) est dé�ni comme suit :

f̂4(x) =
1

n

nX
i=1

KG(�h(x);h) (Xi) ;

tel que

�h(x) =

8><>:
x
h

si x � 2h
1
4
(x
h
)2 + 1 si x 2 [0; 2h[:

2.3.1 Propriétés d�un estimateur à noyau Gamma

Nous donnons les di¤érentes propriétés d�un estimateur d�une densité de proba-

bilité à noyau Gamma en se basant sur l�étude de Chen(2000).

Propriétés de l�estimateur f̂3

1. Le biais :

biais[f̂3(x)] = E[f̂3(x)]� f(x);

Ainsi,

E[f̂3(x)] =

Z +1

0

KG( x
h
+1;h) (t) f(t)dt = E[f(�x)]
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avec �x � �(xh +1; h), �x = E (�x) = x+h et var (�x) = xh+h
2: On utilise

le développement de Taylor de f(�x) au voisinage de point moyen �x, nous

obtenons

E[f(�x)] = E[f(�x)] +
1

2
f 00(�x)E(�x � �x)2 +O(h)

= f(�x) +
1

2
f 00(�x)var(�x) +O(h)

= f(x) + hf 0(x) +
h

2
xf 00(x) +O(h)

alors

biais[f̂3(x)] = hf
0(x) +

h

2
xf 00(x) +O(h):

2. La variance :

var[f̂3(x)] =
1

n
var

h
KG( x

h
+1;h) (Xi)

i
=
1

n

�
E
�
KG( x

h
+1;h) (X)

�2�
� 1

n

h
E
�
KG( x

h
+1;h) (X)

�i2
� 1

n

�
E
�
KG( x

h
+1;h) (X)

�2�
�
Z 1

0

K2
G( x

h
+1;h) (t) f(t)dt =

Z 1

0

 
t
x
h e�

t
h

h
x
h
+1�

�
x
h
+ 1
�!2 f(t)dt

�
Z 1

0

 
t
2x
h e�

2t
h

h2(
x
h
+1)�2

�
x
h
+ 1
�! f(t)dt

�
2
2x
h
+1h(

2x
h
+1)�

�
2x
h
+ 1
�

2
2x
h
+1h(

2x
h
+1)�

�
2x
h
+ 1
� Z 1

0

t
2x
h e�

2t
h

h2(
x
h
+1)�2

�
x
h
+ 1
�f(t)dt

�
h(

2x
h
+1)�

�
2x
h
+ 1
�

2
2x
h
+1h2(

x
h
+1)�2

�
x
h
+ 1
� Z 1

0

2
2x
h
+1t

2x
h e�

2t
h

h(
2x
h
+1)�

�
2x
h
+ 1
�f(t)dt

� Bh(x)E[f(�x)];
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tel que

Bh(x) =
h�1�

�
2x
h
+ 1
�

2
2x
h
+1�2

�
x
h
+ 1
�

et �x suit la loi �
�
2x
h
+ 1; h

�
: Posons

R(z) =

p
2�e�zzz+

1
2

�(z + 1)
; z � 0

donc

Bh(x) =
h
1
2x�

1
2R2(x

h
)

2
p
�R(2x

h
)

=

8><>:
1

2
p
�
h�

1
2x�

1
2 si x

h
!1

�(2k+1)
22k+1�2(k+1)

h�1 si x
h
! k

Alors,

var[f̂3(x)] =

8><>:
1

2
p
�
n�1h�

1
2x�

1
2f(x) si x

h
!1

�(2k+1)
22k+1�2(k+1)

n�1h�1f(x) si x
h
! k

3. Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE) :

MISE[f̂3(x)] =

Z +1

0

MSE[f̂3(x)]dx =

Z +1

0

[biais[f̂3(x)]]
2 +

Z +1

0

var[f̂3(x)]

=

Z +1

0

[hf 0(x) +
h

2
xf 00(x)]2 +

Z +1

0

1

2
p
�
n�1h�

1
2x�

1
2f(x) +O(h2):

Alors

MISE[f̂3(x)] = h
2

Z +1

0

�
f 0(x) +

1

2
xf 00(x)

�2
dx+

1

2
p
�
n�1h�

1
2

Z +1

0

x�
1
2f(x)dx

+O(
1

n
p
h
+ h2):
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Pour minimiser la MISE par rapport à la fenêtre h, nous avons

AMISE[f̂3(x)] = h
2

Z +1

0

�
f 0(x) +

1

2
xf 00(x)

�2
dx+

1

2
p
�
n�1h�

1
2

Z +1

0

x�
1
2f(x)dx

On dérive par rapport à h

@AMISE

@h
(h) = 0

on obtient :

2h

Z +1

0

�
f 0(x) +

1

2
xf 00(x)

�2
dx� 1

2n

1

2h2
p
�

Z +1

0

x�
1
2f(x)dx = 0:

Alors, la la fenêtre optimale h�opt3

h�opt3 =
[ 1
2
p
�

R +1
0

x�
1
2f(x)dx]

2
5

4
2
5

hR +1
0

�
f 0(x) + 1

2
xf 00(x)

�2
dx
i 2
5

n�
2
5 = O

�
n�

2
5

�
:

MISEh�opt3

�
f̂3(x)

�
= (h�opt3)

2

Z +1

0

�
f 0(x) +

1

2
xf 00(x)

�2
dx

+
1

2
p
�
n�1(h�opt3)

� 1
2

Z +1

0

x�
1
2f(x)dx+ o(

1

n
p
h
+ h2)

=
5

4
4
5

[
1

2
p
�

Z +1

0

x�
1
2f(x)dx]

4
5

�
"Z +1

0

�
f 0(x) +

1

2
xf 00(x)

�2
dx

# 1
5

n�
4
5 :
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Chapitre 2. Estimation de la densité par noyau asymétrique

Propriétés de l�estimateur f̂4

1. Le biais :

E
h
f̂4(x)

i
=

8><>: f(x) + 1
2
hxf 00(x) +O(h) si x � 2h

f(x) + �h(x)hf
0(x) +O(h) si x 2 [0; 2h[

Alors,

biais[f̂4(x)] =

8><>:
1
2
hxf 00(x) +O(h) si x � 2h

�h(x)hf
0(x) +O(h) si x 2 [0; 2h[

avec �h(x) =
(1�x)(�h(x)� x

h)
(1+h�h(x)�x) :

2. Erreur quadratique moyenne :

MSE[f̂4(x)] =
h2

4
[xf 00(x)]

2
+

1

2
p
�
n�1h�

1
2x�

1
2f(x) +O

�
h2 + (nh)�

1
2

�
:

3. Erreur quadratique moyenne intégrée :

MISE[f̂3(x)] =
h2

4

Z 1

0

[xf 00(x)]
2
dx+

1

2
p
�
n�1h�

1
2

Z 1

0

x�
1
2f(x)dx+O

�
h2 + (nh)�

1
2

�

Par minimisation de la AMISE par rapport à la fenêtre h :

AMISE[f̂4(x)] =
h2

4

Z 1

0

[xf 00(x)]
2
dx+

1

2
p
�
n�1h�

1
2

Z 1

0

x�
1
2f(x)dx;

la fenêtre optimale est h�opt4 est telle que :

h�opt4 =
[ 1
2
p
�

R1
0
x�

1
2f(x)dx]

2
5

[
R1
0
[xf 00(x)]2 dx]

2
5

n�
2
5 = O

�
n�

2
5

�
:
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La MISE associée est

MISE
h�opt4

[f̂2(x)] =
5

4
4
5

�
1

2
p
�

Z 1

0

x�
1
2f(x)dx

� 4
5

�
�Z 1

0

[xf 00(x)]
2
dx

� 1
5

n�
4
5

Remarque 2.3.1 On remarque que

Z +1

0

�
f 0(x) +

1

2
xf 00(x)

�2
dx �

Z 1

0

[xf 00(x)]
2
dx

on déduit que

MISEh�opt3 [f̂3(x)] �MISEh�opt4 [f̂4(x)] et h
�
opt3 � h�opt4

Alors f̂4 est le meilleur estimateur pour f .
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons essayé d�étudier les propriétés asymptotique d�un

estimateur non paramétrique pour une fonction de densité de probabilité avec la

méthode du noyau (symétrique et asymétrique).

Nous avons présenté dans premier chapitre la méthode d�estimation à noyau symé-

trique proposé par Rosenblatt en 1956 puis amélioré par Parzen en 1962: Ensuite,

dans le deuxième chapitre, nous avons passé aux estimateurs à noyau asymétrique,

où nous avons pris comme exemples les noyaux gamma et bêta proposés par Chen

en (1999� 2000).

En conclusion, pour l�estimation des densités à support asymétrique R+ ou [0; 1]

par exemple, l�utilisation de noyau symétrique donne une estimation de plus en

plus biaisée lorsque x est proche de 0. Ce qui montre l�importance de l�utilisation

de noyau asymétrique, qui ont d�excellentes propriétés asymptotiques.
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حاولنا دراسة خصائص التقارب لمقدرة لا  في هذه المذكرة،
معلمية لدالة كثافة الاحتمال باستخدام طريقة النواة 
(المتماثل وغير المتماثل). استناد0ا إلى أمثلة بيانات 

، أظهرنا أيض0ا أهمية Rتمت محاكاتها باستخدام البرنامج 
استخدام النواة غير المتماثلة، والتي لها خصائص تقارب 

من المقدرات نة بالمتماثلة التي تعطي المزيد ممتازة مقار
المتحيزة عند الحواف في حالة دالة الكثافة غير 

 المتماثلة.

Dans ce mémoire, nous avons essayé d'étudier les propriétés asymptotiques d'un 

estimateur non paramétrique pour une fonction de densité de probabilité avec la méthode 

du noyau (symétrique et asymétrique). En s'appuyant sur des exemples de données simulées 

avec le logiciel R, nous montrons aussi l'importance de l'utilisation des noyaux 

asymétriques, qui ont d'excellentes propriétés asymptotiques par rapport aux noyaux 

symétriques qui donnent d’estimateur de plus en plus biaisée au bords dans le cas de densité 

à support asymétrique.  

 

 

 

In this memory, we tried to study the asymptotic properties of a nonparametric estimator 

for a probability density function with (symmetric and asymmetric) kernel method. Based 

on examples of data simulated with the R software, we also show the importance of using 

asymmetric kernels, which have excellent asymptotic properties compared to symmetric 

kernels which give more and more biased estimators at the boundary in the case of density 

with asymmetric support. 
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