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Introduction

Les équations di¤érentielles doublements stochastiques rétrogrades (notée EDDSR)

sont des équations di¤érentielles stochastiques rétrograde où interviennent deux in-

tégrales stochastiques l�un progressive et l�autre rétrograde. plus précisément, ce sont

des équations de la forme :

Yt = � +

Z T

t

f(s; Ys; Zs)ds+

Z T

t

g(s; Ys; Zs)dBS �
Z T

t

ZsdWS, t 2 [0; T ]

oú fWt; 0 � t � Tg et fBt; 0 � t � Tg sont deux mouvements Brownients stan-

dards indépendantes dé�nis sur un espace de probabilité complet (
;F ;P) à valeurs

respectivement dans Rd et Rl. Notre objectif est d�étudier une propriété des équa-

tions di¤érentielles doublements stochastiques rétrogrades et de montrer l�existence

et l�unicité de leur solution sous la condition de Lipschitz. On été introduits par

Pardoux et Peng [6 ] ; en 1994.

Ce mémoire se composé de trois chapitres :

Chapitre 1 : (Outils fondamentaux)

Ce chapitre est essentiellement une sorte d�introduction, on fait un rappel sur

quelques notions et les théorèmes préliminaires du calcul stochastique, et que nous

aurons besoin à la suite de ce travail comme : Le processus stochastique, la notion

de martingale, le mouvement Brownient puis l�intégrale stochastique progressives et

rétrogrades.

1



Introduction

Chapitre 2 : (Equations Di¤érentielles Stochastique Rétrogrades)

Dans ce chapitre, nous allons montrer d�existence et d�unicité de la solution pour

l�EDSR avec un générateur Lipschitzien, ce résultat à été obtenu par Pardoux et

Peng [5 ] en 1990.

chapitre 3 :( Quelques résultats sur les EDDSR�s)

Dans le dernier chapitre, nous allons présenter la partie essentielle de notre étude

qui s�intéresse aux équations di¤érentielles doublements stochastiques dont les deux

générateurs f et g sont Lipschitziens. Nous introduisons la théorie de ce genre d�équa-

tion puis nous allons étudier l�existence et l�unicité de leur solution.
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Chapitre 1

Outils fondamentaux

Ce chapitre est essentiellement une sorte d�introduction, on donne quelques

rappels de base concernant le calcul stochastique et les dé�nitions des inté-

grales stochastiques progressives et rétrogrades.

1.1 Notations et dé�nitions

Dé�nition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une

famille fXt; t 2 Tg des variables aléatoires dé�nies sur un même espace de probabilité

tel que l�indice t est souvent interprété comme le temps .

� Si T = N le processus (Xt)t2T est un processus à temps discret.

� Si T = R+ où T = [0; T ] le processus (Xt)t2T est un processus à temps continu.

Dé�nition 1.1.2 (Filtration) On appelle �ltration (Ft)t �0 sur un espace de proba-

bilité (
;F ;P) une famille croissante de sous tribu de F (i:e: Fs � Ft � F ; 8s � t) :

1) L�espace (
;F ; (Ft)t 2R+ ;P) s�appelle espace de probabilité �ltré.

2) Une �ltration est P�complète pour une mesure de probabilité P si F0 contient tous

les événements de mesure nulle (i:e N = fN 2 F ; tel que P (N) = 0g � F0) :

3



Chapitre 1.Outils fondamentaux

Dé�nition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus X est adapté par rapport à la

�ltration fFtgt �0 si; pour tout t; Xt est Ft �mesurable.

Remarque 1.1.1

i) Si N � F0 et si X est adapté par rapport à fFtgt �0; alors toute modi�cation de

X est encore adaptée.

ii) Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Dé�nition 1.1.4 (Processus mesurable) Un processus X est dite mesurable si

l�application suivante :

(R+ � 
;B (R+)�F) �! (Rd;B
�
Rd
�
)

(t; w) �! Xt (w)

est mesurable.

Dé�nition 1.1.5 Soient (Xt)t2T et (Yt)t2T deux processus stochastique dé�nis sur

même espace (
;F ;P).

1. X est une modi�cation de Y si: pour tout t � 0 les variables aléatoires Xt et

Yt sont égales P�p:s 8t � 0; P(Xt = Yt) = 1.

2. X et Y sont indistinguables si: P�p:s les trajectoires de X et de Y sont les

mêmes (i:e P(Xt = Yt;8t � 0) = 1) :

Dé�nition 1.1.6 Les variables aléatoires Xt � Xs , 0 � s � t sont appelées les

accroissements du processus stochastique X. On dit :

1. Processus à accroissements indépendants si (Xt �Xs) ? Fs, 80 � s � t:

2. Processus à accroissements stationnaires si (Xt �Xs) � Xt�s�X0, 80 � s � t:

4



Chapitre 1.Outils fondamentaux

Dé�nition 1.1.7 (Processus prévisible) Un processus X est dit prévisible si l�ap-

plication (w; t) �! Xt (w) est mesurable par rappoort à la tribu prévisible qui est

engendrée par les processus continus à gauche et adaptés à (Ft)t�0.

Dé�nition 1.1.8 (Espéronce conditionnelle par rapport à une tribu ) Soit

X une variable aléatoire réelle intégrable (i:e: X 2 L1) dé�nie sur (
;F ;P) et G une

sous tribu . L�espérance conditionnelle E[X=G] de X quand G est l�unique variable

aléatoire, tel que :

1. G �mesurable.

2.
R
A
E[X=G]dP =

R
A
XdP; 8A 2 G.

Propriété 1.1.1 (Propriétés de l�espérance conditionnelle) Soient X; Y deux

variables aléatoires réeles appartenant à L2(
 , F , P), soit G une sous tribu de F .

On a alors :

� Linéarité : Soit a et b deux constantes

E[aX + bY=G] = aE[X=G] + bE[Y=G]:

� Croissance : Si X � Y =) E[X=G] � E[Y=G] p:s:

� Si X est indépendante de G, alors : E[X=G] = E[X]:

� Si X est G�mesurable, alors : E[X=G] =X:

� Si X est G�mesurable, alors : E[XY=G] = X E[Y=G].

� E[E[X=G] = E[X]:

Dé�nition 1.1.9 (Martingale en temps continue) Un processus (Xt)t�0 adapté

par rapport une �ltration fFtgt�0 et tel que pour tout 0 � s � t;Xt 2 L1 est appelé :

1. martingale si : E[Xt=Fs] = Xs; P�p:s.
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Chapitre 1.Outils fondamentaux

2. sous martingale si : E[Xt=Fs] > Xs; P�p:s.

3. sur martingale si : E[Xt=Fs] < Xs; P�p:s.

1.2 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.2.1 (Mouvement Brownien) Le processus (Bt)t �0 est un mouve-

ment Brownien, si :

1. Continuité : P� p:s; la fonction s 7�! Bs(w) est une fonction continue.

2. Indépendance des accroissements, si 0 � s � t, Bt � Bs est indépendant de

Fs = �(Bu ; u � s) et de loi gaussienne centré de variance (t� s).

3. Stationnarité des accroissements : si 0 � s � t; la loi de Bt � Bs indentique à

celle de Bt�s �B0 = Bt�s.

Remarque 1.2.1 un mouvement Brownien est dit standard, si

i) B0 = 0 P� p:s:

ii) E[Bt] = 0:

iii) E[B2t ] = t:

Proposition 1.2.1 Soint (Bt)t �0 un mouvement Brownien standard, on a :

1. Pour tout T > 0; fBt+T �BTgt �0 est un mouvement brownien indépendant de

�(Bu; u � T ).

2. Pour tout c > 0; fcB t
c2
gt �0 : est un mouvement Brownien.

3. Le processus dé�ni par X0 = 0 et Xt = tB 1
t
est un mouvement Brownien.
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Chapitre 1.Outils fondamentaux

1.3 Notions de processus simples

Soit
n
~F t , t � 0

o
une famille monotone de sous tribus de F ; telle que Ft � ~F t.

Soit N l�ensemble de parties P�négligeables de F .

Pour tout t 2 [0; T ] , on dé�nit :

Ft , FW
t _ FB

t;T .

Pour tout processus (�t)t�0 , F
�
s;t = � f�r � �s , s � r � tg _ N .

Dé�nition 1.3.1 (Processus simple) On appelle processus ~F t�simpel une pro-

cessus elémentaire de la forme :

Xt = �0 1f0g(t) +
1X
i=0

�i1]ti;ti+1](t); 0 � t � 1. (1.1)

où 0 = t0 < t1 < ...< tn, limn�! +1 tn =1 et (�n)n2N une suite de v.a ~F tn�mesurable

telle que :

sup
n�0;w2


j�n(w)j � C, C � 1:

i) Xt est dite ~F t�simple progressif, si la �ltration f ~F t , t � 0g est une croissante.

ii) Xt est dite ~F t�simple rétrograde, si la �ltration f ~F t , t � 0g est une décroissante.

Proposition 1.3.1 Soit (Xt)t�0 processus ~F t�simple, alors X est mesurable et

f ~F tg�adapté (i:e: pour tout t � 0 Xt est ~F t�mesurable).

Lemme 1.3.1 Soit X un processus mesurable, ~F t �adapté et de carré intégrable

par rapport P
 �, où � désigne la mesure de Le besgue. Alors, il existe une suite

(Xn)n�0 de processus ~F t�simple progressif, telle que :

lim
n!1

E
Z T

0

k Xn
s �Xs k2 ds = 0:
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Chapitre 1.Outils fondamentaux

1.4 Intégrale stochastique d�Itô

On suppose :

i) fF1
t ; t � 0g une famille croissante de sous tribu de F telle que FW

t � F1
t ; et

� fWt+s �Wt; s � 0g indépendante de F1
t , pour tout 0 � t � T: ( i:e F1

t =

FW
t _ FB

0;T ):

ii) fF2
t ; t � 0g une famille décroissante de sous tribu de F telle que FB

t;T � F2
t et

� fBt �Bs; s � tg indépendant deF2
t pour tout 0 � t � T ,

�
i:e F2

t = FW
T _ FB

t;T

�
:

1.4.1 Intégrale stochastique progressive

Dé�nition 1.4.1 Soit (Xt)t�0 un processus F1
t �simple progressif, pour un tel pro-

cessus, on dé�nit l�intégrale stochastique progressive d�Itô par rapport à W comme

étant le processus continu fI (Xt) ; 0 � t � Tg dé�ni par :

I (Xt) :=
1X
i=0

�i
�
W(ti+1^t) �W(ti^t)

�
ou encore si t 2 ]tm; tm+1] ;

I (Xt) :=

m�1X
i=0

�i
�
Wti+1 �Wti

�
+ �m (Wt �Wtm) :

On note I(Xt) =

tZ
0

XsdWs; on obtient alors les propriétés suivantes :

Proposition 1.4.1 Soit X et Y deux processus F1
t �simple progressif. Alors :

(P1) I (X0) = 0; p:s:

(P2) (I (Xt))t�0 est une F1
t �martingale: E [I (Xt) =F1

s ] = I (Xs) ; p:s: s � t:

(P3) E [jI (Xt)j 2] = E

24 tZ
0

jXsj 2ds

35 : (Formule d�isométrie) :
8



Chapitre 1.Outils fondamentaux

(P4) E [jI (Xt)� I (Xs)j 2=F1
s ] = E

24 tZ
s

jXrj 2ds=F1
s

35 ; p:s:
(P5) I ( �X + �Y ) = �I (X) + �I (Y ) ; 8�; � 2 R:

Dé�nition 1.4.2 Soit (Xt)t�0un processus mesurable, F1
t �adapté et de carré inté-

grable par rapport P
 �. L�intégrale stochastique de X par rapport à W sur l�inter-

valle [0; T ] est l�unique F1
t �martingale de carré intégrable I (X) = fI (Xt) ; 0 � t � Tg

véri�ant :

lim
n!1

E
�
jI (Xn

t )� I (Xt)j2
�
= 0; 0 � t � T;

pour toute suite (Xn)n�0 de processus simples progressifs, telle que :

lim
n!1

E
Z T

0

jXn
s �Xsj2 ds = 0:

Proposition 1.4.2 Pour tout processus (Xt)t�0 mesurable, F1
t �adapté et de carré

intégrable par rapport P
 �; le processus I (Xt) dé�ni par

tZ
0

XsdWs est une martin-

gale par rapport à F1
t de carré intégrable véri�ant les propriétés (P1) à (P5):

1.4.2 Intégrale stochastique rétrograde

Dé�nition 1.4.3 Soit (Xt)t�0 un processus F2
t �simple rétrograde, on dé�nit l�inté-

grale stochastique rétrograde d�Itô de (Xt)t�0 par rapport à B comme étant le pro-

cessus continu fJ (Xt) ; 0 � t � Tg dé�ni par :

J (Xt) :=

1X
i=0

�i+1

�
B(ti+1^T ) _t �B(ti^T )_t

�

ou encore si t 2 ]tp�1; tp] et T 2 ]tq; tq+1] ; avec p � q

J (Xt) := �p
�
Btp �Bt

�
+

q�1X
i=p

�i+1
�
B ti+1 �B ti

�
+ �q+1(BT �Btq)

9



Chapitre 1.Outils fondamentaux

si tk < t � T � tk+1 et J (Xt) = �k+1 (BT �Bt) : On note : J (Xt) =

TZ
t

XsdBS;

l�intégrale stochastique rétrograde d�Itô de (Xt)t�0 par rapport à B: On obtient alors

directement à l�aide de cette dé�nition les propriétés suivantes :

Proposition 1.4.3

Soit (Xt)t�0 et (Yt)t�0 deux processus simples rétrogrades. Alors :

(P̀1) E

24 TZ
t

XsdBS

35 = 0.
(P̀2) E

24 TZ
t

XsdBS=F2
u

35 = TZ
u

XsdBS; p.s. t � u.

(P̀3) E

264
������
TZ
t

XsdBS

������
2
375 = E

24 TZ
u

kXsk2 ds

35(formule d�isométrie).
(P̀4)

TZ
t

(�Xs + �Ys) dBS = �

TZ
t

XsdBS + �

TZ
t

Ys dBS; 8�; � 2 R:

Dé�nition 1.4.4 Soit (Xt)t�0 processus mesurables, F2
t �adaptés et de carré inté-

grable par rapport P
 �. L�intégrale stochastique rétrograde de X par rapport à B est

l�unique F2
t �martingale rétrograde de carré intégrable J (X) = fJ (Xt) ; 0 � t � Tg

véri�ant :

lim
n�!1

E
�
jJ (Xn

t )� J (Xt)j2
�
= 0; 0 � t � T ;

pour toute suite (Xn)n�0 de processus simples rétrogrades, telle que :

lim
n!1

E
Z T

0

kXn
s �Xsk2 ds = 0:

Proposition 1.4.4 Pour tout processus X mesurable, F2
t �adapté et de carré inté-

grable par rapport P
 �; le processus J (X) dé�ni par
TZ
t

XsdBs est une martingale

rétrograde par rapport à F2
t de carré intégrable véri�ant les propriétés (P̀1) à (P̀4) .

10



Chapitre 1.Outils fondamentaux

1.5 Formule d�Itô généralisée

Lemme 1.5.1 (Pardoux�Peng) [6] Soient � et  et � des processus Ft�adaptés

respectivement à valeurs dans Rk, Rk�l et Rk�d tels que :

E

24 TZ
0

j�tj2 dt

35 <1; E TZ
0

�
ktk2 dt

�
<1 et E

24 TZ
0

k�tk2 dt

35 <1:
Soit � un processus continu et Ft�adaptés à valeur dans Rk, tel que

E
�
sup
0�t�T

j�tj2
�
<1 véri�ant :

�t = �0 +

tZ
0

�sds+

tZ
0

sdBS +

tZ
0

�sdWS; 0 � t � T:

Alors :

j�tj2 = j�0j2+2
tZ
0

(�s; �s) ds+2

tZ
0

(�s; sdBs)+2

tZ
0

(�s; �sdWs)�
tZ
0

ksk2 ds+
tZ
0

k�sk2 ds:

Et

E j�tj2 = E j�0j2 + 2E
tZ
0

(�s; �s) ds� E
tZ
0

ksk2 ds+ E
tZ
0

k�sk2 ds:

Plus généralement, si x �! � (x) est une fonction de classe C2 sur Rk

� (�t) = � (�0) +

tZ
0

�
�
0
(�s) ; �s

�
ds+

tZ
0

�
�
0
(�s) ; sdBs

�
+

tZ
0

�
�
0
(�s) ; �sdWs

�

� 1
2

tZ
0

Tr(�
0
(�s) s

�
s )ds+

1

2

tZ
0

Tr(�
00
(�s) �s�

�
s)ds:

11



Chapitre 1.Outils fondamentaux

1.6 Résultats utiles

Théorème 1.6.1 (Théorème de représentation des martingales Browniennes)

Soit (Ft)0�t�T la �ltration naturelle du mouvement Brownien (Wt)0�t�T . Soit M une

martingale continue de carré intégrable par rapport à (Ft)0�t�T . Alors il existe un

unique processus prévisible H véri�ant :

E
�Z T

t

H2
sds

�
<1

tel que, 8t 2 [0; T ]

Mt =M0 +

Z t

0

HsdWs, P� p:s:

Théorème 1.6.2 (Inégalité de Burkholder�Davis�Gundy (BDG)) Pour tout

p > 0, il existe des constantes positives cp et Cp telles que, pour toute martingale

locale continue X = (Xt)t�0, nul en 0 :

cpE
�
(X;X)

P
2

1

�
� E

�
sup
t�0
jXtj

p

�
� CpE

�
(X;X)

P
2

1

�
:

Remarque 1.6.1 En particulier, si T � 0

cpE
h
(X;X)

P
2
T

i
� E

�
sup
0�t�T

jXtjp
�
� CpE

h
(X;X)

P
2
T

i
:

Lemme 1.6.1 (Lemme de Gronwall) : T > 0 et soit g une fonction positive

mesurable bornée sur l�intervalle [0; T ]. Supposons qu�il existe deux constantes a � 0,

b � 0 telles que pour tout t 2 [0; T ] :

g(t) � a+ b
Z t

0

g(s)ds:

12



Chapitre 1.Outils fondamentaux

Alors, on a pour tout t 2 [0; T ] :

g(t) � a exp(bt).

Théorème 1.6.3 (Théorème du point �xe) Soient (E; d) un espace métrique

complet et ' : E �! E une application contractante, i:e: Lipschitzienne de rapport

k < 1. Alors, ' admet un unique point �xe a 2 E tel que : '(a) = a.

13



Chapitre 2

Equations di¤érentielles

stochastique rétrogrades

L�objectif de ce chapitre est d�introduire la notion d�équations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades, (EDSR�s en abrégé) et de présenter briévement le

résultat classique d�existence et d�unicité de la solution.

2.1 Notations et dé�nitions

Soient (
;F ;P) un espace de probabilité complet et fWtgt�0 un mouvement Brow-

nien d�dimensionnel sur cet espace. On notera fFtgt �0 la �ltration naturelle du MB

fWtgt�0.

On travaillera avec deux espace de processus :

on notera tout d�abord S2([0; T ] ;Rk) : L�espace vectoriel formé des processus (Yt)t�0,

progressivement mesurables, à valeurs dans Rk, telle que :

kY k2S2 := E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
<1

14



Chapitre 2. Equations Di¤érentielles Stochastique Rétrogrades

et S2c ([0; T ] ;Rk) le sous�espace formé par les processus continus.

En suitM2(Rk�d) : L�espace voctoriel formé par les processus (Zt)t�0, progressive-

ment mesurables, à valeurs dans Rk�d, telle que :

kZk2M2 := E[
TZ
0

kZsk2 ds] <1

où si z 2 Rk�d, kZk2 = trace(zz�):

M2(Rk�d) : désigne l�ensemble des classes d�équivalence de M2([0; T ] ;Rk�d). Les

espaces S2;S2c etM2 sont des espaces de Banach pour les normes dé�nies précédem-

ment. Nous désignerons B2 l�espace de Banach S2c (Rk)� M2(Rk�d):

L�équation di¤érentielle stochastique rétrograde :

8><>: �dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdWt ; 0 � t � T

YT = �; P�p:s

ou, de façon équivalente sous forme intégrale :

Yt = � +

TZ
t

f (s; Ys; Zs) ds�
TZ
t

ZsdWs; 0 � t � T (2.1)

la fonction f s�appelle le générateur est dé�nie sur : [0; T ]�
�Rk�Rk�d à valeurs

dans Rk telle que : pour tout (Y; Z) 2 Rk � Rk�d le processus ff(t; Y; Z)0�t�Tg

soit progressivement mesurable. On considère également une variable aléatoire �;

mesurable par rapport à FT et à valeur dans Rk:

Dé�nition 2.1.1 Une solution de l�EDSR (2:1) est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T
véri�ant :

15
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1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et

Rk�d (resp) .

2. P� p:s: E

24 TZ
0

�
jf (s; Ys; Zs)j+ kZsk2

	
ds

35 <1.
3. P� p:s: Yt = � +

TZ
t

f (s; Ys; Zs) ds�
TZ
t

ZsdWs; 0 � t � T:

2.2 Existence et unicité des solutions

Proposition 2.2.1 Supposons qu�il existe un processus fftgt�0�T , positive apparte-

nant à M2(Rk) et une constante positive � tels que : 0 � t � T

8(t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d, jf (t; y; z )j � ft + � (jyj+ kzk) :

Si f(Yt; Zt)g
0�t�T

est une solution de l�EDSR(2:1) telle que Z 2M2alors Y appartient

à S2c .

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que

Y0 est déterministe. En e¤et, on a pour tout t 2 [0; T ] :

Yt = � +

TZ
t

f (s; Ys; Zs) ds�
TZ
t

ZsdWs

= � +

0@ 0Z
t

f (s; Ys; Zs) ds+

TZ
0

f (s; Ys; Zs) ds

1A�
0@ 0Z

t

ZsdWs +

TZ
0

ZsdWs

1A
= � +

0@� tZ
0

f (s; Ys; Zs) ds�

0@� tZ
0

ZsdWs

1A1A+
0@ TZ
0

f (s; Ys; Zs) ds�
TZ
0

ZsdWs

1A

16
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=

0@� + TZ
0

f (s; Ys; Zs) ds�
TZ
0

ZsdWs

1A� tZ
0

f (s; Ys; Zs) ds+

tZ
0

ZsdWs

= Y0 �
tZ
0

f (s; Ys; Zs) ds+

tZ
0

ZsdWs

et par suite, on a : Z 2M2 alors :

jYtj = jY0j+
tZ
0

jf (s; Ys; Zs)j ds+ sup
0�t�T

������
tZ
0

ZsdWs

������
utilisant l�hypothèse sur f; donc

jYtj � jY0j+
tZ
0

(fs + � kZsk) ds+ sup
0�t�T

������
tZ
0

ZsdWs

������+ �
tZ
0

jYsj ds:

� & + �
tZ
0

jYsj ds:

où

& = jY0j+
TZ
t

(fs + � kZsk) ds+ sup
0�t�T

������
tZ
0

ZsdWs

������
par hypothèse, Z appartient à M2 et donc, vai l�inégalité de Doob :

E

24 sup
0�t�T

������
tZ
0

ZsdWs

������
235 = E

24 sup
0�t�T

tZ
0

kZsk2 ds

35 � 4supE
0�t�T

24 tZ
0

kZsk ds

35
alors le troisiéme terme de & est de carré intégrable ; il en de même pour fftg0�t�T ,

et Y0 est déterministe donc de carré intégrable ; ils�en suit que & est une variable

aléatoire de carré intégrable. Y est un processus continue, le lemme de Gronwal

fournit l�inégalité :

sup
0�t�T

jYtj � & exp (�t)

17
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qui montre que :

E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
� 1 (i:e;Y appartient à S2c ):

Lemme 2.2.1 Soient Y 2 S2
�
Rk
�
et Z 2M2(Rk�d): Alors

8<:
tZ
0

Ys:ZsdWs ; t 2 [0; T ]

9=;
est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. On va montré que :

E
�
sup
0�t�T

����Z t

0

Ys:ZsdWs

����� <1
on a :

E
�
sup
0�t�T

���R t0 Ys:ZsdWs

���2� = E � sup
0�t�T

R t
0
jYsj2 kZsk2 ds

�
alors, les intégralités BDG donnent :

E
�
sup
0�t�T

����Z t

0

Ys:ZsdWs

����� � CE
"
sup
0�t�T

�Z T

0

jYtj2 kZsk2 ds
� 1

2

#

� CE
"
sup
0�t�T

jYtj
�Z T

0

kZsk2 ds
� 1

2

#

et par suite, comme la majoration : ab � a2=2 + b2=2 ,

E
�
sup
0�t�T

����Z t

0

Ys:ZsdWs

����� � C
0@1
2
E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
+ E

24 TZ
0

kZsk2

2
ds

351A
� C 0

0@E � sup
0�t�T

jYtj2
�
+ E

24 TZ
0

kZsk2 ds

351A :
Mais dernière quantité est �nie ; d�où :
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E

24 sup
0�t�T

������
tZ
0

Ys:ZsdWs

������
35 <1:

D�où le résultat.

2.3 EDSR cas Lipschitz

2.3.1 Résultat de Pardoux-Peng

Nous allons montrer un premier résultat d�existence et d�unicité qui sera généralisé

au chapitre suivant , En 1990, E. Pardoux et S. Peng leur célébre article [PP90] ont

démontré l�existence et l�inicité des solutions des l�EDSR dans le cas où le générateur

est non linéaire. Voici les hypothèses (L) :

i): Condition de Lipshitz en (y; z) : Pour tout t; y; y0; z; z0;

jf(t; y; z)� f(t; y0; z0)j � C (jy � y0j+ kz � z0k)

où C est une constante independante de t; y; y0; z et z0:

ii): Condition d�intégrabilité :

E
�
j�j2 +

Z T

0

jf(s; 0; 0j2 ds
�
<1:

Nous commençons par un cas très simple, celui où f ne dépend ni y ni de z i.e. on

se donne � de carré intégrable et un processus fftg0�t�T dans M2
�
RK
�
et on veut

trouver une solution de l�EDSR

Yt = � +

Z T

t

fsds�
Z T

t

ZsdWS; 0 � t � T . (2.2)
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Lemme 2.3.1 Soient � 2 L2(FT ) et fftg0�t�T 2 M2
�
RK
�
. L�EDSR (2:2) posséde

une unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2

Preuve.

L�existence : Supposons que la solution existe, telle que Z 2 M2, on prend l�espé-

rance conditionnelle sachant Ft:

Yt = E [Yt=Ft] = E
�
� +

Z T

t

fsds�
Z T

t

ZsdWs=Ft
�
; 0 � t � T

puisque
R T
t
ZsdWS est une martingale, on a :

Yt = E
�
� +

Z T

0

fsds�
Z t

0

fsds=Ft
�
� E

�Z T

0

ZsdWs �
Z t

0

ZsdWs=Ft
�

= E
�
� +

Z T

0

fsds=Ft
�
�
Z t

0

fsds.

On pose :

Mt = E
�
� +

Z T

0

fsds =Ft
�
= Yt +

Z t

0

fsds.

Mt est une martingale carré intégrable. D�aprés le théorème de représentation des

martingales il existe un processus prévizible Z carré intégrable (i:e: Z 2 M2); telle

que :

Yt =Mt �
Z t

0

fsds =M0 +

Z t

0

ZsdWs| {z }
Mt

�
Z t

0

fsds.

On véri�ant que (Y; Z) est une solution de l�EDSR(2:2) comme YT = �, on a :

Yt � � =
�
M0 +

Z t

0

ZsdWs �
Z t

0

fsds

�
�
�
M0 +

Z T

0

ZsdWs �
Z T

0

fsds

�
=

Z T

t

fsds�
Z T

t

ZsdWs; 0 � t � T .

L�unicité : Supposons que (Y 1; Z1) et (Y 2; Z2) sont deux solutions,
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soient y = Y 1 � Y 2; z = Z1 � Z2 alors :

y =

Z T

t

zsdWs; t 2 [0; T ] .

Nous allons prouvés que y = z = 0 dt� dP� p:s:; on a :

y =

Z T

0

zsdWs �
Z t

0

zsdWs; t 2 [0; T ] :

On applique l�inégalité martingale de Doob :

E
�
sup
0�t�T

jMtjp
�
�
�

p

p� 1

�p
E
h
jMT jP

i

on trouve :

E
�
sup
0�t�T

jytj2
�
� 4E

�
jyT j2

�
(2.3)

� 2
Z T

0

jzsj2 ds � 1:

Nous appliquations la formule d�Itô à f (yt) = jytj2 de t à T , on obtient :

yT = � � � = 0

et

0 = jytj2 + 2
Z T

t

ysdys +

Z T

0

jzsj2 ds

où

ysdys = �yszsdWs:

Donc :

jytj2 +
Z T

t

jzsj2 ds = 2
Z T

t

yszsdWs: (2.4)
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Soit Nt =
R T
t
yszsdWs, alors pour tout t � 0 le processus à variation quadratique

(N)t =

Z T

t

jyszsj2 ds; t 2 [0; T ] .

On utilisant l�estimation (2:3) et l�inégalité de Cauchy Schwarz :

j(M;N)tj �
q
(M)t

q
(N)t; t � 0:

Donc :

j(N)tj = j(N;N)tj = E
�Z T

0

jyszsj2 ds
� 1
2

� E
�
jysj2

� 1
2 E
�Z T

0

jyszsj2 ds
� 1
2

� 1.

On peut montrer que la martingale locale Nt = fNgt est une martingale unifor-

mément intégrable. On prenant l�espérance dans (2:4) et appliquant l�inégalité de

Cauchy Schwars, on obtient que :

E
�
jysj2 +

1

2
E
Z T

0

jzsj2 ds = 0
�

ceci démontre que ys = 0 et zs = 0, donc l�unicité.

�Cas où f (t; y; z) dépend de y et de z.

Théorème 2.3.1 On considère l�EDSR (�; f) suivante :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

ZsdWs; 0 � t � T (2.5)

avec l�hypothèse (L), l�EDSR (2:5) admet une solution unique (Y; Z) dans B2 =

S2c
�
Rk
�
�M2

�
Rk�d

�
:

22
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Preuve. On utilise l�argument de point �xe dans l�espace de Banach B2: Soit 	 une

application, telle que :

	 : B2 �! B2

(U; V ) 7! (Y; Z) ,

où (Y; Z) 2 B2 est une solution de l�EDSR (�; f) :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Us; Vs) ds�
Z T

t

ZsdWs; t 2 [0; T ] .

On pose :

fs = f (s; Us; Vs) 2M2
�
Rk
�

donc :

jfs � f (s; 0; 0)j � jf (s; Us; Vs)� f (s; 0; 0)j � � jUs � 0j+ � kVs � 0k

� � jUsj+ � kVsk

donc

jfsj � jf (s; 0; 0)j+ � jUsj+ � kVsk � 1

bien dé�nie et ces trois derniers processus sont carré intégrables donc fs est carré

intégrable.

Soient (U1; V 1) et (U2; V 2) deux éléments de B2, et (Y 1; Z1) = 	 (U1; V 1)

et (Y 2; Z2) = 	 (U2; V 2) :

Notons : y = Y 1 � Y 2; z = Z1 � Z2, u = U1 � U2 , v = V 1 � V 2.
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On obtient :

dyt = dY
1
t � dY 2t

=
�
�f

�
t; U1t ; V

1
t

�
dt+ Z1t dWt

�
�
�
�f

�
t; U2t ; V

2
t

�
dt+ Z2t dWt

�
=
�
�f

�
t; U1t ; V

1
t

�
+ f

�
t; U2t ; V

2
t

��
dt+

�
Z1t � Z2t

�
dWt

alors

dyt =
�
�f

�
t; U1t ; V

1
t

�
+ f

�
t; U2t ; V

2
t

��
dt+ ztdWt:

On applique la formule d�Itô à exp (�t) jytj2 ; obtient :

d
�
exp (�t) jytj2

�
= � exp (�t) jytj2 dt+ 2 exp (�t) jytj dyt +

�
exp (�t) kztk2

�
dt

= � exp (�t) jytj2 dt+ exp (�t) kztk2 dt

� 2 exp (�t) jytj
��
f
�
t; U1t ; V

1
t

�
� f

�
t; U2t ; V

2
t

�	
dt+ 2 exp (�t) jytj :ztdWt

�
:

On intégrer entre t et T , on obtient :

exp (�t) jytj2 +
R T
t
exp (�s) kzsk2 ds = 2 jysj2 [f (s; U1s ; V 1s )� f (s; U2s ; V 2s )])ds

+
R T
t
exp (�s) (�� jysj2 �

R T
t
2 exp (�s) jysj zsdWs:

Et comme f est Lipschitz, il vient :

��f �s; U1s ; V 1s �� f �s; U2s ; V 2s ��� � k ���U1s � U2s ��+ ��V 1s � V 2s ���
donc

2 jysj f
��
s; U1s ; V

1
s

�
� f

�
s; U2s ; V

2
s

��
� 2k jysj

���U1s � U2s ��+ ��V 1s � V 2s ���
� 2k jysj jusj + 2k jysj jvsj :
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On a : 8" > 0; 2ab � "a2 + 1
"
b2, donc :

2 jysj
�
f
�
s; U1s ; V

1
s

�
� f

�
s; U2s ; V

2
s

��
� "k2 jysj2 +

1

"
jusj2 + "k2 jysj2 +

1

"
jvsj2

� 2"k2 jysj2 +
1

"
jusj2 +

1

"
jvsj2 :

Pour " = 2; on a :

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds

�
Z T

t

exp (�s)

�
�� jysj2 + 4k2 jysj2 +

1

2
jusj2 +

1

2
jvsj2

�
ds

�
Z T

t

2 exp (�s) jysj kzsk dWs:

�
Z T

t

exp (�s)

��
��+ 4k2

�
jysj2 +

1

2

�
jusj2 + jvsj2

��
ds

�
Z T

t

2 exp (�s) jysj kzsk dWs:

On pose � = 1 + 4k2, alors :

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds �
Z T

t

� exp (�s) jysj2 ds

+
1

2

Z T

t

exp (�s)
�
jusj2 + jvsj2

�
ds

�
Z T

t

2 exp (�s) jysj kzsk dWs:

Donc

exp (�t) jytj2 +
Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds+
Z T

t

exp (�s) jysj2 ds

� 1

2

Z T

t

exp (�s)
�
jusj2 + jvsj2

�
ds�

Z T

t

2 exp (�s) jysj kzsk dWs
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On prend l�espérance :

E
�
exp (�t) jytj2

�
+ E

�Z T

t

exp (�s) kzsk2 ds
�
+ E

�Z T

t

exp (�s) jysj2 ds
�

� 1

2
E
�Z T

t

exp (�s)
�
jusj2 + jvsj2

�
ds

�
� 2E

�Z T

t

exp (�s) jysj kzsk dWs
�

la martingale locale
hR T
0
exp (�s) jysj kzsk dWs

i
est une martingale nulle en 0 puisque

Y 1; Y 2 2 S2c
�
Rk
�
et Z2; Z2 2M2

�
Rk�d

�
.

Donc :

E
�
jy0j2

�
+ E

�Z T

0

exp (�s) kzsk2 ds
�
+ E

�Z T

0

exp (�s) jysj2 ds
�

� 1

2
E
�Z T

0

exp (�s)
�
jusj2 + jvsj2

�
ds

�
:

Et

E
�Z T

0

exp (�s) kzsk2 ds
�
+ E

�
sup
0�t�T

exp (�t) jytj2
�

� 1

2
E
�
sup
0�t�T

exp (�t) jutj2 +
Z T

0

exp (�s) jvsj2 ds
�
:

Alors

kzk2� + kyk
2
� �

1

2
kuk2� + kvk

2
� :

Donc l�application 	 est une contraction de B2 dans B2 admet un point �xe (Y; Z)

unique dite la solution unique de l�EDSR.
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Chapitre 3

Quelques résultats sur les

EDDSR�s

Dans ce chapitre, on fait un rappel sur quelques résultats principaux sur

les équations di¤érentielles doublements stochastiques rétrogrades (f; g; �)

dont nous aurons besoin dans la suite de ce chapitre. Ainsi, dans la section 3.2, nous

présentons le théorème d�existence et d�unicité de Pardoux et Peng [6] obtenu sous

les conditions de Lipschitz sur les coe¢ cients f et g.

3.1 Notations et dé�nitions

Soit N l�ensemble de parties P�négligeables de F

Pour tout n 2 N , on désigne parM2 (F; [0; T ] ;Rn) l�ensemble des processus mesu-

rables f't; 0 � t � Tg à valeurs dans Rn tels que :

i) k'k2M2 = E

24 TZ
0

j'tj2 dt

35 <1:
ii) 't est Ft�mesurable , 8 t 2 [0; T ]. k:kM2 est une norme surM2 (F; [0; T ] ;Rn) :

De façon similaire, S2 (F; [0; T ] ;Rn) désigne l�ensemble des processus continus f't; 0 � t � Tg
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à valeurs dans Rn tels que :

i) k'k2 = E
�
sup
0�t�T

j'tj2 dt
�
<1:

ii) � est Ft�mesurable, 8t 2 [0; T ] :

Dé�nition 3.1.1 Il s�agit des équations di¤érentielles doublements stochastiques ré-

trogrades :

Yt = � +

TZ
t

f(s; Ys; Zs)ds+

TZ
t

g(s; Ys; Zs)dBs �
TZ
t

ZsdWs; t 2 [0; T ] (3.1)

où f et g sont des fonctions dé�nies sur 
�[0; T ]�Rk�Rk�d à valeurs respectivement

dans Rk et Rk�l et � est une variable .

3.2 EDDSR�s à coe¢ cients lipschitziens

3.2.1 Hypothèeses

(H1) Les fonctions

f : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d �! Rk

g : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d �! Rk�d

sont mesurables, telles que :

f (:; 0; 0) 2M2
�
F; [0; T ] ;Rk

�
; g (:; 0; 0) 2M2

�
F; [0; T ] ;Rk�d

�
:

(H2) Il existe des constantes C > 0 et 0 < � < 1; telles que : 8 (!; t) 2 
� [0; T ] et

8 (y1; z1) ; (y2; z2) 2 Rk � Rk�d

jf (t; y1; z1)� f (t; y2; z2)j2 � C
�
jy1 � y2j2 + kz1 � z2k2

�
:

kg (t; y1; z1)� g (t; y2; z2)k2 � C jy1 � y2j2 + � kz1 � z2k2 :
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(H3) La valeur terminale � est dans L2
�

;FT ;P;Rk

�
Dé�nition 3.2.1 Un couple de processus (Y; Z) : 
�[0; T ] �! Rk�Rk�d est appelé

sotution de l�EDDSR(3:1) si (Y; Z) 2 S2
�
F; [0; T ] ;Rk

�
�M2

�
F; [0; T ] ;Rk�d

�
:

3.2.2 Existence et unicité de la solution

D�abord, nous considérons l�EDDSR (3:1) où les coe¢ eients f et g dépend ni y ni

de z

Yt = � +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs +

Z T

t

ZsdWs; 0 � t � T: (3.2)

A l�aide du théorème de représentation des martingales, on obtient, le résultat d�exis-

tence et d�unicité suivant du à Pardoux�Peng [6]: Nous en donnons tout de même la

preuve.

Proposition 3.2.1 Supposons que � 2 L2
�

;FT ;P;Rk

�
; (ft)t2[0;T ] 2M2

�
F; [0; T ] ;Rk

�
et (gt)t2[0;T ] 2 M2

�
F; [0; T ] ;Rk�l

�
, alors l�équation (3:2) a une unique solution

f(Yt; Zt) ; 0 � t � Tg :

Preuve.

Existence : Pour tout t 2 [0; T ], on dé�nit la �ltration (Gt)0�t�T par :

Gt = FW
t _ FB

0;T .

Posons :

Mt = E
�
� +

Z T

0

f (s) ds+

Z T

0

g (s) dBs=Gt
�
, 0 � t � T .

Puisque, f et g sont de carré intégrable, le processus fMt; 0 � t � Tg ainsi dé�ni

est une martingale de carré intégrable par rapport à Gt.
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En utilisant donc le théorème de représentation des martingales, on a l�existence

d�un processus (Zt) ;Gt�progressivement mesurable à valeurs dansM2([0; T ] ;Rk�d)

tel que :

E
�Z T

0

kZtk2 dt
�
<1

et

Mt =M0 +

Z t

0

ZsdWs, 80 � t � T

d�où

MT =Mt +

Z T

t

ZsdWs: (3.3)

Par dé�nition, on a :

Mt = E
�
� +

Z T

0

f (s) ds+

Z T

0

g (s) dBs=Gt
�

= E
�
� +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs=Gt
�
+

Z t

0

f (s) ds+

Z t

0

g (s) dBs .

Par conséquent, de l�égalité (3:3), on obtient :

Yt = � +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs �
Z T

t

ZsdWs.

Il nous reste à montrer que Yt et Zt sont Ft�mesurables pour tout 0 � t � T .

Pour Yt, on a :

Yt = E
�
� +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs=Gt
�
; 0 � t � T:

Donc

Yt = E
�
� (t) =Ft _ FB

t

�
où

� (t) = � +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs
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est FW
t _ FB

t;T�mesurable.

La ��algèbre FB
t est indépendante de Ft et FW

T _ FB
t;T , donc de Ft _ � (� (t)) :

D�où

Yt = E (� (t) =Ft) .

Maintenant, pour Zt, on a :

Z T

t

ZsdWs = � +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs � Yt

= �(t)� Yt

où : � (t)� Y (t) est FW
T _ FB

t;T�mesurable:

Donc, d�aprés le théorème de représentation des martingales, fZs; t < s < Tg est�
FW
s _ FB

t;T

	
�adapté: Par conséquent, Zs est FW

s _ FB
t;T�mesurable pour tout t <

s < T:

Il s�ensuit que Zs est ^
t<s

�
FW
s _ FB

t;T

�
�mesurable .

Puisque :

^
t<s

�
FW
s _ FB

t;T

�
= FW

s _
�
^
t<s
FB
t;T

�
= FW

s _ FB
t;T .

d�où, Zs est FW
s _ FB

s;T�mesurable pour tout t < s < T:

Unicité : Soient (Y 1; Z1) ; (Y 2; Z2) 2 S2
�
F; [0; T ] ;Rk

�
�M2

�
F; [0; T ] ;Rk�d

�
deux

solutions de l�équation (3:1). Alors :

Y 1t � Y 2t +
Z T

t

�
Z1s � Z2s

�
dWs = 0: (3.4)

En prenant le carré dans les deux membres de (3:4), on a trouve :

��Y 1t � Y 2t ��2 + ����Z T

t

Z1s � Z2s dWs

����2 = 2�Y 1t � Y 2t ;Z T

t

Z1s � Z2s dWs

�
.

D�aprés la premiére partie de la preuve Y 1t �Y 2t est Ft�mesurable: Donc , en prenant
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l�espérance et en utilisant les propriétés (P1) et (P3), on a :

E
��Y 1t � Y 2t ��2 + EZ T

t

Z1s � Z2s ds = 0:
Par conséquent ,

Y 1t = Y
2
t ; P�p:s

et

Z1t � Z2t ; P�p:s.

Enonçons maitenant le (résultat de Pardoux�Peng[6]) à l�origine des EDD-

SR�s. Ce résultat est obtenu en utilisant l�approximation de Picard, à l�aide de la

proposition (3-2-1)

Cas où f (t; y; z) dépend de y et de z .

Théorème 3.2.1 (Pardoux-Peng [6]) Sous les hypothèses (H1)-(H2), l�EDDSR

(3:1) admet une unique solution (Y; Z) 2 S2
�
F; [0; T ] ;Rk

�
�M2

�
F; [0; T ] ;Rk�d

�
:

Preuve.

L�unicité : Soit fY 1t ; Z1t g et fY 2t ; Z2t g deux solution. On suppose :

Y t = Y
1
t � Y 2t ; Zt = Z1t � Z2t ; 0 � t � T: Alors :

�Yt =

Z T

t

�
f
�
s; Y 1s ; Z

1
s

�
� f

�
s; Y 2s ; Z

2
s

��
ds+

Z T

t

�
g
�
s; Y 1s ; Z

1
s

�
� g

�
s; Y 2s ; Z

2
s

��
dBs

�
Z T

t

�ZsdWs.

Et par suite, utilisant le lemme (1:5:1) sur �Y , on trouve :

E
��� �Y 2t ���+ EZ T

t

 �Zs2 ds = 2EZ T

t

�
�Ys; f

�
s; Y 1s ; Z

1
s

�
� f

�
s; Y 2s ; Z

2
s

��
ds

+ E
Z T

t

g �s; Y 1s ; Z1s �� g �s; Y 2s ; Z2s �2 ds.
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D�aprés (H.2) et l�inégalité ab � 1

2(1� �)�
2 +

1� �
2

b2, on obtient

E
��� �Y 2t ���+EZ T

t

 �Zs2 ds � c(�)E �Z T

t

�� �Ys��2 ds�+1� �
2

E
�Z T

t

 �Zs2 ds�+�E �Z T

t

 �Zs2 ds�

avec 0 � � � 1 est constante de (H.2).

Ce que implique :

E
��� �Y 2t ���+ 1� �2 E

�Z T

t

 �Zs2 ds� � c(�)E �Z T

t

�� �Ys��2 ds� :
En appliquant le lemme de Gronwall, il vient E

��� �Y 2t ��� = 0, 0 � t � T , et donc

E
hR T
0

 �Zt2 dsi = 0.
Existence : Nous dé�nissons récursivement une suite f(Y it ; Zit)gi=0;1;::: comme suit.

Soit Y 0t � 0; Z0t � 0. étant donné
�
(Y it ; Z

i
t) ;
�
Y i+1t ; Zi+1t

�	
est la solution unique, on

utilise le même technique précedent pour Y i+1t , on a :

Y i+1t = � +

Z T

t

�
f
�
s; Y is ; Z

i
s

��
ds+

Z T

t

�
g
�
s; Y is ; Z

i
s

��
dBs �

Z T

t

Zi+1s dWs

Notons �Y i+1t := Y i+1t � Y it , �Zi+1t := Zi+1t � Zit , 0 � t � T . D�aprés le lemme (1:5:1)

sur Y i+1t ; on obtient :

E
h�� �Y i+1t

��2i+ E �Z T

t

 �Zi+1s

2 ds� = 2E �Z T

t

(f
�
s; Y is ; Z

i
s

�
�
�
f
�
s; Y i�1s ; Zi�1s

�
; �Y i+1s

�
ds

�
+ E

�Z T

t

g(s; Y is ; Zis)� g �s; Y i�1s ; Zi�1s

�2 ds� :
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Soit � 2 R. Par l�intégration par parties, on obtient :

e�tE
h�� �Y i+1t

��2i+ �EZ T

t

e�s
�� �Y i+1t

��2 ds+ EZ T

t

e�s
 �Zi+1s

2 ds
= 2E

�Z T

t

e�s(f
�
s; Y is ; Z

i
s

�
�
�
f
�
s; Y i�1s ; Zi�1s

�
; �Y i+1s

�
ds

�
+ E

�Z T

t

e�s
g(s; Y is ; Zis)� g �s; Y i�1s ; Zi�1s

�2 ds� :
Il existe c;  > 0, tels que :

e�tE
h�� �Y i+1t

��2i+ (� � )E �Z T

t

e�s
�� �Y i+1s

��2 ds�+ E �Z T

t

e�s
 �Zi+1s

2 ds�
� E

�Z T

t

e�s(c
�� �Y is ��2 + 1 + �2  �Zis2)ds� .

On notant � =  + �c, où �c =
2c

1 + �

e�t
h
E
�� �Y i+1t

��2i+ E �Z T

t

e�s
�
�c
�� �Y i+1s

��2 +  �Zi+1s

2� ds�
� 1 + �

2
E
�Z T

t

e�s(c
�� �Y is ��2 +  �Zis2)ds� :

Ce qui implique que :

E
�Z T

t

e�s(c
�� �Y i+1s

��2 +  �Zi+1s

2)ds� � �1 + �
2

�i
E
Z T

t

e�s(�c
��Y is ��2 + Zis2)ds:

Comme
1 + �

2
< 1, f(Y it ; Zit)gi=0;1;2::: est une suite de Cauchy dansM2

�
[0; T ] ;Rk

�
�

M2
�
[0; T ] ;Rk�d

�
. Donc, on obtient facilement que fY it gi=0;1;2::: est aussi de Cauchy

dans S2
�
[0; T ] ;Rk

�
, et que f(Yt; Zt)g = lim

i�!1
f(Y it ; Zit)g solution de l�équation (2:1) :
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Annexe : Abréviations et

Notations

(
;F ;P) ! Espace de probabilité.

fFtgt�0 ! Filtration.

(
;F ; fFtgt�0;P) ! Espace de probabilité �ltré.

EDS ! Equation di¤érentielle stochastique .

EDSR ! Equation di¤érentielle stochastique rétrograde.

EDDSR ! Equation di¤érentielle doublement stochastique rétrograde.

(Bt)t�0 ! Mouvement Brownien.

� ! La condition terminale de l�EDSR.

N ! L�ensemble P�négligeable.

N ! L�ensemble des entiers naturels.

F ! La �ltration naturelle.

E [X] ! Espérance mathématique du processus stochastique X.

Rd ! L�espace réel euclidien de dimension d.

Rn 
 Rd ! L�ensemble des matrices réelles n� d .

P� p:s ! Presque surement pour la mesure de probabilité P .
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Annexe : Abréviations et Notations

z� ! Désigne la transposée du vecteur z .

trace(zz�) ! Désigne la trace la matrice carrée (zz�) .

j:j ! Désigne la valeur absolu.

k:k ! Désigne la norme .

L2 ! L�espace des fonctions de carré intégrable

S2([0; T ] ;Rk) ! L�espace vectoriel formé des processus (Yt)t�0

S2c ([0; T ] ;Rk) ! le sous-espace formé par les processus continus

M2(Rk�d) ! L�espace voctoriel formé par les processus (Zt)t�0

M2(Rk�d ! désigne l�ensemble des classes d�équivalence deM2([0; T ] ;Rk�d)

s ^ t ! min(s; t)
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Résumé 

travers ce travail, nous présentons une nouvelle classe des équations différentielles 

stochastiques rétrogrades. Ces équations comportent deux types des intégrales 

stochastiques, l'une progressive et l'autre rétrograde. D'abord, nous avons fait un 

passage sur quelques rappel général sur les résultats principaux du calcul 

stochastique et les définitions des intégrales stochastiques progressives et rétrogrades. 

Ainsi, nous avons étudié l'EDSR's. 

    En fin, on a terminé ce travail par l'étude d'existence et d'unicité de la solution d'EDDSR's 

à coefficients Lipschitziens. 

    Mots--clés: Mouvement Brownien, Intégrale stochastique progressive et rétrograde. 

Équation différentielle stochastique rétrograde, EDDSR's. 

Abstract 

hrough this work, we present a new class of retrograde stochastic differential equations. 

These equations have two types of stochastic integrals, one progressive and the other 

retrograde. First, we made a passage on some general recall on the main results of stochastic 

calculus and the definitions of progressive and retrograde stochastic integrals. Thus, we 

studied the EDSR's. 

    Finally, this work was completed by the study of the existence and uniqueness of the 

EDDSR's solution with Lipschitzian coefficients. 

    Keywords: Brownian motion, Progressive and retrograde stochastic integral. Retrograde 

stochastic differential equation, EDDSR's. 

  ملخص

من خلال هذا العمل، نقدم فئة جديدة من المعادلات التفاضلية العشوائية الرجعية. تحتوي هذه المعادلات على نوعين من 

دهما تقدمي والآخر رجعي. حيث انتقلنا لبعض المفاهيم الأساسية في الحساب العشوائي وكذلك التكاملات العشوائية، أح

تطرقنا لتكاملات العشوائية المتقدمة والرجعية، وبعد ذلك قمنا بدراسة المعادلات التفاضلية العشوائية الرجعية. ثم أنهينا 

                               التفاضلية المضاعفة العشوائية.هذا العمل بدراسة وجود ووحدانية حل هذا النوع من المعادلات 
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