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Résumé

Dans ce travail, nous étudions un probléme d’un controle optimal stochas-
tique pour des systémes stochastiques gouvernés par des équations différentielles
stochastique progressif-rétrogrades. Notre objectif principal dans ce travail est
d’établir les calcules stochastiques et les propriétés d’existence et d’unicité, et
s’intéresse a la relation entre le principe du maximum et la programmation dyna-

mique pour les problémes de controle optimal récursif stochastique.

Sous certaines conditions de dérivabilité, des relations entre les processus adjoints,
la fonction de Hamilton généralisée et la fonction de valeur sont données. Comme
une applications, on s’interesse par le probléme linéaire quadratique récursive du

portefeuille d’utilités dans 1'ingénierie financiére.
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Notations et symbols

P —p.s.
S%(RF)
SE(RF)
{Fi}i>0
Rd
B(R)
B(R?)
L*(R)
MB
BDG
EDSR

(Q, F,P)
HJB

Presque surement pour la mesure de probabilité P
I’espace vectoriel fermé des processus Y, progressivement mesurables.
le sous-espace fermé par les processus continus.

la filtration naturelle du mouvement brawnien W.
Espace réel euclidien de dimension d.

Tribu borélienne sur R.

Tribu borélienne sur RY.

Espace de fonction de carré intégrable.
Mouvement brawnien.

Inégalités Burkholder—Davis—Gundy.

équation différentielle stochastique rétrograde.
mesure de Lebesgue.

Espace de probabilité.

Hamilton-Jacobi-Bellman.
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Introduction

Les équations différentielles servent a décrire des phénomeénes physiques treés
variés. Cependant dans de nombreuses situations les phénomeénes observés ne
suivent que grossiérement les trajectoires des équations qui semblent devoir leur
correspondre. Les causes possibles d'un tel comportement peuvent étre variées : er-
reur de modélisation, fluctuation au cours du temps des paramétres de 1’équation,

présence de bruit d’observation.

Dans ces situations, les approches probabilistes trouvent naturellement leur
place et il peut alors étre intéressant d’incorporer des termes aléatoires dans les
équations différentielles afin de prendre en compte les incertitudes précédentes.
Cependant, 'introduction de ces termes aléatoires conduit & une intégration des
équations qui ne correspondent pas, en général, & une adaptation immédiate de

la théorie classique des équations différentielles.

Le concept d’équation différentielle stochastique généralise celui d’équation
différentielle ordinaire aux processus stochastiques. La formalisation théorique de
ce probléme a posé probléme aux mathématiciens et il a fallu attendre les années
1940 et les travaux du mathématicien japonais It6 Kiyoshi pour la définition
de l'intégrale stochastique. Il s’agit d’étendre la notion d’intégrale de Lebesgue

aux processus stochastiques relativement un mouvement Brownien. On construira



Introduction

t

cette intégrale et on donnera sens & ’expression / o (t,w)dW;, ou o (s, w) est un
0

processus stochastique muni de propriétés de régularité suffisantes. A partir de la

théorie de 'intégration, on construit la théorie des EDS. Et donc prend la forme

suivante.

t t
Xt:a+/b(S,XS)dS—l-/J(S,XS)dWS.
0 0

La théorie d’optimisation dynamique déterministe introduit depuis 1940 .
L’introduction de l'aspect aléatoire offre une modélisation mathématique plus
réaliste de la situation. Nous considérons ici seulement les problémes d’optimisa-
tion stochastique. Les objectifs de la théorie sont : (i) L’obtention des conditions
nécessaires (ou nécessaires et suffisantes pour le ou les extrema (ou minima)). (ii)

L’étude de la structure et des propriétés des équations exprimant ces conditions.

On étudie les problémes de controle stochastique dans lesquels la variable de
controle agit sur I’état du systéme, ces problémes d’optimisation sont abordés par
la méthode de la programmation dynamique qui permet d’obtenir une caractérisa-
tion analytique de la fonction valeur du probléme d’optimisation comme solution
d’un équation aux dérivées partielles dite de Hamilton-Jacobi-Bellman.

L’objectif de ce travail est de présenter la théorie des équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades (EDSRs) et le controle optimal d'un systéme
progressive-rétrograde.

Résoudre une EDSR, c’est trouver un couple de processus adaptés par rap-

port & la filtration du mouvement brownien, (Y;, Z;):cpos, vérifiant 1’équation

différentielle stochastique

—dY; = f(t, Yy, Z)dt — ZdW;, 0 <t <T.
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avec la condition finale Y = ( est un variable aléatoire de carré intégrable. Comme

les EDS, ces équations doivent étre comprise au sens intégral
T T
Y, = <+/ f(s,Y;,ZS)ds—/ ZdWs, 0 <t <T.
t t

Ce travail est divisé en trois parties : dans la premiére, on se consacre a
I’étude générale des EDSR alors commencons par des rappels et compléments sur

le calcul stochastique.

Dans le seconde partie, on l'introduit la notion d’équations différentielles
stochastiques rétrogrades, EDSR en abrégé, et de préciser la terminologie employée
dans ce contexte. et rappelons le théoréme d’existence et d’unicité sur les équations
différentielles stochastiques (EDS en abrégé), puis nous nous intéresserons au flot

stochastique engendré par une EDS. Nous finirons par la propriété de Markov.
Dans la troisieme partie on parle de principe de maximum et la programma-
tion dynamique pour les problémes de controle optimal récursifs stochastiques et

la relation entre eux.



Chapitre 1

Initiation sur le calcul

stochastique

Le but de ce chapitre est de présenter briévement les définitions de calcul

stochastique dont nous aurons besoin dans la suite du chapitre.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Soit T' un ensemble, on appelle processus stochastique indexé
par T & valeur dans R, une famille (X;), ., d’application mesurable de (€2, F)

dans (Rd, B(Rd)), pour tout t € T, Xp est une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 1) SiT =R, ouT = [0,a] les processus est a temps continue.
2) Si T =N les processus & temps discret.
3) Si T =R on a champs aléatoire.

4) Pourt € T fizé, w € Q — X(w) est une variable aléatoire sur ’espace de

probabilité (0, F, P) .
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5) Pour w € Q fixé, t € T —— X,(w) est une fonction & valeurs réelles appelée

trajectoire des processus.

On dit que le processus est a trajectoire continue (ou est continue) si I’application

t — X;(w) est continue pour presque tout w.

Définition 1.1.2 Une filtration {Fi},-, de (2, F) est une famille croissante de
sous-tribu de F, ie : pour s < t, Fy C Fy C F, on définie alors Foo = 0 {LtJ]:t}
ainst que, pour tout t, Fi+ = EQO.EJrE.

1) L’espace (0, F,{F:}, P) s’appelle espace filtré.

2) Une filtration est P compléte pour une mesure de probabilité P si Fy contient
tout les événementes de mesure nulle, ie : N{N € F, P(N) =0} C F.

3) On dit un espace filtré (0, F,{F:}, P) satisfaite les conditions habituelles si
a) Les ensembles négligables sont continue dans Fo ie N € Fy.

b) La filtration est continue & droite ie : F; = Qt.?’:s\/t.

Définition 1.1.3 Un processus X est adapté par rapport & la filtration {J:t}tzo

st pour tout t, X; est F; mesurable.

Remarque 1.1.2 Si N C Fy, et si X est adapté par rapport a la filtration

{Fi},>oalors tout les modification de X est adapté auss.

Définition 1.1.4 Un processus X est progressivement mesurable par rapport a
{Fi}50 si pour tout t > 0, Uapplication (s,w) — X (w) de [0,t] x Q dans R?

est mesurable par rapport o B([0,t]) @ F; et B(RY)

Proposition 1.1.1 1) Un processus X est F adapté tel que toutes les trajectoires

sont continue & gauche (ou & droite) est progréssivement mesurable.

6
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2) Un processus progréssivement mesurable est mesurable et F adapté.

3) Le processus X; est {Fi},., progressivement mesurable sit € [0;T], Uapplica-
tion (s,w) — X (s,w) est B[0;t] x F; mesurable.

4) Soit X; mesurable et {F},., adapté. Alors 3 X, processus progressivement

mesurable stochastiquement est {F;},., adapté équivalent a Xy, et X, est continu

a gauche ou & droite, alors X lui-meéme est {F;},., progressivement mesurable.

Définition 1.1.5 Un Mouvement Brawnien standard est un processus stochas-
tique a valeur réelle tel que

1) t — Wi(w) est continue P — p.s.

2) Pour tout 0 < s <t, W, — Wy est independant de la tribu o {W,, u < s} et de
loi gaussienne centrée de variance t — s.

3) Wy =0, P—ps.

Pour tout t < 0, les variables aléatoires Wy suite la loi gaussienne centrée de

variance t donc de dencité ((2mt)~Y/2 x exp(—22/2t)), on dit qu’une mouvement

brownien petit d’un point x st Wy = x.

Remarque 1.1.3 On dit que W est un {F},., MB un processus continue adapté

a la filtration {F},., vérifient

Vu €R, V0 < s < t, B(e™W=) | F,) = exp(—u’(t — 5)/2).

Proposition 1.1.2 Soit W un MB standard
1) Pour tout s > 0, {W;s — Ws},., est un MB indépendant de o {W,,u < s}.
2) =W, est un MB aussi.

3) Pour tout ¢ > 0, {th/cz,t > 0} est un MB.
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4) Le processus définie par Xo =0 et X, = tXy), est un MB.

Définition 1.1.6 Un processus X a valeur réelle est une surmartingale par rap-

port a la filtration {Fi},., si

1)Vt > 0, X; est un F; mesurable.

2) ¥t >0, X; est integrable B(X;) < co.

3)Vt >0, B(X; | Fs) > X,

Le processus X; est une martingale si et seulement s’il est o la foit une sous

martingale et surmartingale.

Proposition 1.1.3 Soit X; est une F; martingale
1)Vt > 0, B(X;) = E(X)).
2) Soit ¢ : R — R une fonction convexe mesurable si p(X;) est integrable alors

©(X}) est une sous martingale.

Théoréme 1.1.1 (Représentation des martingales browniennes)

Soit M une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration {Ew}te[o T

Alors il existe un unique processus (Hy)icpo,r) € M2(R¥), tel que P—p.s. Vt € [0,T]

t
M, = My + / H,dWs.
0

1.2 Integrale stochastique et formule d’It6

Soit (2, F, (F;), P) un espace de probabilité filtrée et soit W = (W;, ¢ > 0) un
t

F; MB standard nous donnée un sens a / H,dW, pour une classe de processus
0

adapté.
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Définition 1.2.1 Un processus H = {H;, t > 0} est élémentaire si
p—1
Hi(w) = Z (Pi(w)l]ti,tiﬂ[(t)

=0

oup>1,0=ty <t <..<t,, et pourtouti, p; est une variable aléatoire bornée

et F, mesurable.

Si H est un processus élémentaire, on peut définir

t p—1
/ HdW, = Z%(Wml - W)
0

=0

Proposition 1.2.1 Soit H et K des processus élémentaire alors

1)E UOOOHSdWS} = 0.

2)E [(/Oooﬂsdws> (/OOOKSdWS))] —E UOOOHSKSCZS} .
en particulier (/OmHdeS)Z B UOOOH?dS} |

Proposition 1.2.2 Soit H € M2, on a

T
/ HydW,
0

E

2

E | sup

0<t<T

T
< 4E U Hgds] .
0

et si 7 est un temps d’arrét
T T
/ H,dW, = / 1, H,dW,, P—p.s.
0 0
Définition 1.2.2 On appelle un processus d’Ito tout processus (X, t > 0) tel que

t t
Xt:XoJr/Hdeer/Vsds, t>0.
0 0



Chapitre 1.Initiation sur le calcul stochastique, Amira Khelalfa

t
ot Xy est Fy mesurable, H est un processus adapté tel que Vt, /Hfds < 00,
0

t
P—p.s. et V est un processus adapté tel que Vt, / |Vi| ds < oo, P—p.s. étant don-
0

née un processus d’Ito6 X, on peut définir un processus continue adapté croissant

t
(X)t:/Hfds,tzo.
0

Théoréme 1.2.1 (premiére formule d’Ito)

Soient {Y;,t > 0} un processus d’Ito réel et [ : R — R de classe C*(R), et on a

alors

t ! ]_ t 1"
700 = 10 + [ F v+ 5 [ £ mpam,.
ou de formule différentielle

’ 1 "
G = 1 (V)aYe + Lf (V) (Y),
Théoréme 1.2.2 (deuxiéme formule d’It6)

Soient {Y;,t > 0} un processus d’Ité réel et f : Ry x R +— R, telle que f €
CH2(Ry x R). Alors

taf taf 1 ta2f
f(t,Y) = f(0,Yp) +/O E(s,ﬂ)d&—l—/() %<S,}/s)dYS+ 3/ @(S,Yg)d<Y>s.
on peut écrire cette formule sous forme différentielle
of af 10%f

Théoréme 1.2.3 (throisiéme formule d’It6)

Soient X etY deux processus d’Ito et f : R? +— R de classe C? & dérivée bornée

10
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on a

(X, Yy)

= F0 )+ [ L)X+ [ [ Ya ),

1", 1t
w3 [ e vaa ), + 5 [ r,eevga ),

11



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion de ’'EDSR en abrégé, et de
préciser la terminologie employée dans ce contexte. Nous montrerons le résultat

classique d’existence et d’unicité

2.1 Equations différentielles stochastiques et ED-
SRs

Soient (§2, F, (F3)t>0, P) un espace probabilisé filtré et variable aléatoire ( mesu-

rable par rapport a F;.

Définition 2.1.1 Une équation différentielle stochastique est une équation diffé-

12
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rentielle écrire ce forme

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th
Xy = C.

on écrire cette formule sous forme intégrale

t t
Xt:C+/b(s,Xs)ds—l—/J(S,XS)dWS.
0 0

avec b et o sont deux applications borélliennes et ( est une variable aléatoir Fy

mesurable.

Définition 2.1.2 La solution de I’EDS est un processus continue et (F;) adapté,

qui vérifier les conditions suivants P—p.s.
t t
1) / (b(s, X4)|ds < oo, et/ (s, X,)|2 ds < oo,
0 0

t t
2) Xt:C—I—/b(s,Xs)der/a(s,Xs)dWs.
0 0

3) Xo = (.

Définition 2.1.3 Une équation différentielle stochastique rétrograde est une équa-

tion de la forme
T T
Yt:C+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZdWs, 0 <t <T.
t t

ou sous forme condensées

dY; = —f(t,Y;, Z,)dt + ZdW,.

Yo = C.

ou f est une fonction générateur de I’EDSRs, ( la condition terminale, Z; est un

13
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processus stochastique de carré intégrable avec Y; est F; adapté.

Définition 2.1.4 La solution d’EDSRs est le couple de processus {Yy, Zi}o_yor

qui vérifier les conditions suivants
1) Y et Z sont progréssivements mesurable a valeur dans R* et dans RF*4,
T
2) / {1F(s,Ys, Zo)| — || Zs||?} ds < oo, P—p.s.
0

3) OnaY,=C+ [ f(s;Ye; Zy)ds — [ Z,dW,. 0 <t < T, P—p.s.

2.2 Notations

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité complet et W un MB d—dimensionnel
sur cet espace. On notera {F; };>¢ la filtration naturelle du MB W. On travaillera

avec deux espaces de processus.

S%(R¥) lespace vectoriel fermé des processus Y, progressivement mesurables, &

valeurs dans R, tels que
V][5 = E[ sup [%?] < oo.
0<t<T

S2(R¥) le sous-espace fermé par les processus continus.

M2 (RF*4) celui fermé par les processus Z, progressivement mesurables, & valeurs

dans R¥*? tels que

T
1Z| 32 = F [/ ]|ZS||2ds} < 0.
0

Soit f une application aléatoire définie sur [0, 7] x Q x R*¥ x R¥*4 3 valeurs
dans R* telle que, pour tout (y,z) € R* x R¥*? le processus { f(t,y, 2) bo<t<r soit

progressivement mesurable. Soit ( une variable aléatoire, mesurable par rapport

14
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a Fr et a valeurs dans R¥, on veut résoudre I’équation différentielle stochastique

rétrograde (EDSR en abrégé) suivante

_d}/;f = f(t7}/;fa Zt)dt - thWt7 0 S 13 S Ta
Yr = (.

ou forme intégrale
T T
Yt:g“+/ f(S,Y;,ZS)ds—/ ZdW,, 0 <t <T. (2.1)
t t

La fonction f s’appelle le générateur de 'EDSR et ( la condition terminale.
Sans plus tarder précisons ce que I'on entend par solution de 'EDSR (2.1]).
1. Les intégrales de I’équation ({2.1]) étant bien définies.
2. Y est une semi-martingale continue.

3. Y, est une quantité déterministe.

Théoréme 2.2.1 (Inégalités Burkholder-Davis—Gundy) Soit p > 0 un réel.

d¢,, C, et X une martingale locale continue, nulle en 0

e, [<X,X>{;Q2} <E [sup|Xt|p] < C,E [<X,X>§ﬂ .

t>0

st T >0
6B (X, X)) <B [ sup m@ < cm [ xp).

0<t<T
Lemme 2.2.1 (lemme De Gronwall)

Soit f une fonction positive intégrable telle que Yt € [0, T]

h(t) =5+ /Ot af(s)ds.

15
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avec a > 0 et B € R, alors h(t) < Bexp(at), Vt € [0,T].

Proposition 2.2.1 On pose que il existe { f; }o<i<r € M?*(R) un processus positif

et une constante \ > 0 tels que
V(t,y,2) € [0,T] x RF x R™ | f(t,y,2)| < fi + Myl + [|2]])-

Si{(Yy, Z4) Yo<i<r est une solution de 'EDS telle que Z € M? alors Y € S2.

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait

que Yj est déterministe. En effet, on a pour tout ¢ € [0, 7]
t t
Yt:Y0+/ f(s,n,zgdr—/zsdws, 0<t<T
0 0

utilisant 'hypothese sur f

T T
/ Z.dW, +)\/ Vi|ds.
0 0

T
/ ZsdW
0

Par hypothése Z € Ms et donc via I'inégalité de Doob le troisiéme terme est de

T
Yl < Yl + / (o AlIZel)ds + suposier
0

posons

T
¢ = Yol + / (o + M| ZoIl)ds + suposeer
0

carré intégrable il en est de méme pour { f; }o<i<r et Yy est déterministe donc de
carré intégrable il s’en suit que ¢ est une variable aléatoire de carré intégrable.
Comme Y est un processus continue, le lemme de Gronwall fournit 'inégalité

supo<i<7|Yy| < Cexp(A\T) qui montre que Y € S?. =

t
Lemme 2.2.2 Soient Y € S2(RF) et Z € M2(RF*?). Alors /Y;stWs, t €
0

[0,T] est une martingale uniformément intégrable.

16
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Preuve. Les inégalités BDG donnent

t
E [ sup / Y;stWS}
0

0<t<T
T 1/2 T 1/2
(/ |Ys|2||zs||2ds) ]scxa sup |V (/ |rzs||2ds) ]
0 0<t<T 0
t T
E{Sup / YSZSdWS] < (]E(sup |Yt|2) +E</ ||ZS||2ds)>.
0<t<T Jo 0<t<T 0

Or cette derniére quantité est finie par hypothése, d’ou le résultat. m

<CE

2.2.1 Reésultat d’existence et d’unicité

(L) il existe une constante A telle que P — p.s.

1) Condition de Lipschitz en (y, z), pour tout ¢, y, yo, 2, 2o

2) Condition d’intégrabilité

< Q.

T
B [|<|2 + [ 1eo.0rar

Nous commencons par un cas trés simple, celui ou f ne depond pas ni y ni z, on

se donne ¢ de carré intégrable et un processus {F; }o<i<7 dans M?(R¥) et on veut

trouver une solution de 'EDSR

T T
Yt:<+/ Fsds—/ ZdW,, 0<t<T. (2.2)
t t

Lemme 2.2.3 Soient ¢ € L*(Fr) et {Filocier € M?(RF). L’EDSR Ppos-

17
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séde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?2.

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant

Z € M?2. Si on prend l'espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement

T
Ytzm(u/ Fsdsm).
t

t

d’aprés le théoréme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable, / F.dr
0

est un processus adapté a la filtration {F;}icpo,r, en fait dans S? puisque F est

de carré intégrable on a Vt € [0, 7]

T t t
Yt:E<C+/ Fsds|]-})—/Fsds::Mt—/Fsds.
0 0 0

M est une martingale brownienne, via le théoréme de représentation des martin-

gales browniennes on construit un processus Z appartenant a M? tel que

t t t
Y, =M, — / F.ds = M, +/ Zyds — / F.ds.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée

puisque comme Y = (

t t T T
Yzf—C:MOﬂL/stS—/FSdS—(Mg—i-/ sts—/ Fsds).
0 0 0 0
T T
:/ F.ds —/ Z4ds.
¢ t

I'unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M2 m

Proposition 2.2.2 Soit (Y, Z) la solution de 'EDSR et soit T est un temps

d’arrét magjoré par T, on suppose outre I’hypothése (L), que ¢ est F, mesurable

18
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et que f(t,y,z) =0 dés quet > 7. Alors Y, = Yip. et Zy =0 sit > 7.

Preuve. On a
T T
Y; ZC—i—/ f(S,Y;,,?ZS)ds—/ Z dWs, 0<t<T, P—p.s.
t t
et pour t =7, et f(t,y,z) =0désquet >
T T T
Y, =¢ +/ f(s, Yy, Zg)ds —/ ZdWs = ( —/ ZdW s.

Donc Y, = E(¢ | F,) = € et par suite fTT ZdW's = 0 alors

(f zaws) | =s[( [ 1zira)] <o

Finalement que Z;1,5>, =0

2

E

T T
YT:Yt+/ f(s,Y;,Zs)ds—/ ZydWs = Y; 4+ 0 — 0.

donc on a la résultat. m

2.3 Théoréme de comparaison

Le théoréme de comparaison permet de comparer les solutions de deux EDSR

dans R dés que 'on sait comparer les conditions terminales et les générateurs.

Proposition 2.3.1 Soit {(a¢, b;) }ico,r) un processus a valeurs dans R x R%, pro-
gressivement mesurable et borné. Soient {c;},t € [0,T], un élément de M?*(R)

et ¢ une variable aléatoire, Fr mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles.
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L’EDSR linéaire
T T
Y, =( +/ {asYs + Zsbs + cs}ds — / ZdWs.
t t
posséde une unique solution qui vérifie
T
vVt € [0,7T], Y, =T 'E(CTy +/ cslyds | F).
0

avec, pour tout t € [0, T

t 1t t
Iy =exp {/ by dW, — 5/ |b|*ds + / asds} .
0 0 0

Preuve. Soit I' un processes que vérifie

dFt = Ft(atdt + btth)
I'h=1.

et soit b borné, et d’apres l'inégalité de Doob on a I' € 82, et par le proposition

d’existence d’une unique solution (Y; Z) & IL’EDSR linéare on pose
f&Y2) =aY + Zb + ¢

et de vérifier que (L) est satisfaite avec Y € S§?. La formule d’intégration par

partie est donne

dr,Y; = T,dY, + Y;dT, + d (T, Y),

= —Ftctdt + FtthWt + (Ft}/:‘,)th

20
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t
et car c € M? et Y, T € S8? le processus I',Y; + / csI'sds est une martingale alors
0

t T
I / csl'sds = T (PTYT + / csyds | .7:T>
0 0

donc on a la résultat. m

Théoréme 2.3.1 (Théoréme de comparaison) Supposons que k = 1 et que
(C, f), (¢, f") vérifient Uhypothése (L). On note (Y, Z) et (Y',Z') les solutions
des EDSR correspondantes. On suppose également que P — p.s. { < (' et que
f&, Y, Z) < f'(t, Yy, Z) m@P —p.p. (m mesure de Lebesgue). Alors

P—ps. Vte[0,T], V; <Y/

Side plus, Yo =Y],alors P—p.s. YV, =Y/, 0<t <Tet f(t,Ys, Z) = f'(t, Vs, Z4)
m @ P — p.p. En particulier, dés que P(¢ < ¢) > 0 ou f(t,Y:, Z;) < f'(t,Y3, Zy)

sur un ensemble de m ® [P mesure strictement positive alors Yy < Y.

2.3.1 Le résultat classique d’It6

Définition 2.3.1 Soit (2, F, P) un espace de probabilité complet et W un MB
d—dimensionnel et une variable aléatoire Z, de carré intégrable indépendante du
MBW. avec la filtration Fy, pour tout t on a Fy = o {c{Z,W,, s <t} UN}. Soit
T un réel strictement positif. On considére deuz fonctions b: [0,T] x R — R" et
o :[0,T] x R® — R"™4 qui sont mesurables. On résoudre I’équation différentielle

stochastique
dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)th
Xo=C.
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ou forme intégrale
t t
Xi=¢( +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs, 0 <t <T. (2.3)
0 0

Remarque 2.3.1 Une solution (forte) de ’EDS , X est un processus conti-

nue tel que

1) X est progressivement mesurable.

2) On a P —p.s.
T
/ (lb(s, X.)| + [|o/(s, X.)[[2Yds < o0, ||o]] = trace(co™).
0
3) P —p.s.
t t
X, =7 +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xg)dWs, 0 <t <T.
0 0

Théoréme 2.3.2 (Existence et unicité) Soient b et o deux fonctions boré-

liennes. On suppose qu’il existe une constante K telle que, pour tout t € [0,T],

x,y € R" PEDS posséde une unique solution si

1) Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps
[b(t, ) = b(t, y)| + |o(t, 2) —o(t,y)| < K|z —yl.
2) Croissance linéaire
[b(t, )| + [[o(t, 2)]] < K(1 4 [z]).
3) E[|Z|?] < oo.
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Chapitre 3

La relation entre le principe du
maximum et la programmation

dynamique

Dans ce chapitre on a voir la relation entre le prancipe du maximum et la
programmation dynamique pour les problémes de controle optimale stochastique
récursive. Sous certaines conditions de dérivabilité, les relation entre les processus

adjoints, la fonction de Hamilton généralisée et la fonction de valeur sont données.

3.1 Enoncé du probléme et préliminaires

Soit (€2, F, P) est un espace de probabilité complet équipé d’'un mouvement
brownien standard d-domontional {W;},., pour ¢ > 0 la filtration {F! } o>y définie

comme

Fl=c{W,—W;, t<r<s}VN.
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ou N contient tous les p ensembles nuls dans F et o1 V o9 désigne le champ o
généré par o1 U oq en particulier, si t = 0 on a F, = FL.
Soit T > 0 et U C R* un ensemble convexe non vide, pour (t,z) € [0,T) x R"

on considére X*%%(-) € R™ donnée par I’ EDS controlée suivante

dX5(s) = b(s, X5(s),u(s))ds + o(s, X"(s),u(s))dW (s), s € [t,T].

Xbou(g) = .
(3.1)

et b:[0,T]xR*"x U — R", 0 :[0,T] x R" x U — R"*? sont des fonctions

mesurables.

Soit ¢ € [0,T), on note U[t, T] 'ensemble de {F:},., adapté. pour u(-) € U[t,T]
et € R™ donnés, un processus X () de valeur dans R" est appelé une solution
de s’il s’agit d’un processus F! adapté tel que soit vérifié. On appelle

Ut, T] espace des controles admissibles.

Nous nous référons a tel u(-) € U[t,T] comme un controle admissible et

(X5 (+), u(-)) comme une paire admissible, nous supposons ce qui suit

(H1) Les coefficient b, o sont uniformement continue dans (s, x, u), et il existe un

constant C' > 0 pour tout s € [0;T], z,z2 € R", u,a € U

’b(S,LE,U) - b<87 Aur&)| + |0'(S,£U,U> o 0(57‘%712” < C(’l’ o ‘%| + ’u o ﬂ’|) (32)

b(s, z,u)| + |o(t,z,u)| < C(1+ |z]). (3.3)

Remarque 3.1.1 1)D’apreés la condition ,les coefficients b et o sont lipschit-

zienne en x et u.
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2)D’aprés la condition ,les coefficients b et o sont a croissance lineaire.

s v.0)| + ot 2] _ (o
(1 +1a).

pour Vu(-) € U [t,T] sous (H1), 'EDS admet une unique solution X par
la théorie classique d’équation déffirentielle stochastique. (Théoreme de Point fixe
ou Théoreme Iterative de Picarre).

Ensuite, nous introduisons 'EDSR contrélé suivant couplé au EDS controlé

Vs e [t,T]

dyt,x;u(s) — _f(s7Xt,x;u(s)7yt,r;u(8)’ Zt,x;u(s),u(s))ds + Zt’m;u(S)dW(S).

Yeu(T) = ¢(X05(T)).
(3.4)

Soit f: [0, T]xR*"xRxRYx U — R, et ¢ : R* — R des fonctions mesurables

données, on pose

(H2) Soit f, ¢ deux fonctions uniformement continue dans (s, z,y, z, u) et il existe

un constant C' > 0 pour Vs € [0,7], 7,2 € R*, y,§ €R, 2,2 e RY, u, 0 € U

|f(s,2,0,0,u)| + |p(z)| < C(1 + |z).

|0(2) — o(2)| < Clz — &l

Alors pour tout u(-) € U [t,T] et la solution unique donnée X***(-) & (3.1)) sous
(H2), EDSR admet une solution unique (Y*%%(-), Z%*“(-)) par la théorie classique

EDSR.
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Etant donné u(-) € U [t, T] on introduit la fonctionnelle de cotit

J(t, x;u(-)) = =Y "5%(s)| =, (t,2) € [0,T] x R™. (3.6)

Notre probléme de controle optimal stochastique de récursive est le suivant

Probléme 3.1.1 (PCOSR) Pour (t,z) € [0,T) x R" pour minimiser (3.6])
telle que X“*“(-) la solution de et (Ytuu(.), Z4%u(-)) solution de sur
UL, T]. On définit la fonction valeur

V(t,x) == infyyeupr J (¢, zul)), (¢,x) €[0,T] x R™.
V(T,x):= —¢(x), v € R™

(3.7)

Pour tout u(-) € U [t, T atteint 'infimum ci-dessus est appelé en contréle optimal,
et les solutions correspondantes X“%%(-) et (Yhmit(.), Zbe2(.)) 4 sont
collées & I’état optimal. Pour simplifier, nous nous référons a (X4%%(.), Ytoa(.), 262 (.) a(-))

comme le quatuor optimal.

Remarque 3.1.2 comme b,o, f,¢ sont des fonction déterministes, notons que
sous (H1) et (H2), la fonction de valeur ci-dessus existent. Notre définition
est donc significative.

On introduit I’équation HIB généralisée suivante, Vt € [0,T], Vo € R™

—Vi(t,z) + sup G(t, z, =V (t,x), =Vp(t, x), =V (t, z),u) = 0, V(T,z) = —¢(x).
uelU

(3.8)

Ou la fonction de Hamiltonienne généralisée G : [0, T xR"XR x R"xS8"xU —
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R est définie comme

G(t,z,r,p, Aju) = %tr {o(t,z,u)TAo(t,z,u)} (3.9)

+(p, b(t, z,u)) + f(t,z,7,0(t, 2, u)p, u).
Nous avons le résultat sutvant.

Lemme 3.1.1 (Théoréme de vérification stochastique) Soit (t,z) € [0,T] X

R", supposons que V € CH2([0,T) x R™) une solution de (3.8) alors
Vi(t,z) < J(t,z;u(-)), Yu(-) eU[t,T], (t,z) € [0,T] x R". (3.10)

De plus, le controle (X4%%(-), u(-)) est optimal pour le probléme (PCOSR) si et

seulement si Vs € [t,T],P — p.s.

G (s, X"5%(s), =V (5, X"(s)), = Vi (s, X"T(5)), =Viu(s, X"7(s), U(s))
= maXG(Sv Xt,x;ﬂ(s)’ _V(S7 Xt,z;ﬂ(s))’ _‘/ﬂc(sa Xt,x;ﬁ(s))’ _V;cx(sa Xt,x;ﬂ(s)’ u)

Vs e [t,T],P—p.s. dt—p.p

Preuve. Pour tout u(-) € U [t,T] d’état correspondant X% (.), appliquer la

formule de d’'Tto V (s, X“**(-)), on obtient alors

V(t, X)
= —E(¢(X"""(T)) - E/t {Vi(s, X5 (s)) + (V (s, X"7(s)), b(s, X" (s), u(s))

+ %tr(a(s,Xt’m;“(s),u(s))T X Vi (8, XP54(5)) x (s, X""%(s), u(s))}ds
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— E((X"(T)) ~ B / [Vas, X5%(5)) + G(s, XP4(s),

=V (s, X)), Vi, XPF(8)), Vi, X5(5)), )
s, X(), —V (s, XU (5)), —r(s, X4(), u()T x Vi, XE59(5)), u(s)) .
— It ul)
P [ [ Vil K 4 G5, XU4(5), = (5, X)), Vil X)),
Vil X)) ) s
< It ) +B [ Vil X))
Fma Gls, X7(s), (s, X¥(s), ~Vals, X54(5)), Vials, X (5)), )}

ueU

= J(t, z,u(-)).

Donc (3.10) tient ensuite en appliquant 'inégalité ci-dessus a (X5%%(-), u(-)), on

a

V(t,X)=J(t, X, u(-)) + E/t {—V,(s, X"""(5)) + G(s, X"""(s), =V (s, X"""(s)),

— Vo5, X7(s)), =Vi(s, X25(s)), u(s)) }ds.
le résultat recherché découle immédiatement du fait que

= Vi(s, X"(s)) + G(s, X"7(s), =V (s, X""(s))

— Va(s, X¥7%(s)) = Vaa(s, X"7(s)), u(s)) < 0.

qui est due a I’équation HIJB généralisée (3.8)). =
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3.2 Le principe de maximum en contrdle opti-

mal stochastique

En pratique pour énoncer le principe du maximum, nous considérons les EDS

(3.1) et EDSR ({3.4) controlés comme suit s € [t, 7]

dX 7 (s) = b(s, X5 (s), u(s))ds + o (s, X2 (s), u(s))dW (s).
_dyt,x;u(s) — f(ijt,x;u(s)’yt,x;u@)’ Zt’x;u<8),u(s))d8 o Zt’w;“(s)dW(S).
Xbru(t) = 2, Y(T) = o(XB5(T)).

Ce type de systéme de controle a été étudié par [I1] ou un principe maximal a été

obtenu. afin de mentionner son résultat, nous avons besoin de I’hypothése suivante

(H3) Les coefficients b, 0, ¢ sont continiment différentiables en (z,u) et f est
continiment différentiable en (z,y, z,u). de plus ,bs, 0y, fa, fy, [z, bu, Ou, fu sont

bornés et 94 C' > 0 telle que
o ()] < C(1 + |z]).

Soit ((X5o%(s), YEmu(s), Z5"%(s), u(s)) un quatuor optimal pour tout s € [0, 77,

et des notations similaires sont utilisées pour toutes leurs dérivées. On intro-

duit I’équation adjoint qui est une équation différentielle stochastique progressive-
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rétrograde

—dp(s) = [ba(5)Tp(s) — fu(5)Ta(s) + Fu(5)k(s)] ds — k(s)dW (s). (3.11)
dq(s) = f,(s)7q(s)ds + f.(s)Tq(s)dW (s), s € [t,T].

p(T) = = (X"5U(T))Tq(T), q(t) = 1.
et la fonction d’Hamilton H : [0,T] x R” x R x R?, est définie dt — p.s. P — p.p.
H(t7 x? y? Z7 u7p7 q7 k) :: <p7 b (t7 I? u)> - <Q’ f (t7 x7 y? Z7 u)> + tT I:O- (t7 x7 u)T k:] N

Sous (H1)-(H3), I’équation rétrograde dans (3.11)) admet une solution unique

advious p(-), puis 1’équation progressive dans (3.11]) admet une solution unique

(q(-), k())-

Lemme 3.2.1 Principe du mazimum ( conditions nécessaires)
Soit (H1)-(H3) et (t,xz) € [0,T) x R™ fixé. Supposons que u(-) est un controle
optimal pour le probléme (PCOSR) et (X@t(.), Yhuiu(.) Z4%t(.)) est [’état op-

timal correspondant. Soit (p(-), q(+),k(+)) les processus adjoints. alors Yu € U

(H, (s, X""%(s), YE5%(s), Z%%(s), u(s), p(s), q(s), k(s),u — u(s))) > 0. (3.12)

Lemme 3.2.2 Principe du mazimum (conditions suffisant)

Soit (H1),(H2) supposons que u(-) est un controle admissible et (X%(.), YEo5a(.), ZH25(.))

est Uetat correspodant avec Y (T') = M]X(T), My € R™ et soit (p(-), q(-),k(-)) les
processus adjoints on pose que la fonction Hamilton H est convexre en (x,y, z,u)

alors u est un contréle optimal pour le probléme (PCOSR) s’il satisfait.
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Preuve. On a Yu € U[t, T| et (XH&5%(.), YEa(.), Z6%%(.)), pour tout Vt € [0, T

J(t,z,a(t)) — J(t, x,u(t)) = YH5U(t) — YE55(¢)

—E [Yt,x;u(t) _ Yt,a:;ﬂ(t)] )

par formule d’Ttd & (Y1%%(s) — Y12 (s), q(s)) + (X5¥%(s) — Xb¥4(s), p(s)) pour
s € [0,T] et notons que Y&4(T) — Y&u(T) = MJL(X49(T) — Xb=4(T)) et
p(T) = —Mrq(T) on a

B [V5(1) — Y= (0)] o(T) — B [75(0) - Y*=(2)] (1)

4B (X7 - X(0) p(T)) — B (X5(1) — X2, p(0)).
_ B [Pt - Y”“(tﬂ -

—E/ (79(5) = Y (5), (o) a(s)) + (Z0(5) — 255 (5). Fy (o) a)
— (F(5) — s, XT(), Y9(5), Z57%(s), (), ()

" <XW<S> — XU(S), B, ()Tal5) + Fuls)Ta(s) — 7uls)K(5))
+(B(5) — b, X(5), (), p(5))

1 tr [(a(s) — o5, X57(s), u(s)))T k(s)] }ds.

=8 [ (5, X6, P55, 255,106,060, ), 5)
— H (5, X050 (), Y5 (), 27 (s), u(s)), pls). a(5), k()

— (H (s, X55(5), V455 (5), Z555(5), (), p(s), ), k()

— (Ha(s, X"5%(s), Y% (s), ZM7%(s), u(s)), p(s), a(s), k(s)),

Xt,x;ﬂ(s) _ Xt,x;u(8)>
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— (H, (s, X"7(s), Y55 (s), 2 (s), 1(s)), p(s), q(s), k(5)),

Vi (s) = Yhru(s))

Z850(s) — Z554(5)) s,
comme H est convexe en (x,y, z,u) donc par la condition de maximum ([3.12))

J(t, 2, a(t)) — J(t,z, u(t))

3.3 Relation entre le principe du maximum et

la programmation dynamique

Théoréme 3.3.1 Soit (H1)-(H2) pour (t,x) € [0,T) x R™ fizé. Supposons que
u(-) est un controle optimal pour le probléme (PCOSR) et (Xb%t(.), Y@t (.), Zbwt(.))

et soit (p(+), q(+), k(+)) les processus adjoint. Si V € C2([0, T|xR™) onas € [t,T|

Vi(s, X"7%(s)) (3.13)
= G(Sa Xt’z;ﬂ(s)a _V<3’ an;ﬂ(‘g))? _VT(S? Xt@;a(s)% _%x(sa Xt,z;a(s))’ Z_L(S))
= max G(s, XP5U(s), =V (s, X""%(5)), —=Vi(s, X""(5)), = Vi (s, X25U(3)), u).

dt —p.p et P—p.s.
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De plus si V € CH3([0,T] x R"™) et Vi, sont continus alors Vs € [t,T], P — p.s.

p(s) = Va(s, X"(5)) q(s). (3.14)
k(s) = {Vaols, X" (s))T5(5) + Va(s, X"7(s))T

X fa(s, X0 (s), =V (5, X" (s)), =Va(s, X27(s))Ta(s), u(s)) Yals).

q(s) (3.15)
= exp{ /t [fy (r, XET0 (), =V (o, XB70(r)), = Vi (r, X500 (), a(5)) 5 (r), @(r))
- %|fz(n XEE(r), =V (r, X050 (1)), =V (r, X400 (r))a (r), a(r))[*]dr

i /tsfz(ﬂ XE(r), =V (r, X570 (), =V (r, X070 () (r), a(r))dW (r) }.

Preuve. Evidemment 1) peut étre obtenu en résolvent le premier EDS en
(3.11]) directement maintenant démontrons (3.14)), pout tout ¢ € [0, 7], on a alors

Vs e [t,T], P —p.s.
V(s X55(s) = ~V0(0) =B | [ Frr -+ (X5 | 7]
définir une F! martingale de carré intégrable

m(s) = —E UsTf(r)dr + P(X55) | ]—“ﬁ] ,s€[t,T].

Alors d’aprés la théoréme de representation de martingale il existe un unique
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M e L%4([t,T] x R? satisfait

m(s) = m(t) + /tSM(T)dW(T>,

out e [0,7) fixé on a

Vs, X"U(s)) = —/ f(r)dr — /tsM(r)dW(r) + V(T, X"(T)).

Par contre en appliquant la formule d’Tté & V (s, X**%(s)) on obtient

AV (5, X077 (5)) = {5, X57(5)) + (Vs X9(5)), b(s))
+ St (8) Ve, X59(9)o(5) s
+ Vi (s, X255 (s))Ta(s)dW (s).

en comparant les deux égalité ci-dessus on conclons que Vs € [t,T]

Vi(s, X278 (s)) + (Va(s, X5(5)), b(s)) + %tr(U(S)TVm(S,Xt’m(S))U(S)) = f(s)

Vi(s, X075 (s))757(s) = M(s).
cependant par I'unicitéde la solution EDSR nous avant

— - t,x;u

Y7 (s) = —Vi(s, X(s)).

7" (s) = =Vi(s, X55%(s)) 5 (s), s € [t, T7.

Puisque V' € C12([0,T] x R™), il satisfait I'équation HIB généralisée (3.8)) ce qui
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implique (3.13)). Aussi par (3.8)) on a Vo € R”

0= —V,(s, X""(s))
+ G(Sv Xtma(s)v _V(S> th;ﬁ(’@)? _‘/36(37 th,x;fa(s))a
= Va(s, X""%(s)), a(s)).

> —Vi(s,x) + G(s,x, =V (s, x), =Va(s,x), —Voz(s, x),u(s)).

Par conséquent, si V' € C13([0,T] x R" et V,, sont continus alors

0 _
%{_VS@’ :L‘) + G(37 Z, _V(Sa l’), _‘/;6(37 l')v _VZEI(Sa :L’), u(s))}‘xz)_(t@?ﬂ(s) =0.

pour tout s € [t, T

0= —Vauls, X*7(s)) = Vi (s, X57(5))0(s)
= BTV (5, X59(5) = 203 (5) Ve (5, X5(5))(5))
= 0(5) Vi, X59(5))(5) + fils, X49(5), V (5, X50(s)),
~ Vi, X53(5) (), 1(5)) — fy (5, X7(s), V (s, X7(5)),
— Vi, X0(5))a (s), 1(s)) X Vals, X7(s))
— £, KU0(5), Vs, X(5)), —Vals, X(5))a (5), ()

X [Vie (5, X"%%(8))5 () + Vi(s, X57%(8))5.(s)].

ou

(6T Vraa) = (5 (V) )aa)),s oo (G (Vi)"))5)T.

avec (V)L .....(V)™)T = V, d’autre part on utilise la formule d’It6 & V, (s, X¥%(s))
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on a

dVy (s, X"7(s))

= —{bu(5) Vi (5, X"(5)) + u(5)" X Vi (s, X"7(5))7 (s)
— fals, XP(s), V(s, X"7(5)), = Va(s, X7 (s))a (s), u(s))
+ fy(s, X0 (s), V(s, X2 (s)), = Va(s, X"7(s))5(s), u(s))
x Va(s, X5 (s)) + fals, XP5(s), V(s, X27%(s)),

= Va(s, X"7%(s))5(s), u(s)) X [Vaa(s, X" (s))o(s)

+ Va(s, X"5%(5))5(8)| Hds + Vi (s, X55%(5)) 75 (s)dW (s).

on pose que V, (T, X45%(T)) = —¢.(X%%(T)) on utilise la formule d’It6 & V. (s, X%%(s))Tq(s)

on trouve

dVy(s, X" (5))Tq(s)

= {=0u(8)TVa(s, X"(s))a(s) + fuls, X"7%(s), V (s, X"7(s)),

— Va(s, X"7%(s))(s), () Tq(s) — 0(s)T X [Via (s, X"7(s)) 7T (5)

+ Vals, XUT(s))T % fu(s, XW(s), V (s, X" (s)),

— Vi(s, X7%(s5))a (), a(s)lq(s) yds + {Via (s, XO7(s)) T (s) 4 Va(s, X5 (s))T

X fo(s8, XPT(s), Vi(s, XM(5)), =Va(s, X2(s))a(s), u(s))} x q(s)dW (s).

Donc par 'unicité de solution de I'equation adjoint (3.11)) on trouve (3.14). m
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons discuté un controle optimal des systhéeme stochastique
progressif-rétrograd, avec Programmation dynamique (H.J.B) de problémes de
controle optimal stochastique récursif. Et donner les relations entre le principe de
maximum stochastique et la fonction de Hamiltonian généralisée et la fonction de

valeur
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