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Notations et symbols

EDSR Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades.

v:a Variable aléatoire.

E [X] Espérance de la v.aX par rapport à une probabilite P�xée initialement.

E [X=F ] Espérance conditionnelle de X sachant F:

Rm Espace réel euclidien de dimension m.

Rm�d Ensemble des matrices réelles de dimension m� d

fFtgt�0 �tration.

(
;F ; (Ft)t�0;P) Espace de probabilité �ltré.

(
;F ; p) Espace de probabilité.

p:s Presque sûrement.

P:p:s La notation presque sûrement pour la mesure de prpbabilité P

�(M) l�exponentielle stochastique d�une martingale locale continue M .

Rp l�espace de tous les processus adaptés en continu Y:

Hp l�espace Banach de continufFt; 0 � t � Tgmartingales locales adaptées.

(RP ) condition l�inégalité inverse Hölder.

(Ap) condition Muckenhoupt.
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Introduction

Les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades linéaires introduit en 1973

dans les travaux de J.Bismut [2] quand il étudiait l�équation adjointe associée au

principe de maximum stochastique dans le contrôle optimal. Toutefois, Le premier

résultat général concernant les EDSRs est dû à E. Pardoux et à S. Peng [12] en

1990 qui ont introduit un nouveau formule :

8><>: dYt = f (t; Yt; Zt)� ZtdWt; 0 � t � T:

YT = �:

où � est la valeur terminale et le coe¢ cient f est le générateur de l�EDSR qui est

une fonction non linéaire et satisfait la condition globale de Lipschitz par rapport

aux variables d�état. La solution de cette équation est un couple de processus

(Y ;Z). En e¤et, comme la condition terminale est donnée à l�instant terminal T ,

la présence du processus Z via le théorème de représentation martingale, assure

que Y est adapté au regard du �ltration générée par le mouvement brownien

(Wt)t2[0;T ].

Dès les années 1990, il y a eu un intérêt croissant pour les équations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades. Ces équations ont un large éventail d�applications dans

le contrôle stochastique et la théorie �nancière des équations di¤érentielles ...
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Introduction

Dans ce travail, nous intéréssons à certains résulats sur les BMO martingale :

La théorie des BMO martingale est largement utilisée pour étudier l�équations dif-

férentielles stochastique rétrograde(EDSR). Certaines propriétés de BMO mar-

tingales déjà utilisé par Bismut[2] quand il à discuté de l�existence et l�unicité

d�une solution de certaines équations stochastiques rétograde de Riccati, en choi-

sissant l�espace de BMO pour la partie martingale du processus de solution. Dans

le travail de Delbaen et al [5] ont été établis en relation avec le problème de couver-

ture des sinistres éventuels et des EDSR linéaires. La plupart de ces conditions de

BMO martingales et les inégalités inverse de Hölder se produisent naturellement

dans les EDSR avec des générateurs quadratiques. Lorsque le générateur d�une

EDSR a croissance quadratique puis la partie martingale de toute solution bor-

née du EDSR est une BMO martingale. Plus tard, les normes de BMO ont été

utilisés pour prouver l�existence, l�unicité et la stabilité des résultats des EDSRs.

Le but de ce mémoire est de faire le contraire : On va utilisé les téchniques des

EDSRs pour prouver des résultats sur les martingale BMO:

ce mémoire se composé de tros chapitres

Chapitre 1 : Le but de chapitre 1 est de Dé�nir la notion d�équations di¤é-

rentielles stochastiques rétrogrades, et de préciser la terminologie utilisée dans ce

context. Nous montrerons le résultat classique d�existence et d�unicité.

Chapitre 2 : Dans le chapitre 2 a l�aide les propriétés des EDSR, on trouve

l�équivalence bien connue entre les propriétés de BMO, Muckenhoupt et condi-

tions Hölder inverses.

Chapitre 3 : �nalement dans le chapitre 3 on parle à la transformation de Gir-

sanov pour les martingales BMO et les EDSRs et on trouve quelques dominations

pour les normes de BMO.
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Chapitre 1

Équations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades

Le but de ce chapitre est de dé�nir les notions d�équations di¤érentielles stochas-

tiques rétrogrades, EDSRs en abrégé et de préciser la terminologie utilisée dans

ce context. Nous montrerons le résultat classique d�existence et d�unicité.de la

solution.

1.1 Vocabulaire et notations

1.1.1 Présentation du problème

Depuis l�article de J.M .Bismut Formellement, les EDSRs sont des équations di¤é-

rentielles stochastiques où l�on se donne la condition terminale. Cité en référence

[2] ,la théorie des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) a

connu un grand développement, surtout ces dernières années, grâce notamment à

ses diverses applications dans plusieurs domaines.
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Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

Dans le cas déterministe, il y�a équivalence entre la donnée d�une condition termi-

nale et la donnée d�une condition initiale par inversion du temps, c�est comme dans

le cas, par exemple, d�une équation di¤érentielle ordinaire. Dans le cas stochas-

tique, les choses sont fondamentalement di¤érentes lorsqu�on cherche des solutions

qui restent adaptés par rapport à une �ltration donnée. En e¤et, en inversant sim-

plement le temps, on perd la propriété de non anticipation de la solution c�est pour

cela qu�on a introduit les EDSR.

Pour comprendre bien qu�est ce que une EDSR il faut formuler d�une façon correcte

la notion de solution adaptée à une EDSR.

Dans ce paragraphe, on va donner, en résumé, un petit aperçu sur les EDSR, le

théorème d�existence et d�unicité de la solution.

Soient (
;F ; (Ft)t�0;P) un espace probabilisé �ltré et variable aléatoire � mesu-

rable par rapport à FT . On voudrait résoudre l�équation di¤érentielle suivante :

�dYt
dt

= f(Yt) ; t 2 [0; T ] avec , YT = �;

en imposant que, pour tout instant t, Yt ne dépende pas du futur après t c�est à

dire que le processus Y soit adapté par rapport à la �ltration fFtgt�0.

Prenons l�exemple le plus simple à savoir f � 0.

Le candidat naturel est Yt = � qui n�est pas adapté si � n�est pas détrmi-

niste. La meilleure approximation - disons dans L2- adaptée est la martingale

Yt = E (� j Ft). Si on utilise la �ltration naturelle d�un mouvement brownien, le

théoréme de représentation des martingales browniennes permet de construire un

processus Z de carré intégrable et adapté tel que :

Yt = E (� j Ft) = E [�] +
Z t

0

ZsdWs:
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Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

Un calcul élémentaire montre alors que

Yt = � �
Z T

t

ZsdWs; i:e: � dYt = ZtdWt; avec; YT = �:

On voit donc apparaître sur l�exemple le plus simple une seconde inconnue qui est

le processus Z dont le rôle est de rendre le processus Y adapté.

Donc, comme une seconde variable apparaît, pour obtenir la plus grande généra-

lité, on permet à f de dépendre du processus Z. Alors l�équation devient :

�dYt = f (t; Yt; Zt) dt� ZtdWt: avec; YT = �:

Notation 1.1.1 Soient (
;F ;P) un espace de probabilité complet et W un MB

d-dimensionnel sur cet espace. On notera fFtgt�0 la �ltration naturelle du MB

W . On travaillera avec deux espaces de processus :

- on notera avant tout S2
�
Rk
�
l�espace vectoriel formé des processus Y , progres-

sivement mesurables, à valeurs dans Rk, tels que :

jjY jj2S2 := E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
<1,

et S2c
�
Rk
�
le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus non

distinguées seront toujours identi�és et nous garderons les mêmes notation pour

les espaces quotients.

- ensuite M2
�
Rk�d

�
celui formé par les processus Z, progressivement mesurables,

à valeurs dans Rk�d, tels que :

jjZjj2M2 := E
�Z T

0

jjZtjj2dt
�
<1;
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Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

où si z 2 Rk�d, jjzjj2 = trace (zz�). M2
�
Rk�d

�
désigne l�ensemble des classes

d�équivalence de M2
�
Rk�d

�
.

Rk et Rk�d seront souvent omis ; les espaces S2, S2c et M2 sont des espaces de Ba-

nach pour les normes dé�nies en dessus. Nous désignerons B2 l�espace de Banach

S2c
�
Rk
�
�M2

�
Rk�d

�
.

Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous donnons une application

aléatoire f dé�nie sur [0; T ]�
�Rk�Rk�d à valeurs dans Rk tell que, pour tout

(y; z) 2 Rk �Rk�d, le processus ff (t; y; z)g0�t�T soit progressivement mesurable.

On prenant également une variable aléatoire � , mesurable par rapport à FT et à

valeurs dans Rk.

Dans ce contexte, le but c�est de résoudre l�équation di¤érentielle stochastique

rétrograde (EDSR en abrégé) suivante :

�dYt = f (t; Yt; Zt) dt� ZtdWt; 0 � t � T; YT = �;

ou,de façon même, sous forme intégrale,

Yt = � +

Z T

t

f (r; Yr; Zr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T; (1.1)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR et � la condition terminale. Sans

plus tarder, précisons ce que l�on entend par solution de l�EDSR 1:1.

Dé�nition 1.1.1 Une solution de l�EDSR 1:1 est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T
véri�ant :

1- Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et

Rk�d ;
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Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

2- P� p:s:

Z T

0

fjf (r; Yr; Zr) j+ jjZrjj2g dr <1 ;

3- P� p:s:, on a :

Yt = � +

Z T

t

f (r; Yr; Zr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T:

Remarque : Il est important de garder les deux points suivants : premiérement,

les intégrales de l�équation 1:1 étant bien dé�nies et Y est une semi-martingale

continue ; puis, comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté

et donc en particulier Y0 est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théorème d�existence et d�unicité, nous allons mon-

trer, que sous une hypothèse relativement faible sur générateur f , le processus Y

appartient à S2.

Proposition 1.1.1 Supposons qu�il existe un processus fftg0�t�T positif, appar-

tenant à M2 (R) et une constante positive � tels que

8 (t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d; jf (t; y; z) j � ft + � (jyj+ jjzjj) :

Si f(Yt; Zt)g0�t�T est une solution de l�EDSR 1:1 telle que Z 2 M2 alors Y

appartient à S2c .

preuve. Le résultat se dérouler principalement du lemme de Gronwall et du fait

que Y0 est déterministe. En e¤et, on a, 8t 2 [0; T ],

Yt = Y0 �
Z t

0

f (r; Yr; Zr) dr +

Z t

0

ZrdWr;
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Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

et par suite, utilisant l�hypothése sur f ,

jYtj � jY0j+
Z T

0

(fr + �jjZrjj) dr + sup
0�t�T

j
Z t

0

ZrdWrj+ �

Z t

0

jYrjdr.

Posons

� = jY0j+
Z T

0

(fr + �jjZrjj) dr + sup
0�t�T

j
Z t

0

ZrdWrj.

Par hypothèse, Z appartient à M2 et donc, via l�inégalité de Doob, le troisième

terme est de carré intégrable ; il en est même pour fftg0�t�T , et Y0 est déterministe

donc de carré intégrable ; il s�en suit que � est une variable aléatoire de carré

intégrable.Comme Y est un processus continue - cf. remarque précédente, le lemme

de Gronwall donne l�inégalité sup0�t�T jYtj � �e�T qui montre que Y appartient

à S2.

Le résultat est encore valable lorsque jjf:jj1 est une variable aléatoire de carré

intégrable.

On termine par un résultat d�intégrabilité qui nous servira à plusieurs reprise.

Lemme 1.1.1 Soient Y 2 S2
�
Rk
�
et Z 2M2

�
Rk�d

�
. Alors

�Z t

0

Ys � ZsdWs,t 2 [0; T ]
�

est une martingale uniformément intégrable.

preuve. Les inégalités BDG donnent

E
�
sup0�t�T j

Z t

0

Yr � ZrdWrj
�
� CE

"�Z T

0

jYrj2jjZrjj2dr
�1=2#

� CE

"
sup0�t�T jYtj

�Z T

0

jjZrjj2dr
�1=2#

,

et par suite, comme ab � a2=2 + b2=2,

E
�
sup
0�t�T

j
Z t

0

Yr � ZrdWrj
�
� C 0

�
E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
+ E

�Z T

0

jjZrjj2dr
��
.
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Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

Or cette derniére quantité est �nie par hypothèse ; d�où le résultat.

1.2 Le cas Lipschitz

1.2.1 Le résultat de Paradoux-Peng.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d�existence et d�uni-

cité. Ce résultat est dû à E. PARDOUX et S. PENG[12] ; c�est le premier résultat

d�existence et d�unicité pour les EDSR dans le cas où le générateur est non-linéaire.

C�est la liste des hypothéses sous lesquelles nous allons travailler.

(L) Il existe une constante � telle que P� p:s:;

1. condintion de Lipschitz en (y; z) : pour tout t; y; y0; z; z0;

jf (t; y; z)� f (t; y0; z0) j � � (jy � y0j+ jjz � z0jj) ;

2-condition d�intégrabilité :

E
�
j�j2 +

Z T

0

jf (r; 0; 0) j2dr
�
<1:

Nous commençons par un cas trés simple. Celui où f ne dépend ni de y ni de z

i:e: on se donne � de carré intégrable et un processus fFtg0�t�T dans M2
�
Rk
�
et

on veut trover une solution de l�EDSR

Yt = � +

Z T

t

Frdr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T: (1.2)

Lemme 1.2.1 Soient � 2 L2 (FT ) et fFtg0�t�T 2M2
�
Rk
�
. L�EDSR1:2 possède
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Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

une unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2 .

preuve. Supposons dans un premier temps que (Y; Z) soit une solution véri�ant

Z 2M2.

Si on prend l�espérance conditionnelle sachant Ft , on a nécessairement,

Yt = E
�
� +

Z T

t

Frdr j Ft
�
:

On dé�nit donc Y à l�aide de la formule précédente et il reste à trouver Z.

Remarquons que, d�aprés le théorème de Fubini, comme F est progressivement

mesurable,
Z t

0

Frdr est un processus adapté à la �ltration fFtgt2[0;T ] ; en fait dans

S2c puisque F est de carré intégrable. On a alors, pour tout t 2 [0; T ] ,

Yt = E
�
� +

Z T

0

Frdr j Ft
�
�
Z t

0

Frdr :=Mt �
Z t

0

Frdr:

M est une martingale brownienne ; via le théorème de représentation des martin-

gales browniennes on construit un processus Z appartenant à M2 tel que

Yt =Mt �
Z t

0

Frdr =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr:

On véri�e facilement que (Y; Z) ainsi construit est une solution de l�EDSR étudiée

puisque comme YT = �,

Yt � � =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr �
�
M0 +

Z T

0

ZrdWr �
Z T

0

Frdr

�
=

Z T

t

Frdr �
Z T

t

ZrdWr:

L�unicité est évidente pour les solutions véri�ante Z 2M2.

Nous montrons à présent le théorème de Pardoux et Peng.
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Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

Théoréme 1.2.1 PARDOUX-PENG[12] Sous l�hypothèse (L), l�EDSR(1:1) pos-

sède une unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2.

preuve. Nous utilisions un argument de point �xe dans l�espace de Banach B2

en construisant une application 	 de B2 dans lui-même de sorte que (Y; Z) 2 B2

est solution de l�EDSR 1:1 si et seulement si c�est un point �xe de 	.

Pour (U; V ) élément de B2, on dé�nit (Y; Z) = 	(U; V ) comme étant la solution

de l�EDSR :

Yt = � +

Z T

t

f (r; Ur; Vr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T:

Remarquons que cette dernière EDSR possède une unique solution qui est dans

B2. En e¤et, posons Fr = f (r; Ur; Vr). Ce processus appartient à M2 puisque, f

étant Lipschitz,

jFrj � jf (r; 0; 0) j+ �jUrj+ �jjVrjj;

Et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pou-

vons appliquer le lemme 1.2.1 pour obtenir une unique solution (Y; Z) telle que

Z 2 M2.(Y; Z) apparient à B2 : l�intégralité de Z est obtenue par construction

et,d�après la Proposition 1.1.1,Y appartient à S2c .

L�application 	 de B2 dans lui-même est donc bien dé�nie.

Soient (U; V ) et (U 0; V 0) deux éléments de B2 et (Y; Z) = 	(U; V ); (Y 0; Z0) =

	(U 0; V 0). Notons y = Y � Y 0 et z = Z � Z0. On a, yT = 0 et

dyt = �ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V
0
t )g dt+ ztdWt:

11



Chapitre 1. Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

On applique la formule de Itô à e�tjytj2 pour obtenir :

d
�
e�tjytj2

�
= �e�tjytj2dt�2e�tyt�ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V

0
t )g dt+2e�tyt�ztdWt+e

�tjjztjj2dt:

Par conséquent, intégrant entre t et T , on obtient

e�tjytj2 +
Z T

t

e�rjjzrjj2dr =

Z T

t

e�r (��jyrj2 + 2yr � ff (r; Ur; Vr)� f (r; U 0r; V
0
r )g) dr

�
Z T

t

2e�ryr � zrdWr;

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U �U 0 et V � V 0 respecti-

vement,

e�tjytj2+
Z T

t

e�rjjzrjj2dr �
Z T

t

e�t
�
��jyrj2 + 2�jyrj jurj+ 2�jyrj jjvrjj

�
dr�

Z T

t

2e�ryr�zrdWr:

Pour tout " > 0; on a 2ab � a2="+ "b2, et donc, l�inégalité précédente donne

e�tjytj2 +
Z T

t

e�rjjzrjj2dr �
Z T

t

e�r (��+ 2�2=") jyrj2dr �
Z T

t

2e�ryr:zrdWr

+"

Z T

t

e�r (jurj2 + jjvrjj2) dr;

et prenant � = 2�2=" , on a, notant R" = "

Z T

0

e�r (jurj2 + jjvrjj2) dr,

8t 2 [0; T ] ; e�tjytj2 +
Z T

t

e�rjjzjj2dr � R" � 2
Z T

t

e�ryr � zrdWr: (1.3)

D�après le lemme 1.1.1, la martingale locale
�Z t

0

e�ryr � zrdWr

�
t2[0;T ]

est en réa-

lité une martingale nulle en 0 puisque Y , Y 0 appartiennent à S2 et Z , Z 0 appar-

tiennent à M2 .

En particulier, prenant l�espérance - ce qui fait partir l�intégrale stochastique via

12
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la remarque précédente -, on obtient facilement, pour t = 0,

E
�Z T

0

e�rjjzrjj2dr
�
� E [R"] : (1.4)

Revenant à l�inégalité 1:3, les inégalités BDG fournissent - avec C universelle -,

E
�
sup
0�t�T

e�tjytj2
�
� E [R"] + C E

"�Z T

0

e2�rjyrj2jjzrjj2dr
�1=2#

� E [R"] + C E

"�Z T

0

e2�rjyrj2jjzrjj2dr
�1=2#

� E [R"] + C E

"
sup
0�t�T

e�t=2jytj
�Z T

0

e�rjjzrjj2dr
�1=2#

;

puis, comme ab � a2=2 + b2=2,

E
�
sup
0�t�T

e�tjytj2
�
� E [R"] +

1

2
E
�
sup
0�t�T

e�tjytj2
�
+
C2

2
E
�Z T

0

e�rjjzrjj2dr
�
.

Prenant en considération l�inégalité (1:4), on obtient �nalement

E

�
sup
0�t�T

e�tjytj2 +
Z T

0

e�rjjzrjj2dr
�
�
�
3 + C2

�
E [R"] ,

et par suite, revenant à la dé�nition de R",

E
�
sup
0�t�T

e�tjytj2 +
Z T

0

e�rjjzrjj2dr
�
� "

�
3 + C2

�
(1 _ T )E

�
sup
0�t�T

e�tjutj2 +
Z T

0

e�rjjvrjj2dr
�
.

Prenons " tel que " (3 + C2) (1 _ T ) = 1=2, de sorte que l�application 	 est alors

une contraction stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la norme

jj(U; V )jj� = E
�
sup
0�t�T

e�tjUtj2 +
Z T

0

e�rjjVrjj2dr
�1=2

,

13
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qui en fait un espace de Banach - cette dernière norme étant équivalente à la

norme usuelle correspondant au cas � = 0.

	 possède donc un unique point �xe, ce qui assure l�existence et l�unicité d�une

solution de l�EDSR 1:1 dans B2.

On obtient ensuite une unique solution véri�ant Z 2 M2 puisque la Proposition

1.1.1 implique qu�un telle solution appartient à B2.

1.2.2 EDSR linéaires.

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour

lesquelles nous allons donner une formule plus on moins explicite.

On se place dans le cas k = 1 ; Y est donc réel et Z est une matrice de taille 1� d

c�est à dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 1.2.1 Soit
�
(at:bt)

	
t2[0;T ] un processus à valeurs dans R�R

d , pro-

gressinement mesurable et borné. Soient fctgt2[0;T ] un élément de M2 (R) et � une

variable aléatoire, FT -mesurable, de carré intégrable, à valeurs réelles.

L�EDSR linéaire

Yt = � +

Z T

t

farYr + Zrbr + crg dr �
Z T

t

ZrdWr;

posséde une unique solution qui véri�e :

8t 2 [0; T ] ; Yt = ��1t E(��T +
Z T

t

cr�rdrjFt);

avec, pour tout t 2 [0; T ],

�t = exp

�Z t

0

br:dWr �
1

2

Z t

0

jbrj2dr +
Z t

0

ardr

�
:

14
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Preuve. Commençons par remarquer que le processus � véri�e :

d�t = �t(atdt+ bt � dWt); �0 = 1:

D�autre parte, comme b est borné, l�inégalité de Doob montre que � appartient à

S2.

De plus, les hypothéses de cette proposition assure l�existence d�une unique solu-

tion (Y; Z) à l�EDSR linéaire ; il su¢ t de poser f(t; y; z) = aty + zbt + ct et de

véri�er que (L) est satisfaite,Y appartient à S2 par la Proposition 1.1.1.

La formule d�intégration par parties donne

d�tYt = �tdYt + Ytd�t + d h�; Y it = ��tctdt+ �tZtdWt + �tYtbt � dWt;

ce qui montre que le processus �tYt +
Z t

0

cr�rdr est une martingale locale qui est

en fait une martingale car c 2M2et �,Y sont dans S2.

Par suit,

�tYt +

Z t

0

cr�rdr = E(�TYT +
Z T

0

cr�rdrjFt);

ce qui donne la formule annoncée.

Ce travail a été assisté par :Briand, Philippe[3].
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Chapitre 2

Le lien entre Les EDSRs et les

martingales BMO

Le but de ce chapitre est de prouver certains résultats sur BMO martingales

utilisant les techniques des EDSRs :

À l�aide des propriétés des EDSR, nous prouvons également l�équivalence bien

connue entre les propriétés de BMO, Muckenhoupt et la condition inverse de

Hölder.(DoleanseDade et Meyer[7]; Kazamaki[11]).

2.1 Preliminaires

Soit T > 0. Soit (
;F ; fFtgt�0; P ) un espace de probabilité �ltré complet sur

lequel un mouvement brownien standard unidimensionnel fW (t)gt�0 est dé�ni de

telle sorte que fFtgt�0 est le �ltration naturelle générée par W (�), augmentée par

tous les ensembles P� null en F .

Dé�nition 2.1.1 Soit p 2 [1;1): L�espace Rp est l�espace de tous les processus

16



Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

adaptés en continu Y tel que

jjY jjRp := jjY �
T jjLp avec Y �

T := max
0�t�T

jYtj (2.1)

est �ni. Hp est l�espace Banach de continu fFt; 0 � t � Tg� martingales locales

adaptées de telle sorte que

jjY jjHp := jj hY i1=2T jjLp (2.2)

est �ni. hY idésigne le processus de variation quadratique d�un semi-martingale,

et hX; Y i désigne le processus de covariance entre les deux semi-martingales X et

Y: soit M une martingale continue. Dé�nir

a (M) := supfa � 0 : sup
�
jjE[exp(ajM1 �M� j)jF� ]jjL1 <1g (2.3)

et

b (M) := supfb � 0 : sup
�
jjE[exp(1

2
b2 (hMi1 � hMi� ))jF� ]jjL1 <1g (2.4)

Dans les deux expressions, � est un temps d�arrêt arbitraire. Soit Y = (Yt)0�t�T

un martingale uniformément intégrable. Alors Y est dit à appartenir à BMO s�il

y a une constante C > 0 telle que pour chaque temps d�arrêt �

E[jYT � Y� jpjF� ] � C P � a:s: (2.5)

Cette dé�nition est indépendante de p. Habituellement, nous dé�nissons jjY jjBMO
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comme la plus petite constante c de sorte que pour tout temps d�arrêt � ,

E[jYT � Y� j2jF� ] � c2 P � a:s: (2.6)

Dé�nition 2.1.2 Le processus non nul L est pensé satisfaire l�inégalité inverse

de Hölder sous P; dénotée par Rp(P ); où p 2 [1;+1]; s�il y a une constante C > 0

de sorte que pour chaque temps d�arrêt � , nous avons

E

�
jLT
L�
jpjF�

�
� C: (2.7)

Pour p = +1 nous exigeons que LT
L�
soit essentiellement limité par C (voir Ka-

zamaki [[11]; Dé�nition 3:1: ]):

Lemme 2.1.1 (Inégalité Kunita-Watanabe)SoientX et Y deux semi-martingales,

et que H et K être deux processus mesurables. Ensuite, nous avons presque sûre-

ment

Z 1

0

jHsjjKsjjd [X; Y ]s j �
�Z 1

0

H2
sd [X;X]s

�1=2�Z 1

0

K2
sd [Y; Y ]s

�1=2
(2.8)

Plus généralement, pour p 2 [1;1); nous avons

Z 1

0

jHsjjKsjjd [X; Y ]s j �
�Z 1

0

Hp
sd [X;X]s

�1=p�Z 1

0

Kq
sd [Y; Y ]s

�1=q
(2.9)

avec1
p
+ 1

q
= 1

Lemme 2.1.2 Soit X une martingale locale continue.Ensuite, nous avons

jjXjjH1 � sup fE [hX; Y i1] : jjY jjBMO � 1g ;
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et

jjXjjBMO � sup fE [hX; Y i1] : jjY jjH1 � 1g : (2.10)

De l�inégalité de Fe¤erman, nous pouvons montrer le lemme suivant.

Lemme 2.1.3 Soit p 2 [1;1): Supposons que X 2 Rp et M 2 BMO: Ensuite,

X �M 2 Hp:En outre, nous avons l�estimation suivante

jjX �M jjHp �
p
2jjXjjRp jjM jjBMO

pour p 2 (1;1) et

jjX �M jjH1 � jjXjjR1jjM jjBMO (2.11)

(correspondant au cas de p = 1):

Preuve du lemma. (i) Le cas p 2 (1;1): Prenez n�importe quel N 2 Hq: Nous

avons

E [j hX �M;Ni1 j] � E [j hX �N;Mi1 j]

�
p
2jjX �N jjH1jjM jjBMO (en utilisant l0inégalité de Fe¤erman)

�
p
2jjXjjRp jjN jjHq jjM jjBMO (en utilisant l0inégalité de Hölder)

(2.12)
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(ii) Le cas p = 1: Nous avons

Z 1

0

X2
sd hMis � X�

1

Z 1

0

jXsjd hMis

� X�
1

Z 1

0

X�
sd hMis

� X�
1

�
X�
1 hMi1 �

Z 1

0

hMis dM�
s

�
� X�

1

�Z 1

0

(hMi1 � hMis) dX�
s

�
: (2.13)

Donc

E

"�Z 1

0

X2
sd hMis

�1=2#
� E

"�
X�
1

Z 1

0

(hMi1 � hMis) dX�
s

�1=2#

� fE [X�
1]g

1=2

�
E

�Z 1

0

(hMi1 � hMit) dX�
t

��1=2
� jjXjj1=2R1

�
E

�Z 1

0

E [(hMi1 � hMit) jFt] dX�
t

��1=2
� jjXjj1=2R1 jjM jjBMO fE [X�

1]g
1=2 � jjXjjR1jjM jjBMO

(2.14)

La preuve est faite.

Pour le cas de X 2 Hp(� Rp); la première assertion dans lemme 2.1.3 est incluse

dans Bañuelos et Bennett [[1]; théorème 1:1(i); page 1227]: Le lemme suivant

est évident de la dé�nition de la norme de BMO; voir Bañuelos et Bennett [[1];

théorème 1:1(ii); page 1227]:

Lemme 2.1.4 Si X 2 R1 et M 2 BMO; alors X � M 2 BMO et jjX �

M jjBMO � jjXjjR1 jjM jjBMO:
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Laissez p 2 [1;1): Supposons que X 2 Hp et M 2 BMO: Ensuite,hX;Mi1 2

Lp. En outre, nous avons l�estimation suivante

jj hX;Mi1 jjLp �
p
2pjjXjjHp jjM jjBMO (2.15)

La première a¢ rmation dans lemme 2.1.4 peut être trouvée dans Bañuelos et

Bennett [[1]; Théorème 1:1(iii); page 1227]: Pour la commodité du lecteur, nous

donnons une preuve complète.

Preuve du lemma. Pour le cas p = 1; en notant que

j hX;Mi1 j �
Z 1

0

jd hX;Mi j; (2.16)

il est immédiat de l�inégalité de Fe¤erman pour obtenir les résultats souhaités.

Dans ce qui suit, nous considérons le cas p 2 (1;1): Ensuite, q 2 (1;1): Prendre

n�importe quel � 2 Lq: On ecrit Yt := E[�jFt] pour t 2 [0;1]: Nous avons Y1 = �

et

E [hX;Mi1 �] = E

�Z 1

0

Ysd hX;Mis
�
= E

�Z 1

0

d hX;Y �Mis
�

� jjXjjHp jjY �M jjHq :

(En utilisant à la fois l0inégalité de Kunita-Watanabe et l0inégalité de Hõlder).

�
p
2jjXjjHp jjM jjBMOjjY jjRq (en utilisant lemme2:1:3)

�
p
2pjjXjjHp jj�jjLq jjM jjBMO: (en utilisant l0inégalité de Doob)

Dé�nition 2.1.3 On dit qu�une variable aléatoire intégrable � se trouve à BMO

si la martingale locale fE[�jFt]; t 2 [0; T ]g 2 BMO:

Lemme 2.1.5 Laissez X 2 BMO et M 2 BMO: Ensuite, hX;Mi1 2 BMO:
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De plusjj hX;Mi1 jjBMO �
p
2jjXjjBMOjjM jjBMO

Preuve. Prenez Y 2 H1: Nous avons

jE [Y hX;Mi] j = jE
�Z 1

0

Ysd hX;Mis
�
j

= jE [hY �X;Mi] j �
p
2jjY �XjjH1 jjM jjBMO (Inégalité de Fe¤erman)

�
p
2jjY jjH1jjXjjBMOjjM jjBMO (lemme2.1.3)

(2.17)

En utilisant le Lemme 2.1.2, nous avons les résultats souhaités.

L�inégalité fondamentale suivante de Burkhölder-Davis-Gundy (abrégée BDG)

sera fréquemment utilisé dans notre document : pour tout p 2 (0;1), il y a

deux universel positif constantes cp et Cp de telle sorte que pour toute martingale

locale continue M avec M0 = 0, nous avons

C�pp E
h
hMip=2T

i
� E [(M�

T )
p] � c�pp E

h
hMip=2T

i
; (2.18)

ou sous une forme di¤érente,

C�1p jjM jjHp � jjM jjRp � c�1p jjM jjHp (2.19)

Voir Yor [[15]; page 100]: La dé�nition suivante est fondée sur celle d�Emery [8][9]

(voir aussi Protter [[13]; page 248]):

Dé�nition 2.1.4 Laisser M 2 BMO et " > 0. Une séquence �nie de temps

d�arrêt 0 = T0 � T1 � ::: � Tk est dit à "�tranche M si M = MTk et j(M �

MTi)Ti+1jBMO � ", pour i = 0; 1; :::; k� 1: Si une telle séquence de temps d�arrêt

existe, nous disons que M est "�glissable à BMO:

Dé�nition 2.1.5 M est appelé tranchable à BMO si pour 8" > 0; M est "�tranchable
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à BMO; i:e:; c�est-à-dire qu�il y a un entier positif N et une séquence croissante

�nie de temps d�arrêt fTi; i = 1; 2; :::; N:g avec T0 = 0 et TN+1 =1 de sorte que

TnMTn+1 :=MTn+1MTn

satisfait

jjTnMTn+1 jjBMO � ": (2.20)

Cela équivaut au résultat de M 2 H1BMO
selon Schachermayer [14]:

2.2 Les relation des conditions inverse de Höl-

der et Muckenhoupt avec les EDSR

Nous commençons par un espace de probabilité (
; F; P ) , un horizon �ni

0 < T <1 et une �ltration F = (Ft)0�t�T satisfaisant aux conditions habituelles

de droite-continuité et intégralité.

nous souvenons des dé�nitions deBMO martingales, les conditions inverse de Höl-

der et de Muckenhoupt (voir; p:ex:;Doleanse�DadeetMeyer[7]; ouKazamaki[11]:)

Dé�nition 2.2.1 Une Martingale continue, uniformément intégrable (Mt; Ft) avec

M0 = 0 est dit de classe BMO si

jjM jjBMO = sup
�
jjE [hMiT � hMi� jF� ]

1=2 jj1 <1:

Où le suprémem est pris sur tous les temps d�arrêt � 2 [0; T ] et hMi est la carac-

téristique carrée de M .

Dénoter par �(M) l�exponentielle stochastique d�une martingale locale continue
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M :

�t (M) = exp

�
Mt �

1

2
hMit

�
Tout au long de ce travail, nous supposerons que M est une martingale locale

continue avec hMiT <1 P �a:s. Cela implique que �T (M) > 0 P �a:s. et laisser

�� ;T (M) = �T (M)=�� (M):

Dé�nition 2.2.2 Soit 1 < p < 1 . �(M) est dit satisfaire condition (RP ) si

l�inégalité inverse Hölder

E [f��;T (M)gp jF� ] � Cp

est valable pour chaque temps d�arrêt � , avec une constante Cp > 0 dépendant

uniquement de p.

Remarque 2.2.1 : Si �(M) est une martingale uniformément intégrable alors

par l�inégalité de Jensen nous avons aussi :

E [f��;T (M)gp jF� ] � 1

Une condition dual à (Rp) est la condition Muckenhoupt (Ap)

Dé�nition 2.2.3 �(M) satisfait la condition (Ap) pour 1 < p < 1 s�il y a une

constante Dp > 0 telles que pour chaque temps d�arrêt � 2 [0; T ]

E
h
f��;T (M)g�

1
p�1 jF�

i
� Dp

Remarque 2.2.2 Noter que, puisque �(M) est une sur-martingale, l�inégalité de
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Jensen implique l�inégalité inverse

E
h
f��;T (M)g�

1
p�1 jF�

i
� fE [��;T (M) jF� ]g�

1
p�1 � 1

Nous ne considérerons que les EDSR linéaires du type :

8><>:
Yt = Y0 �

Z t

0

[�Ys + � s] d hMis +
Z t

0

 sdMs +Nt;;

YT = 1;

où � et � sont des constantes. Une solution d�un EDSR tel que nous dé�nissons

comme un triple (Y;  ;N), avec hN;Mi = 0, de l�espace S1� BMO(P )� H2(P )

équipé avec les normes suivantes

jjY jj1 = jjY �
T jjL1 ; où Y �

T = sup
t2[0;T ]

jYtj;

jj :M jjBMO(P ) = sup
�
jjE
�Z T

�

 2sd hMis jF�
�1=2

jj;

jjN jjH2 = E
1
2 [N ]T :

Noter que, puisque la martingale M est supposée être continue, seule le dernier

terme de cette équation peut avoir les sauts, i; e:; �Y = �N . Dans l�ordre pour

éviter la dé�nition des normes de BMO pour les martingales continues à droite,

nous utilisent les normes H2 pour les pièces orthogonales martingale. C�est su¢ -

sant pour nos objectifs, puisque les générateurs d�équations à l�étude ne dépend

des parties orthogonales martingale. Parfois, nous appelons Y seul la solution de

EDSR, en gardant à l�esprit que  :M +N est la partie martingale de Y .

Lemme 2.2.1 soit M une martingale locale continue.
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a) �(M) satisfait (Rp) s�il existe une solution bornée et positive de EDSR

8><>:
Yt = Y0 �

Z t

0

h
p(p�1)
2

Ys + p s

i
d hMis +

Z t

0

 sdMs +Nt;

YT = 1

(2.21)

b) �(M) satisfait (AP ) s�il existe une solution bornée et positive de l�équation

8><>:
Xt = X0 �

Z t

0

h
p

2(P�1)2Xs � 1
P�1's

i
d hMis +

Z t

0

'sdMs + Lt;

XT = 1

(2.22)

Preuve. a) Laissez d�abord montrer que si �(M) satisfait (Rp), alors le processus

Yt = E [f�t;T (M)gp jFt]

est une solution de EDSR (2:21). Il est évident que Y est un processus posi-

tif borné et que Yt f�t (M)gp est une martingale uniformément intégrable. Par

conséquent, depuis �t(M) > 0; le processus Y sera un semi-martingale. Soit

Yt = Y0 + At+ mt la décomposition canonique de Y , où m est une martingale

localement carré intégrable et A un processus prévisible de variation �nie. Utili-

sation de la décomposition Galtchouk-Kunita-Watanabe pour m, on a

Yt = Y0 + At +

Z t

0

 sdMs +Nt; (2.23)

où N est une martingale locale orthogonale à M . Maintenant en utilisant la
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formule d�Ito que nous avons

Yt f�t (M)gp = Y0 +

Z t

0

h
p(p�1)
2

Ys + p s

i
f"s (M)gp d hMis+

+

Z t

0

f�s (M)gp dAs + ~mt;

(2.24)

où ~m est une martingale locale. Puisque Yt f�t(M)gp est une martingale, égalisant

la partie de la variation �nie à zéro, nous obtenons que

At = �
Z t

0

�
p (p� 1)

2
Ys + p s

�
d hMis;

ce qui implique que

Yt = E [f�t;T (M)gp jFt]

est une solution d�équation (2:21) Maintenant.

Laissez l�équation (2:21) admet une solution positive bornée Yt. En utilisant le

formule d�Ito pour le processus Yt f�t(M)gp nous obtenons que Yt f�t(M)gp soit

une local martingale. C�est donc une sur-martingale, comme une martingale locale

positive. Par conséquent, de l�inégalité sur-martingale et la condition terminal

YT = 1 nous obtenons que

E [f�t;T (M)gp jFt] � Yt:

Parce que Y est borné, ceci implique que �(M)satisfait à la condition (Rp)

b) La preuve est similaire à la preuve de la partie a), il su¢ t de remplacer p

par � 1
p�1 . Soit � (M) une martingale uniformément intégrable. Dénote par

~P un

nouveau mesuré de probabilité dé�nie par d ~P = �T (M)dP et laisser

~M = hMi �M
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Nous allons maintenant donner une nouvelle preuve de l�équivalence bien connue

(Doleanse�Dade et Meyer [7]; Kazamaki[11]) entre la propriété de BMO, les

conditions de muckenhoupt et l�inverse de Hölder.

L�objectif principal de cette section est de prouver :

Théoréme 2.2.1 Soit �(M) une martingale uniformément intégrable. Puis les

conditions suivantes sont équivalentes :

i) ~M 2 BMO( ~P ).

ii) � (M) satisfait à la condition (Rp) pour certains p > 1.

iii) M 2 BMO(P ).

iv) �(M) satisfait à la condition (Ap) pour certains p > 1.

Preuve. Par souci de simplicité, dans toutes les preuves données ici, nous suppo-

serons sans perte de généralité que toutes les intégrales stochastiques sont mar-

tingales, sinon on peut utiliser les arguments de localisation.

i) =) ii)

Laisser ~M 2 BMO( ~P ). Selon le lemme 2.2.1, cela su¢ t de montrer que l�équa-

tion (2:21) admet une solution positive bornée pour certains p > 1. Réécrivons

l�équation (2:21) en matière de ~P -martingale ~M :

8><>:
Yt = Y0 �

Z t

0

h
p�(p�1)

2
Ys + (p� 1) s

i
d hMis �

Z t

0

 sd ~Ms +Nt;

YT = 1:

Puisque hN;Mi = 0, N est un ~P local - martingale orthogonale à M . Dé�nir la

fonction H : S1 �BMO( ~P )�H2( ~P ) en lui-même, telle que : (y;  ; n) 2 S1 �
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BMO( ~P )�H2( ~P ) sur la solution (Y;	; N) du EDSR (2:21) ; i:e:

Yt = E
~P

�
1 +

Z T

t

�
p(p� 1)
2

ys + (p� 1) s
�
d hMis jFt

�

et

�
Z t

0

	sd ~MS +Nt = E ~p

�
1 +

Z T

0

�
p(p� 1)
2

ys + (p� 1) s
�
d hMis jFt

�
:

Nous montrerons qu�il existe p > 1 tel que cette fonction est une contraction.

Laisser

�Y = Y 1 � Y 2;

�y = y1 � y2;

�	 = 	1 �	2;

� =  1 �  2;

�N = N1 �N2:

Il est évident que �YT = 0 et

�Yt = �Y0 �
Z t

0

�
p(p� 1)
2

�ys + (p� 1)� s
�
d hMiS �

Z t

0

�	sd ~Ms + �Nt:

Selon la formule d�Itô, appliquée pour (�Y� )2 � (�YT )2 et en prenant des attentes

conditionnelles, nous avons

(�Y� )
2 + E

~P

�Z T

�

(�	s)
2d hMis jF�

�
+ E ~p [[�N ]T � [�N ]� jF� ]

= E ~p

�Z T

�

p(p� 1)�Ys�ysd hMis jF�
�
+ E ~p

�Z T

�

2(p� 1)�Ys� sd hMis jF�
�

29
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et en utilisant les inégalités élémentaires que nous obtenons

(�Y� )
2 + E ~p

�Z T

�

(�	s)
2 d hMis jF�

�
+ E ~p [[�N ]T � [�N ]� jF� ]

� p(p�1)
2
jj ~M jj2

BMO( ~P )
:jj�Y jj21 +

p(p�1)
2
jj ~M jj2

BMO( ~P )
:jj�yjj21+

+(p� 1)jj ~M jj2
BMO( ~P )

:jj�Y jj21 + (p� 1)jj
Z
� d ~M jj2

BMO( ~P )
:

Parce que le côté droit de l�inégalité ne dépend pas de � , nous allons avoir

�
1� p (p� 1) jj ~M jj2

BMO( ~P )
� 2 (p� 1) jj ~M jj2

BMO( ~P)

�
jj�Y jj21

+jj
Z
�	d ~M jj2

BMO( ~P)
+ jj�N jj2

L2( ~P)

� p(p� 1)jj ~M jj2
BMO( ~P)

jj�yjj21 + 2(p� 1)jj
Z
� d ~M jj2

BMO( ~P)
:

(2.25)

Depuis

1� (p� 1)(p+ 2)jj ~M jj2
BMO( ~P) < 1

pour p su¢ sament proche de 1, on peut faire la constante de jj�Y jj21 à gauche

de (2:25)positif et on obtient �nalement l�inégalité

jj�Y jj21 + jj
Z
�	d ~M jj2

BMO( ~P) + jj�N jj
2
H2( ~P) (2.26)

� � (p) :jj�yjj21 + � (p) :jj
Z
� d ~M jj2

BMO( ~P);

où

� (p) =
p (p� 1) jj ~M jj2

BMO( ~P)

1� (p� 1) (p+ 2) jj ~M jj2
BMO( ~P)

et

� (p) =
2 (p� 1)

1� (p� 1) (p+ 2) jj ~M jj2
BMO( ~P)
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Il est facile de voir que :

limp#1�(p) = limp#1�(p) = 0:

Donc, si nous prenons p� tel que �(p�) < 1 et �(p�) < 1 on obtient que la fonction

H est une contraction et il existe une solution unique (Y;	; N) de (2:21) dans

S1 � BMO( ~P ) � H2( ~P ). Puisque �(p) et �(p) sont des fonctions décroissantes

de p 2 (1;1), les normes jjY jj1 et jj	: ~M jjBMO( ~P )sont uniformément délimités,

en tant que fonctions de p; pour p 2 [1; p�]. Par conséquent, pour tout p 2 [1; p�]

nous avons

Yt = E ~p

�
1 +

Z T

t

�
p (p� 1)

2
Ys + (p� 1)	s

�
d hMis jFt

�
(2.27)

et

Yt � 1� p(p�1)
2
jjY jj1jj ~M jjBMO( ~P) �

p�1
2
jj ~M jjBMO( ~P)

�p�1
2
jj	: ~M jjBMO( ~P) � 0:

Pour certains p su¢ samment proche de 1. Par conséquent, il existe une limite

positive solution de l�équation (2:21) pour certains p > 1, ce qui implique que

�(M) satisfait le RP condition, selon le lemme 2.2.1.

ii) =) iii)

Soit �(M) une martingale uniformément intégrable et satisfasse la condition (RP )

pour certains p > 1. Puis le processus

Yt = E [f"t;T (M)gp jFt]
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est une solution de l�équation 2:21 et satisfait l�inégalité :

1 � Yt � Cp

En utilisant la formule d�Itô pour e��YT � e��Y �et en prenant l�éspérane condi-

tionnelle, nous avons

e�� � e��Y� = � p(p�1)
2

E

�Z T

�

Yse
��Ysd hMis jF�

�
+E

�Z T

�

e��Ys
�
�2

2
 2s + �p s

�
d hMis jF�

�
+�2

2
E

�Z T

�

e��Ysd hN cis jF�
�

+E
�P

�<s�T
�
e��Ys � e��Ys� + �e��Ys��Ys

�
jF�
�
:

Puisque
�2

2
 2s + �p s � �

p2

2
; e��Ys � e��Ys� + �e��Ys��Ys � 0;

et Yt � 1, on pose � > p
p�1 nous obtenons l�inégalité

p

2
(� (p� 1)� p) e��CpE [hMiT � hMi� jF� ] � e�� � e��Cp ;

ce qui implique que

jjM jj2BMO(P ) �
2
�
e�(Cp�1) � 1

�
p (� (p� 1)� p)

pour tout � > p
p�1

iii) =) iv)

SiM est une BMO(P )martingale, alors d�après le lemme 2.2.1 il su¢ t de montrer

que l�équation 2:22 admet une solution positive bornée pour certains p > 1, ce qui

peut être prouvé de manière similaire à l�implication i) =) ii). Par de la même
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façon qu�on peut montrer que la fonction H :

Xt = E

�
1 +

Z T

t

�
p

2 (p� 1)2
xs �

1

p� 1's
�
d hMis jFt

�
;

où �
Z t

0

�sdMs+Lt est la partie martingale de X, l�inégalité 2:26 est véri�ée avec

� (p) =
pjjM jj2BMO(P )

(p� 1)2 � (3p� 2) jjM jj2BMO(P )

;

� (p) =
2 (p� 1)

(p� 1)2 � (3p� 2) jjM jj2BMO(P )

;

où

limp�!1�(p) = limpp�!1�(p) = 0:

Donc si nous prenons p assez grand nous obtenir que la fonctionH est une contrac-

tion.

iv) =) i)

La preuve est semblable à la preuve de l�implication ii) =) iii): En particulier,

pour la norme BMO de ~M , les inégalités suivantes s�appliquent :

jj ~M jj2
BMO( ~P) �

2 (p� 1)2

p (� � p)

�
e�(Dp�1) � 1

�
pour tout � > p, où Dp est une constante de la dé�nition 2.2.3.
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Chapitre 3

La transformation de Girsanov

pour les martingales BMO et les

EDSRs

Il est bien connu que si M est une martingale BMO, alors la fonction

� : L(P ) 3 X ! ~X = hX;Mi �X 2 L( ~P )

est un isomorphisme de BMO(P ) dans BMO( ~P ), tel que

d ~P = "T (M)dP:E:g:,il a été prouvé par Kazamaki [7][8] que l�inégalité

jj ~XjjBMO( ~P) � CK

�
~M
�
:jjXjjBMO(P )

est valide pour tous les X 2 BMO(P ), où la constante CK
�
~M
�
> 0 est indé-

pendante de X mais dépend de la martingale M . Utilisation des propriétés d�une

EDSR nous prouvons cette inégalité avec une constante C( ~M) que nous expri-
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mons comme une fonction linéaire de la norme BMO( ~P ) de ~M = hMi �M et

qui est moins que CK( ~M) pour toutes les valeurs de cette norme.

SoitM une P -martingale locale continue tel que �(M) est une martingale unifor-

mément intégrable et laisser d ~P = �T (M)dP : À chaque martingale local continue

X nous associons le processus ~X = hX;Mi�X , qui est un ~P -martingale local se-

lon le théorème de Girsanov. Nous dénotons cette carte par ' : L(P ) �! L( ~P );où

L(P ) et L( ~P ) sont des classes de P et ~P locales martingales.

Considérons le processus

Yt = E
~P [hXiT � hXit jFt] = E [�t;T (M) (hXiT � hXit) jFt] : (3.1)

Puisque
D
~X
E
= hXi sous chaque mesure de probabilité, il n�est évident que

jjY jj1 = jj ~Xjj2BMO( ~P):

Laisser M 2 BMO(P ) d�après le Théorème (2:2:1) la condition (Rp) est satis-

faite pour certains p > 1: La condition (Rp) et l�inégalité d�énergie conditionnelle

(Kazamaki [11]; page 29) signi�e que pour tout X 2 BMO( ~P ); le processus Y

est borné, C�est-à-dire,' fait correspondre BMO(P ) à BMO( ~P ): De plus, comme

le prouve Kazamaki [10][11]; BMO(P ) et BMO( ~P ) sont isomorphiques telle que

la fonction � et pour tout X 2 BMO(P ) l�inégalité

jj ~Xjj2
BMO( ~P) � C2K

�
~M
�
:jjXjj2BMO(P ) (3.2)

est valide, où

C2K

�
~M
�
= 2p:21=p sup

�
jjE ~P

�n
��;T

�
~M
�o� 1

p�1 jF�
�
jj(p�1)=p1 (3.3)
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Chapitre 3. La transformation de BMO Martingales et EDSR par Girsanov

et p est tel quel

jj ~M jjBMO( ~P) <
p
2 (
p
p� 1) : (3.4)

Notez que l�inégalité similaire tient pour la fonction inverse ��1. Maintenant,

nous donnons une preuve inverse de cette a¢ rmation, qui améliore également la

constante de l�inégalité 3:2.

Théoréme 3.0.2 Si M 2 BMO(P ), alors � : X �! ~X est un isomorphisme de

BMO(P ) sur BMO( ~P ). En particulier, l�inégalité

1�
1 +

p
2
2
jjM jjBMO(P )

� jjXjjBMO(P ) � jj ~XjjBMO( ~P) (3.5)

�
 
1 +

p
2

2
jj ~M jjBMO( ~P)

!
jjXjjBMO(P ):

est valide pour tout X 2 BMO(P ).

Preuve. comme pour lemme 2.2.1, on peut montrer que pour n�importe quel

X 2 BMO(P ) le processus Y (dé�ni par 3.1) est une solution bornée positive du

EDSR 8><>:
Yt = Y0 � hXit �

Z t

0

'sd hMis +
Z t

0

'sdMs + Lt;

YT = 0

(3.6)

Application de la formule d�Ito pour (Y� + ")p � (YT + ")p où 0 < p < 1, " > 0 et
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en prenant l�éspérance conditionnelles que nous obtenons

(Y� + ")p � "p = E

�Z T

�

p (Ys + ")p�1 d hXis jF�
�
+
p (1� p)

2
E

�Z T

�

(Ys + ")p�2 d hLcis jF�
�

(3.7)

+ E

�Z T

�

�
p (1� p)

2
(Ys + ")p�2 '2s + p (Ys + ")p�1 's

�
d hMis jF�

�
� E

" X
�<s�T

�
(Ys + ")p � (Ys� + ")p � p (Ys� + ")p�1�Ys

�
jF�

#
.

Puisque f(x) = xp est concave pour p 2 (0; 1), le dernier terme dans (3:7) est

positif. Par conséquent, en utilisant l�inégalité

p (1� P )

2
(Ys + ")p�2 '2s + p (Ys + ")p�1 's +

p

2 (1� p)
(Ys + ")p � 0

de (3:7) nous obtenons

(Y� + ")p � "p � E

�Z T

�

p (Ys + ")p�1 d hXis jF�
�

(3.8)

� p

2 (1� p)
E

�Z T

�

(Ys + ")p d hMis jF�
�
:

Depuis 0 < p < 1

p (jjY jj1 + ")p�1E [hXiT � hXi� jF� ] � E

�Z T

�

p(Ys + ")p�1d hXis jF�
�
;

de (3:8) nous avons

p (jjY jj1 + ")p�1E [hXiT � hXi� jF� ] � (Y� + ")p�"p+ p

2(1� p)
E

�Z T

�

(Ys + ")pd hMis jF�
�

et prendre des normes dans les deux côtés de la dernière inégalité que nous obte-
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nons

p (jjY jj1 + ")p�1 :jjXjj2BMO(P ) � (jjY jj1 + ")p�"p+ p

2(1� p)
(jjY jj1 + ")p :jjM jj2BMO(P ):

En prenant la limite qu�en " �! 0 nous aurons cela pour tout p 2 (0; 1)

jjXjj2BMO(P ) �
�
1

p
+

1

2(1� p)
jjM jj2BMO(P )

�
:jjY jj1:

donc

jjXjj2BMO(P ) � minp2(0;1)

�
1

p
+

1

2(1� p)
jjM jj2BMO(P )

�
:jjY jj1 (3.9)

=

 
1 +

p
2

2
jjM jjBMO( ~P )

!2
:jjY jj1;

puisque le minimum de la fonction f(p) = 1
p
+ 1

2(1�p) jjM jj
2
BMO( ~P ) est atteint pour

p� =
p
2=(
p
2 + jj ~M jjBMO( ~P )) et f(p�) =

 
1 +

p
2

2
jjM jjBMO( ~P )

!2
:

p� =
p
2=(
p
2 + jj ~M jjBMO( ~P ))

et

f(p�) =

 
1 +

p
2

2
jjM jjBMO( ~P )

!2
Ainsi, à partir de (3:9)

1�
1 +

p
2
2
jjM jjBMO(P )

� jjXjjBMO(P ) � jj ~XjjBMO( ~P ):

Maintenant nous pouvons utiliser l�inégalité (3:9) pour la transformation de Gir-
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sanov de ~X. Depuis dP=d ~P = ��1T (M) = �T ( ~M)dP; ~M; ~X 2 BMO( ~P ) et

'
�
~X
�
= ~X �

D
~X; ~M

E
= X;

de (3:9) nous obtenons l�inégalité inverse :

jj ~XjjBMO( ~P) �
 
1 +

p
2

2
jj ~M jjBMO(P )

!
jjXjjBMO(P ): (3.10)

Comparons la constante

C( ~M) = 1 +

p
2

2
jj ~M jjBMO( ~P )

de 3:5 avec la constante correspondant CK( ~M) de 2:19 (Kazamaki [11]) .

depuis

E
~P

�n
��;T ( ~M)

o� 1
p�1 jF�

�
� 1;

la constante CK( ~M) est supérieure à
p
2p, où p est tel que :

jj ~M jjBMO( ~P ) <
p
2(
p
p� 1):

Depuis la dernière inégalité est équivalente à la inégalité p >
�
1 +

p
2
2
jj ~M jjBMO( ~P )

�2
,

nous obtenons qu�au moins

C2
�
~M
�
� 1

2
C2K

�
~M
�
:
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