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Notations et symbols

E[X/F]

R

Rmxd

{Fi} =0

(€, F, (Fi)ez0, P)
(€, F.p)

p.s

Pp.s

§(M)

Equations différentielles stochastiques rétrogrades.

Variable aléatoire.

Espérance de la v.aX par rapport a une probabilite Pfixée initialement.
Espérance conditionnelle de X sachant F.

Espace réel euclidien de dimension m.

Ensemble des matrices réelles de dimension m x d

fitration.

Espace de probabilité filtré.

Espace de probabilité.

Presque stirement.

La notation presque stirement pour la mesure de prpbabilité P
I’exponentielle stochastique d’une martingale locale continue M.
I’espace de tous les processus adaptés en continu Y.

I’espace Banach de continu{F;,0 < t < T'}martingales locales adaptées.
condition I'inégalité inverse Holder.

condition Muckenhoupt.
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Introduction

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires introduit en 1973
dans les travaux de J.Bismut [2] quand il étudiait I’équation adjointe associée au
principe de maximum stochastique dans le controle optimal. Toutefois, Le premier
résultat général concernant les EDSRs est dit & E. Pardoux et a S. Peng [12] en

1990 qui ont introduit un nouveau formule :

d}/t :f(ta}/;faZt)_thWta OStST
Yr =¢

ou £ est la valeur terminale et le coefficient f est le générateur de I’ EDSR qui est
une fonction non linéaire et satisfait la condition globale de Lipschitz par rapport
aux variables d’état. La solution de cette équation est un couple de processus
(Y; Z). En effet, comme la condition terminale est donnée a l'instant terminal 7,
la présence du processus Z via le théoréme de représentation martingale, assure
que Y est adapté au regard du filtration générée par le mouvement brownien
(Wt)te[O,T]-

Dés les années 1990, il y a eu un intérét croissant pour les équations différentielles
stochastiques rétrogrades. Ces équations ont un large éventail d’applications dans

le controle stochastique et la théorie financiére des équations différentielles ...



Introduction

Dans ce travail, nous intéréssons a certains résulats sur les BM O martingale .

La théorie des BMO martingale est largement utilisée pour étudier I’équations dif-
férentielles stochastique rétrograde( EDSR). Certaines propriétés de BMO mar-
tingales déja utilisé par Bismut2] quand il & discuté de D'existence et I'unicité
d’une solution de certaines équations stochastiques rétograde de Riccati, en choi-
sissant ’espace de BM O pour la partie martingale du processus de solution. Dans
le travail de Delbaen et al [5] ont été établis en relation avec le probléme de couver-
ture des sinistres éventuels et des FDSR linéaires. La plupart de ces conditions de
BMO martingales et les inégalités inverse de Holder se produisent naturellement
dans les EDSR avec des générateurs quadratiques. Lorsque le générateur d’une
EDSR a croissance quadratique puis la partie martingale de toute solution bor-
née du FDSR est une BMO martingale. Plus tard, les normes de BMO ont été

utilisés pour prouver I'existence, I'unicité et la stabilité des résultats des E DS Rs.

Le but de ce mémoire est de faire le contraire : On va utilisé les téchniques des

EDSRs pour prouver des résultats sur les martingale BMO.
ce mémoire se composé de tros chapitres

Chapitre 1 : Le but de chapitre 1 est de Définir la notion d’équations diffé-
rentielles stochastiques rétrogrades, et de préciser la terminologie utilisée dans ce

context. Nous montrerons le résultat classique d’existence et d’unicité.

Chapitre 2 : Dans le chapitre 2 a 'aide les propriétés des EDSR, on trouve
I’équivalence bien connue entre les propriétés de BM O, Muckenhoupt et condi-

tions Holder inverses.

Chapitre 3 : finalement dans le chapitre 3 on parle a la transformation de Gir-
sanov pour les martingales BMO et les EDSRs et on trouve quelques dominations

pour les normes de BMO.



Chapitre 1

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

Le but de ce chapitre est de définir les notions d’équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades, EDSRs en abrégé et de préciser la terminologie utilisée dans
ce context. Nous montrerons le résultat classique d’existence et d’unicité.de la

solution.

1.1 Vocabulaire et notations

1.1.1 Présentation du probléme

Depuis I’article de J.M .Bismut Formellement, les EDSRs sont des équations diffé-
rentielles stochastiques ot I'on se donne la condition terminale. Cité en référence
[2] ,la théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) a
connu un grand développement, surtout ces derniéres années, grace notamment a

ses diverses applications dans plusieurs domaines.



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Dans le cas déterministe, il y’a équivalence entre la donnée d’une condition termi-
nale et la donnée d’une condition initiale par inversion du temps, c’est comme dans
le cas, par exemple, d’'une équation différentielle ordinaire. Dans le cas stochas-
tique, les choses sont fondamentalement différentes lorsqu’on cherche des solutions
qui restent adaptés par rapport & une filtration donnée. En effet, en inversant sim-
plement le temps, on perd la propriété de non anticipation de la solution c’est pour

cela qu’on a introduit les EDSR.

Pour comprendre bien qu’est ce que une EDSR il faut formuler d’une fagon correcte

la notion de solution adaptée & une EDSR.

Dans ce paragraphe, on va donner, en résumé, un petit apercu sur les EDSR, le
théoréme d’existence et d’unicité de la solution.

Soient (2, F, (F:)t>0, P) un espace probabilisé filtré et variable aléatoire & mesu-
rable par rapport & Fr . On voudrait résoudre ’équation différentielle suivante :

—dY,
dt

:f<Y;i> ) tE[O,T] avec , YT:€>

en imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur aprés ¢ c’est a

dire que le processus Y soit adapté par rapport a la filtration {F; }>o.
Prenons 'exemple le plus simple a savoir f = 0.

Le candidat naturel est Y, = £ qui n’est pas adapté si & n’est pas détrmi-
niste. La meilleure approximation - disons dans L?- adaptée est la martingale
Y, = E(£ | F). Sion utilise la filtration naturelle d'un mouvement brownien, le
théoréme de représentation des martingales browniennes permet de construire un

processus Z de carré intégrable et adapté tel que :

t

KZE(élﬂ)ZE[éH/OstWS.



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Un calcul élémentaire montre alors que
T
Y, =¢— / ZdWs, 1.e. —dY, = ZydWy, avec, Ypr = &.
t

On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est

le processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Donc, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généra-

lité, on permet & f de dépendre du processus Z. Alors I’équation devient :
—dY, = f(t,Yy, Zy) dt — Z,dW,. avec,Yr = &.

Notation 1.1.1 Soient (Q, F,P) un espace de probabilité complet et W un MB
d-dimensionnel sur cet espace. On notera {Fi},., la filtration naturelle du MB

W. On travaillera avec deux espaces de processus :

- on notera avant tout S* (Rk) I’espace vectoriel formé des processus Y, progres-

sivement mesurables, & valeurs dans R, tels que :
2 . 2
V1 =B | sup 7] <,
0<t<T

et S? (Rk) le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus non
distinguées seront toujours identifiés et nous garderons les mémes notation pour

les espaces quotients.

- ensuite M? (RkXd) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables,

a valeurs dans R¥*?, tels que :

T
Hm@:EUWde«n
0



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

ou si z € RM™ ||2|]> = trace (zz%). M?* (R**%) désigne l'ensemble des classes
d’équivalence de M? (R’”d).
R* et R¥*4 seront souvent omis ; les espaces S?, S? et M? sont des espaces de Ba-

nach pour les normes définies en dessus. Nous désignerons B? l’espace de Banach

52 (RF) x M? (RF>4)

Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous donnons une application
aléatoire f définie sur [0, 7] x © x R* x R¥*? 3 valeurs dans R* tell que, pour tout
(y,2) € R x R¥? le processus { f (t,y, 2) }g<ycq S0it progressivement mesurable.
On prenant également une variable aléatoire £ , mesurable par rapport a Fr et a

valeurs dans R”.

Dans ce contexte, le but c’est de résoudre 1’équation différentielle stochastique

rétrograde (EDSR en abrégé) suivante :

_d}/;f = f (tv }/;7 Zt) dt — thWt7 0<t< Ta YT = 57

ou,de facon méme, sous forme intégrale,

T T
Vi—er [f0vazyi- [ zaw, o<i<T (L.1)
t t

La fonction f s’appelle le générateur de 'EDSR et ¢ la condition terminale. Sans

plus tarder, précisons ce que I'on entend par solution de P'EDSR [I.1]

Définition 1.1.1 Une solution de I’EDSR|L.1| est un couple de processus {(Y, Zt) }o<y<r
vérifiant :
1-Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans RF et

kxd .
NG



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

T
2- P—p.s./ {f Yo, Z) |+ 112,12} dr < o0 ;
0

3-P—ps.,ona:
T T
Yt—§+/ f(r,Y},ZT)dr—/ ZpdW,, 0<t<T.
t t

Remarque : Il est important de garder les deux points suivants : premiérement,
les intégrales de 1’équation étant bien définies et Y est une semi-martingale
continue ; puis, comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté
et donc en particulier Yy est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons mon-
trer, que sous une hypothese relativement faible sur générateur f, le processus Y

appartient a S2.

Proposition 1.1.1 Supposons qu’il existe un processus { ft}ogth positif, appar-

tenant a M? (R) et une constante positive \ tels que
V(ty,2) € [0,T] x R x R™%|f(ty,2) | < fi + A(Jyl + l=1])-

Si {(Ys, Zi) }o<yer e€st une solution de U'EDSR telle que Z € M? alors Y

appartient ¢ S?.

preuve. Le résultat se dérouler principalement du lemme de Gronwall et du fait

que Yj est déterministe. En effet, on a, Vt € [0, 7],

t t
nzm—/f(r,n,zr)dw/zrdwr,
0 0



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

et par suite, utilisant ’hypothése sur f,

T t t
v, < |Y0\+/ (o + M|Zo][) dr + sup \/ Z,,dWr\Jr)\/ v, dr-
0 o<t<T Jo 0

Posons

T t
¢ = |Y0|+/ (U + M Z ) dr + sup |/ Z,dW,|.
0 0<t<T 0

Par hypothése, Z appartient & M? et donc, via I'inégalité de Doob, le troisiéme
terme est de carré intégrable ; il en est méme pour { f; }o,<p , et Yo est déterministe
donc de carré intégrable; il s’en suit que ¢ est une variable aléatoire de carré
intégrable.Comme Y est un processus continue - cf. remarque précédente, le lemme
de Gronwall donne I'inégalité supg<;<p Y| < ¢e* qui montre que Y appartient
45% m

Le résultat est encore valable lorsque ||f||; est une variable aléatoire de carré

intégrable.

On termine par un résultat d’intégrabilité qui nous servira a plusieurs reprise.

t
Lemme 1.1.1 SoientY € S5* (R*) et Z € M?* (RF*4) . Alors {/ Y, - Z, dW,,t € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.

preuve. Les inégalités BDG donnent

t i T 1/2
E[sup0§t§T|/Y}~ZrdWT|] < CE (/ |Y,|2|\Zr|\2dr> ]
0 0

T 1/2
< CE |supperer Vi ( / ||ZT||2dr) ]
0

et par suite, comme ab < a?/2 + b?/2,

¢ T
E [ sup | [ Y, - ZrdWTﬂ < (]E [ sup \Y}\z] +E [/ HZ,M%ZT}) )
o<t<T Jo 0<t<T 0

8



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Or cette derniére quantité est finie par hypothése; d’ou le résultat. m

1.2 Le cas Lipschitz

1.2.1 Le résultat de Paradoux-Peng.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’uni-
cité. Ce résultat est di & E. PARDOUX et S. PENG[12] ; ¢’est le premier résultat

d’existence et d’unicité pour les EDSR dans le cas ot le générateur est non-linéaire.

C’est la liste des hypothéses sous lesquelles nous allons travailler.
(L) 11 existe une constante A telle que P — p.s.,

1. condintion de Lipschitz en (y, z) : pour tout ¢,y,v', z, 2/,

If oy 2) = f (Y, 2) < My =y + 112 = 2115

2-condition d’intégrabilité :

T
E {\§|2+/0 |f (r,0,0) |2dr} < 00.

Nous commencgons par un cas trés simple. Celui ot f ne dépend ni de y ni de z
i.e. on se donne ¢ de carré intégrable et un processus {F; }, <t<p dans M 2 (Rk) et

on veut trover une solution de 'EDSR

T T
Yt:£+/ Frdr—/ ZdW,, 0<t<T. (1.2)
t t

Lemme 1.2.1 Soient £ € L? (Fr) et {Fi}oopep € M? (R¥) . L’EDSH].2| posséde



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

une unique solution (Y, Z) telle que Z € M? .

preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant
Z e M>.

Si on prend 'espérance conditionnelle sachant F; , on a nécessairement,

T
Yt:E(EJr/ FTdr|ft).
t

On définit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z.

Remarquons que, d’aprés le théoréeme de Fubini, comme F' est progressivement
t

mesurable, / F,.dr est un processus adapté a la filtration {Ft}te[o 7] €n fait dans
0

S? puisque F est de carré intégrable. On a alors, pour tout ¢ € [0,7] ,

T t t
KzE(f—i—/ Frdr|ft) —/Frdr = Mt—/]-"rdr.
0 0 0

M est une martingale brownienne ; via le théoréme de représentation des martin-

gales browniennes on construit un processus Z appartenant & M? tel que

t t t
}Q:Mt—/Frdr:MojL/ZrdWT—/]-"Tdr.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée

puisque comme Y7 = &,

t t T T
Y, ¢ :M0+/ZrdWT—/FTdr— <M0+/ ZrdWr—/ FTdr>
S . 0 0 0
:/ Frdr—/ ZypdW,..
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiante Z € M?. m

Nous montrons a présent le théoréme de Pardoux et Peng.

10



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Théoréme 1.2.1 PARDOUX-PENG([12] Sous I’hypothése (L), ’EDSR(1.1)) pos-

séde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

preuve. Nous utilisions un argument de point fixe dans ’espace de Banach B2
en construisant une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B?
est solution de 'EDSR |1.1]si et seulement si c’est un point fixe de .

Pour (U, V) élément de B2, on définit (Y, Z) = ¥(U,V) comme étant la solution

de ’EDSR :
T T
}/;:£+/‘ f(raUra‘/r)dT_/ZTdWra OStST
t t

Remarquons que cette derniere EDSR posséde une unique solution qui est dans
B?. En effet, posons F, = f (r,U,,V;). Ce processus appartient a M? puisque, f
étant Lipschitz,

[E] < [f (r,0,0) |+ AU + A[[V2],

Et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pou-
vons appliquer le lemme [1.2.1] pour obtenir une unique solution (Y, 2) telle que
7Z € M2.(Y,Z) apparient & B? : l'intégralité de Z est obtenue par construction
et,d’apres la Proposition ,Y appartient a S2.

L’application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (Ur,V1) deux éléments de B? et (Y, Z) = V(U,V),(Y1,Z1) =
WU V). Notons y=Y —Yret z=2—Z1. On a, yr =0 et

dy, = — {f <t> Ui, V:t) —f <t> Utla Vil)}dt + 2 dWs.

11



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

On applique la formule de It6 a e*|y;|* pour obtenir :

2
d (eo‘t|yt\2) = ae® |y, [Pdt—2ey,-{ f (t, U, Vi) — f (¢, U], V/)} dt-+2e* ;- 2,dW,+e®| | 2| | dt.

Par conséquent, intégrant entre ¢ et 7', on obtient

T T
6‘“|ytl2+/ ||z, | [dr :/ e (—aly | + 2y, - {f (r,U,, V) = f (r, U, V])}) dr
t t

T
—/ 2e*"y,. - 2. dW,,
t

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U’ et V — V'’ respecti-

vement,

T T T

ol [ ellelPar < [ e (<l + 2l fun |+ 20l o) dr— [ 26,z
t t t

Pour tout € > 0, on a 2ab < a?/e + €b?, et donc, I'inégalité précédente donne

T T T
ety 2 + / || |2dr < / e (—a + 202/e) |y [2dr — / 20y, dW,
t t t

T
ve [ e a4 o)
t
T
et prenant o = 2)\?/e , on a, notant R, = 5/ e (lug|® + [|v,||?) dr,
0

T T
vVt e (0,17, ey |? +/ e ||z|Pdr < R. — 2/ ey, -+ 2, dW,. (1.3)
t t

t
D’apres le lemme |1.1.1} la martingale locale { / ey, - szWr} est en réa-
0 t€[0,T)

lité une martingale nulle en 0 puisque Y , Y’ appartiennent & S? et Z , Z' appar-
tiennent a M? .

En particulier, prenant 1’espérance - ce qui fait partir I'intégrale stochastique via

12



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

la remarque précédente -, on obtient facilement, pour ¢t = 0,

B[ [ e ilmiter] <R, (14

Revenant a 'inégalité [I.3] les inégalités BDG fournissent - avec C' universelle -,

1/27

i T
E[sup eatryﬂ <E[R]+CE ( / e?a’"ryrﬁuzru?dr)
0

0<t<T

1/27

i T
<E[R]+CE ( / ewryrmrzr\\?dr)
0

T 1/2
<BIRI+CB| swp el ([ erlaliar) ]
0

0<t<T

puis, comme ab < a?/2 + b%/2,

at 2 ]' at 2 02 4 ar 2
E | sup e™|y)”| <E[R.] + §E sup e™|y)”| + —E e ||z ||7dr | .
0

0<t<T 0<t<T 2

Prenant en considération I'inégalité ((1.4)), on obtient finalement

T
E [ sup e™|y;|? +/ ec’”’||zr||2dr] < (34 C*)E[R],
0

0<t<T

et par suite, revenant a la définition de R.,

T T
E { sup e |y|? —I—/ eo‘r||zr||2d7“} <e(3+C*)(1VDE [ sup e |u,|? +/ ew||vr||2d7} :
0 0

0<t<T 0<t<T
Prenons ¢ tel que € (34 C?) (1V T) = 1/2, de sorte que lapplication ¥ est alors
une contraction stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme

1/2

T
IVl =8 | sup e+ [ eriipar
0

0<t<T

13



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

qui en fait un espace de Banach - cette derniére norme étant équivalente a la
norme usuelle correspondant au cas a = 0.

¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure ’existence et 'unicité d’une
solution de 'EDSR [L.1] dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition

implique qu'un telle solution appartient & B?. m

1.2.2 EDSR linéaires.

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour

lesquelles nous allons donner une formule plus on moins explicite.

On se place dans le cas kK = 1; Y est donc réel et Z est une matrice de taille 1 x d

c’est & dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 1.2.1 Soit {(at.bt)} un processus & valeurs dans R x R? | pro-

t€[0,7

gressinement mesurable et borné. Soient {ci}c iy un élément de M?(R) et € une
variable aléatoire, Fpr-mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles.

L’EDSR linéaire
T T
Y; :§+/ {ar}/;”—{'zrbr_{'cr}dr_/ ZrdWra
t t
posséde une unique solution qui vérifie :
T
W 0.1), Yi= BT+ [ eldrl7)
t

avec, pour tout t € [0,T],

t 1t t
I = exp {/ b,..dW, — —/ b, |*dr + / &Tdr} )
0 2 Jo 0

14



Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Preuve. Commencons par remarquer que le processus I' vérifie :
dFt = Ft(atdt + bt : th), FQ =1.

D’autre parte, comme b est borné, I'inégalité de Doob montre que I' appartient a
S2.

De plus, les hypothéses de cette proposition assure I'existence d’une unique solu-
tion (Y, Z) a PEDSR linéaire; il suffit de poser f(t,y,2) = ay + 2b; + ¢; et de
vérifier que (L) est satisfaite,Y appartient & S? par la Proposition m

La formule d’intégration par parties donne
dl'Y, =TdY, + Y dl'y + d (1Y), = —Tadt + I Z,dW, + T Yib, - AW,

t
ce qui montre que le processus I[';Y; + / ¢ I'.dr est une martingale locale qui est
0
en fait une martingale car ¢ € M?et I',Y sont dans S2.

Par suit,

t T
FtY;‘/ + / CTFTdT' = E(§TYT + / CrrrdT’Ft)a
0 0

ce qui donne la formule annoncée.

Ce travail a été assisté par :Briand, Philippe[3]. =
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Chapitre 2

Le lien entre Les EDSRs et les

martingales BMO

Le but de ce chapitre est de prouver certains résultats sur BM O martingales

utilisant les techniques des EDSRs :

A Daide des propriétés des EDSR, nous prouvons également I'équivalence bien
connue entre les propriétés de BM O, Muckenhoupt et la condition inverse de

Holder.(DoleanseDade et Meyer[7], K azamaki[11]).

2.1 Preliminaires

Soit T > 0. Soit (2, F,{Fi}t>0, P) un espace de probabilité filtré complet sur
lequel un mouvement brownien standard unidimensionnel {IW(t)};>¢ est défini de
telle sorte que {F;}+>o est le filtration naturelle générée par W (-), augmentée par

tous les ensembles P— null en F.

Définition 2.1.1 Soit p € [1,00). L’espace RP est l’espace de tous les processus

16



Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

adaptés en continu Y tel que

Y|lre == [|Y7|Lr avec Y7 := max |Y| (2.1)

0<t<T

est fini. HP est l’espace Banach de continu {F;,0 <t < T'}— martingales locales

adaptées de telle sorte que
1/2
¥ [lrer == 1 (Y)2 |l (22)

est fini. (Y')désigne le processus de variation quadratique d’un semi-martingale,
et (X,Y) désigne le processus de covariance entre les deux semi-martingales X et

Y. soit M une martingale continue. Définir
a (M) := sup{a = 0:sup |[Elexp(a|Me — M;[)|Fr]|[r <00} (2.3)
et

b(M) = supb > 0 sup | Eleap(Gt (M), — D )IF e <00} (2.0)

oo

Dans les deuz expressions, T est un temps d’arrét arbitraire. Soit Y = (Y;)o<t<r
un martingale uniformément intégrable. Alors 'Y est dit a appartenir & BMO s’il

y a une constante C' > 0 telle que pour chaque temps d’arrét T
EllYr =Y. |P|F]<C P—as. (2.5)

Cette définition est indépendante de p. Habituellement, nous définissons ||Y||saro

17



Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

comme la plus petite constante ¢ de sorte que pour tout temps d’arrét T,
EllYr - Y.’|F] < P-—as. (2.6)

Définition 2.1.2 Le processus non nul L est pensé satisfaire l'inégalité inverse
de Hélder sous P, dénotée par R,(P), ot p € [1,4+00], s'il y a une constante C > 0

de sorte que pour chaque temps d’arrét T, nous avons
L
B|17trin] <c (27)

Pour p = +00 nous exigeons que ﬁ—f soit essentiellement limité par C' (voir Ka-

zamaki [[11], Définition 3.1. ]).

Lemme 2.1.1 (Inégalité Kunita- Watanabe) Soient X etY deux semi-martingales,
et que H et K étre deux processus mesurables. Ensuite, nous avons presque stre-

ment

/OOOIHSIIKSIId[X, Y] | < (/Ooond[X, X]S)1/2 (/OOOKSQd[Y, Y]S)I/Q (2.8)

Plus généralement, pour p € [1,00), nous avons

/OOOIHSIIKSIId (X, Y] < (/OOOH;’d X, X]S) " (/OOOKgd Y, Y]S) v (2.9)

1,1 _
avec, + i 1
Lemme 2.1.2 Soit X une martingale locale continue. Ensuite, nous avons

[ X[ < sup {E [(X,Y) ] = [[Y][Bmo < 1},

18



Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

et

I X0 < sup{E [(X,Y) ]« [Vl < 1}. (2.10)

De ['inégalité de Fefferman, nous pouvons montrer le lemme suivant.

Lemme 2.1.3 Soit p € [1,00). Supposons que X € RP et M € BMO. Ensuite,

X o M € 'HP.En outre, nous avons l’estimation suivante

1X o M+ < V2| X||ro|[M|| 210

pour p € (1,00) et
1X o Ml[pr < [|X||r:[[M][BM0 (2.11)

(correspondant au cas de p = 1).

Preuve du lemma. (i) Le cas p € (1, 00). Prenez n’importe quel N € H9. Nous

avons

E[[{(XoM,N) || <E[{(XoN,M),l|l
< V2||X o N||3||M||grmo (en utilisant 'inégalité de Fefferman)

< V2||X||ge||N||2a|[M|| o (en utilisant 1'inégalité de Holder)
(2.12)

19



Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

(77) Le cas p = 1. Nous avons

| aon, < xe [ 1o,
0 0

<xs [ xaon,
<xz (X200, - [ an,ar)
<xz ([ .- onax:). (213)
Donc
ay °°X3d<M>s)1/2 <p|(x2 [ (n. - 0n, dxs)m]

<Ly {e| [T wn. - an)ax;) }1/2

< 1l {E UOOOE [((M) o = (M),) | F4] dxf} }1/2

1/2 *
< |IX |2 M] | saro {B XL < [1X| g ||M ] 310
(2.14)

La preuve est faite. m

Pour le cas de X € ‘HP(C RP), la premiére assertion dans lemme est incluse
dans Bafiuelos et Bennett [[1], théoréme 1.1(i), page 1227]. Le lemme suivant
est évident de la définition de la norme de BM O, voir Bafiuelos et Bennett [[1],

théoréme 1.1(ii), page 1227].

Lemme 2.1.4 Si X € R® et M € BMO, alors X o M € BMO et ||X o

M|pymo < [|X||re [|M]|Brro-
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Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

Laissez p € [1,00). Supposons que X € H? et M € BMO. Ensuite,(X,M)_ €

L?. En outre, nous avons |’estimation suivante
14X, M) [lze < V20l X |30 M ]| Brr0 (2.15)

La premiére affirmation dans lemme peut étre trouvée dans Banuelos et
Bennett [[1], Théoréme 1.1(4i7), page 1227]. Pour la commodité du lecteur, nous

donnons une preuve compléte.

Preuve du lemma. Pour le cas p = 1, en notant que
(M) < [ X, (216)

il est immédiat de 'inégalité de Fefferman pour obtenir les résultats souhaités.
Dans ce qui suit, nous considérons le cas p € (1,00). Ensuite, ¢ € (1,00). Prendre
n’importe quel £ € L%, On ecrit Y; := E[¢|F;] pour t € [0, o0]. Nous avons Y, = ¢

et

E[(X,M)_ ¢ =E [/Oooysd (X, M)S] =E [/Oood<X,YoM>s]
< [[X||ae[[Y © M|}3a-

(En utilisant & la fois I'inégalité de Kunita-Watanabe et 'inégalité de Holder).

< V2||X||me ||M||Bao||Y ||ra  (en utilisant lemme2.1.3

< V2p||X |20 ]|€] | La|IM|| a0 (en utilisant 1'inégalité de Doob)

Définition 2.1.3 On dit qu’une variable aléatoire intégrable £ se trouve a BMO

si la martingale locale { E[¢|F],t € [0,T]} € BMO.

Lemme 2.1.5 Laissez X € BMO et M € BMO. Ensuite, (X,M)_ € BMO.
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Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

De plus|| (X, M) ||sro < V2[|X||suol|M||puo

Preuve. Prenez Y € ‘H!. Nous avons

B ecan)| =] [Tvacen,]
= |E[(Y o X, M)]| <V2||Y o X||:||M||Baro (Inégalité de Fefferman)

< V2/Y || X|lBrol|M]|pro  (lemmdZT3)
(2.17)

En utilisant le Lemme [2.1.2] nous avons les résultats souhaités. m

L’inégalité fondamentale suivante de Burkholder-Davis-Gundy (abrégée BDG)
sera fréquemment utilisé dans notre document : pour tout p € (0,00), il y a
deux universel positif constantes ¢, et C), de telle sorte que pour toute martingale

locale continue M avec My = 0, nous avons
G E (] < Bl < 7B (M3 (2.18)
ou sous une forme différente,
Gy M |l < [ M]|ge < ¢t || M ][3er (2.19)

Voir Yor [[15], page 100]. La définition suivante est fondée sur celle d’Emery [§][9]

(voir aussi Protter [[13], page 248]).

Définition 2.1.4 Laisser M € BMO et ¢ > 0. Une séquence finie de temps
darrét 0 = Ty < Ty < ... < Ty est dit a e—tranche M si M = M et |(M —
MT)TiHY o <&, pouri =0, 1,..., k— 1. Si une telle séquence de temps d’arrét

existe, nous disons que M est e—glissable & BMO.

Définition 2.1.5 M est appelé tranchable ¢ BMO si pour¥Ve > 0, M est e—tranchable
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Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

a BMO,i.e., c’est-a-dire qu’il y a un entier positif N et une séquence croissante

finie de temps d’arrét {T;,1 =1,2,...,N.} avec Ty =0 et T3 = 00 de sorte que
TnMTTH-l — MTn+1MTn
satisfait
[ M| paro < e. (2.20)

Cela équivaut au résultat de M € H"MO selon Schachermayer [17).

2.2 Les relation des conditions inverse de HoOl-

der et Muckenhoupt avec les EDSR

Nous commengons par un espace de probabilité (§2, F, P) , un horizon fini

0 < T < o et une filtration F' = (F})o<i<r satisfaisant aux conditions habituelles

de droite-continuité et intégralité.

nous souvenons des définitions de BM O martingales, les conditions inverse de Hol-

der et de Muckenhoupt (voir, p.ex., Doleanse — Dadeet Meyer[7], ouK azamaki[11].)

Définition 2.2.1 Une Martingale continue, uniformément intégrable (M;, F;) avec

My = 0 est dit de classe BMO st

1F]Y? ] < o0.

T

[1M|[paro = sup ||E[(M)7 — (M)

Ou le suprémem est pris sur tous les temps d’arrét 7 € [0,T] et (M) est la carac-

téristique carrée de M.

Dénoter par £(M) l'exponentielle stochastique d’une martingale locale continue

23



Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

M

6 (40) = exp { 31— 3 (1), }

Tout au long de ce travail, nous supposerons que M est une martingale locale

continue avec (M), < co P—a.s. Cela implique que &p(M) > 0 P—a.s. et laisser

§ror (M) = &r(M) /& (M).

Définition 2.2.2 Soit 1 < p < oo . {(M) est dit satisfaire condition (Rp) si

["tnégalité inverse Holder
E{&r (M)} 5] < G

est valable pour chaque temps d’arrét T, avec une constante C, > 0 dépendant

uniquement de p.

Remarque 2.2.1 : Si §(M) est une martingale uniformément intégrable alors

par l'inégalité de Jensen nous avons aussi :
E Hfr,T (M)}p |~7:7'] Z 1

Une condition dual & (R,) est la condition Muckenhoupt (A,)

Définition 2.2.3 (M) satisfait la condition (A,) pour 1 < p < oo s%l y a une

constante D,, > 0 telles que pour chaque temps d’arrét T € [0,T]
E {gT,T (]\4)}7E |JTT S Dp

Remarque 2.2.2 Noter que, puisque {(M) est une sur-martingale, 'inégalité de
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Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

Jensen implique ["inégalité inverse
1 e
B [{&r (M)} 7315 2 {B g (M) |7} 77 21

Nous ne considérerons que les £ DSR linéaires du type :

Y;t :}/E)_/ [Oé}/;+ﬁws]d<M>s+/Z/}des"i‘Nt,a
0 0

YT :1,

ou « et [ sont des constantes. Une solution d'un EDSR tel que nous définissons
comme un triple (Y, 4, N), avec (N, M) = 0, de I'espace S®°x BMO(P)x H*(P)

équipé avec les normes suivantes

Ylleo = Y7 |[Le, o0 Yy = sup [V,
te(0,7)

T 1/2
6 Ml sroge) = sup ||E [ [ v, m] I

1
||N||H2 = k> [N]T'

Noter que, puisque la martingale M est supposée étre continue, seule le dernier
terme de cette équation peut avoir les sauts, i,e., AY = AN. Dans 'ordre pour
éviter la définition des normes de BMO pour les martingales continues a droite,
nous utilisent les normes H? pour les piéces orthogonales martingale. C’est suffi-
sant pour nos objectifs, puisque les générateurs d’équations a I’étude ne dépend
des parties orthogonales martingale. Parfois, nous appelons Y seul la solution de

EDSR, en gardant a l’esprit que .M + N est la partie martingale de Y .

Lemme 2.2.1 soit M une martingale locale continue.
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Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

a) E(M) satisfait (R,) s’il existe une solution bornée et positive de EDSR

t t
Y;t :YE)_/ [@Y; +p¢s} d<M>s+/wdes+Nt7
0 0

Yr=1

(2.21)

b) (M) satisfait (Ap) s’il existe une solution bornée et positive de ’équation

t

t
Xo= %o~ [ [t o] d ), + [ ot v L,

Xr=1

(2.22)

Preuve. a) Laissez d’abord montrer que si £(M) satisfait (R,), alors le processus
Y, = E[{&r (M)} |5

est une solution de EDSR . Il est évident que Y est un processus posi-
tif borné et que Y;{& (M)}’ est une martingale uniformément intégrable. Par
conséquent, depuis &(M) > 0, le processus Y sera un semi-martingale. Soit
Y, = Yy + A+ my la décomposition canonique de Y, oli m est une martingale
localement carré intégrable et A un processus prévisible de variation finie. Utili-

sation de la décomposition Galtchouk-Kunita-Watanabe pour m, on a
t
0

ou N est une martingale locale orthogonale & M. Maintenant en utilisant la
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Chapitre 2. Le lien entre Les EDSRs et les martingales BMO

formule d’Ito que nous avons

V& ODY =Yt [ [250Y. 4 pun] o, D) d ), +

¢ (2.24)
+A{&M@V¢%+mu

ou M est une martingale locale. Puisque Y; {£;(M)}? est une martingale, égalisant
la partie de la variation finie a zéro, nous obtenons que

 ["Tplp—1)
At——/o |:Tys+p¢s d (M),

ce qui implique que

Yi = E[{&r (M)} | 7]

est une solution d’équation Maintenant.

Laissez 1’équation admet une solution positive bornée Y;. En utilisant le
formule d’Tto pour le processus Y; {& (M)}’ nous obtenons que Y; {& (M)}’ soit
une local martingale. C’est donc une sur-martingale, comme une martingale locale
positive. Par conséquent, de l'inégalité sur-martingale et la condition terminal

Y7 = 1 nous obtenons que
E{&r (M)} |FR] <Y,

Parce que Y est borné, ceci implique que &(M )satisfait & la condition (R),)
b) La preuve est similaire a la preuve de la partie a), il suffit de remplacer p
par —Zﬁ. Soit £ (M) une martingale uniformément intégrable. Dénote par P un

nouveau mesuré de probabilité définie par dP = &7 (M)dP et laisser
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Nous allons maintenant donner une nouvelle preuve de 1’équivalence bien connue
(Doleanse — Dade et Meyer [T], Kazamaki[l1]) entre la propriété de BMO, les

conditions de muckenhoupt et I'inverse de Holder.

L’objectif principal de cette section est de prouver :

Théoréme 2.2.1 Soit £(M) une martingale uniformément intégrable. Puis les

conditions sutvantes sont équivalentes :

i) M e BMO(P).

it) & (M) satisfait a la condition (R,) pour certains p > 1.
iii) M € BMO(P).

iv) £&(M) satisfait a la condition (Ap) pour certains p > 1.

Preuve. Par souci de simplicité, dans toutes les preuves données ici, nous suppo-
serons sans perte de généralité que toutes les intégrales stochastiques sont mar-
tingales, sinon on peut utiliser les arguments de localisation.

Laisser M € BMO(P). Selon le lemme [2.2.1} cela suffit de montrer que 'équa-
tion (2.21)) admet une solution positive bornée pour certains p > 1. Réécrivons

équation (2.21)) en matiére de P -martingale M :

t t
Vi=Yo [ [FEUY 4 (- D] d ), - [ it N,
0 0

Yr=1

Puisque (N, M) = 0, N est un P local - martingale orthogonale a M . Définir la
fonction H : S x BMO(P) x H?(P) en lui-méme, telle que : (y,1,n) € S x
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BMO(P) x H?(P) sur la solution (Y, ¥, N) du EDSR (2.21)) ,i.e.

vi-ut i ! 2D,k - v g, 1]

et

—/Otxlfsdj\”ls+Nt=E?3 {1+/0T {p(p;”yur(p—l)ws} d (M), |ft] :

Nous montrerons qu’il existe p > 1 tel que cette fonction est une contraction.

Laisser

Y =Yt —v?
oy =y -y,

oV = ! — v,
0 =Pt — 42,
SN = N' — N2

Il est évident que 0Y7r =0 et

“Ip(p—1) ! -
5Y, = 6Y, — / { 0y, + (p 1)5@4 d(M)g— / 5 M, + 6N;.
0 0

Selon la formule d’Tt6, appliquée pour (6Y;)? — (6Y7)? et en prenant des attentes

conditionnelles, nous avons

v+ 8| [ 0P (o), 17, + B[N, - BN, 1)

=& [ [ oto— vovsa v, 12 + 2| [ 2o - avisva o), i
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et en utilisant les inégalités élémentaires que nous obtenons

v+ 27| [ 0,15 + BN, - 5N, |7

< PO M2, oy 1Y |12 + B2 |0

2 o )-HéyW T
J6Y I + (p - >||/<de||

BMO(P

+p — DIIMI;

BMO(P)" BMO(P

Parce que le coté droit de I'inégalité ne dépend pas de 7, nous allons avoir

(1= 2= DIy 00~ 20— DI 005 ) 1OV I

+H/6\I/dMHBMO< o)+ INIE, 5 (2.25)
< 9l = DI oy 901 + 200 = D11 [ 0TI
Depuis
L= (0= Do+ 2711 o0 < 1

pour p suffisament proche de 1, on peut faire la constante de |[6Y||%, & gauche

de (2.25)positif et on obtient finalement I'inégalité

+[|6N][%, 2(7) (2.26)

16V %+ | [ SUaNIE 5

< (p) 16yl + 5 0)-I| 501 o,

ot p(p—l)HMHBMo( P)
a(p) =
L= (=1 (2 IMI[05)
et
B 2(p—1)
B =10 p= D)@+ 2) M1, 05
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Il est facile de voir que :

limy1a(p) = limy15(p) = 0.

Donc, si nous prenons p* tel que a(p*) < 1 et 5(px) < 1 on obtient que la fonction
H est une contraction et il existe une solution unique (Y, ¥, N) de dans
5% x BMO(P) x H*(P). Puisque a(p) et 3(p) sont des fonctions décroissantes
de p € (1,00), les normes ||Y||s et ||‘I/.M|]BMo(p)sont uniformément délimités,
en tant que fonctions de p; pour p € [1,p*]. Par conséquent, pour tout p € [1, p*]

nous avons

=g lis [ ' LDy p-ywfaon, s e

et
Yi>1- @HYHOOHMHBMO(P) - ID%IHMHBMO(P)

_I%IH\IJ'MHBMO(P) > 0.
Pour certains p suffisamment proche de 1. Par conséquent, il existe une limite
positive solution de 1’équation pour certains p > 1, ce qui implique que
£(M) satisfait le Rp condition, selon le lemme

Soit £(M) une martingale uniformément intégrable et satisfasse la condition (Rp)

pour certains p > 1. Puis le processus

Yy = El{err (M)} | 7]
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est une solution de I’équation [2.21] et satisfait I'inégalité :
1<Y, <G,

En utilisant la formule d’It6 pour e Y7 — e #¥7et en prenant I’éspérane condi-

tionnelle, nous avons

T

e B _ o BYr — 5p(p2—1)E [ Y,e PY+d (M), |fr]

T

T
+E { / e (G0 + Bpus) d (M), |ﬂ]
T T
+2F U ePYd (N°), m}
+E [ coor (677 — PV 4 Be M- AY) | F ]

Puisque

2 2
SV Bty 2~ e — e gAY, >

et Y; > 1, on pose 8 > z% nous obtenons 'inégalité

Bp—1)—p)e PTE[M), — (M) |F]<e? —e

N3

ce qui implique que
9 (65(0,,71) — 1)

p(B(p—1)—p)

M |[Ba00p) <

pour tout 5 > p%l
iti) = i)
Si M est une BMO(P) martingale, alors d’aprés le lemme il suffit de montrer

que I’équation admet une solution positive bornée pour certains p > 1, ce qui

peut étre prouvé de maniére similaire a 'implication i) = 7). Par de la méme
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facon qu’on peut montrer que la fonction H :

A= b [H/tT [2(1911 P pil%] d<M>S|E} ’

t
ou — / ®,dM, + L, est la partie martingale de X, I'inégalité [2.26| est vérifiée avec
0

a(p) _ p||M||?3MO
(p—1)°—(3p— 2)HMHBMO
B(p) = 2(p—1) :

(p— 1) (3p—2)HMHBMO(P
ou
lim,— ooa(p) = limp,—.o.B(p) = 0.
Donc si nous prenons p assez grand nous obtenir que la fonction H est une contrac-
tion.
i) = 1)
La preuve est semblable a la preuve de I'implication i) = iii). En particulier,

pour la norme BMO de M, les inégalités suivantes s’appliquent :

|01 < 2p- ”)2 (P~ — 1)

BMO(P) = p(B—p

pour tout 3 > p, ou D, est une constante de la définition [2.2.3 =
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Chapitre 3

La transformation de Girsanov

pour les martingales BMO et les

EDSRs

I est bien connu que si M est une martingale BM O, alors la fonction
¢:L(P)>X - X =(X,M)— X € L(P)

est un isomorphisme de BMO(P) dans BMO(P), tel que

dP = ep(M)dP.E.g. /il a été prouvé par Kazamaki [7][8] que I'inégalité
Xl paro(p) < Cie (31) X llsrroe)

est valide pour tous les X € BMO(P), ou la constante C (M ) > 0 est indé-
pendante de X mais dépend de la martingale M. Utilisation des propriétés d'une

EDSR nous prouvons cette inégalité avec une constante C (M ) que nous expri-
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mons comme une fonction linéaire de la norme BMO(P) de M = (M) — M et

qui est moins que Cx (M) pour toutes les valeurs de cette norme.

Soit M une P -martingale locale continue tel que £(M) est une martingale unifor-
mément intégrable et laisser dP = &7(M)dP . A chaque martingale local continue
X nous associons le processus X = (X, M)—X , qui est un p—martingale local se-
lon le théoreme de Girsanov. Nous dénotons cette carte par ¢ : £L(P) — L(P),ou

L(P) et L£(P) sont des classes de P et P locales martingales.

Considérons le processus

Y, = EP [(X) — (X),|F] = B &0 (M) ((X)7 = (X),) | 7). (3.1)

Puisque <X > = (X) sous chaque mesure de probabilité, il n’est évident que

V1o = €105

Laisser M € BMO(P) d’apres le Théoreme la condition (R,) est satis-
faite pour certains p > 1. La condition (R,) et I'inégalité d’énergie conditionnelle
(Kazamaki [I1], page 29) signifie que pour tout X € BMO(P), le processus Y
est borné, Cest-a-dire,p fait correspondre BMO(P) a BMO(P). De plus, comme
le prouve Kazamaki [T0][1T], BMO(P) et BMO(P) sont isomorphiques telle que

la fonction ¢ et pour tout X € BMO(P) l'inégalité

IX1B, o) < Ok (31) 1X saro (3.2

est valide, ou

1

¢t (31) = 227 sup | B” [{m (i)} 7 m} lovr (33)
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et p est tel quel

HMHBMO(P) < \/5(\/5 - 1) : (3-4)

Notez que l'inégalité similaire tient pour la fonction inverse ¢~'. Maintenant,
nous donnons une preuve inverse de cette affirmation, qui améliore également la

constante de I'inégalité [3.2]

Théoréme 3.0.2 Si M € BMO(P), alors ¢ : X — X est un isomorphisme de
BMO(P) sur BMO(P). En particulier, linégalité

1
(14 21Mllsaocr)

) X 5ar0(p) < 11X paro( ) (3.5)

V2. -
< <1 + 5 IMllguo(py | I Xllsarow).
est valide pour tout X € BMO(P).

Preuve. comme pour lemme [2.2.1, on peut montrer que pour n’importe quel
X € BMO(P) le processus Y (défini par est une solution bornée positive du
EDSR . .

Vim¥o— (%)= [ e, + [ padt.+ L

YTZO

(3.6)

Application de la formule d’Ito pour (Y, +¢)? — (Yr+e)fou0<p<1l,e>0et
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en prenant 1’éspérance conditionnelles que nous obtenons

(Y +e)f —e"=E [/TTp(S@+e)p‘1d<X>s |]-‘T} +@E [/TT (Y + )P 2d(L°), m}
(3.7)

+E UTT (w (Yo +e) @l +p(Yote) sos) d(M), Iﬂ}

) .

Z (Yot o) = (Yoo + ) —p (Yo + ) AY,) |7,

T<s<T

Puisque f(z) = aP est concave pour p € (0,1), le dernier terme dans (3.7)) est

positif. Par conséquent, en utilisant I'inégalité

p(1-P)

Yo+e) @l tp(Yet o) pat o (Ya+e)’ 20
de (3.7) nous obtenons
T
(YT—I—s)p—esz[/ p(Ys—l—s)pld(X>S|FT] (3.8)

T
P
S / Y, + e d (M), FT].
Depuis 0 < p <1
L T
PVl 27 BIX) = (), P] < B | [ atY. 2y, 15|
de (3.8) nous avons

PVl ) EL(X)p — (X),1F,) < (Vi + o) —eP+

2(1p— p)E {/TT(Ys +e)Pd (M), |fr]

et prendre des normes dans les deux cotés de la derniére inégalité que nous obte-
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nons

-1 2 P p
p(|Y]|lso + )P || X < (Y ||oo + €)P—eP4+———
(4 ) X saow) < (V] ) 3T —7)
En prenant la limite qu’en ¢ — 0 nous aurons cela pour tout p € (0, 1)

1 1
Xlworsy < (5 + 5 1M1 Barors) ) 1Y e

donc

-Pp

2
V2
=(1+7HMHBM0® 0¥l

puisque le minimum de la fonction f(p) =

. 1 1
XTworsy < mingeon (5 + geroslM o ) 1l (39)

+ 557 1M1 arocp) est atteint pour

1
p 2(1-p)

P =V2/(V2+ M| ppogp) et f(0") = (1 + \/TEHM”BMO(P)) ‘

pr=V2/(V2+ ||M||BMO(15))

et

2
\ V2
fp) = (1 + THMHBMO(?)
Ainsi, a partir de (3.9)

1
(1+ 2NMlBrrogr

)HXHBMO<P> < 1Xllpro):

Maintenant nous pouvons utiliser I'inégalité (3.9)) pour la transformation de Gir-
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sanov de X. Depuis dP/dP = &' (M) = &p(M)dP, M, X € BMO(P) et

de (3.9) nous obtenons I'inégalité inverse :

/s

N 5 .
||X||BMO(15) < (1 + 7||M||BMO(P)> | X | Brop).- (3.10)

Comparons la constante

) i
C(M)=1+ THMHBMO(ﬁ)

de [3.5 avec la constante correspondant C (M) de [2.19| (Kazamaki [11]) .

depuis

B {{@,T(M)}”’il \ﬁ] > 1,

la constante C'x (M) est supérieure a,/2p, ou p est tel que :

||M||BMO(]5) <V2(yp—1).

- 2
Depuis la derniére inégalité est équivalente a la inégalité p > (1 + \/75 [[M|] gaso 13)> )

nous obtenons qu’au moins
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