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Notations et symbols

E[X] : espérance mathématique ou moyenne du v.a. X
exp :  exponentiel

F : fonction de répartition

F, : fonction de répartition empirique

v.a :  variable aléatoire

1:1:d : independantes identiquement distribuées.
X, . 1™ statistique d’ordre

Ar : r"L-moments

Ly :  L-moments empirique

(t2) :  TL-momentsempirique

Tr, itt2) :  Rapports de L-moments et TL-moments
Q : la fonction quantile

TL —moments : trimmed L-moments

f . fonction de densité
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Introduction

Les méthodes d’estimation standard telle que les moindres carrés, la méthode des mo-

ments et le maximum de vraisemblance peuvent étre influencées par des valeurs aber-

rantes. Par exemple, chacune de ces trois méthodes estime la moyenne d’une population

normale par la moyenne de ’échantillon X, qui est le seul estimateur sans biais de la

variance minimale, mais qui n’est pas robuste aux valeurs aberrantes ou aux écarts par
. RPN . . . i )

rapport & la normalité. Sil’on craint que les observations extrémes aient trop d’influence,

une méthode d’estimation robuste, créé pour réduire 'influence, peut étre utilisée.

Les L-moments ont été largement utilisés dans les statistiques d’inférence au cours des
20 dernieres années. Ils ont été inventés par Hosking en (1990) et sont utilisés pour
décrire les données de position, d’échelle, d’asymétrie et d’aplatissement. Ils présentent

un certain nombre d’avantages théoriques par rapport aux autres types de moments.

EL Amir et Seheult en (2003) ont introduit des variations de L-moment dérivées d’ajus-
tements d’échantillons en supprimant les valeurs extrémes. Les TL-moments sont des
mesures analogues aux L-moments, et leurs présentations aussi basées sur la statistique
d’ordre. Ils sont utilisés pour décrire la forme de la distribution et utilisé comme une

méthode d’estimation.

— Chapitre 1 : Dans le premier chapitre, il est divisé en deux parties. Dans la premiere

partie, nous avons parlé en détail de statistiques des d’ordre, sa définition et



Introduction

ses propriétés. Dans la deuxiéme partie, nous avons détaillé les définitions des
l-moments, ses propriétés, ses capacités, et 'utilisation de ses capacités, en plus

de l-skewness et l-kurtosis.

— Chapitre 2 : Dans ce chapitre de ce mémoire, on a détaillerer les définitions des
TL-moments, leurs propriétés, leurs estimateur I'utilisation de leurs estimateur,
ainsi que le calcul de TL-skewness, TL-kurtosis, On termine ce chapitre par I’esti-
mation des paramétres de deux lois : la loi de Cauchy et de pareto ou on a donné
premiérement les caractéristiques de ces deux lois puis on a appliqué la méthode

d’estimation de L-moment et TL-moments.



Chapitre 1

L-moments

Dans la théorie des L-moments, la statistique d’ordre est essentielle. Différentes re-
cherches sur les combinaisons linéaires de statistiques d’ordre (Sillitto (1969) ; Davide
(1968)) ont progressivement introduit le concept de L-moments. L’approche L-moments
offre divers avantages grace & Hosking (1990); David (2003).

On commence ce chapitre par donner des définitions de la statistique d’ordre, ses lois,

la défnition de L-moments, ses propriétés de base, un exemple et I'estimateurs desL-

moments.

1.1 Statistique d’ordre

Soit (X;),cy une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement dis-
tribuées définie sur l'espace (£2; 3), d’une densité commune f et d’une fonction de ré-
partition

F(z)=p(Xy<z),z€R.

Soit Sy I'ensemble des permutation de{1.....n} .



Chapitre 1. L-moments

Définition 1.1.1 La statistique d’ordre de l’echantillon (X, X,

, X, est le réar-

rangemnt croissant de (X1, Xs...., X,,) on la note (X1, ....Xpn) on a :

Xip < oo < X

— — )

pour 1 < ¢ < n,lav.a X;, est appelée la i~"*mestatistique d’ordre (ou statistique

d’ordre i). En effet, les v.a.r. minimum et maximum du n-échantillon iid correspondent

mieux a 'idée que 1'on se fait d’une valeur extréme :

Xy, =my, =min (X, X, ..., X;,) = min X,,.

Xpn = M, = max (X1, Xo, ...., X;,) = max X,.

1<i<n

En fait, on peut se limiter a I’étude du maximum car

m, = —max (—X1,—Xo, ..., — X,)) .

Il existe différents types de statistiques de rangs, qui nous aident & étudier des variables

aléatoires ordonnées. Les variables aléatoires R(1), R(2)..., R(n) donné par les égalités :

R(m) = Z 1(wm21k) =1+ Z 1(:vm>xk)'
k=1 k=1
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oum = 1,2....,n.sont dits les rangs correspondant & I’échantillon Xy, X, ..., Xy.

1.1.1 Les anti-ranges

Soient X7, X, ..., Xy un échantillon aléatoire de taille n issu d’une distribution continue
et solent X ,,, .., X, ,, les n statistiques d’ordre correspondant. Lav.a A (1), A (2),...., A (n) ,qui

satisfont les égalités suivantes :

sont dits anti-rangs.

1.1.2 Distributions des statistiques d’ordre

Notons par Fj,(z) la distribution de X;,. I’éxpression de la distribution de X, est

donnée par :

avec zeR.En utilisant la relation :

n P n! , .
CyPr(1—p)" " = ' L=t e
La v.aY; = F(X;,) suit une loi béta de paramétre (i,n —i + 1)

Fin(r) = P{X;, <2} = ]f(x)(i,n —i+1).
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ou

1 v _ T(a)T(b)
I.(a,b) = —— t Y1 —t)*7tdt, B(a,b) = ———= 7(k) = (k — 1)!
<a7 ) B(a, b) \/0' ( ) Y <a7 ) T (a + b) ? T( ) ( ) Y
désigne la fonction béta incompléte
n!

n F(x)
Funlo) = CLF@ 1= PP = [

L — )" e

N(n —i)!

F(z) T 1 , ) 1 F(z) )
:/ : (n+ ,) EHL =" dt = —— : / A
o T@lr(n—i+1) B(i,n—i+1) J,

= Ip(m)(i,n -1+ 1).

Remarque 1.1.1

— Nous en déduisons que la fonction de densité :

n! 1 .
(i — )(n —i)! [F(z)]" 1= F(x)]"" f(x).

fxin(@) = fin(z) =

La densité jointe de statistique d’ordre (X ,,,,, X, ,)est donne par :

f(xl,n ~~~~~~~ 1'77.;,11) (x17 ‘7’.2:1;774) = n'ﬂ-zl:lf(xz>

avec 1 < 19 < ... < 1y,

— On peut donc conclure pour la statistique du minimum que la distribution et la

densité sont respectivement :

Fl,n(z) = F

T1,n

(r) =1—[1 - F(z)"

Fra(@) = for, (2) = n[l = F ()" f(2).
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De méme pour la statistique du maximum, on a :

Jan(®) = fonn(x) = 0l [F@)]" f(2).

1.1.3 Densité conjointe de deux statistiques d’ordre

La fonction de distribution conjointe de (X;,Xj.,) avec 1 <i < j <n et

—00 < <y < 400 est donnée par :

|

Fin(2,9) = 30 o= — i =i F @) /@

s=j r=1

X [Fly) = F@)]"" " fly) 1 = Fy)]" .
pour x > y la fonction de répartition est :

Fijn (2,9) = Floynza;) (0,9) = Foy, (y)-
la densité conjointe de (X;,, < Xj,) est donné par :

n! i—1 j—i—1 n—j
TSI =i = 1) =) [F()] f(@) [Fly) = F@@) " fly) L= Fy)]"

fi,j,n(wa y) = (

la fonction de densité conjointe de Xi., et X, :

frn(@,y) = n(n = D(F(y) = f(2))" () f(y), —00 <z <y < +o0.
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1.1.4 Distribution empirique

La fonction de répartition empirique de I’échantillon (X, Xs, ..., X,,) est évaluée a I’aide

des statistiques d’ordre comme suit :

0 six< Xy
1« A
Fa@) == ez ={ & siXiy,<o<X, 2<i<n.
=1

1 six>X,,

F(2) (1= F(z))

E[Fx(x)] = F(x), var [F,(z)] = n

1.1.5 Fonctions quantile et quantile de queue

La fonction quantile de la fonction de distribution F' est la fonction inverse généralisée

de F' défnie par :
Q(s)=F (s)=inf{re R: F(z) >s};0<s< 1.

Dans la théorie des extrémes, une fonction notée U et appelée fonction quantile de

queue, est définie par :

)7 (t); 1<t < o0.

1.1.6 Fonctions empiriques de quantile et de quantile de queue
La fonction quantile empirique de I’échantillon (X3, X3, ...X,,) est défnie par :

Qu(s)=F ' s)=inf{z € R: F,(z) >s} 0<s<1.

n
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La fonction empirique de quantile de queue correspondante est :

Un(t)_Qn(l—%) 1 <t<oo.

Ou Peut étre exprimée comme une fonction simple des statistiques d’ordre relatives a

I'échantillon (X7; Xo; ...... : X,,) et nous avons :

QN(S) _ Xi,n si @<S<% ’

X[NP]—i-l,n si 0<s<1

Notons que pour 0 < p < 1; X416t le quantile d’échantillon de 'ordre p.

Lemme 1.1.1 (Transformation quantile) Soit X1, Xs,...., X,, des variables aléatoires
idépendantes et de fonction de répartition F. Soit Uy, ...,U, des variables aléatoires

indépendantes de loi uniforme standard Alors

(a) Pour toute fonction de distribution F, on a :

in:F_ (Uzn> zzl,n,

) )

(b) Lorsque F est continue, on a

1.1.7 Moments des statistiques d’ordres

Soit X, la i-iéme statistique d’ordre associée I’échantillion, de taille n, de densité de

probabilité f(x) et de fonction de répartition F'(x) continue avec la fonction de quantile

Q (u) = Fx'(u).
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Définition 1.1.2 k-iéme moments de la i-iéme statistique d’ordre est définie par :

400 |
E(XF)=ut, = " fin (€) de = ik
(Xin) = uiy /_OO TS win (@) dv = e,

< [ E@T - P @Y @

o0

d’une autres facon :

E(XF,) = = 1)?('71 —) /0 QW) u ' (1 —u)"" du.

1.2 L-Moments : Définitions et propriétés

Soit Xi, .., X, un échantillon de taille n d’une distribution continue F,(z) avec la fonc-

xT

tion de quantile Q (u) = F,*(u), et soit X;, < ... < X,, les statistiques d’ordres

associées a cet échantillon pour » > 1. alors le r-iéme L-moments A, est donné par :

telle que E(X, ;) présente I’éspérance de la statistique d’ordre.

1.2.1 L-correlation, L-skewness et L-kurtosis

Les proportions des L-moments (ratio L-moments) sont des rapports entre les L-moments
et les A1 et Ay a pour but de défnir les caractéristiques de la distribution elle sont définie
par :

A
n=lr#£2 (1.1)
A2

10
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telle que : le rapport entre le premier L-moments A\; et le second L-moments Ay présente

la mesure de L-variation, défini par :

L- skewness : C’est le rapport entre le 3-éme L -moments et le second L-moments, c’est

la mesure de I'asymétrie donnée par :

T3 — —.
A2

L- kurtosis : C’est le rapport entre le 4-éme L-moments et le second L-moments, c’est

lamesure de 1 ’aplatissement donnée par :

_ M
-3

T4

1.2.2 Représentation de L-moment en terme de polynomes or-

thogonaux

Les L-moments peuvent étre écrite en fonction de polynomes de Legendre déplacé p;

qui sont définies par :

. . . . , r\ [(r+k
g =Yt =3 o () (771
k=0

k=0

Alors les A, reécrire comme suit :

Ar = /0 Q(u) P (u)du, r=1,2.., (1.2)

11
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1.2.3 Representation de L-Moments en Terme de Moments de

Probabilités Pondérés

Les moments de probabilité pondérés (Probabilité Weighted Moments), notés PWM

est

Définition 1.2.1 Soit X une v.a de distribution continue. Alors les moments de pro-

babilité pondérés M, ;. est défini par :
Mu=E [XZFJ (1— F)k] — / Q () (1 - u)* du.
0

ot : F et Q(u) présentent les fonctions de répartition et de quantile de la variable X .
telle que Q(u) = F; ' (u);i,j et k sont des réels pour des cas particuliers de j et k nous

obtenons les quantités suivantes :

1. pour j = k = 0 et 7 entier positif :
Ml,O,O =F [Xq :/ Qm(u)zdu
0

qui sont les moments classiques d’ordre 7 par repport a l’origine.

Pour j =0 et 7, k sont des entiers positifs ou k = 0 et j, ¢ sont des entiers positifs :

Mor=E [X'(1 - F)] = /0 Q(u)' (1 — u)*du,

1
M;jo=E[X'FI] = / Q(w)'! du,
0

Ces deux quantités sont les plus utilisés en pratique et pour calculer les L-moments. La

procédure d’estimation basée sur M;.o., et M, o . Les L-moments considérés comme des

12
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combinaisons linéaires de PWM (M, o i, M; o) pour i = 1: c’est a dire :
)\7"+1 - Z prjak Zpr]

1.2.4 Représentation de L-moment en terme de covariance et

L-statistique
Solon I'orthogonalité de polynéme de legendre et posant Fy = 0 implique une nouvelle
représentation de L-moments en terme de covariance, d’ou :
\ = E(X), k=1
" leov (X, P (F(X)), k>2])
Et les quatres premiers L-moment sont donnés par :

A = E(X),
Ao = cov(X,2F(X) — 1),
A3 = cov(X,6F?(z) — 6F(X) + 1),

M = cov(X,20F3(X) — 30F%(X) + 12F(X) — 1).
Les L-moments aussi peuvent étre écrite en terme de L-statistique,comme suit :

=n! Z W(k

ou
min{r—1,k—1}

T ()T ()

13
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1.2.5 Estimation des L-moments

Les L-moments ont été défnies pour une distribution de probabilité, mais généralement
(dans la pratique) ils sont estimés & partir d’un échantillon fini. L’estimation par les

L-moments est basée sur la méme approche que celle des moments classique, c-a-d que :

L-moments empiriques=L-moments théoriques,

Soit (Xi,n, Xon, ..., Xp ) un échantillon ordonné, alors les L-moments empiriques peuvent

étre obtenus & partir de I'estimateur suivant :

1/n—1\"" < [i—1 1 &< (=1 —2).(i—7)
bj:_( . ) Z ( . )X(i,n):_z Xin.-

n\ J S\ n.= n—1)(n—-2).... n—r)
ou les coefficients b; sont les estimateurs sans biais de PW M B alors les éstimateurs de
L-moments, notés 1, sont exprimés en terme de statistique d’ordre, d’ou les L-moments
1, sont développés par Hosking (1985) dérivé de l'estimation de PWM sous la forme

suivant :

Lisi =Y Plibr, r=0,1,...,n—1.
k=0

14



Chapitre 1. L-moments

Distribution | F'(z) ou zF(z) L-moments

Uniform r=a+(f—a)F M=3(a+0), ha=¢F—0a),13=0,14=0
Expenential | z =& — alog(l — F) M =&+ a, /\2:%04, 73:%,74:%

Gumbel x=¢— alog(—log F) A =&+ ya, s = alog2, 73 =0.1699, 74, = 0.15
Logistic r=E&+alog{F/(1—-F)} M= N=a13=0,74=¢

Normal F=a (=8 M=p, do=7to,13=0

Gamma F =g [t exp(—t/B)dt/T(a) | A = aff, Ao =7 2T (a+ 3) /T (),

73 = 611/3(a, 200) — 3

TAB. 1.1 — L-moments de quelques distributions communes

Exemple 1.2.1 le tableau présente L-momoents de quelques distributions

15




Chapitre 2

Trimmed L-moments

Présentées comme des mesures alternatives aux L-moments les Trimmed L-moments
sont obtenus en donnant les poids égaux a zéro pour les observations extrémes de
I’échantillon, et ceci aprés avoir augmenté sa taille de t1 + ¢2 valeurs, tout cela pour
travailler avec un échantillon toujours de taille n, ces L-moments tronqués ont étés pro-
posés pour la premiére fois par Elamir et Seheult (2003), la preuve de leur existence
et I'unicité a été établis par la suite par Hosking(2007). En conséquence, nous défini-
rons & la fois les TL-moments et les métriques associées telles que 'asymétrie TL et
I’aplatissement TL dans ce chapitre. Leur représentation polynomiale de Jacobi et les
caractéristiques théoriques de leurs fonctions Ce chapitre se terminera par un exemple

et l'estimateur des TL-moments.

2.1 Trimmed L-moments d’une population

Définition 2.1.1 (Trimmed L-moments d’une population)

Soit 7, ...., Z, un échantillon de r variables aléatoires (iid) de loi F'(x) continue,avec

une fonction de quantile Qz(u) = Fz_l(u), et soit Zy., < ... < Z,.,. les statistiques

16
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d’ordres associées a cet échantillon, alors le r*™* TL-moments (TL-moments) de la v.a

Z noté par A1) oot définie comme suit :

r—1
1 r—1
Albt) — ;;(—1)’“( i )E(Zml_k:mlm), avec r = 1,2,3...et 11,6, € N. (2.1)

d’ou la taille de I’échantillon est augmenté de r a r + t; + ¢, telque t; la plus petite
valeur, et ¢, la plus grande valeur de I’échantillon. Ce qui nous permet d’écrire A, (f1,t2)

en terme de la fonction de quantile, de la maniére suivante :

r—1

1 r—1 (r)!(r + ty + t)!
Atst2) — = _1)k
' T;( ) ko JrKY(r—k—D(r+t —k—1)(t2 + k)!
1
X/ Q(u)ur-‘rh—k—l(l —U)t2+kdu. (22)
0

Alors les premiers TL-moments pourt; = 0 et ¢t = 1 sont :

01_2/@ u(1 — u)du

= 5/0 Q(u)(4u — 3u® — 1)du,
1
_ %/ Q(u)(—10u? + 18u% — 9u + 1)du,

15
A0 = / Qu)u(1 — u)(—35u* + 80u® — 60u> + 16u — 1)du.

2.1.1 Cas particuliers des trimmed L-moments

Pour t; =t3 =0, Les A1) peduit aux A, (L-moments classiques), sont données par :

1 r—1
A = . (—1)k( i )E(Zrthk:TJrgt),pour r=1,2,..... (2.3)

17



Chapitre 2. Trimmed L-moments

et en terme de fontion de quantile :

by Igs, gfr—1 (r + 2t)!
M= Z( 1)< k >(r+t—k—1)(t+k)

/ Q 7“+t k— 1( )t+kdu,

alors, pour r = 1,2, 3,4, lorsque t = 1, les A sont données par :

)\(1) Z23 —6/@ 1—U)

1
)\gl) 2E(Zg4—ZQ4 —6/ Q 1—u)(2u—1)du,

1

2
N = SB(Zus = 255+ Zas) = 30 / Qu)u(l - u)(5u” — 5u + 1)du,
0

1 15 1
N = B (Zss —37u6+ 3756 — Z2s) = / Qu)u(l — u)(14u® — 21u” + 9u — 1)du,
0

avec :/\gl),)\gl),)\él),)\fll)sont les mesures de population de position, d’échelle, d’assy-
métrie "skewness" et d’aplatissement "kurtosis" qui sont analogues aux L-moments

classiques.

2.1.2 TL-Skewness et TL-kurtosis

Le coefficient de skewness 31 = %4 et le coefficient de kurtosis Sy = “4 ol ug, ug,uy sont
2 2
Ug
des moments centraux. Car de certaines déficiences de (31 et 5, comme leur sensibilité
au comportement des extrémes queues d’une distribution et leur non-existence pour

certaines distributions, comme celle de Cauchy distribution.
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Chapitre 2. Trimmed L-moments

Les TL-Skewness et TL-Kurtosis sont définis par :

)\(tl»tz)

(tite) _ 13
o) = S (2.4)
2

et

)\(tl»tz)

(t1,t2) M
7_4 1,02 — )\(t1,t2)‘ (25)
2

2.1.3 Representation de TL-moments en terme de polynéme

Les polynomes de Jacobi sont des polynomes orthogonaux sur [0, 1]. Elles sont définies

par :

i) = 3o () (T i

= j r—J

Pour r =0,1,2,3 et t; =0, t, = 1, on trouve :

") = 1,
0,1
iV (u) = (2 - 3u),
pi OV (u) = 10u® — 12u + 3,

p3 " (1) = —35u° + 60u® — 30u + 4,

Hosking (2007) introduit une nouvelle formulation des TL- moments en termes de

P,(t1;t2), qui utilise la fonction quantile Q(u) :

r— DI+t +ty)! (b,
A — (:HIE <1 Tt /Q uth (1= )2 ™ (u)du

—D(r +t1 + 2)! ! e
_1)k (r / riti—k—10] _ 2tk
e ey g T oy s 3 T mrny i) MRUOL (1 =) du

I
S| =
¢
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Chapitre 2. Trimmed L-moments

En utilisant cette représentation, les premiers TL-moments pour ¢; = 0 et t; = 1 sont

définies comme suit :

1
A =2 [ Q- win
o1 3 "
/\g b = 5/ Q(u)(4u — 3u* — 1)du,
01) 4 ’
ALY = 5/ Q(u)(—10u 4 18u* — 9u + 1)du,
0

5 1
N =2 / Q(u)(—35u* + 80u® — 60u2 + 16u — 1)du.
0

2.1.4 Relation de réccurrence

Les TL- moments, qui sont des fonctions des polyndémes de Jacobi, et leurs degrés directs
de troncature se traduisent par une relation de récurrence, donc parmi les qualités des
polynémes de Jacobi, la propriété de récurrence est employée pour les polyndémes de

Jacobi déplacés,donnée par :

(2r + 1y +ty — 1)(1 — u)p 2 () = (r + ty)p2 200 — (L 1)pr-ti () (2.6)

(2r +t1 + t2 — Dupi>™ (u) = (r + t1)p; "0 4 (r 4 Dpr2i =D (). (2.7)
En remplagant les formules [2.6] et nous obtenous les formules suivantes :
2+t + g — AU = (p ¢, + o) NEt2=D) 1 r 4 D) (r + ) Atz
T T r T

1
(2r + 1+t — DA = (1 ¢; + 1) A2 — —(p 4 1)(r 4 ) A1),
r
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Chapitre 2. Trimmed L-moments

2.1.5 Relation entre les TL-moments et les L-moments

Nous pouvons trouver les relations suivantes entre les L-moments ajustés et les

L-moments en utilisant I’ équation :

r+1
AN = (/\7" - )\TJrl)a

" 2r
+1)(r+2) r+2 r+2
NG W e W e . B
" 2r(2r + 1) 2 TR )
+1)(r+2)
A = D)
" 2r(2r + 1) ( +2);

2.1.6 Estimation des TL-moments

On s’interesse maintenant aux estimateurs de TL-moment, qui sont des statistiques

d’ordre linéaire Xi., < .... < X,,., de taille n. Ces estimateurs sont données par :

r—1
“ 1 r—1Y\ -
(ot = \(nt2) — ;kgzo(—l)k( i >E(Yr+t1—k:r+t1+t2)~ (2.8)

ou :

R " 7 —1 n—21
E<Yr+t1—k:r+t1+tz = ( Z (7« +t—k— 1> <t2 + k> Kin

T+t1+t2 i=1
Telle que E([Yrit;—kwit,11,) €st Pestimateur sans biais de F [X, 4 gpii1s] - Donc on

obtenus les L&tl’tz)

n—to r—1 . .
(i) _ L r—1 1—1 n—1 A
r r Z Z < )<r+t1—k—1 ta+ k Xim:(29)

(T+t1+t2)z 1+t1 k=0

comme le suivant :

21



Chapitre 2. Trimmed L-moments

Pour t; = 0 et t; = 1, les premiers estimateurs de TL-moments sont :

Lo _ 6 ij (@ 6 1> (n 1— @> X
oo 15~ GO0 - (G059

Lo _ %D (50 (%) = 2(?&)(“;’) Sl Iy IS
o0 _ }12 (G0 =350 (%) (;)3(1:1) () = GOy

/. . t .
pourt; =ty = t, on présente les estimateurs Lﬁ’ comme le suivant :

1 n—t Z(_l)k (7";1) (THZE':lifl) (?J:Iz)
L(t) = — k=0 Xi:n-
T2 -

r+2t

o= (N7 (5]
P[0T =0 () ()] e
P 0T (0

() -0 e
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Chapitre 2. Trimmed L-moments

Et les estimateurs de TL-moments précédents sont trés utiles pour l'estimation des
rapports des TL-moments d’une population 71%2) qu TL-Skewness Tétl’tz) et du TL-

. t1.t . .
Kurtosis Ti b 2), ¢a nous donne les estimateurs des rapports des TL-moments suivants :

tgtl,tQ) _ Lgtl,tg)/Létl,tz).
t:())tl,tz) _ Léthtz)/bétl,tz).
tfl’tz) _ (tnt2)  (tta)

— Y4 2

Remarque 2.1.1 On se qui concerne l’estimation des parameétres des distributions de
probabilité par la méthode des TL-moments, elle est analogue a celle des L-moments

qu’on a mentionnée avant.

Exemple 2.1.1 Le montre les valeurs de la fonction quantile Q(u), la position
TLparamétre A1, le paramétre d’échelle TL AS), TL-skewness 73(1) et TL-kurtosis Til)

pourcertaines distributions courantes
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Chapitre 2. Trimmed L-moments

Distribution Q(u) TL-moments Estimateurs

Normale uto®(u) | AV =u AV =02790, | U =LY 6="L)0,297
n =0,7" = 0,062

La loi logistique | u + olog(%) | A% = u, A8 = 0,5000, | U = LYY, 6 = 2L%"

T
()_0@5)_0 083,

Exponentielle —alog(1 — u) A(l) = 5a/6, \s () = a/d, | &= 6L§1)/5
) =2/9 7V = 1/12

TAB. 2.1 — TL-moments de quelques distributions.

2.2 Exemple sur calcul les lois chauchy et pareto

2.2.1 La distribution de Cauchy

Il y a des lois sans moyenne ni écart—type, parmi ces lois est la loi de Cauchy par fois

nommée de (Lorentz en physique). TL-moments peuvent étre utilisés pour l’estimation

des

parameétres de la loi de Cauchy.

Fonctions de distribution

Définition 2.2.1 Une variable aléatoire X suit une loi de Cauchy, dépendant par deux

parametres

& et a > 0 est défnie comme suit :

Sa fonction de répartition est :

Sa densité est :




Chapitre 2. Trimmed L-moments

Preuve.
Fx(@) = [ )i

= 1arctan(y) B
m o

= Larctan("—%)  arctan(~oo)]

— faretan(* %) - (=)

= %arctan( ;f) + %

.

Définition 2.2.2 la fonction de quantile Q(u) = F1(u) = x est défnie par :

Q(u) =&+ atanm(u — 0.5).

En effet :

ona : u = F(x),alors :

— 1
u = —arctan(m £)+_
7r a
1 _
u—05=— arctan(x 5)
T
m(u—0.5) = arctan(x — f)

«

r=¢+atanm(u — 0.5).

Ou:

le & : Est le parameétre de position.
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Chapitre 2. Trimmed L-moments

le « : Est le parametre d’échelle.
on a les L-moments A, de la distribution de Cauchy n’existe pas (A} = Ay = 00).

TL-moments de la loi de Cauchy : On va appliquer la fonction quantile de la loi

Cauchy pour trouver les premiers quatres TLmoments (1, 1) par (2.3)

Les )\gl), )\él), Aél), )\fll)sont calculés comme suit :

—6/ Q(uyu(l — u)du = €,
—6/ Q(w)u(l —u)(2u — 1)du = 0.698«,
AP /Q w(1 — u)(5u® — 5u + 1)du = 0,

AP / Q(u)u(l — u)(14u® — 21u® + 9u — 1)du = 0.239414«,

Et on déduit les rapports de TL-moments (1,1) :

— TL skewness est donnée par :

W _ Ay 0 _
)\( )~ 0.698ax
— TL kurtosis :est donnée par :
o AY 02394140
T, = = = 0.343.

AP 06980

2.2.2 Distribution de Pareto généralisée

On a choisi la loi de Pareto généralisée centrée.

Définition 2.2.3 On dira que X suit une loi Pareto généralisée de paramétres w > 0

et 0 € R, si sa fonction
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de répartition est donnée par :

1—(1-%2) si(‘);«éO}

1
6
1 —exp(—2) sinon.

F(X) = {

Et la fonction de densité est donnée par :

Elle est définie par :
{0 <z si0>0 }
0<z <-%
La distribution de pareto est définie par deux paramétres et (tels que est appellé index

des valeurs extrémes et le paramétre d’échelle)
Espérance et variance : Si X suit la loi de pareto généralisée, alors :

Pour 8 20 : On a

1 E(X) = [P afy(v)dr = 5.

1-0
[ee) w2
3 U(IT([E) = E(X2> — (E(X))2 = U*QHS)W

Pour # =0: On a

1 EX)=w.
2 E(X?) = 2w

3 var(z) = w?.

Fonction de quantile : Est définie par :

Qu)=—(1—-(1—-u)?) sif#0.

| &
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En effet : on a u = F(X) alors :

u-l—(l—gx)é
1_u:<1—ga;)é
(1—u)0—(1—gx)

L-moment de la loi de Pareto généralisée : Les quatres premiers L-moments sont

données comme suit :

telle que :
1
n = [ QU du. r=1.2.
0

La méme chose pour A9, A3 et A4 alors :

Agz/o (=151 (=) ) = e,

Y e Y — )y — w(®—1)
A3_/0<6“ but+1)g(1-0 )Q)d_(1+0)+(2+0)+(3+9)’
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Et on déduit les rapports de L-moments d’aprés (1.1) :

Le L-Skewness : Est calculé comme suit :

Az (W@ —=1)/1+0)+(2+0)+(3+0))

BN, (W/(1+0)+(2+0)
(0—1)
BCENO)

Le L Kurtosis : Est calculé comme suit :

M (wO-1D)0-2)/1+0)+2+0)+(3+0)+(4+0))
AV W/(1+0)+(2+0)
_(0-1)(0-2)

B+ +6)

TL-moment de la loi de Pareto généralisée : Les quatres premier TL-moments

(1,1) utilisant les formules (2.1]) et (2.2]) sont calculées comme suit :

/ Qu u)du = 0+2)(6+3)
1) - 6w
/Q u(l —u)(2u=1)du = G S G 1)

20w (1 — 0)
3(0+2)(0+3)(0+4)(0+5)
15w(0 — 1)(6 — 2)

2
AL O/Q u(1 —u)(5u® — bu + 1)du =

1) Lo —u)(14u® — 21u? — 9u — 1)du =
/Q w(l =) (U™ =21 = Ju = 1)du = 5 G 0+ 5) (01 6)

Et on déduit les rapports de TL-moments (1,1) par les formules (2.4) et (2.5)

— TL- skewness : Est calculé comme suit :

o _ A 100 -60)
S 90 +5)
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— TL kurtosis : Est calculé comme suit :
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Conclusion

Certaines propriétés des distributions de probabilité générées a I'aide des L-moments et
des TL-moments sont des extensions robustes des L-moments, telles que I’emplacement
(niveau), la variabilité, 'asymétrie et ’aplatissement. Comme alternative robuste aux
moments classiques des distributions de probabilités, des L-moments propres ont été
présentés. Les L-moments et leurs estimations, d’autre part, manquent de certaines des

propriétés substantielles observées dans les TL-moments.

Les exemples de TL-moments sont des combinaisons linéaires de statistiques d’ordre
d’échantillon qui donnent une quantité prédéfinie de valeurs aberrantes de poids zéro.
Les TL-moments de I’échantillon sont des estimations non biaisées des TL-moments as-
sociés a la distribution de probabilité. Certains éléments théoriques et pratiques des TL-
moments sont encore & I’étude ou le seront dans le futur. L’efficacité des TL-statistiques
est déterminée par le choix, par exemple, de celle qui a la plus petite variance (efficacité

maximale)
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