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Introduction

En statistique, un estimateur est une fonction permettant d�évaluer un paramètre

inconnu relatif à une loi de probabilité (comme son espérance ou sa variance).

Il peut par exemple servir à estimer certaines caractéristiques d�une population

totale à partir de données obtenues sur un échantillon comme lors d�un sondage. La

dé�nition et l�utilisation de tels estimateurs constitue la statistique inférentielle.

La qualité des estimateurs s�exprime par leur convergence, leur biais, leur e¢ cacité

et leur robustesse. Diverses méthodes permettent d�obtenir des estimateurs de

qualités di¤érentes

Le premier chapitre du mémoire est consacré à quelques dé�nitions utiles (Modèle

statistique, vraisemblance, familles exponentielles), puis, nous étudierons princi-

palement les statistiques exhaustives et la qualité d�information apporté par un

échantillon de taille n.

Dans le deuxième chapitre nous présentons quelques méthodes de calcul d�un

estimateur comme la méthode des moments, la méthode du maximum de vrai-

semblance et la méthode des moindres carrés.

La première condition imposée à un estimateur est d�être convergent. Deux esti-

mateurs convergents ne convergent cependant pas nécessairement à la notion de

précision d�un estimateur. On mesure généralement la précision d�un estimateur
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Introduction

par l�erreur quadratique. pour rendre l�erreur quadratique moyenne la plus pe-

tite possible, il faut choisir un estimateur sans biais de variance minimale, cette

propriété traduit l�e¢ cacité de l�estimateur.

Il arrive que lors d�un sondage, une valeur extrême et rare apparaisse. On cherche

à ce genre de valeur ne change que de manière très faible la valeur de l�estimateur.

On dit alors que l�estimateur est robuste. Nous présenterons tout cela dans le

troisième chapitre.
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Chapitre 1

Quelques dé�nitions utiles

L�objet de ce chapitre est de présenter le socle sur lequel vont s�appuyer toutes les

techniques statistiques présentées dans les chapitres suivants. Ainsi nous présen-

terons la notion fondamental de modèle statistique et en donnerons quelques cas

particuliers importants que nous retrouverons dans les développementes ultérieurs.

Nous présenterons aussi une notion très liée à la notion de modèle statistiques :

la vraisemblance. Elle est également très importante en statistiques.

1.1 Modèles statistiques

En statistique la loi de probabilité est inconnue. Le but étant justement de la

connaitre, totalement ou partiellement. La modélisation se fait à l�aide d�un mo-

dèle statistique.

Dé�nition 1.1.1 (Modèle statistique) On appelle modèle statistique un tri-

plet (E; E ;P) où :

� E : ensemble des observation poosibles de l�expérience.

3



Chapitre1 Quelques dé�nitions utiles

� E : ensemble des évènements (tribu de paties de E).

� P : famille de mesures de probabilités.

Exemple 1.1.1 Modèle associée à l�observation d�un lancer d�une pièce de mon-

naie :

(f�; Fg ;P (f�; Fg) ; fB (p) =p 2 [0; 1]g)

Modèle associée à l�observation de la note obtenue en mathématiques par un étu-

diant de ST choisi au hasard :

�
R;BR;

�
N
�
m;�2

�
=m 2 R; �2 2 R�+

	�
En statistique on fait rarement une seule observation mais plusieurs, et on notera

(E; E ;P)(n) le modèle associé à n observations d�une v.a X dans des condition

d�indépendance.

Exemple 1.1.2

(f�; Fg ;P (f�; Fg) ; fB (p) =p 2 [0; 1]g)(10)

Modèle associée à l�observation de 10 lancers d�une pièce de demonnaie

�
R;BR;

�
N
�
m;�2

�
=m 2 R; �2 2 R�+

	�(5)
Modèle associée à l�observation des notes obtenues par 5 étudiants de ST choisis

au hasard.

On distingue deux types de modèles statistiques :

Dé�nition 1.1.2 � Un modèle paramétrique est un modèle ou on fait l�hypothése

4



Chapitre1 Quelques dé�nitions utiles

que la loi de X appartient à une famille bien déterminée de lois, famille indexée

par un nombre �ni de paramètres.

� Un modèle non paramétrique est un modèle ou on ne fait aucune hypothése sur

la loi de X ou une hypothèse trés large, par exemple que la loi est absolument

continu.

�modèles statistiques paramétriques :

�
E; E ; (P�)�2�

�
;
�
E; E ; (f�)�2�

�
:

�modèles statistiques non paramétriques :

(E; E ; fP=P 2 Pg)P ! ensemble de toutes les lois de probabilités

(E; E ; fF=F 2 Fg)F ! ensemble de toutes les fonctions de répartition

1.2 Modèle d�échantillonnage

Pour étudier un phénomène aléatoire, on a souvent intéret à observer plusieurs

réalisations indépendantes de celui-ci. C�est ce que l�on a fait dans l�exemple du

premier chapitre. On parle alors d�échantillon ou d�échantillonnage. On appelle

n-échantillon de la loi P� , la donnée d�un vecteur X = (X1; :::; Xn) constitué

de n v.a indépendantes et identiquement distribuées (i:i:d) de loi P�. On appelle

modèle d�échantillonnage, le modèle

�
En; E
n;Pn =

�
P
n� : � 2 �

	�
:

où E
n est la tribu produit(engendrée par les pavés) sur En et P
n� = P�
 :::
P�

est la probabilité produit sur (En; E
n) qui est la loi du vecteur X = (X1; :::; Xn)
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Chapitre1 Quelques dé�nitions utiles

Toutes les v:a ont la même loi, donc la même valeur de �. Un échantillon est un

vecteur aléatoire. Sa réalisation, fruit de n observations indépendantes du même

phénomène, est notée x = (x1; :::; xn). On fera toujours cette distinction entre v.a

et sa réalisation en utilisant majuscules ou minuscule. Grace à l�indépendance et

l�identique distribution, la densité de l�échantillon sous la loi P� est alors :

x = (x1; :::; xn)!
nY
i=1

f� (xi)

pour touts x de E. Si on considère le produit de droite non plus comme une

fonction de x mais comme une fonction du paramètre �, pour un x = (x1; :::; xn)

�xé, on parle de vraisemblance.

1.3 Vraisemblance

Dans un modèle statistique paramétrique (E; E ;P), on appelle vraisemblance de

l�observation x la fonction

L (x; :) : � ! R+

� ! L (x; �) = f� (x)

Bien sur, dans le cas d�un modèle d�échantillonage, la vraisemblance de l�échan-

tillon observé x = (x1; :::; xn) s�écrit sous la forme

L (x1; :::; xn; �) =
nY
i=1

f� (xi) :

C�est donc la loi conjointe du n-�echantillon évaluée aux valeur observées et consi-

dérée comme fonction du paramètre �:
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Chapitre1 Quelques dé�nitions utiles

1.4 Familles Exponentielles

Un modèle paramétrique important en statistique est celui des familles expo-

nentielles. il recouvre de nombreux modèle paramétriques classiques : normal,

binomial, poisson, gamma etc. Un modèle statistique (E; E ;P) sur un espace des

observations E est dit famille exponentielle générale s�il existe un entier p,

des fonctions �; T; C et h tels que les densités puisse s�écrire, pour tout � de �,

sous la forme :

f� (x) = e
h�(�);T (x)iC (�)h (x)

avec les contraintes que

� T soit une fonction mesurable à valeur dans Rp

� � soit une fonction à valeur dans Rp.

� C soit une fonction réelle positive qui ne dépend pas x.

� h soit une fonction borélienne positive qui ne dépend pas de �.

Le vecteur aléatoire T (x) est appelé statistique canonique du modèle. Si la

fonction T est l�identité, la famille exponentielle est dite naturelle. On parle

de forme canonique d�un famille exponentielle générale quand les densités de

probabilités ont la forme

f� (x) = e
h�;T (x)iC (�)h (x) ;

pour tout � de �, ce qu�il est toujours possible d�obtenir quitte à reparamétriser

la famille par �0 = � (�). Dans ce cas le paramètre � de la famille exponentielle est

appelé paramètre canonique. Revenons sur le modèle de Bernoulli. La densité

7



Chapitre1 Quelques dé�nitions utiles

s�écrite :

fp (x) = p
x (1� p)1�x =

�
p

1� p

�x
(1� p) = exp

�
x ln

�
p

1� p

��
(1� p) ;

= exp (h� (p) ; T (x)i)C (p)h (x) ;

avec

� (p) = ln

�
p

1� p

�
; T (x) = x ; C (p) = (1� p) ; h (x) = 1:

Le modèle de Bernoulli est donc une famille exponentielle naturelle puisque T =

Id.

De plus, le modèle Bernoulli paramétrè en fonction de �

(E; E ;P) = (E; E ; fB (1; e�= (1 + e�)) : � 2 Rg) :

est sous forme canonique. Modèle échantillonnage construit à partir d�une famille

exponentielle générale canonique reste une famille exponentielle générale cano-

nique. En e¤et si X = (X1; :::; Xn) est un échantillon de loi de densité

f� (x) = e
h�;T (x)iC (�)h (x) :

alors le vecteur aléatoire X a pour densité

f� (x1;:::; xn) = e
h�;Pn

i=1T (xi)iCn (�)
nY
i=1

h (xi) :

et
Pn

i=1 T (xi) est la statistique canonique du nouveau modèle.

On en déduit l�expression de la vraisemblance pour un échantillon x = (x1; :::; xn)

d�une famille exponentielle générale. La vraisemblance pour un échantillon x =

8



Chapitre1 Quelques dé�nitions utiles

(x1; :::; xn) d�une famille exponentielle générale canonique est la fonction :

� ! L (x1; :::; xn; �) = e
h�;Pn

i=1T (xi)iCn (�)
nY
i=1

h (xi)

1.5 Dé�nition d�une statistique

Soit X est une variable aléatoire dont la fonction de répartition F (x; �) dépendent

du paramètre �, Une statistique est une fonction mesurable T des variables aléa-

toires Xi :

T (X1; :::; Xn)

A un échantillon, on peut associer di¤érentes statistiques. La théorie de l�esti-

mation consiste à dé�nir des statistiques particulières, appelées estimateur. Une

fois l�échantillon e¤ectivement réalisé, l�estimateur prend une valeur numérique,

appellée estimation du paramètre � . On notera �̂ l�estimateur du paramètre �.

Exemple 1.5.1 Soit �X la statistique :

�X = T (X1; :::; Xn) =
1

n

nX
i=1

Xi

c�est-à-dire la fonction moyenne arithmétique des n observations d�un échantillon.

Cette statistique peut être considérée comme un estimateur, a priori raisonnable,

de l�espérance mathématique.

E (X) = m

Caractéristique de la statistique �X :

1. L�espérance mathématique de �Xest égale à la moyenne m de la popula-

9



Chapitre1 Quelques dé�nitions utiles

tion, et est dé�nie comme suit :

E
�
�X
�
= E

 
1

n

nX
i=1

Xi

!

=
1

n
E (X1 + :::+Xn)

=
1

n
[E (X1) + :::+ E (Xn)]

=
1

n
[m+ :::+m]

=
n:m

n

= m

2. La variance de �Xest égale à la variance �2 de la population divisé par

taille n l�échantillon, et est dé�nie comme suit :

V
�
�X
�
=

�
1

n
(X1 + :::+Xn)

�
=
1

n2
V [X1 + :::+Xn]

=
1

n2
[V (X1) + :::+ V (Xn)]

=
1

n2
�
�2 + :::+ �2

�
=
n:�2

n2
=
�2

n

La variance empirique S2 de l�échantillon aléatoire est une statistique, qui

10
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est dé�nit comme

S2 =
1

n� 1

nX
i=1

�
Xi � �X

�2
=

1

n� 1

"
nX
i=1

X2
i � n �X2

#

est un estimateur de la variance théorique �2:

Caractéristique de la statistique S2:

L�espérance mathématique de S2est égale à la variance �2 de la population. En

e¤et

(n� 1)E
�
S2
�
= E

 
nX
i=1

X2
i � n �X2

!

=
nX
i=1

E
�
X2
i

�
� nE

�
�X2
�

= nE
�
X2
1

�
� nE

�
�X2
�

= n
�
�2 +m2

�
� n

�
�2

n
+m2

�
= (n� 1)�2

alors

E
�
S2
�
= �2

1.6 Statistique exhaustive

Dans un problème statistique où �gure un paramètre � inconnu, un échantillon

apporte une certaine information sur ce paramètre (information qui serait di¤é-

11
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rente pour un autre paramètre avec le même échantillon). Lorsque l�on résume cet

échantillon par une statistique, il s�agit de ne pas perdre cette information ; une

statistique qui conserve l�information sera quali�ée d�exhaustive.

1.6.1 Dé�nition d�une statistique exhaustive

La statistique T a donc apporté toute l�information possible sur le paramètre.

Une telle statistique est appelée statistique exhaustive ou résumé exhaustif pour

le paramètre. Les variables aléatoires (Xi)i=1;:::;n étant indépendantes, la densité

de l�échantillon (X1; :::; Xn) est :

L (x1; :::; xn; �) =
nY
i=1

f� (xi) 8� 2 � et 8 (x1; :::; xn) 2 R

où x1; :::; xn est la réalisation de l�échantillon (X1; :::; Xn)

Elle peut se mettre sous la forme :

L (x1; :::; xn; �) = g (t; �)h (x1; :::; xn; �=T = t)

Tel que :

� g (t; �) est la densité de la statistique T .

� h (x1; :::; xn; �=T = t) est la densité conditionnelle de l�échantillon sachant T = t.

La statistique T sera dite exhaustive si la densité conditionnelle de X sachant

T (x) = t et indépendant du paramètre � C�est-à-dire :

h (x1; :::; xn; �=T = t) ne dépende pas de �:

12
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1.6.2 Propriétés d�une statistique exhaustive

La propriété d�exhaustivité pour une statistique est intéressante si elle ne dépend

pas de la taille de l�échantillon. Soient T une statistique exhaustive pour le pa-

ramètre � et ' une fonction strictement monotone de T . Alors : La statistique

S = '(T ) est une statistique exhaustive pour le paramètre �. Soit X est une

variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0; �]. Elle a pour densité :

f (x1; :::; xn; �) =

8><>:
1
�
si x 2 [0; �]

0 sinon

La statistique :

T = sup
i
Xi tel que i 2 [1; n]

est un résumé exhaustif de l�échantillon X = (X1; :::; Xn) pour le paramètre �, tel

que cette échantillon est iid. En e¤et :

� La fonction de vraisemblance de l�échantillon :

L (x1; :::; xn; �) =
nY
i=1

f (xi; �)

=

8><>:
1
�n

si x 2 [0; �]

0 sinon

� Loi de la statistique T est :

La fonction de répartition est :

G (t; �) =

8>>>><>>>>:
0 si t < 0

P (T < t) =
�
t
�

�n
si 0 � t � �

1 si t � �

13
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La densité est :

g (t; �) =

8><>:
ntn�1

�n
si 0 � t � �

0 sinon

Donc la vraisemblance est :

L (x1; :::; xn; �) =
1

�n
=
ntn�1

�n
1

ntn�1

On retrouve la factorisation d�une statistique exhaustive. Le principe de factori-

sation nous donne donc un moyen de reconnaître si une statistique est exhaustive,

mais ne permet pas de la construire ou même de savoir s�il en existe une.

1.6.3 Lois permettant une statistique exhaustive

Le théorème suivant répond à ces deux préoccupations précédentes :

Théorème de Darmois

Soit une variable aléatoire X dont le domaine de dé�nition ne dépend pas de �. Une

condition nécessaire et su¢ sante pour que l�échantillon (X1; X2; :::; Xn) admette

une statistique exhaustive est que la densité est de la forme exponentielle. Et si

de plus l�application :

x �!
nX
i=1

t (Xi)

est bijective et continûment di¤érentiable pour le paramétre �, alors la statistique

T :

T =

nX
i=1

t (Xi)

est une statistique exhaustive particulière.

Ce théorème est un outil très puissant dans la recherche des statistiques exhaus-
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Chapitre1 Quelques dé�nitions utiles

tives et l�on remarque que la plupart des lois usuelles, lois de Poisson, de Gauss,

lois gamma sont de la forme exponentielle. Reprenons l�exemple de la loi uniforme

de densité

f (x; �) =
1

�
sur [0; �]

La densité de la v:a X sous la forme exponentielle donnée par :

f (x; �) = exp (� ln �) ou ln f (x; �) = � ln �

On remarque que t(x) = 1. Cependant, on véri�e que la statistique T :

T =
nX
i=1

a (Xi) = 1

n�est pas une statistique exhaustive pour le paramètre �: En e¤et, le domaine de

dé�nition de la v:a X dépend de �:

Autres exemples de statistiques exhaustives

1. loi de Bernoulli de paramètre p inconnu :T =
Pn

i=1Xi est exhaustif pour p

2. loi de Gauss : N (m;�2)

(a) si � est connu :T =
Pn

i=1Xi est exhaustive pour la moyenne m

(b) si m est connu :T =
Pn

i=1 (Xi �m)2 est exhaustive pour la variance �:

(c) sim et � sont tous les deuxs inconnus le couple
�Pn

i=1Xi;
Pn

i=1 (xi �m)
2�

ou
�
�X;S2

�
est exhaustif pour le couple (m;�).
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1.7 Information de Fisher

On appelle quantité d�infomation de Fisher In (�) apportée par un n-échantillon

sur le paramètre � la quantité suivante positive ou nulle il est de la forme :

In (�) = E

"�
@ (ln (L (x; �)))

@�

�2#
(1.1)

Si le domaine de dé�nition de X ne dépend pas de � et si la vraisemblance est

deux fois dérivable, alors :

In (�) = �E
��
@2 (ln (L (x; �)))

@�2

��

si cette quantité existe. On a L (x; �) est une densité de probabilité :

Z
Rn
L (x; �) dx = 1

En dérivant les deux fois par rapport à � et en remarquant que :

@ (L (x; �))

@�
= L (x; �)

@ (ln (L (x; �)))

@�
(1.2)

il vient : Z
Rn
L (x; �)

@ (ln (L (x; �)))

@�
dx = 0

ce qui prouve que la variable aléatoire

@ (ln (L (x; �)))

@�

16
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est centrée i:e :

E

�
@ (ln (L (x; �)))

@�

�
= 0

Donc

In (�) = E

"�
@ (ln (L (x; �)))

@�

�2#
= V ar

�
@ (ln (L (x; �)))

@�

�
Dérivons une deuxième fois :

Z
Rn
L (x; �)

@2 (ln (L (x; �)))

@�2
dx+

Z
Rn

@ (ln (L (x; �)))

@�

@ (L (x; �))

@�
dx = 0

d�apres 1.2

Z
Rn
L (x; �)

@2 (ln (L (x; �)))

@�2
dx+

Z
Rn

�
@ (ln (L (x; �)))

@�

�2
dx = 0

E

"�
@ (ln (L (x; �)))

@�

�2#
+ E

��
@2 (ln (L (x; �)))

@�2

��
= 0

1.7.1 Propriétés de la quantité d�information

Si le domaine de dé�nition ne dépend pas du paramètre �, on ales propriétés

suivantes :

Additivité : Si le domaine de dé�nition ne dépend pas de � on a :

In (�) = n:I1 (�)

En e¤et les opérateurs espérance et dérivée seconde sont linéaires. Ceci veut

dire que chaque observation a la même importance, ce qui n�est pas le cas

pour la loi uniforme sur [0; �] où la plus grande observation est la plus

intéressante.
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Précision : Soit X une variable aléatoire de Laplace-Gauss N(�; �2) où �2 est

connu. On a I1 (�) = 1
�2

l�information apportée par une observation sur la

moyenne est d�autant plus grande que la dispersion est petite.

1.7.2 Dégradation de l�information

Montrons que l�information portée par une statistique est inférieure ou égale à

celle apportée par l�échantillon. Soit T de densité g(t; �) la statistique que l�on

substitue à l�échantillon, on a :

L (x; �) = g (t; �)h (x; �=T = t)

où h(x; �=t) est la densité conditionnelle de l�échantillon. On a donc, en prenant

l�espérance des dérivées secondes :

In (�) = IT (�)� E
��
@2 (ln (L (x; �)))

@�2

��

le dernier terme est la quantité d�information conditionnelle In=T (�) (ou informa-

tion supplémentaire) , elle est positive ou nulle, donc :

IT (�) � In (�)

on voit donc que si T est exhaustive In (�) = IT (�) et que la réciproque est vraie

si le domaine de X est indépendant de �. Soit X suit de v.a loi exponentielle P (�)

,et dispose d�un échantilllon indépendant (x1; x2; :::; xn). Calculer In (�)

f (x) = � exp (��x)

18
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L (x; �) =
nY
i=1

� exp (��xi) = �n exp
 
��

nX
i=1

xi

!

ln (L (x; �)) = n ln�� �
nX
i=1

xi

@2 (ln (L (x; �)))

@�2
= n

D�où

In (�) = n , I (�) = 1
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Chapitre 2

Quelques méthodes de calcul

d�un estimateur

Il existe plusieurs méthodes pour donnent attribuer des estimations ponctuelles

qui possèdent toutes ou certaines de ces caractéristiques. Dans ce chapitre, nous

étudierons certaines des méthodes couramment utilisées en statistique pour obte-

nir des estimations.

2.1 Dé�nition d�un estimateur

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité f (x; �) dépend d�un seul

paramètre �:

X = (X1; :::; Xn)

est un échantillon de taille n de cette variable (variable parente). Une statistique

est une fonction mesurable T (X) des variable aléatoires Xi. On note, en général,

�̂ (X) ou �̂n, ou plus simplement, �̂ l�estimateur du paramètre �.
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Exemple 2.1.1 La moyenne arithmétique �X des n observations est un exemple

de statistique :

�X = T (X1; :::; Xn) =
1

n

nX
i=1

Xi

Un estimateur est une statistique qui a des propriétés bien dé�nies. Une suite Tn

de statistiques, Tn = ' (Xn), est appellé estimateur du paramètre � si Tn tend

� quand n tend vers l�in�ni, la convergence étant une convergence en probabilité

presque sûre ou en moyenne quadratique. Une fois l�échantillon e¤ectivement réa-

lisé, l�estimateur prend une valeur numérique, appelée estimation ponctuelle du

paramètre � par la statistique T .

Exemple 2.1.2 Si l�on cherche à évaluer la taille moyenne des enfants de 10

ans, on peut e¤ectuer un sondage sur un échantillon de la population des enfants

de 10 ans (par exemple en s�adressant à des écoles réparties dans plusieurs mi-

lieux di¤érents). La taille moyenne calculée sur cet échantillon, appelée moyenne

empirique, sera un estimateur de la taille moyenne des enfants de 10 ans

2.2 Construction d�estimateurs

Trois méthodes sont présentes ; la méthode du maximum de vraisemblance, la

méthode des moments, et la méthode des moindres carrés ordinaires.

2.2.1 La méthode des moments

La méthode des moments est un outil d�estimation intuitif qui date du début des

statistique. Elle consiste à estimer les paramètres recherchés en égalisant certains

moments théorique(qui dépendent de ces paramètre) avec leurs contre parties

empirique. L�égalisation se justi�e par la loi des grands nombres qui implique que
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l�on peut "approcher" une espérance mathématique par une moyenne empirique.

On est donc amené à résoudre un systéme d�équations.

Soit X une variable aléatoire continue ayant la fonction de densité f (x; �1; :::; �k)

ou une variable aléatoire discrète ayant la fonction de masse P (x; �1; :::; �k), cette

variable se caractérisant par k paramètres inconnus. Si X1; :::; Xn forment un

échantillon aléatoire de taille n des valeurs prises par X, on peut dé�nir comme

suit les k premiers moments de cet échantillon par rapport à l�origine :

mk =
1

n

nX
i=1

Xk
i k = 1; 2; :::; n

Les k premiers moments de la population par rapport à l�origine se traduisent,

quant à eux, par

�k = E
�
Xk
�
=

8><>:
R +1
�1 xkf (x; �1; :::; �k) dx; k = 1; :::; n si X est continuePn

i=1 x
k
iP (x; �1; :::; �k) ; k = 1; :::; n si X est discrète

Les moments f�kg de la population sont en général des fonction des k paramètres

inconnus f�ig. En faisant correspondre les moments de l�échantillon à ceux de la

population, on obtient k équation simultanées à k inconnus(les paramètres �i). En

d�autres termes,

�k = mk k = 1; :::; n (2.1)

La solution de l�équation 2.1 notée �̂1; �̂2; :::; �̂k; fournit les estimateurs de moment

de �1; �2; :::; �k

Soit une variableX de loi N (�; �2), les paramètres � et �2 étant ici inconnus. pour

trouver à chacun un estimateur par la méthode des moment, il faut se rappeler
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que dans le cas de loi normale.

8><>: �1 = E (X) = �

�2 = E (X
2) = �2 + �2

Les moments de l�échantillon se traduisent ici par

m1 =
1

n

nX
i=1

Xi et m2 =
1

n

nX
i=1

X2
i

En recourant à l�équation (2:1) ; on obtient donc :

� =
1

n

nX
i=1

Xi

�2 + �2 =
1

n

nX
i=1

X2
i

d�où on arrive aux solution

�̂ =
1

n

nX
i=1

Xi = �X

�̂2 =
1

n

 
nX
i=1

X2
i � n �X2

!
=
1

n

nX
i=1

�
Xi � �X

�2
Loi de Gamma : X suit de la loi gamma de paramètre a et �, son espérance et sa

variance valent : 8><>: E (X) = a�

V (X) = a�2

On peut donc exprimer a et � en fonction de E (X) et V (X)

8><>: E (X) = a�

V (X) = a�2
=)

8><>: a = E(X)
�

V (X) = E(X)
�
�2

=)

8><>: a = E(X)2

V (X)

� = V (X)
E(X)
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Si on dispose d�un échontillon (X1; X2:::; Xn) de la loi gamma de paramètre a et

� on à �X et S2 son d�estimateurs convergents de E (X) et V (X) respctivements.

D�aprés l�expimes. On en dèduit deux estimateurs convergents a et �

8><>: â =
�X2

S2

�̂ =
�X
S2

Dans certains cas, la méthode des moments n�est pas capable d�atteindre la borne

de Cramér-Rao : l�estimation est donc dépassée par l�estimation par maximum de

vraisemblance.

2.2.2 La méthode du maximum de vraisemblance

Soit une populationX muni d�une distribution de probabilité quelecon que P (X; �),

qui dépend d�un paramètre �: Le vrai paramètre � est inconnu. On tire un échan-

tillon (X1; :::; Xn) iid deX . Une observation de cet échantillon est notée x1; :::; xn:

La question qui se pose est comment estimer le vrai paramètre � ? L�idée géné-

rale de l�estimateur du maximum de vraisemblance consiste à choisir le paramètre

qui maximise de vraisemblance de l�échantillon observé. Qu�appelle-t-on une vrai-

semblance ? La fonction vraisemblance notée L (x1; :::; xn; �) est la distribution de

probabilité d�une population de paramètre � que génère l�échantillon observé.

L (x1; :::; xn; �) = P (x1; :::; xn=�)

Puisque les X1; :::; Xn sont iid P (x1; :::; xn=�) est égale au produit de toutes les

probabilité P (Xi = xi) = P (xi = �) que Xi prend la valeur xi :

L (x1; :::; xn; �) = P (x1; :::; xn; �) = P (x1; �) :P (x2; �) :::::P (xn; �)
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L�estimateur du maximum de vraisemblance notéEMV est la valeur du paramètre

qui maximise cett fonction de vraisemblance.

EMV
h
�̂
i
= �MV = �̂ (x1; :::; xn) maximise L (x1; :::; xn; �)

L
�
x1; :::; xn; �̂MV

�
= max

�
L (x1; :::; xn; �)

L (x1; :::; xn; �) = max
�
P (x1; �) :::::P (xn; �)

L�EMV est donc la valeur du paramètre inconnu, dont il est le plus vraisemblance

qu�il génère l�échantillon e¤ectivement observé. si X est une variable aléatoire

continue, la fonction de vraisemblance est déterminée à partir de la densité de

probabilité f (x; �) = P (x; �)

Soit :

L (x1; :::; xn; �) = f (x1; �) :f (x2; �) :::::f (xn; �) =
nY
i=1

f (xi; �)

On notera que la valeur �̂ obtenue dépend de l�échantillon. Elle en constitue une

estimation particulière.

Exemple 2.2.1 (variable aléatoire de Bernoulli) On suppose queX  B (p)

(p est le vrai paramètre inconnu) On tire un échantillon X1; :::; Xn idd de taille

n. Les valeurs observées sont telles que l�on a s sucées (xi = 1) et n � s échecs

(xj = 0), La vraisemblance de cet échantillon est donnée par :

L (x1; :::; xn; �) =

nY
i=1

p (xi; p)

soit

L (x1; :::; xn; �) =
nY
i=1

pxi (1� p)1�xi
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p étant la probabilité de succés p [Xi = 1] , et (1� p) est la probabilité d�échec

p [Xi = 0]

0 � p � 1 d�où

L (x1; :::; xn; p) = p
s (1� p)n�s

L�EMV p̂ maximise L (x1; :::; xn; p) par rapport à p:

Une condition nécessaire pour obtenir le maximum de L (x1; :::; xn; p) est que la

dérivée par rapport à p soit nulle.

puisque

@L (x1; :::; xn; p)

@p
= s:ps�1: (1� p)n�s � ps: (n� s) : (1� p)n�s�1

Cette condition implique

s:p̂s�1: (1� p̂)n�s � p̂s: (n� s) : (1� p̂)n�s�1 = 0

En divisant par ps�1: (1� p)n�s�1 ; on obtient

s: (1� p̂)� p̂: (n� s) = 0

et alor

s� p̂n = 0) p̂ =
s

n

ou encore
nX
i=1

xi � p̂n = 0) p =

Pn
i=1 xi
n

= �X

On peut facilement véri�er (dérivée seconde de L (xi; :::; xn; p) par rapport à p
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est négative que p = �X estle maximum unique de L (xi; :::; xn; p) : En pratique, le

calcul de l�estimateur du maximum de vraisemblance se fait de la manière suivant :

partant de la fonction de vraisemblance

L (xi; :::; xn; �) = p (x1; �) :::::p (xn; �)

� étant toujour le paramètre inconnu. On introduit la fonction logarithme comme

suit :

logL (xi; :::; xn; �) =
nX
i=1

log p (xi; �)

Maximiser L (�) est équivalent à maximiser logL (�) :

On a L (�1) � L (�2) si et seulement si logL (�1) � logL (�2) 8�1; �2

En conséquence L�EMV�̂MV = �̂MV est la valeur de � qui maximise

logL (�) =
nX
i=1

log p (xi; �)

La procédure de détermination de ce maximise consiste à :

� Déterminer la dérivée du logL (�) par rapport à �

@ logL (�)

@�

� Calculer �̂MV solution
@ logL (�)

@�
= 0

� véri�er que la solution �̂ représente réellement le maximum de logL (�) : La

dérivée second de logL (�) par rapport à � doit etre négative.

Exemple 2.2.2 (variable aléatoire de normale) On suppose queX  N(m;�2);

où la vrai moyenne m est la vrai variance �2 sont inconnues on tire un échan-
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tillon X1; :::; Xn idd de taill n .Les valeur observée sont x1; :::; xn: On essaye de

trouve les estimateurs du maximmum de vraisemblance de la moyenne m̂MV et de

la variance �̂MV . Considérons d�abord l�estimation de m . Puisque X est une v.a

continue, la fonction de vraisemblance doit étre dé�nit à partir de la densité de

probabilité.

Soit

L
�
x1; :::; xn;�

2
�
= P

�
x1;m; �

2
�
:::::P

�
xn;m; �

2
�

Où

P
�
xi;m; �

2
�
=

1
2
p
2��

exp

 
�(xi �m)

2

2�2

!
; i = 1; :::; n

par conséquent, la vraisemblance qu�une population de moyenne m et de varaince

�2 génère l�échantillon observé s�avère étre :

L
�
x1; :::; xn;�

2
�
=

1�
2
p
2��

�n exp
 
�

nX
i=1

(xi �m)2

2�2

!

logL
�
X;m;�2

�
= �n log

�
�

2
p
2�
�
�

nX
i=1

(xi �m)2

2�2

@ logL (X;m;�2)

@m
=

nX
i=1

(xi �m)
�2

Ainis, m̂MV est déterminer par l�équation suivante :

nX
i=1

(xi �m)2

�2
= 0 =)

nX
i=1

(xi �m)2 = 0

=) m̂MV =

nX
i=1

xi
n
= �X

Considérons maintenant l�EMV de �2.
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Soit toujours

logL
�
x1; :::; xn;m;�

2
�
= �n log

�
�

2
p
2�
�
�

nX
i=1

(xi �m)2

2�2

= �n
2
log
�
�2
�
� log

�
2
p
2�
�
�

nX
i=1

(xi �m)2

2�2

@ logL (X;m;�2)

@�2
= � n

2�2
+

nX
i=1

(xi �m)2

2�4

L�EMV �̂2 est déterminé, ainis, par l�équation suivante :

� n

2�2
+

nX
i=1

(xi �m)2

2�4
= 0() �n�2 +

Pn
i=1 (xi �m)

2

2�2
= �̂2MV =

1

n

nX
i=1

(xi �m)2

Si on remplace m̂MV par sa valeur devient

�̂2MV =
1

n

nX
i=1

(xi �m)2

La méthode des moments donne les mêmes estimateurs de � et de �2 que la

méthode du maximum de vraisemblance.

2.2.3 La méthode des moindres carrés

Un grand nombre d�études empirique ont pour but d�analyser la façon dont une

variable est reliée à d�autres variables. L�examen de ce type de problème est s�ap-

peler l�analyse de la régression. Supposons que l�on dispose d�un échontillon de

taille n d�observations de X et Y échontillon :

(Y1; X1) ; (Y2; X2) ; :::; (Yn; Xn)

29



Chapitre 2 Quelques méthodes de calcul d�un estimateur

Il faut déterminer la relation entre X et Y à partir de cet échontillon. Souvent on

se retrouve dans la situation suivante : Y vraie régulièrement avec X. La tendance

globale est bien décrite par une droit (relation linéaire). En d�autres termes :

Yi = a+ bXi + �i (2.2)

Les valeurs de a; b et �i sont inconnues dans l�équation 2.2, mais elles sont �xés,

alors que � varie d�une observation à l�autre. Seules les valeurs de a et b sont à

estimer. Soient â et b̂ les estimateurs de a et b respectivement, nous ecrivons :

Ŷ = â+ b̂X

où Ŷ est la valeur prédite pour un X donné lorsque â et b̂ sont détèrminer. Le

problème revient à trouver les paramètres a et b de la droite Ŷ = â + b̂X qui

"approche le mieux" la dépendance des Y sur les X, c�est-à-dire qui "s�écarte

le moins" du nuage de points (Yi; Xi) : Nous nous basons sur la méthode des

moindres carrés pour l�estimation des paramètres, en choisissant les valeurs â et

b̂ telles que la distance entre Yi et a+ bXi soit minimale. il faut done que :

�i = Yi � a� bXi

Soit petit pour tout i, Pour ce faire, nous pouvons choisir parmi plusieurs critères

comme :

1. mina;b (max (j�ij))

2. mina;b (
Pn

i=1 j�ij)

3. mina;b (
Pn

i=1 �
2
i )
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Mais pour des raisons de commodité, nous allons employer le troisième criétre :

celui privilégié par la méthode des moindres carrés. Supposons que nous disposons

de n observations :

(Y1; X1) ; (Y2; X2) ; :::; (Yn; Xn)

L�équation liant les Yi et les Xi est dé�nie par :

Yi = a+ bXi + �i i = 1; :::; n

et la somme des carrés des écarts à la droit est :

S (a; b) =
nX
i=1

�2i =
nX
i=1

(Yi � a� bXi)
2 (2.3)

Nous de vons estimé a et b de telle façon que lorsqu�on substitue les estimation

de a et b dans l�équation 2.3 , on obtienne la plus petite valeur possible de S .

Mathématiquement, on pent de terminer les estimateurs de a et b, notes respec-

tivement â et b̂, en prenant les dérivées partielles de l�équation 2.3 D�abord par

rapport à a, en suite par rapport à b et ce en les posant égale sa zero. Derivée

partielle par rapport à a :

@S (a; b)

@a
= �2

nX
i=1

(Yi � a� bXi) = 0

et derivée partielle par rapport à b :

@S (a; b)

@b
= �2

nX
i=1

(Yi � a� bXi)Xi = 0
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Chapitre 2 Quelques méthodes de calcul d�un estimateur

Ainis les valeur estimées de â et b̂ sont données par :

nX
i=1

�
Yi � â� b̂Xi

�
= 0 (2.4)

nX
i=1

�
Yi � â� b̂Xi

�
Xi = 0 (2.5)

En développant les équations 2.4 et 2.5 nous obtenons :

nX
i=1

Yi � nâ� b̂
nX
i=1

Xi = 0 (2.6)

nX
i=1

XiYi � â
nX
i=1

Xi � b̂X2
i = 0 (2.7)

Ces équations 2.6 et 2.7 sont appellées équation normales. Sachant que :

�X =
1

n

nX
i=1

Xi et �Y =
1

n

nX
i=1

Yi

nous trouvons pour les équations 2.6 et 2.7 les solutions suivantes :

â = �Y � b̂ �X

b̂ =

Pn
i=1

�
Xi � �X

� �
Yi � �Y

�Pn
i=1

�
Xi � �X

�2
En substituant l�équation â dans l�équation b̂, nous obtenons l�équation de régres-

sion estimée :

Ŷi = �Y + b̂
�
Xi � �X

�
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Chapitre 3

Qualités d�un estimateur

On a vu plusieurs techniques pour construire des estimateurs. Même si la présen-

tation n�est pas exhaustive,abordons maintenant le problème de l�évaluation de la

qualité d�un estimateur et la comparaison d�estimateurs entre-eux. Le but étant

bien sûr de prendre le meilleur (s�il en existe un meilleur). On l�a vu, un estimateur

�̂ de � est une v:a. Pour chaque échantillon observé, l�estimateur prendra de nou-

velles valeurs. Il faut donc, pour parler de la qualité d�un estimateur, tenir compte

de son comportement aléatoire. A priori donc, l�estimateur ne donnera pas tou-

jours (en fait même rarement) la bonne valeur �. Dans le cas où �̂ est absolument

continu, il sera même p:s. toujours di¤érent de la valeur �xe �. Il est à noter que

la présence d�erreur n�est pas toujours la conséquence des variations aléatoires de

l�estimateur. Naturellement, on voudra qu�un estimateur possède quelques unes

(à défaut de toutes) des qualité suivantes.

� Quand la taille d�échantillon augmente, l�estimateur a tendance à se rapprocher

(dans un sens à dé�nir) de la valeur � qu�il estime. On parlera dans ce cas

d�estimateur convergent ou consistant.

� Même si l�estimateur commet une erreur d�estimation à chaque fois, �en moyenne�
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

(en fait en espérance) il ne se trompe pas. On dira dans un tel cas que l�esti-

mateur est sans biais.

� L�estimateur doit être le plus précis possible : les variations de l�estimateur

autour de � doivent être réduites, voire les plus petites possible. On mesurera

cette précision au moyen de la notion de fonction de risque.

Il y aurait d�autres critères, mais nous n�aurons pas le temps de les étudier.

3.1 Estimateur convergent

3.1.1 Convergence en probabilité

On dit que la suite (Xn)n�1 converge en probabilité vers X, et on note Xn
p�! X

quand n �!1 si :

8� > 0; lim
n�!1

P (jXn �Xj > �) = 0

ou

8� > 0; lim
n�!1

P (jXn �Xj � �) = 1

On dit que �̂n est un estimateur convergent � de si �̂n tend vers en probabilité

quand n tend vers 1 c-à-d :

8� > 0; lim
n�!1

P
h����̂n � ���� > �i = 0 c-à-d �̂n

p�! � quand n �!1
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

3.1.2 Convergence presque sûre

On dit que la suite (Xn)n�1 converge presque sûrement vers X, et on note Xn
p:s�!

X quand n �!1 si :

P
�
8w : Xn (w) �!

n�!1
X (w)

�
= 1 () P (8w : jlimXn (w) = X (w)j) = 1

ou

8� > 0;
1X
n=1

P (jXn �Xj > �) <1 c-à-d la série converge.

On parle d�estimateur fortement convergent lorsqu�on a convergence presque sûre.

Soit �̂n un estimateur convergent du paramètre �, et soit une fonction de R dans

R, continue au point �. Alors (�(�̂n)) est un estimateur convergent de � (�).

Exemple 3.1.1 Soit X = (X1; :::; Xn) est une v:a suit la loi Normale N (m;�2)

et on a �̂ = �X est un estimateur de m. D�après la théorème central limite on a :

p
n
�X �m
�

 N (0; 1)

Donc on calcule :

P
��� �X �m�� > �� = 1� P ��� �X �m�� � ��

= 1� P
�
�� � �X �m � �

�
= 1� P

�
��
p
n

�
�
�X �m
�

� �
p
n

�

�
= 2� 2�

�
�
p
n

�

�

où � est la fonction de répartition de la loi normale N(0; 1). Alors, si n �! 1
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

on trouve

lim
n�!1

P
��� �X �m�� > �� = 2� 2� (1) = 0

Et d�après la dé�nition la statistique �̂ = �X est un estimateur consiste de �.

3.2 Estimateur sans biais

L�erreur d�estimation est mesurée par la quantité �̂ � � qui peut s�écrire :

�̂ � � = �̂ � E
�
�̂
�
+ E

�
�̂
�
� �

1. �̂ � E
�
�̂
�
représente les �uctuations de l�estimateur �̂ autour de sa valeur

moyenne E
�
�̂
�
(espérance mathématique).

Fig. 3.1 �Comparaison d�estimateur avec E (T1) = E (T2) et V ar (T1) > V ar (T2)

2. E
�
�̂
�
�� est une erreur systématique car l�estimateur �̂ varie autour de son

espérance mathématique E
�
�̂
�
et non autour de la valeur � du paramètre
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

sauf si E
�
�̂
�
� �.

3. La quantité E
�
�̂
�
� � est le biais de l�estimateur.

4. Un estimateur est sans biais si E
�
�̂
�
= �.

Exemple 3.2.1 (Estimateur de l�espérance mathématique) Soit (X1; X2; :::; Xn)

un n échantillon telles que E (Xi) = m, 8i = 1; :::; n:; �X = 1
n

Pn
i=1Xi (la moyenne

empirique) est un estimateur sans biais de m, en e¤et :

E
�
�X
�
= E

 
1

n

nX
i=1

Xi

!

=
1

n

nX
i=1

E (Xi)

=
1

n
nE (X1)

=
1

n
nm

= m

Alors

E
�
�X
�
= m

3.3 Estimateur asymptotiquement sans biais

On dit que �̂n est un estimateur asymptotiquement sans biais de � si :

lim
n�!1

E
�
�̂n

�
= �

Exemple 3.3.1 Soit (X1; X2; :::; Xn) un n échantillon
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

telles que V (Xi) = �
2 <1,8i = 1; :::; n

S2 =
1

n

nX
i=1

�
Xi � �X

�2
=
1

n

nX
i=1

X2
i � �X2

la variance empirique est un estimateur asymptotiquement sans biais de �2,

en e¤et :

E
�
S2
�
= E

 
1

n

nX
i=1

�
Xi � �X

�2!

=
1

n

nX
i=1

EX2
i � E �X2

= EX2 � E �X2

=
�
V (X) + E2 (X)

�
�
�
V
�
�X
�
+ E2

�
�X
��

= �2 +m2 � �
2

n
�m2

= �2 � �
2

n

Donc

lim
n�!1

E
�
S2
�
= lim

n�!1

�
�2 � �

2

n

�
= �2

3.4 Estimateur avec biais(biaisé)

On dit que �̂n est un estimateur avec biais de � si :

E
�
�̂n

�
6= � c-à-d E

�
�̂n � �

�
= E

�
�̂n

�
� � 6= 0

Exemple 3.4.1 Soit (X1; ::; Xn) un n échantillon.
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

Et S2 est un estimateur biaisé de �2

S2 =
1

n

nX
i=1

�
Xi � �X

�2
=
1

n

nX
i=1

X2
i � �X2

=
1

n

nX
i=1

(Xi �m)2 �
�
�X �m

�2

E
�
S2
�
= �2 � �

2

n
= �2

�
n� 1
n

�
6= �2

Cependant, l�absence de biais n�est pas une garantie absolue de « bon estimateur» .

Il faut aussi tenir compte de sa variance (3.1).

3.5 Risque d�un estimateur (Erreur quadratique

moyenne)

Comme l�indique son nom ce critère mesure la distance au carré à laquelle �̂ se

suite en moyenne par rapport à �. Donc on appelle erreur quadratique moyenne

de �̂ par rapport à �, la valeur notée EQM dé�nie par :

EQM
�
�̂
�
= E

��
�̂ � �

�2�

On peut écrire :

E

��
�̂ � �

�2�
= E

��
�̂ � E

�
�̂n

�
+ E

�
�̂
�
� �
�2�

= E

��
�̂ � E

�
�̂n

��2�
+ 2E

h�
�̂ � E

�
�̂
���

E
�
�̂
�
� �
�i
+ E

��
E
�
�̂
�
� �
�2�
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

Comme E
�
�̂
�
� � est une constante et que E

h
�̂n � E

�
�̂n

�i
= 0 il vient :

E

��
�̂ � �

�2�
= V

�
�̂
�
+
h
E
�
�̂
�
� �
i2

Donc

EQM
�
�̂
�
= V

�
�̂
�
+Biais2

�
�̂
�

Le meilleur de deux estimateur �̂1 et �̂2, c�est-à-dire le plus e¢ cace, est celui qui

a la plus petite EQM : �̂1 est plus e cace que �̂2 si :

EQM
�
�̂1

�
< EQM

�
�̂2

�
()

EQM
�
�̂1

�
EQM

�
�̂2

� < 1
De deux estimateurs sans biais, ceci revient à dire que le plus e¢ cace est celui la

variance minimale

3.6 Estimateur robuste

Il arrive que lors d�un sondage, une valeur extrême et rare apparaisse (par exemple

un enfant de 10 ans mesurant 1; 80 m). On cherche à ce que ce genre de valeur

ne change que de manière très faible la valeur de l�estimateur. On dit alors que

l�estimateur est robuste.

Exemple 3.6.1 En reprenant l�exemple de l�enfant (Exemple2:1:2), la moyenne

n�est pas un estimateur robuste car ajouter l�enfant très grand modi�era beaucoup

la valeur de l�estimateur. La médiane par contre n�est pas modi�ée dans un tel cas.
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

3.7 Estimateur e¢ cace

Un estimateur sans biais est e¢ cace s�il n�est pas possible de trouve un autre

estimateur sans biais qui a une variance plus petit. Soient �̂1 et �̂2 deux estimateurs

sans biaisé de �, �̂1 est dit e¢ cace que �̂2 si V
�
�̂1

�
� V

�
�̂2

�
et �̂ est dit un

estimateur e¢ cace si

V
�
�̂
�
=

1

In (�)

ou In (�) est la quantité d�information apportée par l�échantillonX = (X1; X2; :::; Xn)

sur �, et par rapport 1.1

Exemple 3.7.1 Xi � N (m;�2) et V
�
�X
�
= �2

n
:

L (X;m) =
1�

� 2
p
2�
�n exp

 
� 1

2 � �
X
i

(Xi �m)2
!

ln (L (X;m)) = �n ln
�
�

2
p
2�
�
� 1

2 � �
X
i

(Xi �m)2

@ ln (L (X;m))

@m
=
1

�2

X
i=1

(Xi �m)2

@2 ln (L (X;m))

@m2
=
�n
�2

In (�) = �E
�
@2 ln (L (X;m))

@m2

�
= �

�
�n
�2

�
=
n

�2

d�ou

V
�
�X
�
=

1

In (�)

Il en résulte que �X est un estimateur e¢ cace.

Exemple 3.7.2 Soit X1; X2; :::; Xn un n échantillon telles que
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

�̂1 =
X1+X2

2
, �̂2 = 1

n

Pn
i=1Xi+

X1�X2
2

deux estimateurs sans biais de m = E (X1)

E
�
�̂1

�
= E

�
X1 +X2

2

�
=
1

2
(X1 +X2) =

1

2
(E (X1) + E (X2)) =

1

2
2E (X1) = m

et

V
�
�̂1

�
= V

�
X1 +X2

2

�
=
1

4
[V (X1) + V (X2) + 2cov (X1; X2)]

=
1

4
V (X1) + V (X2)

=
1

4
2V (X1)

=
1

2
�2

V
�
�̂1

�
=
1

2
�2

on a cov (X1; X2) = 0 car X1; X2 sont indépendante.

E
�
�̂2

�
= E

 
1

n

nX
i=1

Xi +
X1 �X2

2

!
=
1

n

nX
i=1

E (Xi)+
1

2
[E (X1)� E (X2)] =

1

n
nE (X1) = m

et

V
�
�̂2

�
= V

 
1

n

nX
i=1

Xi +
X1 �X2

2

!

=
1

n2

nX
i=1

V (Xi) +
1

4
[V (X1) + V (X2)� 2cov (X1; X2)]

=
1

n2
nV (X1) +

1

4
2V (X1)

=
1

n
�2 +

1

2
�2

V
�
�̂2

�
=
2 + n

2n
�2
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

Alors V
�
�̂1

�
< V

�
�̂2

�
, donc �̂1 est plus e¢ cace que �̂2

3.7.1 Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao(FDCR)

Le résultat suivant nous indique qua la variance d�un estimateur ne peut être

inférieure à une certaine borne, qui dépend de la quantité d�information de Fisher

apportée par l�échantillon sur le paramètre � : Si le domaine de dé�nition de X

ne dépend pas de �, on a pour tout estimateur �̂ sans biais de � :

V
�
�̂
�
� 1

In (�)

et si �̂ est un estimateur sans biais de k(�) :

V
�
�̂
�
� [k0 (�)]2

In (�)

où k est une fonction dérivable.

3.8 Estimateur absolument correct

Un estimateur est convergent si sa distribution tend à se concentrer autour de la

valeur inconnue du paramètre. Un estimateur sans biais, dont la variance tend vers

0 quand n tend vers l�in�ni, est donc convergent. Il est absolument correct. Mais

il n�est pas nécessairement unique comme le montrent les exemples ci-dessous.

Exemple 3.8.1 Comparaison d�estimateurs de l�espérance mathématique Comme

estimateur de l�espérance mathématique m, on peut choisir la statistique T1 :

�̂1 =
1

n

nX
i=1

Xi E
�
�̂1

�
= m V ar

�
�̂1

�
=
�2

n
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Chapitre 3 Qualités d�un estimateur

T1 est un estimateur sans biais dont la variance tend vers 0 quand n tend vers

l�in�ni, il est donc convergent. On peut aussi choisir la statistique �̂2, moyenne

arithmétique des observations de rang impair. On obtient si on suppose n pair :

�̂2 =
2

n

p�1X
i=0

X2i+1 n = 2p E
�
�̂2

�
= m V ar

�
�̂2

�
=
2�2

n

L�estimateur �̂2 est sans biais et sa variance tend vers 0 quand n tend vers l�in�ni,

il est donc convergent. les deux estimateurs �̂1 et �̂2 ont les mêmes propriétés. Il

est évident cependant que �̂1 est « meilleur » que �̂2. En e¤et :

� il tient compte de toute l�information apportée par l�échantillon.

� sa variance est la plus petite : V ar
�
�̂1

�
< V ar

�
�̂2

�
Exemple 3.8.2 Estimation du paramètre p d�une loi binomiale. On veut esti-

mer la proportion p d�électeurs qui voteront pour le candidat A lors des élections

municipales. On interroge un échantillon représentatif de taille n de l�ensemble

des électeurs et soit Kn le nombre de réponses favorables ou fn la fréquence des

réponses. 8><>: E (Kn) = np

V ar (Kn) = np (1� p)8><>: E (fn) = n

V ar (fn) =
p(1�p)
n

La fréquence fn est un estimateur sans biais du paramètre p. De plus, sa variance

tend vers 0 quand n tend vers l�in�ni, il est donc convergent.

Résumé : estimateurs convergents et sans biais

� d�une moyenne E(X) :la statistique �X = 1
n

Pn
i=1Xi
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� d�une variance S2 :la statistique S2 = 1
n�1

Pn
i=1

�
Xi � �X

�2
Attention : S n�est pas un estimateur sans biais de l�écart-type �, en e¤et :

E
�p
S2
�
6=
p
E (S2)

� d�une proportion p : la fréquence fn =
Kn

n
(Kn nombre de réalisations de

l�événement étudié au cours de n épreuves).

3.9 Recherche du meilleur estimateur

La recherche du meilleur estimateur d�un paramètre est un problème di¢ cile à

résoudre. En e¤et :

� La précision d�un estimateur �̂ dépend de sa variance, c�est-à-dire de la loi de �̂

qui dépend elle-même de la loi de la variable aléatoire X. Il faut donc connaître

la forme de cette loi .

� Une statistique est un résumé apporté par un échantillon, il est donc très im-

portant de ne pas perdre d�information.

En tenant compte de ces deux impératifs, on peut aborder la recherche du meilleur

estimateur suivant deux méthodes :

� Soit en recherchant des statistiques exhaustives qui conduisent à des estimateurs

sans biais, de variance minimale.

� Soit en étudiant la quantité d�information de Fisher qui apporte des indications

sur la précision d�un estimateur.

45



Conclusion

L�un des problèmes de la statistique mathématique est la recherche des estimateurs

e¢ caces, c�est-à-dire des estimateurs à variance minimale.

L�estimateur du maximum de vraisemblance possède cette propriété d�e¢ cacité,

mais malheureusement cet estimateur est très sensible contre les valeurs extrêmes,

en d�autre terme est un estimateur non robuste.

C�est pour cette raison que nous avons présenté ce travail qui s�intéresse aux

qualités d�un estimateur.
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Notations et symbols

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

v:a ! Variable aléatoire.

i:i:d ! Indépendantes identiqument distribuées.

c:�a:d ou i:e ! C�est à dire.

E(X) ou � ! Espérance mathématique ou moyenne di v.a X.

V (X) ! Variance du v.a X.

�X ! Moyenne empirique.

� ! Ecart type.
p! ! Converge en probabilité.

S2 ! Variance empirique.

L(x; �) ou L�(x) ! Fonction de la vraismeblance.

f(x; �) ! Densité de probabilité.

E ! L�ensemble d�observation.

EMV ! Estimateur du maximum de vraisemblance.

EQM
�
�̂n; �

�
! L�erreur quadratique moyenne de �̂n par rapport à � :

� ! ensemble de dé�nition �
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