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Introduction

a théorie des probabilités et en statistique, les lois normales sont parmi les lois

Ldes probabilités les plus utilisées pour modéliser des phénoménes naturels issus
de plusieurs événements aléatoires. Elles sont également appelées lois Gaussiennes, loi de
Gauss ou lois de Laplace-Gauss des noms de Laplace (1749-1827) et Gauss (1777-1855),
deux mathématiciens, astronomes et physiciens qui 'ont étudiée.
Plus formellement, une loi normale est une loi de probabilité absolument continue qui
dépend de deux paramétre : son espérance, un nombre réel noté i et sont écart-type, un
nombre réel positif noté o.
Parmi les lois de probabilité, les lois normales prennent une place particuliére grace au théo-
réme central limite .En effet, elles correspondent ou comportement, sous certaines condi-
tions, d’une suite d’expériences aléatoires similaires et indépendantes lorsque le nombre
d’expériences est tres élevé.
Gréce a cette propriété une loi normale permet d’approcher d’autres lois et ainsi de mo-
déliser de nombreuses études scientifiques comme des tests statistiques en utilisant par
exemple les tables de la loi normale centrée réduite par contre, il existe une loi.
Une loi de probabilité dont les queues ne sont pas exponentiellement bornées, ce qui signifie
qu’elles ont des queues plus lourdes que la loi exponentielle.
Dans de nombreuses applications, c’est la queue droite de la distribution qui est intéres-
sante, mais une distribution peut avoir une queue lourde a gauche, on les deux queues

peuvent étre lourdes.



Introduction

Il ya trois sous classes importantes de distributions & queue lourde, les lois a queue épisse,
les lois a langue queue et les lois sous-exponentielles. Dans la pratique toutes les lois a
queue lourde couramment utilisées appartiennent & la classe sous-exponentielle

Ce travail se déroule autour de deux chapitres ,dans le premier chapitre on s’intéresse a
I’étudié la loi normale, leur définition,propriété et caractéristique.

Le deuxiéme chapitre donne une définition et des exemples de distributions & queues, ainsi,
on s’intéresse aux propriétés caractéristiques de ces derniéres, i.e. des distributions dont
trois les moments exponentiels sont infinis.

Ensuite, on présentera les différentes classes des distributions a queue lourdes : on parlera
des distributions sous exponentielles et des distributions réguliéres qui sont les classes les

plus importantes de distributions & queue lourde.



Chapitre 1

La lol normale

L’objectif du chapitre est de représenter la loi normale, le modeéle probabiliste, le plus

utilisé décrivant de nombreux phénomeénes observés en pratique.

1.1 Historique

En théorie des probabilités et en statistique, la loi normale est 'une des lois de probabilité
les mieux adaptées pour modéliser des phénomenes naturels provoqués par plusieurs évé-
nements aléatoires. La loi normale est apparue pour la premiére fois en 1733 par Abraham
de Moivre en approfondissant 1'utude de jeu de pile et de face. Il a en fait remarqué que
lorsque le nombre de lancers deviens trés important, la probabilité d’obtenir K pile de n
lancers se rapproche d’une courbe en cloche [14]

Elle est également connue sous le nom de la loi de Gauss ou la loi de Laplace-Gauss. Cette
loi était alors considérée comme un idéal a réaliser par la nature, car elle est omniprésente
dans un grand nombre de phénoménes physiques, biologiques et sociaux, d’ot le nom de

"normale".



Chapitre 1. La loi normale

F1c. 1.1 — Abraham de Moivre

1.2 Définitions

Définition 1.2.1 (La loi normale générale) Une v a réelle X suit une loi normale (ot
loi gaussienne, loi de Laplace-gauss) d’espérance . et de variance o? si cette v a réel X

admet pour densité de probabilité la fonction f(x) définie, pour tout nombre réel x, par

1 1
vV 2mo? P 202

fz) = (z — )},

en résume cette loi par la notation N'(u,c?).

0.040

0.025

0.010

F1G. 1.2 — La fonction de densité de la loi normale de parémétre p et o2

Définition 1.2.2 (La loi normale standard) la loi normale standard N (0,1) est celle

4



Chapitre 1. La loi normale

de densité

1.3 Fonction de répartition

Définition 1.3.1 On appelle fonction de répartition d’une v a X qui suit la loi N (p1, 0?),

la fonction définie par

Fo(o) = PIX < @) = —— [ exp{g (o — P}

Remarque 1.3.1 L’%intégrale de la densité d’une v a suit une loi normale, n’ayant pas
d’expression mathématique explicite, résultant en ’émergence de tables de la fonction de

répartition.

1.4 Espérance et Variance

une v a qui suit la loi normale de paramétre i et 02, admet une espérance et une variance
telle que
E(X)=petV(X)=o0"

Proof. 1/ L’espérance de X s’écrit

400
E(X) = /:L’f(:v)dx

—0o0

+o00
1 1
o2 /xGXP{—@ (z — M)Z}dﬂ




Chapitre 1. La loi normale

En effet un changement de variable

T =
g

z = — T =20+ pu = dr = odz.

En écrit alors

; T/ AP 7/ car

- Tt (72 o

2/ La variance de X s’écrit

et on a
“+o00

—00

+o0o
1 1
= \/W/a:2 exp{—ﬁ (x — p)*Yda




Chapitre 1. La loi normale

en poséde un changement de variable z = *=£ on obtient

BE(X?) = \/% 70(20 + 1)” exp (_(22)2) odz

: T/ o (ZEY s L [t (Z)
+ \/LQ_WZOOZMU exp (%ﬁ) dz.
_ ;;_WZOZQ exp (_<;)2> dz + ;;_Wyooexp (_(22)2) dz

“+o00

2u0 —(2)2)
+ —— [ zex dz.
V2T P <

=0 + 2.

donc

don E(X)=pet V(X)=0% =

1.5 Fonction caractéristique
Définition 1.5.1 On appelle fonction caractéristique de la v a X qui suit la loi normale

N (i, 0%) . La fonction ox (t), définie sur R & valeur complexe par

px (t) = exp(itp) exp (#@2) :



Chapitre 1. La loi normale

Proof. On a

px (t) = \/% +/Ooexp(z't:c) exp (_(IQTZM)Q) dx

On effet un changement de variable

T —p
g

5= — T = S0 + = dx = ods,

alors

ox () = \/%/ exp(%) exp (it(s0 + p)) ods

+oo

_ % 4 exp (_% (s - Jt)2) exp (—%(atﬁ) s

“+o00

. expum)e;/%:%(a%_ z oxp (5 (s 007 s

— exp(itu) exp (— (“”2) ,

2

alors px (t) = exp(itp) exp (#) .

1.6 Fonction géneratrice des moments

Définition 1.6.1 La fonction génératrice des moments d’'une loi N (u,c?) est égale, pour

toutt e R a :

o?t?
g(t) = exp <ut + T) )

1.7 Théoréme central limite(TCL)

C’est ce théoréme qui permet d’étre str que les lois normales sont des lois de phénomeénes

naturels. Par exemple, si ’on regarde la taille des individus dans une population, celle-ci



Chapitre 1. La loi normale

suivra une distribution similaire & la loi normale.

Définition 1.7.1 Le théoréme central limite établit la convergence vers la loi de Gauss

sous des hypothéses peut contraignantes.

Théoréme 1.7.1 Soit (X,,) une suit des v a indépendantes des mémes loi d’espérance

et d’écart-type o, alors

Zn:%g(&a_ “) L N(0,1), (1.1)

ot L signifie convergence en loi ou en distribution.

Proof. Il existe une démonstration particuliérement simple utilisant les fonctions caracté-
ristique cette démonstration ressemble a celle d’une des lois des grands nombres. Pour une
v.a'Y d’espérance 0 et variance 1. La fonction caractéristique admet un développement
limité

2

t
<py(t):1—5+0(t2), t — 0.

. X — . . . , L. .
si Y wvaut =, il est facile de voire que la moyenne centrée réduite des opservations

Xy, ..., X, est simplement

o/vn = Vn
D’apres les propriétés élémentaires des fonction caractéristique, la fonction caractéristique

de Z,, est

i ”_ 1—ﬁ+0 ﬁ n—>ex _—t2 lorsque n — +0o0

mais cette limite est la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite N(0,1),
d’ou l'on déduite le théoréeme de la limite centrale grice au théoréme de continuité de Lévy,

que la convergence des fonctions caractéristiques implique la convergence en loi.



Chapitre 1. La loi normale

Remarque 1.7.1 (La continuité de Lévy)

Posons une suite de v a (X,,),en pas nécessairement définies sur le méme espace de pro-
babilité. Les fonctions ¢ et ¢, sont les fonctions caractéristiques respectives des variables

aléatoires X, et X définies par :

on(t) = E(e™), Vt € R¥n € N et p(t) = BE(e"X) vt € R.

la théoreme de continuité de Lévy

VEER (1) — (1)} = {Xn £, X} .

1.8 Estimation

L’estimation comporté & donné des valeurs approximative aux paramétre d’une population
a l'aide d’une échantion de n observations issues de cette population.

On peut se tromper sur la valeur precque, mais on donne la meilleure valeur possible que
I’on peut supposer.Il existe plusieurs méthodes pour trouver I’estimateur d’une parameétre,

Dans ce paragraphe, on s’intéressera aux deux premieres méthodes.

1.8.1 Méthode du maximum de Vraisemblance (M.V)

C’est la plus répandu et la plus attrayant pour les raisons suivantes

1. Plus facile & mettre en ceuvre et plus simple que les méthodes alternatives. elle Cela
revient au probléme classique de la résolution d’équations.

2. elle est optimal et asymptotiquement efficace (c¢’est-a-dire lorsque la taille de I’échantillon
tend théoriquement vers 'infini). D’un point de vue pratique, pour un échantillon assez

grand (n > 30), elle fournit un estimateur de trés bonne qualité.

10



Chapitre 1. La loi normale

3.elle donne l'estimateur sans bais avec une variance asymptotique minimale (voir [29]).

Définition 1.8.1 Cette méthode consiste, étant donnée un échantillon de valeur X1, ..., X,

a prendre comme estimation de 0, la valeur de 0 qui rend maximale la vraisemblance

L(x1,7a..,1) = [ [ f (21,0),

en pratique, on prend comme estimation de 0 une solution a l’equation

0
og ML (X.0) =0,

dite [’équation de la vraisemblance.

Ezemple 1.8.1 (X1, X5..., X,,) un échantillon aléatoire suit la loi N (u,0?) et on peut

estimé les parameétres de cette loi par (M.V). On a la fonction de densité de la loi normale

alors, I’équation de vraisemblance

L (21, oy ns p1,0%) = [ [ f (25 11, 0%)

i=1
_ ! N
B (2#02)% P 202 Zzl(xl w7
1 n
InL (z1,..., 203 p,0%) = —=In(27) — < In (0?) — 252 ; (z; — p)°

11



Chapitre 1. La loi normale

donc
Oln L (zy,..., Tn; o, 0°) 2
1 — 5 =
) 5 5o 2o (5= 1)
Ol L (z1,.... Tn; i, 0%) 1 — 9
(2) 902 :_”JF;;(%—M) =0
(l)iixi:nuiﬁ:lixi:f
=1 n'L:l
2 Ly 2=
2= 53 =
,_1¢ 2
=0 = - (zi — )
n -
=1
o1 2
=0 =—) (z;—np).
n-
=1
Alore 4 = 23" o, =7,02 =150 (x; — T)?

1.8.2 Estimation sous R (i et o?)

On peut estimer les parameétres de p et o2 par logiciels, parmi les quelles on a choisie le
logiciel R.

On suppose 0 (X1, ..., X;,) comme estimateur de (la valeur inconnue du paramétre).

-Sur un échantillon(Xj, ..., X,,) on va estimer le paramétre p :

theta<—4 # valeur supposée inconnue.

mean(rnorm(200, mean=theta)) # on se sert de I’échantillon observé(Xy, ..., X,,) :

[1] 3.909667.

-Sur un échantillon(Xy, ..., X,,) on va estimer le paramétre o2 :

theta<—3# V (X1), supposée inconnue.

vecx<-rnorm(200, sd=sqrt(theta))

mean(vecx”2)-(mean(vecx))"2 # on se sert uniquement de I’échantion observé.

12



Chapitre 1. La loi normale

[1] 3.187733.

1.9 Application de la loi normale

1.9.1 Domaine d’utilisation

La loi normale est la loi statistique le plus utilisée de toutes les distributions, en raison de
la distributions de la loi normale se proche bien de nombreux phénomeénes naturels, elle a
évalué en une la norme de référence pour de nombreux problémes de probabilité.

Elle représente la loi de distribution d’une v a X demandant d’un grand nombre de facteurs
agissant sous forme additive ,chacun ayant une variable faible par rapport & la variance
résultante.

Elle peut représenter la fin de vie des dispositifs subissant un phénomeéne de vieillissement,

usure, corrosion...

1.9.2 Test de normalité

Le test de normalité est la partie importante requise pour observer la distribution des don-
nées. Des cas particuliers des tests (ou tests d’ajustement, tests permettant de comparer
des distributions), appliqués une loi normale.

Le test de normalité a deux conditions qui dépendent de la distribution des données,
soit normale, soit pas normal. Si la distribution des données était normale, la méthode
paramétrique pourrait étre appliquée pour analyser les données. Sinon, si les données ne
sont pas normales, la métrique non-paramétrique doit étre appliquée pour analyser les
données appliquées pour analyser les données.

Ces tests prennent une place importante en statistique. En effet, de nombreux tests sup-
posent la normalité des distributions pour étre applicables. En toute rigueur.

On cherche a se déterminer entre

13



Chapitre 1. La loi normale

Hj : les données suivent une loi normale
Y

Hy : les données ne suivent pas une loi normale

on propose deux tests pour tester la normalité d’un échantillon.

Test de kolmogorov-Smirnov

Le test de kolmogorov est un test non-paramétrique qui compare la distribution d’un échan-

tillon statistique & une distribution fixée. Les distributions sont représentées par leur fonc-

tion de répartition, utilisées pour exécution du test. Etant donnés un échantillon( X7, Xs..., X,,)de
n valeurs observées d'une v a X de fonction de répartition F'(z)

Hypothese testée

Hy: F° = F contre H, : F° # F.

Pour cela on définit la statistique de Kolmogorov-Smirnov par

Dn:sup\Fn(:U)—Fo (x) |

z€R
ou F, (x) est la proportion des observations dont la valeur est inférieure ou égale a x
(fonction de répartition empirique).
La région critique : on rejette Hy si Dn > d(n) ou d(n) est le quantile théorique (si n < 80

on lu a partir de la table uniforme, si n > 80 on utilise la table de Kolmogorov-Smirnov).

Test de Shapiro-Wilk

Le test de Shapiro-Wilk est trés connue et populaire, il est basé sur la statistique W.
En comparaison des autres tests, il est particuliérement puissant pour les petits effectifs

(n < 50) :

14



Chapitre 1. La loi normale

1 2 1 [} i @

F1G. 1.3 — PDF d’un échantillon normal (0, 1) et de taille 60 et la fonction de densité
cumulée empirique (eCDF) de I’échantillon en bleu, la fonction de distribution cumulative
(CDF) de la normale (0, 1) en noir et la statistique Dn du test de Kolmogorov-Smirnov.

La statistique W est donnée par

n 2
[ ai:v(i)]

n )

' (2; — %)

(2

ol

x; . (avec des parenthéses entourant 'indice i) désigne la iéme statistique d’ordre, i.e.le
iéme plus petit nombre dans I’échantillon ;.

T = %(wl + x5 + ... + x,) est la moyenne de 'échantillon ;

a; : sont des constantes générées a partir de la moyenne et de la matrice de variance
co-variance des quantiles d’un échantillon de taille n suivant la loi normale.

La statistique W peut donc étre interprétée comme le coefficient de détermination (le carré
du coefficient de corrélation) entre la série des quantilles générées a partir de la loi normale
et les quantilles empiriques obtenues a partir des données.

La région critique

W< Wcrit

15



Chapitre 1. La loi normale

Les valeurs seuils W,,;; pour différents risques « et effectif n sont lues dans la table de

Shapiro-Wilk.

16



Chapitre 2

Distribution a queues lourdes

Les distributions & queues lourdes jouent un role important dans la théorie des valeurs
extrémes Elles ont été acceptées comme des modéles appropriés de divers phénomeénes on
peut citer dans le cas de montage de grand sinistre en assurance les fluctuations des prix

en finance, etc.

2.1 Distribution 4 queues légéres

Définition 2.1.1 Une distribution F' est dite a queues légéres si et seulement si

/ ¢ F(2)dF (x) < 00,Ye > 0,

R
Ou d’une maniére équivalente
Ele”] < oc.
Remarque 2.1.1 Si F est une distribution a queue légére, alors tous ses moments sont

finis, i.e

/:ka(x)dF(m) < 00,Vk > 0.

R

17



Chapitre 2. Distribution a queues lourdes

Nom Paramétres Densité

Exponentielle >0 fo(r) = BeP?

Gamma a>0,3>0 folz) = rﬁi)fkle Bz
Weibull B>0,7r>0 fo(x) = Bra™—te P
Mélange Exponentielles | 3; > 0,> " «a; =1 | fo(x) = > {a;Bie P}

TAB. 2.1 — Exemple de distribution a queue légere

2.2 Distribution 4 queues lourdes

Les distributions a queues lourdes sont des distributions qui ont des queues non expo-
nentiellement bornées, i.e qui ont des queues plus lourdes que celles des distributions
exponentielles.

Soit X une v a de fonction de répartition

Notons

F(x) est dite fonction de queue.

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1 Une distribution Fsur R est dite & support non borné si F(x) > 0,Vz €

R.

Définition 2.2.2 Une distribution F' (ou X ) est dite a queue lourde si et seulement si
/e“F(m)dF(m) = 00, Ve > 0,
R

(Ce qui signifie que la fonction génératrice n’existe pas).

18



Chapitre 2. Distribution a queues lourdes

on note L 'ensemble des distribution a queues lourdes.

Définition 2.2.3 Une fonction f, (f > 0) est dite a queue lourde si et seulement si

limsupf(z)e™ = oo, Ve > 0.

r—00

Remarque 2.2.1 On dit qu’une fonction non négative est a queue lourde si elle est bornée

par une fonction exponentielle décroissante.

Définition 2.2.4 On dit qu’une distribution de X a la queue lourde si

Ck:E(M) _U g (2.1)

o 62
Avec

0; :les moments centré d’ordre i

Cy. : coefficient d’aplatissement (Le kurtosis)

Ce qui est équivalent a dire qu’une distribution a une queue lourde si et seulement si
son coefficient d’aplatissement Ck, est supérieur & celui de la loi Normale (pour laquelle

C.=3).

2.2.2 Propriétés des distributions a queues lourdes

Proposition 2.2.1 Soient X € L et Y > 0 une v.a indépendante de X, alors

PIX-Y>z]~P[X >2].
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Proof.

PIX-Y>a]=P[X-Y>z|X>z2]F(z)

o0

:F(x)/P[X>x+y|X>a:}fy(y)dy

— F(z) puisque P X >z +y| X >2] — 1,2 — 0.

Lemme 2.2.1 ([11)))

Soit F' la distribution sur {a + hn,n € Z}, a € R, h > 0 telle que F{a + hn} = p,, alors

F' est a queue lourde si et seulement si la suite (pn) est a queue lourde, i.e
lim supp,e“* = oo, Ve > 0.

n—=ao

Proposition 2.2.2

Cette derniére peut s’écrire comme suit
F(x+y) ~ F(x),Yy > 0, pour z relativement grand
Notons que pour toute va X, et Vy > 0 on a

F(z—y)

Par conséquent
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Alors, on peut se réécrire comme suit

Flr —
Xel limsupM <1,Vy > 0.

2.2.3 Les sous-classes de distributions a4 queues lourdes

Il n’y a pas de critére pour classer toutes les distributions selon la queue droite . Cependant,
pour certaines classes de distribution, nous obtenons un classement comme celui-ci

- les distributions avec des moments exponentielles inexistants (E),

- les distributions Subexponentielles (D),

- les distributions a variations réguliéres (C),

- les distributions avec un comportement de Pareto (B)

- les distributions o — Stables avec a < 2 (A).

Toutes ces classes sont emboitées :

AcBcCcDCE.

voir([32]).

1/Distributions avec des moments exponentiels inexistants

La classe E contient toutes les distributions qui satisfont E(eX) = oo. Notez que la loi
normale n’entre pas dans cette catégorie, car la probabilité de dépassement F dans ces
cas extrémes diminue plus rapidement que la loi normale. En ce sens, la classe E est une

distribution avec des queues plus lourdes que la loi normale.
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2 /Distributions Subexponentielles

La classe D des distributions subexponentielles est caractérisée par la définition suivante

([2]) : On dit qu’une distribution est subexponentielle si :

lim p( X1+ Xo+ ...+ X))
r—oop(max(X; + Xo + ... + X)) > )

=1, (2.3)

Cela revient a dire que la somme de n distributions subexponentielles (indépendantes et
iid) est extréme si et seulement si leurs maxima sont extrémes. L’équation peut étre

exprimée comme :

ol

lim (z)

z—00 7

= 00, Ve > 0. (2.4)

Rappelons que e *est la forme de la queue de la loi exponentielle. Comme son nom
'indique, la classe D contient les distributions telles que F' décroit plus lentement que

n’importe quelle loi exponentielle.

3/Distributions a variations réguliéres d’indice a > 0

La classe C, dont les distributions varient régulierement, est une sous-classe des distri-
butions sous-exponentielles (Goldie et Kliippelberg 1998). Ces distributions satisfont aux

conditions suivantes (Embrechts, Kliippelberg et Mikosch 1997 [10] ).

lim ) _ g 2.5

Cela revient a dire que pour des valeurs extrémes (t tend vers l'infini) la distribution
se comporte de la méme maniére que la loi de Pareto. Par conséquent, la probabilité
de dépasser la valeur extréme diminue selon une fonction puissance (également appelée
descente géométrique). Le parameétre « est appelé « exposant de queue » et peut étre utilisé
comme critére pour classer la distribution du comportement de la fonction de probabilité

de dépassement F' aux valeurs extrémes.
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4/Comportement de Pareto avec o > 0

La classe B est une distribution & comportement de Pareto. Une distribution de Pareto

est définie par sa fonction de distribution
U (03
Flz)=1—u%2""=1- (—) ,x >uetu>0.
x

La fonction de probabilité de dépassement F pour une distribution de classe B a la forme
u®r~" L’exposant de la valeur extréme peut étre caractérisé a partir du moment de la
distribution type Pareto. En fait, la fonction de densité de probabilité de la distribution

de Pareto est

fpareto(:(:) = aua‘x*a*l’

et les moments d’ordre k sont donnés par :

FE [Xk} = auo‘/xk_o‘_ldx.

u

Par conséquent, seuls les moments d’ordre k, par exemple k < «, pour ce type de distribué.

5/Distributions a—Stables

Les propriétés précédentes sont importantes pour définir la classe A, qui est la distribution
alpha stable (également appelée distribution stable). Une distribution stable est trés Des
lois de probabilité riches peuvent représenter différentes asymétries et trés Lourd. Lévy
(1925)[22] dans son Variables indépendantes et identiquement distribuées (iid). manque
de formule claire La densité de ces distributions limite leur utilisation. La distribution de
cette classe a Comportement de Pareto asymptotique pour 0 < o < 2. Lorsque a = 2,
nous trouvons la distribution normale,cependant pour a@ < 2 le moment d’ordre r > «
n’est pas fini, ces distributions ont donc une variance infinie, et par conséquent une queue

trés lourde. Cette classe a une grande importance dans la théorie des valeurs extrémes,
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puisque les distributions stables peuvent étre caractérisées a partir du théoreme de la
Limite Centrale Généralisé. Une généralisation de ce théoréme par Gnedenko et Kolmogo-
rov (1954)[21].Récemment plusieurs logiciels ont été proposés pour permettre la résolution
de ces problémes , et on trouve des applications des distributions Stables dans plusieurs

domaines tels que finances, physique et le trafic Internet.

2.2.4 Caractérisation des distributions a queues lourdes

Le théoréme suivant montre qu’une distribution est a queue lourde si et seulement si

sa fonction de queue 'est aussi.
Théoréme 2.2.1 Les assertions suivantes sont équivalentes

1.F" est une distribution a queue lourde.
2. La fonction F' est & queue lourde.

3. La fonction de hasard correspondante satisfait
mlz_)ﬂgo inf R(z)/x = 0.
4.La fonction F|x,z + T est a queue lourde, ¥T' > 0 avec
Flz,2+T)=Flx+T] — F[x].

Proof. On suppose que F[z,x + T] n’est pas a queue lourde, alors

¢ = supFlx,x + T]egl%7
e’>0
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pour ¢ < &’

/ < F(dz) < Z ORI T nT + T
0 =0

oo

_
E :ez:‘(n+1)T6 e'nT

n=0

oo
o
_ C€8T§ 6(5 enT < 00,
n=0

IN
o

Cette intégrale est finie Ve € (0,¢’), alors F' n’est pas a queue lourde.pour plus de détails

(voir :[11]). m

Remarque 2.2.2

o o

/me(k_l)lnxdx =00 et /e(k_l)lmdx < 00, (2.6)

0 0

(2.6)est un exemple particulier de théoréme ci-dessus avec g(x) = [nx. Si les moments de
e sont infinis, alors on peut prendre la fonction concave h(z) = (k — 1)lnx.

Ce théoreme garantit ’existence d’une fonction concave h, Vg.

Théoréme 2.2.2 :Soit ¢ > 0 une v a de distribution & queue lourde et f : Rt — R une

fonction concave telle que

E(ef¥)) = .

Soit la fonction g : RT — R telle que g(x) — 00, x — 00,alors il existe une fonction

concave h : RT — R™T telle que
h < f, E(e"®)) < 0o, E(M&+96)) = 0.

voir([T1]).
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2.2.5 Exemples de distributions a queues lourdes
Distribution de Pareto

Sa fonction de queue est donnée par

_ k @
F(x) = (x—l—k) :k,a> 0,2 € RT,

on a

E(XY) <oxo,a<a

E(X%) =o00,a > a.
On note la distribution de Pareto par P,(a, k).

Distribution de Burr

Sa fonction de queue est donnée par

— k @
F(z) = (xT—l—/{:) ko, 7> 0,7 € R,

on a

E(X%) <oo,Vy < ar

E(X%) = o00,Vy < ar.

pour 7 = 1, la distribution de Burr est équivalente dans sa queue a celle de Pareto.
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Distribution de Cauchy (sur R)

Sa fonction de densité f est donnée par

k
f(z) = 7r((x—a)2+k2)’k’x’a€R’

E(XY) <oo,a< 1

E(XY) =00, > 1.

Distribution de Log-normale (sur R*)

Sa fonction de densité f est donnée par

1 (log(2)—u)?
f(z) = e s, o > 0,2 > 0.

E(X?") < o0, Va.

Distribution de Weibull (sur R)

Sa fonction de queue F est donnée par

F(x) = e_(%)a;x >0,0<a<1,Vk>0.

E(X“) < o0, Va.

Remarque 2.2.3 5i a = 1, on retrouve la distribution exponentielle. Un exemple de dis-

27



Chapitre 2. Distribution a queues lourdes

tributions a queues non lourdes est la distribution exponentielle

Flaty) o,

F(I) e—bz

2.3 La différence entre distribution de la loi normale
et a4 queue lourde

Question : quelle est La différence entre distribution de la loi normale et a queue lourde ?.

0.4
Densité

density

MNormale

D Frechet

0.09

[
=

o] -3 0
Valeurs

Fic. 2.1 — comparaison d’une distribution normale a une distribution &-queue lourde.

D’aprés la figure 2.1 on peut résumé la différence comme suite :Les distributions & queue
lourde sont celles dont les queues ne sont pas bornées de facon exponentielle. Contrairement
a la courbe en cloche avec une distribution normale, les distributions & queue lourde
s’approchent de zéro & un rythme plus lent et peuvent avoir des valeurs aberrantes avec
des valeurs tres élevées.(pour plus de détail voir [19]

En termes de risque, les distributions a queue lourde ont une probabilité plus élevée qu’'un
événement important et imprévu se produise.Le modéle gaussien, ou courbe en cloche, de

distribution normale.
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D’aprés I'equation( [2.1] Jon peut conclure que la cofficient d’aplatissement (Le kurtosis)
C de la distribution & queue lourde est suppérieur a celui de la loi Normale (pour laquelle
Cr = 3).

La différence entre la loi Normale et une loi avec une queue plus lourde a été illustrée
par Hubert et Bendjoudi (1996)([14])comme dans (??). Dans cette figure on présente les
fonctions de densité de probabilité de la loi normale et d’une distribution & queue plus
lourde (la loi Halphen type B-1(HIB). On remarque que la fonction de répartition de la
loi normale est presque nulle au niveau des extrémes (queue droite), alors qu’elle ne lest

pas pour la loi HIB.

R

—+—HIB

— = HMornmale

0.06

0.05¢

004+

0.03

002

0.01

by - - - — - - - — - — - -7 -

p Lomac=Z ; ;
10 a0 a0 100
6-png

F1G. 2.2 — Illustration de la différence entre la loi normale et une loi & queue lourde (HIB)

29



Chapitre 2. Distribution a queues lourdes

1.00-

Pareto

0.50-
= Exponantielle

= HNormale
Queue lourde

0.25- Queue exponentielle

Queue légére

0.00-

FiG. 2.3 — Comparaison du Comportement de la Queue.

La famille de distribution de queue lourde, elle se caractérise par une décroissance lente
vers zéro par rapport a la distribution exponentielle, comme le montre la figure suivante
La figure ci-dessus, elles sont représentées par la courbe verte elle est décroit lentement
vers zéro par rapport la distribution exponentielle que représentée par la courbe rouge et

la distribution a queue légere représentée par la courbe bleue.

30



Conclusion

Dans ce mémoire on s’est intéressé a I’étude des distributions a queues lourdes de
nombreux phénomeénes ne- sont plus modélisés par des variables gaussiennes mais
plutét par des distributions a queues lourdes.

Dans ce travail une étude approfondie a été foie sur ce type des distributions et leurs
propriétés ont été détaillées. Nous avons donné quelque exemple des distributions & queues

lourdes.
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Annexe A : Quelques éléments de R

Le logiciel R est un language de programmation

chapitre 01 :

Pour tester la normalité des variables X et Y, on utilise le test de Shapiro-Wilk qui vérifier
la normalité avec la p-value.

#charger le package"nortest", library(nortest)

xr<-rnorm(100)

y<-runif(100, —3, 3)

shapiro.test(x)

Shapiro-Wilk normality test

data : x

W = 0.99381, p-value = 0.9319

shapiro.test(y)

Shapiro-Wilk normality test

data : y

W = 0.94755, p-value = 0.0005744

Comentaire : On observe que :

-Pour la variable X : p-value =0.9319>0.05,le test est non signifficatif. On ne peut pas
rejeter ’hypothése Hy.

-Pour la variable Y : p-value =0.0005744<0.05,le test est signiffcatif. On peut rejeter

I’hypothése Hy.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Notation Signification
Ck Le kurtosis (ou le coefficient d’aplatissement).
i.e. C'est a dire.Echantillon de taille n.
E(X) Espérence de X
V(x) Variance de X.
) Variance de X.L’ecart-type.
va Variable aléatoire.
F, Fonction de répartion.
f(x) Fonction de densité.
ox(t) Fonction caracteristiquede X.
g(t) Fonction génératrice des moments.
(X1, Xa, .y Xp) Echantillon de taille n
X Moyenne empirique.
S? Variance empirique.
) Estimateur de I'espérance de la loi N'(u, 62).
L(zy, 9, ..., x,) Fonction de vraisemblance.
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TCL
vid

lim supA,,

n—-aoo

liminfA,,

n—--aoo

Estimateur de la variance de la loi N (p, §2)
Un parametre inconnue.

Estimateur de la valeur 6

Hypothese nulle

Hypothese alternative

Loi normale.

Loi normale standard.

Convergence en loi.

La statistique de Kolmogorov-Smirnov.
La statistique de Jarque-Bera.

La statistique de Shapiro-Wilk.
Téoréme central limite.

Indépendant identiquement distribuer.
x tend vers l'infinie.

Fonction de répartition empirique.
Fonction de répartition.

Converge en probabilité.

Convegence présque sire.

Ensemble des valeurs réelles.

Fonction de queue.

Un nombre infini A; d’événement a lieu.

Seul un nombre infini A; d’événement a lieu.
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Résumé

Ces derniéres années, les distributions a queue lourde ont attiré davantage I'attention des
chercheurs dans les domaines liés a la théorie des probabilités. Les distributions a queue
lourde ont des queues plus lourdes qu'une distribution exponentielle.

De nombreuses distributions utilisées en pratique sont des distributions a queue
lourde, certains phénomenes aléatoires ne sont pas modélisés par de telles distributions
mais par des distributions a queue lourde. L'utilisation du terme "distribution a queue
lourde" varie selon le domaine d'intérét, mais est souvent comprise comme correspondant
a I'absence de sémantique exponentielle (positive). Par conséquent, nous étudions sa
définition, ses caractéristiques et ses caractéristiques avec quelques exemples
d'application.

Mots clés : distributions ; distribution exponentielle; sémantique exponentielle ; queue
lourde ; aléatoire.

Abstract

In recent years, heavy-tailed distributions have attracted more attention from researchers in
fields related to probability theory. Heavy-tailed distributions have heavier tails than an
exponential distribution.

Many of the distributions used in practice are heavy-tailed distributions, some random
phenomena are not modeled by such distributions but by heavy-tailed distributions. The use of
the term "heavy-tailed distribution" varies by field of interest, but is often understood to
correspond to the absence of exponential (positive) semantics. Therefore, we study its
definition, characteristics, and features with some examples of application.

Keywords: distributions; exponential distribution; exponential semantics; heavy tail; random.
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