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Introduction

n statistique, le coefficient de corrélation linéaire, aussi appelé coefficient de corré-
Elation de Pearson et généralement noté p, est une mesure d’association. Il permet
d’étudier et de quantifier le lien entre différentes variables aléatoires quantitatives et de dé-
terminer la distribution et la direction d’un nuage de points représentant les observations

d’un couple de variables aléatoires.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Le premier chapitre introduit le concept de
couple aléatoire (continu et discret), avec les définitions et propriétés fondamentales, telles
que la loi conjointe, les lois marginales, conditionnelles ainsi que les paramétres statistiques
(espérance et matrice de covariance). Le deuxieme chapitre présente la méthode de calcul
et d’estimation d'un coeffitient de corrélation linéaire et son application en regression
linéaire. Finalement, discute trois types de tests liés aux coefficients de corrélation linéaire.
Le test de significativité qui permet de déterminer si ce coefficient est nul ou non, le test
de conformité a une valeur hypothétique et le test de comparaison de deux coefficients de

corrélation linéaires.

Enfin, je tiens a noter que ce travail s’inspire essentiellement des références [3], [4] et [6], et
que les études de simultation, avec calculs et graphes, sont réalisées en utilisant le logiciel

de traitement statistique R [2].



Chapitre 1

Couples aléatoires

Dans ce chapitre, on généralise les définitions et propriétés relatives a une variable
aléatoire (v.a) réelle au cas ou on dispose de deux v.a. On parle alors de couple

aléatoire réel ou de vecteur aléatoire de dimension 2.

1.1 Définitions

Soit un (€2, F, P) un espace de probabilités.

1.1.1 Variable aléatoire

Une v.a réelle est une application mesurable X définie sur ’ensemble fondamental ) &

valeurs dans R :

X: QO — R
w|—>X(w)

Selon ’ensemble des valeurs X (€2), on distingue deux types de v.a.

1. v.a disréte : concerne les sujet de dénombrement. Les v.a discretes usuelles sont

Bernouilli (succeés-échec), binomiale (nombre de succeés lors d’un certain nombre
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d’épreuves indépendantes), Poisson (nombre d’arrivées pendant une certaine pé-

riode),...

2. v.a continue : traite les problémes de mesure. Les plus connues sont les variabes
de Gauss (normale), de Pearson (Khi-deux), de Student, de Fisher ainsi que la v.a

exponentielle.

Exemple 1.1.1

1. Nombre d’étudiants absents pendant un mois : Poisson.

2. Temps d’attente dans un ceratin service administratif : exponentielle.

1.1.2 Couple aléatoire

Un couple aléatoire réel (X,Y") est une application mesurable de Q dans R?. 11 s’écrit sous
la forme d’un vecteur colonne (X,Y)" dont les composantes X et Y sont des v.a réelles
définies sur ’ensemble 2.

La notion de couple est nécessaire dans I’étude du comportement simultané des deux v.a

XetY.

Remarque 1.1.1

1. Cette définition se généralise au cas ou l’ensemble d’arrivée est R™, avec n > 2. On

parle alors de vecteur aléatoire réel de dimension n : (X, Xo, ..., Xn)t.

2. Lorsque les v.a X et'Y sont toutes les deux discrétes, on dira que le couple (X,Y)

est discret. Si les deux v.a X et'Y sont continues, on dira que (X,Y) est continu.

Exemple 1.1.2

1. Etude de la relation entre le nombre b’absences d’un étudiant et la nombre de modules

acquis.

2. Etude de linfluence de la taille d’une personne sur son poids.
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1.2 Loi de probabilité

Soit (X,Y) un couple aléatoire. Sa loi de probabilité est déterminée par la fonction de
répartition. Dans le cas continu, cette loi peut aussi étre obtenue par la fonction de densité

et dans le cas discret on utilise les probabilités individuelles.

1.2.1 Fonction de répartition

Définition 1.2.1 (fonction de répartition conjointe) On appelle fonction de ré-

partition conjointe de (X,Y), qu'on note F, la fonction définie sur R%par

Propriété 1.2.1 La fonction de répartition d’un couple aléatoire (X,Y") jouit des pro-

priétés sutvantes :

F' est croissante par rapport & chacune des variables x et y.

e lim F(x,y)=1let lim F(z,y)=0.

T, y——+00 T, Yy——00

F est continuité & droite en tout point (xg,yo) de R? : 1>im F(z,y) = F(xo,%)-
(z,y)=(z0,y0)

1.2.2 Masse ou densité de probabilité

Cas discret

Dans ce cas, le couple (X,Y’) prend des valeurs {(z;,y;), 1 <i,7 <n}, oun € N*. La
masse de probabilité conjointe, que I’on notera par P, donne les probabilitées associées a

ces couples de valeurs. Donc, pour tout couple (z;,y;), on a

pij = P(xi,y;) := P(X =2, Y = y;).

Elle vérifie les deux conditions suivantes :



Chapitre 1. Couples aléatoires

b pZ] Z 07 Zaj = 17 RPRLE

° X2 jaby =1L

Cas continu

Dans ce cas, la fonction de répartition F' est dérivable par rapport aux deux variables. La

densité de probabilité conjointe, notée par f, est alors définie sur R? par

O*F
fl@y) = —833(;2;?4)'

Elle vérifie les deux conditions suivantes :

o f(z,y)>0,V(z,y) € R%
o [ [ oty =1

Remarque 1.2.1 La fonction de répartition du couple (X,Y) se calcule par

Ty
>3 P(u,v) si (X,Y) est discret,
F(z,y) =
@ ry
/ / f(u,v)dudv si (X,Y) est continu.

1.2.3 Lois marginales

Soit (X,Y) un couple aléatoire de fonction de répartition F. Quand on s’intéresse a un
évenement relatif & 'une des deux v.a X ou Y indépendamment de 'autre, on définit ce

que 'on appelle lois marginales.

Définition 1.2.2 (fonctions de répartition marginales) Les fonction de répartitions

marginales de X et'Y sont respectivement définie sur R par

Fx(z):=P(X <z,Y € R) = lim F(x,vy),

Yy——+00
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et

Fy(y):=P(X eRY <y)= lim F(z,y).

Tr——+00

Les masses et densités marginales sont alors égales a

Px(z;) = > Plai,y;) et Pr(y;) = > P(xi,y5),

Jj=1 i=1
et
400 400
fx(z) = 3 f(z,y)dy et fy(y) = 3 f(x,y)dz.

1.2.4 Lois conditionnelles

On s’intéresse maintenant a la loi de probabilité de I'une des deux v.a sachant que l'autre
est connue.
Cas discret

La loi de X sachant Y est définie par

il = P X = i Y = . = A s = 17 s
p|j ( Y | y]) P(Yzy]) 1 n
De méme, la loi de Y sachant X est définie par
P X=z.,Y =y
pili = PY =y | X = ;) .= ( ]),jzl,-,n

Remarque 1.2.2 On vérifie que ce sont bien des lois de probabilité. En effet,

1. Sur Qx ={x;,i =1,....,n}, on a, pour j fizé,

ZP(X:QZHY:%) — ZP =ux;,Y =y;) =1L
i=1 A
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2. Sur Qy ={y;,j =1,..,n}, on a, pouri fire,
SR =y | X =) = oY PX =mY =y) =1
j=1

Cas continu

Les lois de X sachant Y et de Y sachant X sont définies par les densités conditionnelles

respectives

ey _ [y
Fxwle) =Ty et xlv) = T ay

Remarque 1.2.3 On vérifie que ce sont bien des densités de probabilité. En effet, on a

/_foy(a:)dx = f%@)/::f(x,y)d:ﬁ = 1.

De méme pour l’autre densité conditionnelle.

1.2.5 Indépendance

Définition 1.2.3 Deux v.a X et Y sont dites indépendantes si tout événement relatif &

X est indépendant de tout événement défini par Y.

Remarque 1.2.4 L’ indépendance se traduit par [’égalité entre la loi conditionnelle et la
loi marginale, c-a-d

pijj = P(X = ;) ou pj; = P(Y = y;),

ou

fX\Y(ﬂU) = fX(ﬂU) ou fY|X(Z/) = fY(y)-

En utilisant les définitions des lois conditionnelles, on obtient la condition qui permet de

définir I'indépendance entre deux v.a X ety :

pij = P(X =2;)P(Y = y;) ou f(z,y) = fx(x) fv(y).
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1.3 Parameétres statistiques

Soit V' = (X,Y)" un couple aléatoire.

1.3.1 Espérance

On appelle espérance ou moyenne de V, E(V') en abrégé, le vecteur des moyennes des deux

v.a X et Y. On la note généralement par p :

oll, pour une v.a Z, on a

ZziP(Z =2z;) si Z est discréte,
[ zfz(2)dz  si Z est continue.
Remarque 1.3.1
1. L’espérance est linéaire : E(U + \V) = E(U) + AE(V), A € R.

2. §i X etY sont indépendantes, alors
E(XY)=EX)E(Y).

1.3.2 Matrice de covariance

La matrice de covariance de V, Cov(V') en abrégé, est une matrice carrée symétrique

d’ordre 2, généralement notée par X :
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ou

oxy = cou(X,Y) = E{(X — E(X))(Y — E(Y))} = E(XY) - E(X)E(Y),

représente la covariance entre les deux v.a X et Y, et

2
Oz =027z,

représente la variance d’une v.a Z (sa racine carrée o est appelée écart type de 7).

Remarque 1.3.2

1. X est une matrice définie positive.
2.2 =EWVV") — .

3. 51 X etY sont indépendantes, alors Y est une matrice diagonale. En effet, on a

La réciproque n’est pas toujours vraie.

1.3.3 Matrice de corrélation

La matrice de corrélation de V, Cor(V) en abrégé, est une matrice carrée symétrique

d’ordre 2, définie par

L p
Cor(V) := , (1.2)
p 1
ou
p=rcor(X,Y):= Xy : (1.3)
OxO0y
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représente le coefficient de corrélation linéaire des deux v.a X et Y.

Remarque 1.3.3

1. Cor(V) est une matrice définie positive.

2. Si X et'Y sont indépendantes, alors Cor(V) est égale & la matrice identité. La

réciproque n’est pas toujours vraie.

3. En termes du coefficient de corrélation, on a

0_2 Ox0
o | T e (1.4)

2
pPOx0Oy Oy

Remarque 1.3.4 On peut aussi définir les paramétres statistiques par rapport aux lois

conditionnelles.

Définition 1.3.1 (espérance conditionnelle) On appelle espérance de Y sachant que

X =x et on note E(Y | X = x) la quantité

Yy PY =y; | X =x)= 3 y;Pj, cas discret
E(Y ’ X = Z’) = jed jeJ '
[ yfyix(z,y)dy, cas continu
R

Définition 1.3.2 (variance conditionnelle) On appelle variance de Y sachant que

X =z et onnote V(Y | X = x) la quantité
VY |X=2)=E{Y-BY|X=0)]|X=2x}.

Pour plus de détails sur lepérance et la variance conditionnelles, voir [0, pages 71-75].

10
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| Y\X [[-2] 0 [ 2 | marge |
—1 01102|01] 04
2 021]102]|02| 06
marge || 0.3 0.4 | 0.3 1

TAB. 1.1 — Distribution de probabilité d’un couple aléatoire avec ses marginales

210 | 2
X[Y=-1|1/4]1/2|1/4
X[Yy=2 [1/3]1/3[1/3

TAB. 1.2 — Distribution conditionnelle de X sachant Y

1.4 Exemples

1.4.1 Couple discret

Cet exemple se trouve dans [3, page 109]. Soit V' = (X,Y) un couple aléatoire dont la
distribution est donnée par le tableau [I.1]

Lois conditionelles

Les Lois conditionelles sont résumées dans les tableaux [[.2 et [1.3]

Parameétres statistiques

D’apres la difinition de I’espérance d’un couple aléatoire, on a

p=EV)=
0.8

On a
Var(X) =24, Var(Y) =344 et Cov (X,Y) = 0.

Alors ,d’apres ((1.1)) et ([1.2)), les matrices de covariance et corrélation de V' sont respecti-

1] 2
YIX =-21/3]2/3
YIX=0 |1/2]1/2
YIX=2 |1/3]2/3

TAB. 1.3 — Distribution conditionnelle de Y sachant X

11



Chapitre 1. Couples aléatoires

vement

24 0 10
0 344 01

Remarque 1.4.1
Bien que Cov(X,Y) = Cor(X,Y) = 0, les deux v.a ne sont pas indépendantes (voir les

lois marginales et conditionnelles). On a ici un contre exemple & la remarque 3 de

(ou la remarque 2 de ({1.3.3)).

1.4.2 Couple continu

Exemple 1 : loi normale bidimensionnelle V ~ N5 (i, ) ([6, page 90])

1 1 t w1
f(%y):mexp{—§(“—ﬂ) by (U—M)}

En utilisant la forme (1.4), on a det ¥ = o402 (1 — p?) et

2
1 Oy —pPOx0Oy

wlo -
oxoy (1 —p?)

2
—pPO0x0Oy Ox

La densité de probabilité s’écrit alors

fx,y) = !

B 2roxoyy/1 — p?
1 B 2 B B B 2
exp { — — r—HBx\ 2p($ pix) (y — pry) 4 Y — Py .
2(1—p?) ox Ox0y oy

Si les v.a X et Y sont centrées et réduites, alors V' ~ N3 (0, I3) et la densitéo conjointe

X

devient

o) = g-exp 5 [ +27] ).

12
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Dans ce cas particulier, les densités marginales sont

fX(I):\/lz_ﬂexp{—%Q} ot fy(y):\/12_ﬂexp{—y;},

et les densités conditionnelles sont

Favle) = S e { -2 et oxtn) = e {21

On constate que fx|y(7) = fx(7) et fyx(y) = fy(y) sur R. Ceci entraine que

flz,y) = fx(2) fr (y)

et par conséquent les deux v.a X et Y sont indépendantes. D’ot le résultat de la Proposition
(1.4.1).
Puisque X et Y sont de méme distribution N (0,1), alors I'espérance et les matrices de

covariance et de corrélation de V sont
0
E((V)= et Cov (V)= Cor (V)=

Proposition 1.4.1 Soit (X,Y) un couple aléatoire Gaussien. Alors les deux v.a X et'Y

sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées.

Exemple 2 : cet exemple est extrait du cours [I]. On suppose que la densité de probabilité

du couple V est définie sur R? par

F oy = 2exp{—(z+y)} si 0<z<y

0 sinon

13
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La densité marginale de X est définie, pour z > 0, par

fx(z) = /oof(ﬂf, y)dy = ZGXP(—JJ)/OO exp(—y)dy
= —2exp(—r) exp(—y) [3°) = 2exp(—2z),
c-a-d
fx(z) = 2exp(—2a:)1[07+00[(a:).

Par le méme raisonnement, on obtient la densité marginale de Y qui est définie pour y > 0

par

= [ " F y)dz = 2exp(—y) / " exp(—a)dz
= 2exp(—y)(—exp(—z) [§) = 2exp(—y)(1 — exp(—y)),
c-a~d
fr(y) = 2exp(—y)(1 — exp(—y)) 10, +00[(¥)-

La densité conditionnelle de Y (sachant X = x > 0) est

_ 2exp(— (z 4 ) Ljo<a<y)
frix (y) = 2 exp(—2x) :

= exp(l‘ — y)l{ongy}-

De la méme fagon, on trouve la densité conditionnelle de X (sachant Y =y > 0) est

_ 2exp(— (#+y)ljozasyy _ exp(—z)
2exp(—y)(1 —exp(—y)) (1 —exp(—y))

fxy ()

Lio<e<y}-

Remarque 1.4.2
e On constate que fx(x) est la densité de la loi exponentielle de paramétre 2, c-a-d la v.a

X ~£(2).

14
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e Le produit des densités marginales est

fx (@) fy(y) = dexp(— (27 +y))(1 — exp(=y)) L oo (T, ¥)-

Il est différent de la densité conjointe f(x,y), alors les v.a X et Y ne sont pas indépen-

dantes.

Espérance de V : elle est égale a

s>
—
h<
SN—
W N

En effet, puisque X ~ £(2) alors E(X) = 1/2. Pour lav.a Y, on a

B(Y) = / ufy (y)dy = 2 / " y(exp(—y) — exp(—2y))dy

R

=2 Uoooy exp(—y)dy — /Oooyexp(—Zy)dy] =:2[L, — Io].

Les valeurs

1
Ilzletlgzz,

sont obtenues par des intégrations par parties. D’ou E(Y) = 3/2.
Matrice de covariance de V

Ona X ~E&(2)— Var(X)=1/22=1/4; Var(Y) =2 et Cov(X,Y) = 1/4. D’'ou

L

Cov(V) =

= =
[\

Matrice de correlation de V

15
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D’apréson ap= %/ (% X \/5) = \/§/4 Donc de on a

~[S

Cor(V) =

o -
—_

16



Chapitre 2

Tests sur le coefficient de corrélation

linéaire

2.1 Coéfficient de corrélation linéaire

On rappelle que le coefficient de corrélation linéaire p entre X et Y, défini par la realtion
(1.3) , est égal au rapport de leur covariance sur le produit de leurs écarts types. On

I’appelle aussi coefficient de corrélation de Pearson.

Remarque 2.1.1 1. Ona—-1<p<1.

2. 81 X etY sont indépendantes alors p = 0. On dit alors que les deux v.a sont non

corrélées.

2.1.1 Interprétation du coefficient de corrélation linéaire

p mesure le degré de la relation linéaire entre deux variables quantitatives X et Y.

e p > 0: les valeurs de Y ont tendance a croitre quand les valeurs de X augmentent.

e p<0:lesv.a X et Y varient en sens inverses.

e |p| = 1: il existe une relation linéaire (exacte) entre X et Y. Cette liaison est d’autant

plus forte que |p| est proche de 1.

17



Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

e p =0 : absence de liaison linéaire entre les v.a X et Y.

2.1.2 Coefficient de corrélation linéaire empirique

Le coefficient p peut étre estimé par son équivalent empirique R, obtenu a partir d’un

échantillon (X1,Y1), ..., (X,, Y,), de taille n > 1, du couple aléatoire (X,Y) :

R = —SXY ,
Sx Sy
ol
1 - —
Sxy ==Y (X, - X)(Y; - V),
=1
représente la covariance empirique et
S% = li(x — X)? et Sy := li(y ~Y)?
v i Z ‘ gt Z ’

sont les variances empiriques respectives de X et Y, avec

X = E;Xi et Y = E;Yi,

étant les moyennes empiriques de X et Y respectivement.

Remarque 2.1.2 1. Les v.a R, Sxy, S% et Sy sont les estimateurs naturels des pa-

rameétres p, oxy, 0% et 0% respectivement.

2. R est un estimateur asymptotiquement non biaisé et convergent de p. On a

p(L=r) 7 et Var (R) = a=p) p2)2.

E(R)=p—
(R)=p 5 .

3. Le coefficient de corrélation empirique R vérifient les mémes propriétés que son

équivalent théorique p, avec la méme interprétation.

18



Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

4. La valeur observée de la v.a R est

2.1.3 Régression linéaire

Les valeurs {(z1,91),..., (Tn,yn)}, correspondants a 'échantillon (X1,Y7),...,(Xn,Y,),

forment un nuages de points dans le plan. La droite de régression est la droite qui passe

globalement proche de I’ensemble des points du nuage. En d’autres termes, elle passe a

plus faible distance de chaque point du nuage en moyenne. Son équation s’écrit sous la

forme

y = Bo+ Bix.

Le modele de régression s’écrit

Yi=0o+ i Xi+e, i=1...,n

e Y est appelé le caractére expliqué et X le caractére explicatif.

e g; est 'erreur du modele. C’est une v.a appelée aussi résidu.
e [y, Bisont des constantes appelées les coefficients du modéle.
Hypothéses du modéle

o E(e;) =0, Var(e;) = 0? et Cov(gs,e5) =0, 0 # j.

o ¢; ~ N(0,0?%) : normalité des résidus.

e Les v.a g; sont indépendantes.

e Cov(X;, ;) =0: non corrélation entre X et .

Droite de régression au sens des moindres carrés

(2.1)

Les coefficients 3y et (3; étant inconnues, I'objectif est donc de les estimer. Pour cela, on

applique la méthode des moindres carrés dont le principe est de minimiser la distance (au
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Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

carré)
n

d (yi, i) = f(Bo, Br) == Y (i — )’ (2.2)

i=1
avec ; := E (Y| X; = x;) = o+ 1. On cherche donc les valeurs de [y et 31, qu’on note

Bo et 31, solutions de

(30,31> = argmin(f (5o, £1))-

En dérivant la fonction (2.2) par rapport & Sy et 51 et en annulant les dérivées partielle

obtenues, on obtient les solutionset des systémes aux equation on trouve les solutions

~ SXy i~ _ 5
pr=——, et o=y — BT
Sx

Ces valeurs peuvent étre considérées comme des réalisations de deux v.a

) SXY

5125—2, et fo=Y — B X.
X

Ces derniéres sont dites estimateurs des coefficients 3y et 81 du modeéle de régression (2.1)) .
Remarque 2.1.3

On obtient les mémes estimateurs B\o et El en appliquant la méthode du maximum de

vraisemblance.

Proposition 2.1.1

1. Propriétés des estimateurs 30 et 51 : ils sont sans biais et convergents. On a

E(Bo) = B et E(B\l) = [,

et
" 2
Var(B) =2 = 7 | 1 (;x) (Var() =2 = 7 x
ar(@)—ago—? + por) e ar(ﬁl)—agl—?xg.
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Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

2. Distributions d’échantillonage : on a

B —

A

Bo — Bo T, el

9B 95,

~ Ty

Ces distributions vont nous permettre de réaliser une inférence statistique sur les

coefficients By et B1 du modéle de regression.

Preuve. Pour la démonstration des deux propositions (et d’autres propriétés des estima-

teurs 30 et 31), se reférer a [0, pages 390-394]. m

2.2 Tests sur le coefficient de corrélation

2.2.1 Test de la significativité de p
Principe du test

Ce test est appelé test de la nullité du coefficient de corrélation. On se fixe un niveau
de signification (ou risque d’erreur) 0 < « < 1 et on décide, aprés observation d’un
échantillon, de rejeter ou non la nullité de p. Les valeurs usuelles de a sont 0.01, 0.05 ou
0.10.

e Si p =0 alors il n’y a pas de liaison linéaire entre X et Y.

e Sip#0alors X et Y sont liées.

Conditions d’application

Il faut que les deux v.a X et Y soient normalement distribuées, c-a-d

X NN(/Jq,O'%) et Y NN(/J/Q,U%).
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Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

Hypothéses de test

L’hypothése nulle, notée Hy, dit que le coefficient de corrélation est égal a zéro et ’hypo-

these alternative, notée Hy, dit le contraire. Le test s’écrit

HUE,OIO
Hl:p#O

Statistique du test

On définit la statistique
Rv/n —2
V1—R?

Sous I'hypothese Hy, cette v.a suit la loi de Student & n — 2 ddl (voir [6, page 395]), c-ad

T ~ 1T, _5, sous Hp.

Région critique et décision

La région critique W (ou région de rejet) du test est définie, au niveau de sigification «,
par

W .= {|T| > tnf2,a/2} )

ol tp_24/2 est le quantile d’ordre (1 —«/2) de 7,,_5. Si la valeur t de la statistique 7'
appartient & W alors on décide de rejeter ’hypothése Hy au risque «, et on conclut qu’il

existe une liaison entre X et Y. Sinon, on ne peut la rejeter.

Remarque 2.2.1 Tester la significativité de p est équivalent a tester la significativité du

coefficient 31 du modéle de régression linéaire .
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Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

2.2.2 Test de conformité de p

Le test s’écrit

Ho:p=po
Hyi:p# po

Pour tester la conformité de p avec une valeur hypothétique py autre que 0, il faut connaitre

la distribution de T en général. Pour cela, on utilise la transformation de Fisher (voir [5,

page 17])

1. 1 1
~ TP o Var(F) ~

2 1—-p n—3

La région critique W du test est définie asymptotiquement par
Wiz {121 > 21ap},

ou

Z::F_—E(F)w/\f((),l),

VVar(F)

et z1_q/2 est le quantile d’ordre (1 — «/2) de N (0,1).

(2.3)

(2.5)

Si la valeur z de la v.a Z appartient & WW alors on rejette 'hypothése Hy au risque «, et

on conclut que p ne peut pas étre égal & py. Sinon, on ne peut la rejeter.

Remarque 2.2.2 A partir des relations (2.3), (2.4) et (2.5), on peut construire un in-

tervalle d’estimation pour p de niveau de confiance (1 — ).
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Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

2.2.3 Test de comapraison de deux coefficients de corrélation

On dispose de deux couples aléatoires (X®,YW) et (X Y @) de coefficients de corré-
lation respectifs p; et ps. A titre d’exemple, le premier couple peut désigner la taille et le
poids chez les hommes et le deuxiéme la taille et le poids chez les femmes. Le but est de
comparer les deux coefficients de corrélation. Pour cela, on extrait deux échantillons indé-
pendants By = {(Xf”,}/f”) (Xqﬁ?,Yé}))} ot By — {(XP,YF)) (Xé?,yéf))}
de tailles respectives ny et no.

Le test s’ecrit

Ho: p1=p2
Hi:pr # p2

Soient R; et Ry les coefficients de corrélation empiriques correspondants a E; et F, res-

pectivement. On définit la statistique
D = F1 — FQ,

ou Fy et F, sont obtenues suivant (2.3)). D’aprés [0, page 25], sous 'hypothése nulle Hy,

n1—3 n2—3

on a

La région critique W du test est définie asymptotiquement par
W .= {|Z‘ > Zl_a/g} s

ou
D

1 N 1
n1—3 n2—3

Si la valeur z de la statistique du test Z est dans W, alors on rejette 'hypothése Hy et on

7 =
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Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

variable moyenne | variance | covariance | corrélation
vitesse (mph) 15.40 27.96 | 109.95 p=0.81
distance (ft) 4298 | 664.06

TAB. 2.1 — Parameétres statistiques empiriques relatifs au couple vitesse-distance

conclut de la non égalité entre les deux coefficients avec un risque d’erreur égal a «. Sinon,

on ne peut pas la rejeter (on laccepte).

2.3 Exemple

Les données de cet exemple se trouvent sous le nom "cars" dans le package "datasets"
du logiciel de traitement statistique R [2]. Le but est d’étudier I'impact de la vitesse X
(mph) d’une voiture sur la distane d’arrét Y (ft). Pour cela, un échantillon de 50 voitures
différentes est considéré. Les résultats numériques sont résumés dans la tableau [2.1

De la valeur du coefficient p et son signe, on conclut que la liaison entre la vitesse et la
distance d’arrét est positive et assez forte comme le montre la figure 2.1]

La valeur de la statistique du test de significativité de p est égale a 9.46 avec une p-
value négligeable. Cette derniére signifie que I’hypothése nulle (p = 0) doit étre rejetée
aux niveaux de signification usuels 1%, 5% et 10%. En d’autres termes, la corrélation
entre les deux variables ne peut pas étre nulle. Ce qui était logiquement attendu.

Code R

library (datasets)

data(cars)

df<-cars

X<-cars[,1] # vecteur des vitesses

Y<-cars[,2] #Y vecteur des distances

Xb<-mean(X) # moyenne empirique de X

Yb<-mean(Y) # moyenne empirique de Y

Sx<-var(X) # variance empirique de X
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Chapitre 2. Tests sur le coefficient de corrélation linéaire

120
1

100
1

Fic. 2.1 — Nuage de points des vitesses et distances d’arrét des voitures avec la droite de
régression

Sy<-var(Y) # variance empirique de Y

Sxy<-cov(X,Y) # covariance empirique

R<-cor(X,Y) # coefficient de corrélation

# resultats

round(Xb,2) ; round(Yb,2) ; round(Sx,2) ; round(Sy,2) ; round(Sxy,2) ; round(R,2)
# Nuage de points et droite de regression

plot(Y~X)

abline(Im(Y~X),col=4,lwd=2)

#Test de significativité du coefficient de corrélation

cor.test(X,Y,method = "pearson")
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Conclusion

l ‘étude de la liaison entre deux ou plusieurs caracteéres est un axe trés important de

l’analyse statistique. Cette relation est évaluée a 1’aide d’une variété de mesures.

Dans ce mémoire, on s’est intéressé au coefficient de corrélation linéaire de deux variables.
Plus précisément, on a traité quelques un des tests d’hypothéses statistiques les plus po-
pulaires relatifs & ce dernier. Le test de significativité a pour but de vérifier si la valeur
du coeflicient est nulle ou non permettant ainsi de conclure de I’absence ou l'existence de
liaison entre les deux variales. Le test de conformité vise a examiner la valeur théorique
inconnue du coefficient par rapport a une valeur hypothétique donnée. Quant au test de
comparaison, il permet de juger 1’égalité entre deux coefficients de corrélation linéaire ou

plus.

Enfin, on note qu’il existe des tests autres que ceux qu’on a discuté dans ce mémoire
et que, en plus de la prise de décision, les tests satistiques aident dans la construction

d’intervalles de confiance pour le coefficient de corrélation linéaire.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Notation Significations

Bo, P1 coefficient du modeéle de regression
Bg, Bl estimateurs de [ et 5,

c-a-d c’est-a-dire

Cor(X,Y) corrélation entre X et Y
Cov(X,Y) covariance entre X et YV

ddl degrée de liberté

F transformation de Fisher

F(z,y) fonction de répartition conjointe
f(z,y) densité de probabilité conjointe

Fx(x),Fy(y)  fonctions de repartition marginales

Ixiy, fyx densités conditionelles
Ho hypothése nulle

Hq hypothése altérnative

L espérance du couple

Lz espérance de Z

N(0,1) loi normale centré réduite
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Annexe : Abréviations et Notations

B
px (), py (i)
Pijj, Pjli

R

P

SXY

S%: 5%

<)
N

SEERCI
=

masse de probabilité conjointe
masses de probabilité marginales
masses de probabilité conditionelles
coefficient de corrélation empirique
coefficient de correlation
covariance empirique entre X et Y
variances empiriques

variance de Z

matrice de covariance

loi de Student a v ddl

région critique

moyenne empirique

variable aléatoire

quantile d’ordre w de N (0,1)
égalité par définition

fonction indicatrice
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/ Abstract \

The linear relationship between two random variables is measured by means of
Pearson correlation coefficient. The value and the sign of the latter respectively
indicate on the degree of intensity and the direction of the linear relation. To perform
a statistical inference on this coefficient, one uses its empirical counterpart based on a
sample from the random couple. Among the statistical tests, one can cite the
signification test, the conformity test and the comparison test of two coefficients.

Keywords: Comparison test; Conformity test; Joint distribution; Linear correlation;
Pearson coefficient; Random couple; Signification test. /

/ Resumé \

La liaison linéaire entre deux variables aléatoires est mesurée a I’aide du coefficient
de corrélation de Pearson. La valeur et le signe de ce dernier indiquent respectivement
le degré de force et la direction de la relation linéaire. Pour réaliser des tests
d’hypothéses statistiques sur ce coefficient, on utilise sur son équivalent empirique
basé sur un échantillon du couple aléatoire. Parmi ces tests, on peut citer le test de
signification, le test de conformité et celui de comparaison de deux coefficients.

Mots clés: Coefficient de Pearson; Corrélation linéaire; Couple aléatoire;

Distribution conjointe; Test de comparaison; Test de conformité; Test de
anification. /
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