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Introduction

Les équations di¤érentielles stochastique à champ moyen ont été introduite pour

la première fois par Mckean [8], lors d�une étude d�un systèmes physiques avec un

grand nombre de particules en interaction. La motivation d�étudier ce type de pro-

blème découle de son large domaine d�application, compris les modèles biologiques, la

conception de l�alimentation sans �l, la programmation du tra�c routier. Par des ap-

proches purement stochastique Buckdahn [3] a obtenu un résultat sur les équations

di¤érentielles stochastique rétrograde de type champ moyen. Ce qui concerne les

problèmes de contrôle optimal à champ moyen des bon résultats ont été obtenu par

beaucoup de chercheurs dans diverse système progressive, rétrograde ou progressive-

rétrograde fortement ou faiblement couplé l�auteur peut consulter Wang, Xiao et

Xing [15],Liet Liu [11],Ma et Liu [13],Carmona et Delarue [4],Buckdahn Djehiche,

Li[2], Shen, Siu [14].

Les problèmes de contrôle optimal mentionné ci-dessus sont considérés au risque

neutre dont la fonction objective est formalisée par trois coûts, intégrale initiale et

terminal. Ce cas peut etre étendre au risque sensitive, dans lequel la fonction de coût

est exponentielle. Le premier résultat dans le principe du maximum stochastique pour

un système de risque sensitive a été obtenu par Whittle [16], basons sur di¤érente

technique ce type de problème à tracté un grand nombre de chercheurs par exemple,

Bielecki et Pliska [1],Davis, Lleo, f[5]; [6]gLim, Zhou [9].

Les problèmes de contrôle optimal de risque sensitive mentionné ci-dessus ont été
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Introduction

établis sous une information complète. En général, les contrôleurs ne peuvent etre

obtenir que des informations partielles, par exemple on considère le processus de �ux

de trésorerie d�une entreprise d�assurance, où raison de con�dentialité sur les comptes

il est impossible pour que l�entreprise observe pleinement le �ux de trésorerie, cela

idique l�importance d�étudier des problèmes de contrôle optimal partiellement obser-

vés et les rend largement utilisés, voir les références f[10]� [17]g. Dans ce mémoire,

on s�intéresse à un problème de contrôle optimal partiellement observé de type risque

sensitive dont l�état de système est une solution d�une EDSPR à champ moyen, et

le domaine de contrôle est convexe.

Notre mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente un rappel sur le calcul stochastique (dé�nitions,

généralité sur l�espérance conditionnelle, etc...) .

Dans le deuxième chapitre, on donne deux théorèmes d�existence et d�unicité de la

solution d�une équation di¤érentielle stochastique progressive et rétrograde.

Dans le troisième chapitre, on se consacre à l�étude du principe de maximum d�un

système d�edspr faiblement couplé de type champs moyen et de risque sensitive dont

on présente les conditions su¢ santes et nécessaires d�optimalité et comme application

ont résoudre un problème de contrôle dans un cas de système linéaire et de coût

quadratique où on utilise les résultats obtenus à la section 1 et 2 .
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Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastique

1.1 Généralités et notations

Dans ce chapitre introductif, nous donnons quelques dé�nitions de base et le plus

souvent élémentaires, concernant les résultats de calcul stochastique. Nous nous li-

mitons au strict nécessaire pour les chapitres suivants. Notons que, pour représenter

un phénomène aléatoire dépondant du temps, le modèle mathématique est donné

par :

1. Un espace de probabilité (
;F ;P)

2. Une fonction

X : (R+ 
 
;B (R+)
F)! (E; E)

avec

(t; w)! X (t; w) :

Pour chaque t �xé, l�état du systéme est une variable aléatoir c� est à dire

w ! X (t; w) est mesurable. Pour w 2 
 �xé, t y X (t; w) est appelée une

3



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

trajectoire.

Dé�nition 1.1.1 (processus stochastiques) : Un processus aléatoire sur (
;F ;P),

indexé par un ensemble de temps T � R+, est une famille(Xt)t2T de variables aléa-

toires sur (
; A;P) à valeurs dans un certain espace E.

Dé�nition 1.1.2 (modi�cation et indistinguables) : Soient (Xt)t�0 et (Yt)t�0

deux processus stochastique dé�nie sur le même espace de probabilité (
;F ;P); X

est une modi�cation de Y si pour tout T :

8t � 0; P (Xt = Yt) = 1; P � ps:

X et Y sont indistinguable si P-ps, les trajectoires de X et Y sont les mêmes c�est

à dire

P (Xt = Yt;8t � 0) = 1; P � ps

Dé�nition 1.1.3 (processus mesurable) Un processus (X (t))t2T est mesurable

si l�application (t; w) ! Xt (w) de R+ � 
 dans Rd est mesurable par rapport aux

tribus B (R+)
F et B
�
Rd
�
.

Dé�nition 1.1.4 (Filtration) Soient (
;F ;P)Un espace probabilité et (Ft)t2R+
une famille croissante de sous tribus de F au sens où, 8 s � t;Fs � Ft � F .

(Ft)t2R+ est appelée �ltration de (
;F). On dit que
�

;F ; (Ft)t2R+ ;P

�
est un es-

pace de probabilité �ltré.

Dé�nition 1.1.5 (Processus adapté) Un processus (X (t))t2R+ est adapté par rap-

prt à la �ltration fFtgt�0 si, pour tout t, Xt est Ft-mesurable. Si N � F0, et si X

est adapté par rapport à fFtgt�0 alors toute modi�cation de X est encore adaptée.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

Dé�nition 1.1.6 (Processus progressivement mesurable) On dit q�un proces-

sus (X (t))t2R+ est progressivement mesurable si l�application

X (�; �) : ([0; t]� 
;B (0; t)
F) �! (E; E) ;

(s; w) 7�! X (s; w) ;

est (E ;B (0; t)
F)� mesurable.

Finissons ces généralités par la notion de tempsd�arrêt.

Dé�nition 1.1.7 (Temps ,darrêt) Soit � une variable aléatoire à valeurs dans

R+[f+1g. On dit que � est un fFtgt�0�temps d�arrêt si, pour tout t, f� � tg 2 Ft.

Si � est un temps d�arrêt, on appelle tribu des évènements antérieurs à �; la tribu

dé�nie par :

F� = fA 2 F1; A \ f� � Tg 2 Ft;8tg :

Proposition 1.1.1 Soit � est un temps d�arrêt. Si X est progressivement mesurable,

le processus arrêté X� dé�ni par X�
t = X�^t est progressivement mesurable.

1.2 Mouvement brownien et Martingale

Dé�nition 1.2.1 (Mouvement brownien standard) : Le mouvement brownien

est un processus (Bt)t2[0;1] continu dont les accroissements sont indépendants, sta-

tionnaires et gaussiens. Plus précisément.

un mouvement Brownien standard est un processus (Bt)t2[0;1] véri�ant :

i) B0 = 0 P-p.s.

ii) B est continu.i.e. t! Bt(w) est continue pour P presque tout w.

iii) B est à accroissements indépendants : si t � s, Bt � Bs est indépendant de

FB
s = � (Bu; u � s).
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

Dé�nition 1.2.2 (Martingale, sous et surmartingale) : Soit (
;F ; fFngn ;P)

un espace probabilisé �ltré. Un processus (Xt; t � 0) adapté et tel que, pour tout

t � 0; Xt 2 L1 est appelé :

i) martingale si pour s < t;E [XtnFs] = Xs:

ii) surmartingale si pour s < t;E [XtnFs] � Xs:

iii) sous-martingale si pour s < t;E [XtnFs] � Xs:

Dé�nition 1.2.3 (martingale locale) : Soit X un processus fftgt�0-adapté, à tra-

jectoires continues à droite. On dit que X est une martingale locale s�il existe une

suite croissante de temps d�arrêt f�ngn�1 telle que limn!1 �n = +1 P-p.s et pour

tout n, X�n1�n>0 est une martingale.

Dé�nition 1.2.4 (semi-martingale) : Une semi-martingale continue est un pro-

cessus X qui s�écrit X =M + V , où M est une martingale locale continue et V est

un processus continu adapté à variation bornée tel que : v0 = 0.

1.3 Calcul d�Itô

1.3.1 Intégrale stochastique

Soit (Bt) un MB adapté à la �ltration Ft

1. Fs � Ft; t � s.

2. Bt est Ft�adapté.

3. 8t � t1 � ::: � tn; Bt1 �Bt; Bt2 �Bt1 ; :::; Btn �Btn�1 sont indépendant de Ft.

Soit � (t) un processus tel que :

i) � (t) est Ft�adapté.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

ii) 8T > 0; E

240@ TZ
0

(� (t))2 dt

1A35 <1.
On veut dé�ni l�intégrale stochastique d�Itô

tZ
0

�sdBs:

Remarque 1.3.1 Si f est une fonction dérivable alors :

tZ
0

� (s) df (s) =

tZ
0

� (s) f 0 (s) ds:

Intégrale d�Itô pour un processus simple

Soit � = ft0; t1; :::; tng partition de [0; T ] ; 0 = t0 � t1 � ::: � tn = T; supposon que

� (t) est constant sur chaque intervalle [tk; tk+1[. On dé�nit :

I (t) =
k�1X
j=0

� (tj)
�
Btj+1 �Btj

�
+ � (tk) (Bt �Btk) ; tk�t�tk+1 :

1. 8t � 0; I (t) est Ft�mesurable.

2. Linéarité.

3. (I (t))t est une martingale.

Théorème 1.3.1 (Isométrie d�Itô)

E
�
I2 (t)

�
= E

24 tZ
0

�2 (u) du

35 :
Intégrale d�Itô pour un processus quelconque

Soit T > 0 soit � un processus :

i) � (t) est Ft�adapté.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

ii) 8T > 0; E

240@ TZ
0

(� (t))2 dt

1A35 <1:

Théorème 1.3.2 Il existe une suite (�n) de processus simple tel que :

lim
n
E

24 TZ
0

(�n (s)� � (s))2 ds

35 = 0:
On a dé�ni :

In (T ) =

TZ
0

�n (u) dBu:

On dé�ni :

I (T ) =

TZ
0

� (u) dBu =
d�ef lim

n

TZ
0

�n (u) dBu:

I (t) =

tZ
0

�sdBs ; �;Ft � adapt�e ; � 2 L2 (F � [0; T ])

1. 8t � 0; I (t) est Ft�mesurable.

2. � 7! I (t) est linéaire.

3. (I (t))t est une martingale.

4. Continuté : t 7!
tZ
0

�sdBs est à trajéctoires continue.

5. Isométrie d�Itô :

E

240@ tZ
0

� (u) dBu

1A235 = E
24 tZ
0

�2 (u) du

35 (1.1)

Proposition 1.3.1
tZ
0

BsdBs =
1

2

�
B2
t � t

�
:

8



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

Théorème 1.3.3 (Inégalité de Doob) Soit (Mn; n 2 N) une martingale réelle de

carré intégrable. On a :

E
�
max
0�k�n

M2
k

�
� 4E

�
M2
n

�
:

En particulier

E
�
sup
n2N

M2
n

�
� 4 sup

n2N
E
�
M2
n

�
: (1.2)

Théorème 1.3.4 (Inégalité de burkholder-davis-gundy "BDG") : Pour tout

p > 0, il existe des constantes positives cp et CP telles que, pour toute martingale

continue X = (Xt)t>0, nul en 0 :

cpE
h
hX;Xi

p
2
1

i
� E

�
sup
t�0
jXtjp

�
� CpE

h
hX;Xi

p
2
1

i
:

Remarque 1.3.2 : En particulier, si T � 0

cpE
h
hX;Xi

p
2
T

i
� E

�
sup
0�t�T

jXtjp
�
� CpE

h
hX;Xi

P
2
T

i
:

1.3.2 Processus d�Itô

Dé�nition 1.3.1 On appelle processus d�Itô un processus (X (t))0�t�T à valeurs

réelles tel que 80 � s � t

X(t) = X(0) +

Z t

0

b(s)ds+

Z t

0

�(s)dW (s);P� p:s:

où, X(0) est F0�mesurable, b et � sont deux processus progressivement mesurables

véri�ant les conditions

Z T

0

j b(s) j ds <1 et
Z T

0

k �(s) k2 ds <1; où k � k= trace(���):

Le coe¢ cient b est le drift ou la dérive, � est le coe¢ cient de di¤usion.

9



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

Théorème 1.3.5 (Première formule d�Itô) Soit (X (t))0�t�T un processus d�Itô,

soit f : R! R de classe C2. Alors

f(X(t)) = f(x(0)) +

Z t

0

fx(X(s))dX(s) + 1=2

Z
fxx(X(s))�

2(s)ds:

Théorème 1.3.6 (Deuxième formule d�Itô) Soit (X(t))0�t�T un processus d�

Itô, soit f une fonction dé�nie sur R+�R de classe C1 par rapport à t, de classe C2

par rapport à x. On a

f(t;X(t)) = f(0; X0) +

Z t

0

ft(s;X(s))ds+

Z t

0

fx(s;X(s))dX(s)

+ 1=2

Z t

0

fxx(s;X(s))�
2(s)ds:

Proposition 1.3.2 (Formule d�intégrale par parties) Soient (X(t))0�t�T et

(Y (t))0�t�Tdeux processus d�Itô, alors

X(t)Y (t) = X(0)Y (0) +

Z t

0

X(s)dY (s) +

Z t

0

Y (s)dX(s) + hX; Y it :

10



Chapitre 2

EDS et EDSR

2.1 Equations di¤érentielles stochastiques

Dé�nition 2.1.1 Dans toute cette partie, on s�intéressera à l�équation di¤érentielle

stochastique, 8><>: dXt = b (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt

X0 = Z
(2.1)

où T est un réel strictement positif, b : [0; T ]�Rn �! Rn et � : [0; T ]�Rn �! Rn�m

sont deux fonctions mesurables et où Z est une variable aléatoire quelconque, b est

appelée coe¢ cient dérive (drift) de l�E.D.S, et � coe¢ cient de di¤usion de l�E.D.S.

Dé�nition 2.1.2 (solution fort d�une E.D.S) Un processus X est solution de

cette E.D.S (2:1) si c�est un processus F�adapté (ou F est la �ltration naturelle du MB B)

satisfaisant,

tZ
0

jb (s;Xs)j ds+
tZ
0

j� (s;Xs)j2 ds <1;8t 2 R+P� p:s

11



Chapitre 2. EDS et EDSR

et qui véri�e :

Xt = Z +

tZ
0

b (s;Xs) ds+

tZ
0

� (s;Xs) dBs;8t 2 R+P� p:s (2.2)

Dé�nition 2.1.3 (Unicité forte) On dit qu�il ya unicité fort pour l�E.D.S si, pour

8>>>>>><>>>>>>:
Xt = x+

tZ
0

b (s;Xs) ds+

tZ
0

� (s;Xs) dBs

Yt = y +

tZ
0

b (s; Ys) ds+

tZ
0

� (s; Ys) dBs

alors

x = y ) P (Xt = Yt;8t 2 [0; T ]) = 1:

Remarque 2.1.1 si Xt et Yt sont continue alors :

P (Xt = Yt;8t 2 [0; T ]) = 1, 8t 2 [0; T ] ;P (Xt = Yt) = 1:

2.1.1 Existence et Unicité forte

Théorème 2.1.1 On suppose qu�il existe une constante K telle que pour tout

t 2 [0; T ] ; x; y dans Rn :

1) Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps :

jb (t; x)� b (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � K jx� yj : (2.3)

2) Croissance linéaire :

jb (t; x)j+ j� (t; x)j � K (1 + jxj) : (2.4)

12



Chapitre 2. EDS et EDSR

3) E jZj2 <1:

Alors l�E.D.S (2.1) possède une unique solution. De plus cette solution véri�e :

E
�
sup
0�t�T

jXtj2
�
<1:

Preuve. Soit Xt et Yt deux solution forte de l�E.D.S (2.1),comme (a+ b)2 � 2a2 + 2b2

pour tout 0 � t � r � T

jXt � Ytj2 =

������
tZ
0

b (s;Xs) ds+

tZ
0

� (s;Xs) dBs �
tZ
0

b (s; Ys) ds�
tZ
0

� (s; Ys) dBs

������
2

=

������
tZ
0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds+

tZ
0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs

������
2

� 2

������
tZ
0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds

������
2

+ 2

������
tZ
0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs

������
2

sup
0�t�T

jXt � Ytj2 � 2 sup
0�t�T

������
tZ
0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs

������
2

+ 2 sup
0�t�T

������
tZ
0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds

������
2

:

13



Chapitre 2. EDS et EDSR

Utilisant l�inégalité de Doob (1.2) et l�isométrie des l�intégrale stochastique(1.1)

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� 2E

24 sup
0�t�T

������
tZ
0

(� (s;Xs)� � (s; Ys)) dBs

������
2

+ sup
0�t�T

������
tZ
0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds

������
235

� 8E

24 TZ
0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds

35
+ 2E

264
������
TZ
0

(b (s;Xs)� b (s; Ys)) ds

������
2
375

Utilisant l�inégalité de Cauchy Schwartz,

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� 8E

24 TZ
0

j� (s;Xs)� � (s; Ys)j2 ds

35
+ 2TE

24 TZ
0

jb (s;Xs)� b (s; Ys)j2 ds

35
� (8 _ 2T )E

24 TZ
0

�
j� (s;Xs)� � (s;Xs)j2

+ jb (s;Xs)� b (s; Ys)j2
�
ds
�

14



Chapitre 2. EDS et EDSR

Comme les fonctions b et � sont lipschitz en espace, on obtient pour tout r 2 [0; T ],

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� (8 _ 2T )K2E

24 TZ
0

jXs � Ysj2 ds

35
� C (T;K)E

24 TZ
0

jXs � Ysj2 ds

35
� C (T;K)

TZ
0

E
�
jXs � Ysj2

�
ds

� C (T;K)

TZ
0

E
�
sup
r�s

jXr � Yrj2
�
ds

Donc

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� C (T;K)

TZ
0

E
�
sup
r�s

jXr � Yrj2
�
ds

Utilisant le lemme de GRONWALL,

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� 0eC(T;K)T = 0

) E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
= 0

) sup
0�t�T

jXt � Ytj2 = 0

8t; jXt � Ytj2 = 0;P� p:s, 8t;Xt = Yt P� p:s

, 8t;P (Xt = Yt) = 1

Comme t 7�! Xt et t 7�! Yt.On en déduit que Xt et Yt sont également indistin-

guables.

2- Existence de la solution de l�E.D.S.(2.1)

On montrer l�existence de solution par la méthode de Picard, on dé�nit

15



Chapitre 2. EDS et EDSR

Preuve. une suite (Xt)t>0par :

8>>><>>>:
Xn+1
t = Z +

tZ
0

� (s;Xs) dBs +

tZ
0

b (s;Xs) ds; 8n � 0

X0
t = Z

De X0
t on obtient

X1
t = Z +

tZ
0

�
�
s;X0

s

�
dBs +

tZ
0

b
�
s;X0

s

�
ds

= Z +

tZ
0

� (s; Z) dBs +

tZ
0

b (s; Z) ds

X2
t = Z +

tZ
0

�
�
s;X1

s

�
dBs +

tZ
0

b
�
s;X1

s

�
ds

Aussi, on peut déterminer (Xn
t ) pour tout n on montre (X

n
t ) converge vers Xt et Xt

véri�el�E.D.S.(2.1).

1. On suppose que � et b véri�ent la condition (2.4) on démontre que

9C (T; Z;K) ; sup
n
E
�
sup
t�T

jXn
T j
2

�
� C

On a : pose 0 � t � r � T

��X1
t

��2 =
������Z +

tZ
0

�
�
s;X0

s

�
dBs +

tZ
0

b
�
s;X0

s

�
ds

������
2

Comme (a+ b+ c)2 � 3 (a2 + b2 + c2),

��X1
t

��2 � 3
24jZj2 +

������
tZ
0

�
�
s;X0

s

�
dBs

������
2

+

������
tZ
0

b
�
s;X0

s

�
ds

������
235

16



Chapitre 2. EDS et EDSR

Utilisant l�inégalité de Cauchy Schwartz,

��X1
t

��2 � 3
24jZj2 +

������
tZ
0

� (s; Z) dBs

������
2

+ T

tZ
0

jb (s; Z)j2 ds

35
sup
t�r�T

��X1
t

��2 � 3
24jZj2 + sup

t�r�T

������
tZ
0

� (s; Z) dBs

������
2

+ T

rZ
0

jb (s; Z)j2 ds

35
E
�
sup
t�T

��X1
t

��2� � 3
24jZj2 + E

24sup
t�T

������
tZ
0

� (s; Z) dBs

������
235+ T

rZ
0

jb (s; Z)j2 ds

35
Utilisant l�inégalité (1.2 et (1.1) et (2.4) de b et �,

E
�
sup
t�r�T

��X1
t

��2� � 3
24jZj2 + 4E

24 tZ
0

j� (s; Z)j2 ds

35+ T

tZ
0

jb (s; Z)j2 ds

35
� 3

24jZj2 + 4 rZ
0

j� (s; Z)j2 ds+ T

rZ
0

jb (s; Z)j2 ds

35
� 3

24jZj2 + 4 rZ
0

K2
�
1 + jZj2

�
ds+ T

rZ
0

K2 (1 + jZj)2 ds

35
� 3

24jZj2 + 4 rZ
0

C1 (K;Z) ds+ T

rZ
0

C1 (K;Z) ds

35
� 3

�
jZj2 + 4C1 (K;Z) r + TC1 (K;Z) r

�
Donc

E
�
sup
t�r�T

��X1
t

��2� � 3 �jZj2 + C2 (K;T; Z) r
�

17



Chapitre 2. EDS et EDSR

De la même manière on trouve que :

��X2
t

��2 =
������Z +

tZ
0

�
�
s;X1

s

�
dBs +

tZ
0

b
�
s;X1

s

�
ds

������
2

� 3

24jZj2 +
������
tZ
0

�
�
s;X1

s

�
dBs

������
2

+

������
tZ
0

b
�
s;X1

s

�
ds

������
235

� 3

24jZj2 +
������
tZ
0

�
�
s;X1

s

�
dBs

������
2

+ T

tZ
0

��b �s;X1
s

���2 ds
35

sup
t�r

��X2
t

��2 � 3
24jZj2 + sup

t�r

������
tZ
0

�
�
s;X1

s

�
dBs

������
2

+ T

rZ
0

��b �s;X1
s

���2 ds
35

E
�
sup
t�r

��X2
t

��2� � 3 jZj2 + 3E
24sup
t�r

������
tZ
0

�
�
s;X1

s

�
dBs

������
235+ 3TE

24 rZ
0

��b �s;X1
s

���2 ds
35

� 3

24jZj2 + 4E
24 rZ
0

��� �s;X1
s

���2 ds
35+ TE

24 rZ
0

��b �s;X1
s

���2 ds
3535

� 3

24jZj2 + 4E
24 rZ
0

K2
�
1 +

��X1
s

��2� ds
35

+ 3TE

24 rZ
0

K2
�
1 +

��X1
s

���2 ds
3535

� 3

24jZj2 + C3 (K;T )E

24 rZ
0

�
1 +

��X1
s

���2 ds
3535

� 3

24jZj2 + C3 (K;T )E

24 rZ
0

2
�
1 +

��X1
s

��2� ds
3535

18
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� 3

24jZj2 + 2C3 (K;T )
24T + E

24 rZ
0

��X1
s

��2 ds
353535

� 3

24jZj2 + 2C3 (K;T )
24T + rZ

0

E
�
sup
u�s

��X1
u

��2� ds
3535

� 3

24jZj2 + 2C3 (K;T )
24T + rZ

0

3
�
jZj2 + C2 (K;T; Z) r

�
ds

3535
� 3

�
jZj2 + 2C3 (K;T )

�
T + 3

�
jZj2 r + C2 (K;T; Z)

r2

2

���

E
�
sup
t�r
jXn

T j
2

�
� C (T; Z;K)

nX
i=0

ri

i!
;8n � 1

� C (T; Z;K) er

� C (T; Z;K) eT

2. Montrons que la suite (Xn
T ) converge P � p:s uniformément sur [0; T ] vers un

processus XT

��X2
t �X1

t

��2 =
������
tZ
0

�
�
�
s;X1

s

�
� �

�
s;X0

s

��
dBs +

tZ
0

�
b
�
s;X1

s

�
� b

�
s;X0

s

��
ds

������
2

� 2

������
tZ
0

�
�
�
s;X1

s

�
� �

�
s;X0

s

��
dBs

������
2

+ 2

������
tZ
0

�
b
�
s;X1

s

�
� b

�
s;X0

s

��
ds

������
2

sup
t�r

��X2
t �X1

t

��2 = 2 sup
t�r

������
tZ
0

�
�
�
s;X1

s

�
� �

�
s;X0

s

��
dBs

������
2

+ 2 sup
t�r

������
tZ
0

�
b
�
s;X1

s

�
� b

�
s;X0

s

��
ds

������
2
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Utilisant l�inégalité (1.2), (1.1)l�inégalité de Cauchy Schawartz et la condition

(2.3),

E
�
sup
t�r

��X2
t �X1

t

��2� � 2E
24sup
t�r

������
tZ
0

�
�
�
s;X1

s

�
� �

�
s;X0

s

��
ds

������
235

+ 2E

24sup
t�r

������
tZ
0

�
b
�
s;X1

s

�
� b

�
s;X0

s

��
ds

������
235

� 8E

24 rZ
0

��� �s;X1
s

�
� �

�
s;X0

s

���2 ds
35

+ 2E

24������
rZ
0

�
b
�
s;X1

s

�
� b

�
s;X0

s

��
ds

������
235

� 8K2E

24 rZ
0

��X1
s �X0

s

��2 ds
35

+ 2TK2E

24 rZ
0

��X1
s �X0

s

��2 ds
35

�
�
8K2 + 2TK2

�
E

24 rZ
0

��X1
s �X0

s

��2 ds
35

�
�
8K2 + 2TK2

� rZ
0

E
�
sup
u�s

��X1
u �X0

u

��2 ds�

�
�
8K2 + 2TK2

� rZ
0

E
�
sup
u�s

��X1
u � Z

��2� ds
� 2

�
8K2 + 2TK2

�24Z2r + rZ
0

E
�
sup
u�s

��X1
u

��2� ds
35

� 2
�
8K2 + 2TK2

�24Z2r + rZ
0

(C (K;T; Z) + C 0 (K;T; Z) s) ds

35
� 2

�
8K2 + 2TK2

� �
Z2r + C (K;T; Z) r + C 0 (K;T; Z)

r2

2

�
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E
�
sup
t�r

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � 2E
24sup
t�r

������
tZ
0

�
� (s;Xn

s )� �
�
s;Xn�1

s

��
dBs

������
235

+ 2E

24sup
t�r

������
tZ
0

�
b (s;Xn

s )� b
�
s;Xn�1

s

��
ds

������
235

Utilisant l�inégalité, l�inégalité de Cauchy Schwartz et la condition

E
�
sup
t�r

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � 8E
24 rZ
0

��� (s;Xn
s )� �

�
s;Xn�1

s

���2 ds
35

+ 2E

24������
rZ
0

b (s;Xn
s )� b

�
s;Xn�1

s

�
ds

������
235

� 8K2E

24 rZ
0

��Xn
s �Xn�1

s

��2 ds
35

+ 2TK2E

24 rZ
0

��Xn
s �Xn�1

s

��2 ds
35

E
�
sup
t�r

��Xn+1
t �Xn

s

��2� � �8K2 + 2TK2
� rZ
0

E
�
sup
t�r

��Xn
s �Xn�1

s

��2� ds
� Cn

rn+1

(n+ 1)!

Donc la somme
X
n

E
h
supt�r

��Xn+1
t �Xn

t

��2i <1) P:p:s

Xn
t converge uniformément

9Xt; tq : sup
t
jXn

t �Xtj2 �! 0 P:p:s

3. Xt véri�er l�E.D.S (2.1).On pose

Xk
t = Z +

tZ
0

b
�
s;Xk�1� ds+ tZ

0

�
�
s;Xk�1� dBs (2.5)
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il reste a montrer que (Xt) est solution de (2.1) ; pour cela, on remarque que�
Xk
�
converge dans L2 (P ). En e¤et,

kXm
t �Xn

t kL2 =






m�1X
k=n

Xk+1
t �Xk

t







L2

;m > n

�
m�1X
k=n



Xk+1
t �Xk

t




L2

�
+1X
k=n

�
Ck

rk+1

(k + 1)!

�1=2
�!n!+1 0

Si on note Xt la limite L2 de
�
Xk
t

�
, on sait qu�il existe une sous-suite que

converge p:s, donc nécessairement vers Yt. En conséquence Xt = Yt p:s. On

voudrait maintenant passer à la limite dans (2.5), comme
�
Xk
t

�
converge dans

L2 (P ), le lemme de fatou donne :

E

24 TZ
0

jXt �Xn
t j
2 dt

35 � lim inf
m�!+1

E

24 TZ
0

jXm
t �Xn

t j
2 dt

35 �!m!+1 0

La condition (2.3), l�inégalité de Cauchy Schwartz implique que

E

24������
tZ
0

(b (s;Xn
s )� b (s;Xs)) ds

������
235 � tK2E

24 tZ
0

jXn
s �Xsj2 ds

35 �!n!+1 0

Alors
tZ
0

b (s;Xn
s ) ds �!L2(P )

n!+1

tZ
0

b (s;Xs) ds

De même manière en déduit que

E

24������
tZ
0

(� (s;Xn
s )� � (s;Xs)) dBs

������
235 � 4K2E

24 tZ
0

jXn
s �Xsj2 ds

35 �!n!+1 0
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Alors
tZ
0

� (s;Xn
s ) dBs �!

L2(P )
n!+1

tZ
0

� (s;Xs) dBs

Tout converge dans (2.5). En passant à la limite, on en déduit que (Xt) est

solution de (2.1).

2.2 Équations di¤érentielles stochastiques rétro-

grades

Dans cette section on va donnner le résultat d�existence et d�unicité de la solution

d�une équation di¤érentielle stochastique rétrograde dont les coe¢ cients sont globa-

lement Lipschitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 avec

le générateur f non linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

La forme générale d�une équation di¤érentielle stochastique rétrograde est donnée

comme suit : 8><>: � dYt = f(t;Yt;Zt)dt� ZtdWt; t 2 [0; T ]

YT = �:
(2.6)

ou de façon équivalente, sous forme intégrale,

Yt = � +

Z T

t

f (s;Ys;Zs)dt�
Z T

t

ZsdWs; t 2 [0; T ]

2.2.1 Notations

On se donne (
;F ; P ) un espace de probabilité complet et W un mouvement brow-

nien (MB) d-dimensionnel sur cet espace. On notera (Ft)t � 0
la �ltration naturelle

du MB W . On travaillera avec deux espaces de processus :
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On note S 2(RK) : l�espace vectoriel formé des processus Y , progressivement mesu-

rables, à valeurs dans RK , tels que :

kY k2S 2 = E

�
sup
0�t �T

jYtj2
�
<1;

et S 2
c(RK) le sous espace formé par le processus continus.

En suite L2Ft (R
K�d) celui formé par les processus Z, progrssivement mesurables, à

valeurs dans RK�d, tels que :

kZ k2M 2 = E

�Z T

0

kZtk2 dt
�
<1;

Où si z 2 RK�d,kzk2 = trace(zz�)L2Ft(R
K�d) désigne l�ensemble des classes d�équi-

valence de L2Ft(R
K�d)RKet RK�d seront souvent omis ; les espaces S2 ;S2c et L2Ft sont

des espaces de Banach pour les normes dé�nies précédemment. Nous désignerons B 2

l�espace de Banach S2c (RK)� L2Ft(R
K�d).

Soit f une application aléatoire dé�nie sur [0;T ] � 
 � RK � RK�d à valeurs dans

RK telle que, pour tout (y; z) 2 RK � RK�d , le processusff(t; y; z)g0�t�T soit pro-

gressivement mesurable. On considère également une variable aléatoire �, mesurable

par rapport à FT et à valeurs dans RK . La fonction f s�appelle le générateur et �

la condition terminale. Dans ce contexte, on veut résoudre l�équation di¤erentielle

stochastique rétrograde (EDSR en abrégé) (2:6).

Dé�nition 2.2.1 une solution de l�EDSR(2:6)est un couple de processus

f(Yt;Zt)g0�t�Tvéri�ant :

1) Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs recpectivement dans RK et

RK�d.
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2) P-p.s Z T

0

�
f(r;Yr;Zr) + kzrk2

	
dr <1:

3) P-p.s, on a

Yt = � +

Z T

t

f(r;Yr;Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr; t 2 [0; T ]:

Avant d�énoncer le théorème d�existence et d�unicité, on donne les hypothèses sous

lesquelles nous allons travailler, sous les données suiventes : f est dé�nie sur [0; T ]�


 � RK � RK�d à valeur dans RK , telle que, pour tout (y; z) 2 RK � RK�d ; le

processus ff(t; y; z)g0�t �T soit progressivement mesurable. On considère également

� une variable aléatoire,FT�mesurable, à valeurs dans RK .

a) Condition d�intégrabilité

E

�
j�j2 +

Z T

0

jf (r; 0; 0)j2 dr
�
<1;

b) Condition de Lipschitz en (y ; z)

pour tout t; y; �y; z; �z;

jf(t; y; z)� f(t; �y; �z)j � C (jy � �yj+ kz � �zk) ;

où C est une constante indépendante de t; y; �y; z et �z.

Théorème 2.2.1 (Pardoux�Peng 90) Sous les hypothèses (a) et (b), l�EDSR

(2:6) possède une unique solution (Y; Z) telle que Z 2 L2Ft.
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Chapitre 3

Principe du maximum sous

l�information partielle

3.1 Formulation du problème

Soit (
;F ; fFtgt�0 ; P ) un espace probabilisé �ltré complet muni d�une �ltration

naturelle Ft := �fW (s); Y (s); 0 � s � tg,où W (�) et Y (�) sont 2 mouvements

browniens standard indépendants unidimensionnels. On note par :

FW
t := � fW (s); 0 � s � tg

FY
t := � fY (s); 0 � s � tg

Notre problème de contrôle est de type chapms moyen de risk sensitive et sous

l�information partielle est dé�ni par un système couplé :

8>>>><>>>>:
dx(t) = b(t; x(t); Ex(t); u(t))dt+ �(t; x(t); Ex(t); u(t))dW (t)

�dy(t) = f(t; x(t); y(t); z(t); Ex(t); Ey(t); Ez(t); u(t))dt� z(t)dW (t);

x(0) = a; y(T ) = �(x(T ));

(3.1)
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Chapitre 3. Principe du maximum sous l�information partielle

où

b; � : [0; T ]� R2 � U ! R

f : [0; T ]� R6 � U ! R

� : R! R;

a est un constant, et U � R un convexe non vide de R. Une variable de contrôle

u : [0; T ]� 
! U est dite admissible si il est FY
t -adapté et satisfait

E

24 TZ
0

ju(t)j2 dt

35 <1:

L�ensemble des contrôle admissibles est noté par Uad: On suppose que le processus

d�espace d�états (x; y; z) n�est pas complètement observé, mais il est partiellement

observé à travers d�un processus Y , qui véri�er l�équation di¤erentielle stochastique

suivante : 8><>: dY (t) = h(t; x(t); u(t))dt+ d ~W (t)

Y (0) = 0:
(3.2)

On donne maintenant les hypothèses sous lesquelle on va travailler :

H1) b, � et � sont Ft�0-adaptés et continûments di¤érentiables par rapport à

(x; ~x; u); de dérivées bornées et majoré par c(1 + jxj+ j~xj+ juj).

H2) h est continûments di¤érentiables par rapport à (x; u), h et ses dérivées par

rapport à (x; u) sont uniformément bornée.

H3) l; g et 
 sont continûment di¤érentiable par rapport à x; ~x; y; ~y; z; ~z; u et les

dérivées sont bornées.

27
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Comme h est bornée, la condition de Novikov Efe 12
R t
0 h

2(s;x(s);u(s))dsg <1 est véri�er.

Soit dP u = Zu(t)dP , avec

Zu(t) = ef
R t
0 h(s;x(s);u(s))dY (s)�

1
2

R t
0 jh(s;x(s);u(s))j

2dsg;

qui véri�er l�EDS suivante :

8><>: dZu(t) = Zu(t)h(t; x(t); u(t))dY (t)

Zu(0) = 1;
(3.3)

alors d�après le théorème de Girsanov et (H1),P v est une nouvelle mesure de proba-

bilité, et (W; ~W ) est un brownien de R2 dé�ni sur (
;F ; (Ft)t�0; P u). La fonction de

coût associée a notre problème de contrôle est dé�nie par :

J�(u(�)) = Eu[e�(
R T
0 l(t;x(t);y(t);z(t);Eux(t);Euy(t);Euz(t);u(t))dt+g(x(T ))+ 
(y(0)))]; (3.4)

où Eu désigne l�espérance sous P u et � est l�indice de risque sensitive (� 2 [0; 1]). La

formule de Bayes va nous permet d�écrire , la fonction de coût (3:4) sous la forme :

J�(u(�)) = Eu[e�(
R T
0 l(t;x(t);y(t);z(t);E[Zu(t)x(t)];E[Zu(t)y(t)];E[Zu(t)z(t)];u(t))dt+g(x(T ))+
(y(0)))]:

(3.5)

L�objectif du controlleur est de maximiser (3:5) sur l�ensemble des contrôle admis-

sibles Uad . Un contrôle �u(�) 2 Uad qui satisfait

J�(�u(�)) = max
u2Uad

J�(u(�));

est appelé un contrôle optimal. Le processus d�état correspondant à �u est noté par

�x(�) := x�u(�), de plus, nous utilisons l�abréviation �W (�) := �W �u(�), et
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�Z(�) := Z �u(�): On dé�ni l�équation

8><>: d�(t) = l(t; x(t); ~x(t); z(t); y(t); ~y(t); ~z(t); u(t))dt

�(0) = 0;
(3.6)

alors notre problème de contrôle est équivalent à maximiser

J�(u(�)) = E[Zu(T )e�(�(T )+g(x(T ))+
(y(0)))]; (3.7)

sous les processus d�état (3:1), (3:2) et (3:6). Soit u(�) tel que �u(t) + u(t) 2 U; 0 �

t � T , comme U est convexe alors pour tout 0 < � < 1,u�(t) = �u(t) + �u(t) 2 U:

Soit (x�; y�; z�) et Z�(t) les solutions de (3:1) et (3:2) associé au contrôle u�(�),

respectivement. Pour la simpli�cation, on utilise les notations suivante :

�h(t) := h(t; �x(t); �u(t));

'�(t) := '�(t; �x(t); E�x(t); �u(t));

 u(t) :=  (t; x(t); y(t); z(t); Ex(t); Ey(t); Ez(t); u(t));

 (t) :=  (t; �x(t); �y(t); �z(t); E�x(t); E�y(t); E�z(t); �u(t));

 �(t) :=  �(t; �x(t); �y(t); �z(t); E�x(t); E�y(t); E�z(t); �u(t));

� = x; ~x; y; ~y; z; ~z; u

' = b; �;

 = f; l; h:

3.2 Équations variationnelles et ses estimations

Dans cette section on dé�nie les équations variationnelles et on donne quelque esti-

mations, ces equations sont dé�ni par :
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8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dx1(t) = [bx(t)x
1(t) + b~x(t)Ex

1(t) + bu(t)u(t)]dt+ [�x(t)x
1(t)

+�~x(t)Ex
1(t) + �u(t)u(t)]dW (t);

�dy1(t) = [fx(t)x
1(t) + fy(t)y

1(t) + fz(t)z
1(t) + f~x(t)Ex

1(t) + f~y(t)Ey
1(t)

+f~z(t)Ez
1(t) + fu(t)u(t)]dt� z1(t)dW (t);

x1(0) = 0;

y1(T ) = �x(�x(T ))x
1(T );

(3.8)

8>>>><>>>>:
dZ1(t) = [Z1(t)h(t; �x(t); �u(t)) + Z(t)hx(t; �x(t); �u(t))

+Z(t)hu(t; �x(t); �u(t))u(t)]dY (t);

Z1(0) = 0;

(3.9)

8>>>><>>>>:
d�1(t) = [lx(t)�

1(t) + l~x(t)E�
1(t) + ly(t)�

1(t) + l~y(t)E�
1(t)

+lz(t)�
1(t) + l~z(t)E�

1(t) + lu(t)u(t)]dt;

�1(0) = 0:

(3.10)

Lemme 3.2.1 Sous les hypothèses (H1) et (H2), les estimations suivantes sont vé-

ri�ées :

lim
��!0

sup
t2[0;T ]

E

����x�(t)� �x(t)�
� x1(t)

����2 = 0; (3.11)

lim
��!0

sup
t2[0;T ]

E

����y�(t)� �y(t)�
� y1(t)

����2 = 0;
lim
��!0

E

Z T

t

����z�(t)� �z(t)�
� z1(t)

����2 dt = 0;
lim
��!0

sup
t2[0;T ]

E

����Z�(t)� �Z(t)

�
� z1(t)

����2 = 0;
lim
��!0

sup
t2[0;T ]

E

������(t)� ��(t)�
� �1(t)

����2 = 0:
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Preuve. Posons ~x�(t) = x�(t)�x(t)
�

�x1(t); ~y�(t) = y�(t)��y(t)
�

�y1(t); ~z�(t) = z�(t)��z(t)
�

�

z1(t); ~Z�(t) = Z�(t)� �Z(t)
�

� Z1(t): Pour la première équation on à :

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

d~x(t) = d(x
�(t)��x(t)

�
)� dx1(t)

=
�
1
�
(b(t; �x(t) + �(~x�(t) + x1(t)); E[�x(t) + �(~x�(t) + x1(t))]; �u(t) + �u(t)

�
�b(t; �x(t); E�x(t); �u(t)))� bx(t)x

1(t)� b~x(t)Ex
1(t)� bu(t)u(t))dt

+(1
�
�(t; �x(t) + �(~x�(t) + x1(t)); E[�x(t) + �(~x�(t) + x1(t))]; �u(t) + �u(t)

��(t; �x(t); E�x(t); �u(t)))� �x(t)x
1(t)� �~x(t)Ex

1(t)� �u(t)u(t))dW (t);

~x�(0) = 0;

(3.12)

on peut aussi réécrit l�équation (3:12) comme suit :

8>>>><>>>>:
d~x�(t) = (D�(t)~x�(t) + ~D�(t)E~x�(t) + F �(t))dt

+(E�(t)~x�(t) + ~E�(t)E~x�(t) +H�(t))dW (t);

~x�(0) = 0;

(3.13)

où

D�(t) =

Z 1

0

bx(t; �x+ ��(~x� + x1); E(�x+ ��(~x� + x1)); �u+ ��u)d�;

~D�(t) =

Z 1

0

b~x(t; �x+ ��(~x� + x1); E(�x+ ��(~x� + x1)); �u+ ��u)d�;

E�(t) =

Z 1

0

�x(t; �x+ ��(~x� + x1); E(�x+ ��(~x� + x1)); �u+ ��u)d�;

~E�(t) =

Z 1

0

�~x(t; �x+ ��(~x� + x1); E(�x+ ��(~x� + x1)); �u+ ��u)d�;

F �(t) = (D�(t)� bx(t))x
1(t) + ( ~D�(t)� b~x(t))Ex

1(t)

+

�Z 1

0

bu(t; x+ ��(~x� + x1); E(x+ ��(~x� + x1)); E(�u+ ��u)d�� bu(t)

�
u(t);

H�(t) = (E�(t)� �x(t))x
1(t) + ( ~E�(t)� �~x(t))Ex

1(t)

+

�Z 1

0

�u(t; x+ ��(~x� + x1); E(x+ ��(~x� + x1)); E(�u+ ��u)d�� �u(t)

�
u(t):
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En applique la formule d�Itô à j~x�(t)j2 on obtient :

d(~x�(t))2 = 2~x�(t)d~x�(t) + (d~x�(t))2

= 2~x�(t)
n
(D�(t)~x�(t) + ~D�(t)E~x�(t) + F �(t))dt+ (E�(t)~x�(t)

+ ~E�(t)E~x�(t) +H�(t))dW (t)
o
+ (E�(t)~x�(t) + ~E�(t)E~x�(t) +H�(t))2dt:

En intégre l�équation ci-dessus entre 0 et T puis en prenant l�espérance, on obtient :

E((~x�(t))2 � (~x�(0))2)) (3.14)

= 2E

Z T

0

(~x�(t))2(D�(t)~x�(t) + ~D�(t)E~x�(t) + F �(t))dt

+

Z T

0

(E�(t)~x�(t) + ~E�(t)E~x�(t) +H�(t))2dt

� K(E

Z T

0

j~x�(t)j2dt+ E

Z T

0

jF �(t)j2dt+ E

Z T

0

jH�(t)j2dt);

où K > 0 un constant. En vertu de l�hypothèse (H1), on a :

lim
�!0

E

Z T

0

(jE�(t)j2dt) + E(

Z T

t

jH�(t)j2dt) = 0: (3.15)
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On utilise l�inégalité de Burkholder�Davis�Gundy et l�inégalité de Gronwall à (3:14),

et par (3:15), on obtient la première convergence de (3:11).

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d~y�(t) = d
�
y�(t)��y(t)

�

�
� dy1(t)

= f1
�
(�f(t; �x(t) + �(~x�(t) + x1(t)); �y(t) + �(~y�(t) + y1(t)); �z(t)

+�(~z�(t) + z1(t)); E[�x(t) + �(~x�(t) + x1(t))]; E[�y(t) + �(~y�(t) + y1(t))]; E[�z(t)

+�(~z�(t) + z1(t))]; �u(t) + �u(t)) + f(t; �x(t); �y(t); �z(t); E�x(t); E�y(t); E�z(t); �u(t)))

+fx(t)x
1(t) + fy(t)y

1(t) + fz(t)z
1(t) + f~x(t)Ex

1(t) + f~y(t)Ey
1(t) + f~z(t)Ez

1(t)

+fu(t)u(t)gdt+ ~z�(t)dW (t);

~y�(T ) = ��1(�(x�(T ))� �(�x(T )))� �x(�x(T ))x
1(T ):

(3.16)

L�équation (3:16) peut être également prend la forme suivante :

8>>>><>>>>:
�d~y�(t) = (A�(t)~x�(t) +B�(t)~y�(t) + C�(t)~z�(t) + ~A�(t)E~x�(t)

+ ~B�(t)E~y�(t) + ~C�(t)E~z�(t) +G�(t))dt� ~z�(t)dW (t)

~y�(T ) = ��1(�(x�(T ))� �(�x(T )))� �x(�x(T ))x
1(T );

où

A�(t) =

Z 1

0

fx(t; �x+ ��(~x� + x1); �y + ��(~y� + y1); �z + ��(~z� + z1); E(�x+ ��(~x� + x1));

E(�y + ��(~y� + y1)); E(�z + ��(~z� + z1)); �u+ ��u)d�;

B�(t) =

Z 1

0

fy(t; �x+ ��(~x� + x1); �y + ��(~y� + y1); �z + ��(~z� + z1); E(�x+ ��(~x� + x1));

E(�y + ��(~y� + y1)); E(�z + ��(~z� + z1)); �u+ ��u)d�;

C�(t) =

Z 1

0

fz(t; �x+ ��(~x� + x1); �y + ��(~y� + y1); �z + ��(~z� + z1); E(�x+ ��(~x� + x1));

E(�y + ��(~y� + y1)); E(�z + ��(~z� + z1)); �u+ ��u)d�;
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~A�(t) =

Z 1

0

f~x(t; �x+ ��(~x� + x1); �y + ��(~y� + y1); �z + ��(~z� + z1); E(�x+ ��(~x� + x1));

E(�y + ��(~y� + y1)); E(�z + ��(~z� + z1)); �u+ ��u)d�;

~B�(t) =

Z 1

0

f~y(t; �x+ ��(~x� + x1); �y + ��(~y� + y1); �z + ��(~z� + z1); E(�x+ ��(~x� + x1));

E(�y + ��(~y� + y1)); E(�z + ��(~z� + z1)); �u+ ��u)d�;

~C�(t) =

Z 1

0

f~z(t; �x+ ��(~x� + x1); �y + ��(~y� + y1); �z + ��(~z� + z1); E(�x+ ��(~x� + x1));

E(�y + ��(~y� + y1)); E(�z + ��(~z� + z1)); �u+ ��u)d�;

et

G�(t) = (A�(t)� fx(t))x
1 + (B�(t)� fy(t))y

1 + (C�(t)� fz(t))z
1

+ ( ~A�(t)� f~x(t))Ex
1 + ( ~B�(t)� f~y(t))Ey

1(t) + ( ~C�(t)� f~z(t))Ez
1

+ (

Z 1

0

fu(t; �x+ ��(~x� + x1); �y + ��(~y� + y1); �z + ��(~z� + z1); E(�x+ ��(~x� + x1));

E(�y + ��(~y� + y1)); E(�z + ��(~z� + z1)); �u+ ��u)d�� fu(t))u(t):

En applique la formule d�Itô à j~y�(t)j2 on obtient :

E[j~y�(t)j2] + E

Z T

t

j~z�(t)j2dt (3.17)

= 2E

Z T

t

< ~y�(s); A�(s)~x�(s) +B�(s)~y�(s) + C�(s)~z�(s) + ~A�(s)E~x�(s) + ~B�(s)E~y�(s)

+ ~C�(s)E~z�(s) +G�(s) > ds+ E
�
��1[�(x�(T ))� �(�x(T ))]� �x(�x(T ))x

1(T )
	2

� K1(E

Z T

t

j~y�(t)j2ds+ E

Z T

t

j~z�(t)j2ds+ E

Z T

t

jA�(s)~y�(s)j2ds

+ E

Z T

t

j ~A�(s)~y�(s)j2ds+ E

Z T

t

jG�(s)j2ds);
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où K1 > 0 un constant. On passe à la limite on trouve que :

lim
��!0

�
E

Z T

t

jA�(s)~y�(s)j2ds+ E

Z T

t

j ~A�(s)~y�(s)j2ds+ E

Z T

t

jG�(s)j2ds)
�
= 0:

(3.18)

On applique l�inégalité de Burkholder�Davis�Gundy et l�inégalité de Gronwall à

(3:17) et par (3:18), on obtient :

lim
��!0

sup
0�t�T

Ej~y�(t)j2 = 0;

lim
��!0

E

Z T

t

j~z�(t)j2dt = 0:

Alors la deuxième et la troisième convergence de (3:11) sont assurés. D�une manière

similaire on montre les derniers estimations de (3:11).

3.3 Conditions nécessaires et su¢ santes

Dans cette section on donne les conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité :

3.3.1 Conditions nécessaires

Avant de donner les conditions nécessaire on dé�nie les équations adjointes suivantes :

8><>: dP (t) = �(t)dW (t) + ~�(t)d ~W (t)

P (T ) = e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)));

(3.19)

8>>>><>>>>:
�dp(t) = (E(p(t)b~x(t)) + p(t)bx(t) + E(k(t)�~x(t)) + �xk(t)

�E(f~x(t)q(t))� fx(t)q(t) + hx(t)~�(t))dt� k(t)dW (t)

p(T ) = �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))gx(�x(T ))� �x(�x(T ))q(T );

(3.20)
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8><>: �dq(t) = (E(q(t)f~y(t)) + q(t)fy(t))dt+ (E(q(t)f~z(t)) + q(t)fz(t))dW (t)

q(0) = �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))(�
y(�y(0)));

(3.21)8>>>><>>>>:
�d�(t) = (E(�(t)l~x(t)) + �(t)lx(t) + E(�(t)l~y(t))

+�(t)ly(t) + E(�(t)l~z(t)) + �(t)lz(t)))dt� �(t)dW (t)

�(T ) = �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0))):

(3.22)

On donne maintenant l�inégalité variationnelle suivante.

Théorème 3.3.1 Sous les hypothèses (H1)� (H3) on trouve que :

E�u
h
e�(

��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))( �Z�1(T )Z1(T ) + �(�1(T ) + gx(�x(T ))x
1(T ) + 
y(�y(0))y

1(0)))
i
� 0

Preuve. Par le fait que

J(u�(t))� J(�u(t))

�
(3.23)

=
1

�
E(Z�(T )e�(�

�(T )+g(x�(T ))+
(y�(0))) � �Z(T )e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))

=
1

�
E
�
(Z�(T )� �Z(T )

�
e�(

��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0))) + Z�(T )(e�(�
�(T )+g(x�(T ))+
(y�(0)))

� e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))))

� 0:
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On utilise la formule de Taylor et on passe à la limite dans (3:23), on obtient :

lim
��!0

J(u�(t))� J(�u(t))

�
(3.24)

= lim
��!0

1

�
E(Z1(T )e�(�

�(T )+g(x�(T ))+
(y�(0))) � �Z(T )e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))

= lim
��!0

1

�
E
�
(Z�(T )� �Z(T )

�
e�(

��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))

+ Z�(T )(e�(�
�(T )+g(x�(T ))+
(y�(0))) � e�(

��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))))

= E(Z1(T )�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0))) + �Z(T )�e�(

��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))(�1(T )

+ gx(�x(T ))x
1(T ) + 
y(�y(0))y

1(0)))

= E�u[e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))( �Z�1(T )Z1(T ) + ��1(T )

+ gx(�x(T ))x
1(T ) + 
y(�y(0))y

1(0)))];

alors

n
E�u[e�(

��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))( �Z�1(T )Z1(T ) + ��1(T ) + gx(�x(T ))x
1(T ) + 
y(�y(0))y

1(0)))] � 0:

Ce qui achève la preuve.

Le Hamiltonien de notre système est dé�ni comme suit :

H(t; x; ~x; y; ~y; z; ~z; u; p; q; k; �; ~�) := pb(t; x; ~x; u) + k�(t; x; ~x; u)

�f(t; x; y; z; ~x; ~y; ~z; u)q + h(t; x; u)~�

+�(t)l(t; x; ~x; z; y; ~y; ~z; u);

Théorème 3.3.2 Supposons que (H1)� (H3) sont véri�ons et �u un contrôle opti-

mal, alors il existe une unique solution (P; �; ~�) 2 L2Ft(
;Ft;R) � L2Ft(
;Ft;R)) �

L2Ft(
;Ft;R); (p; k) 2 L2Ft(
;Ft;R)� L2Ft(
;Ft;R); q 2 L2Ft(
;Ft;R);
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(�; �) 2 L2Ft(
;Ft;R)� L2Ft(
;Ft;R) pour les equations adjointes (3:19)�(3:22), tel

que :

E�u[Hu(t)u(t)jFY
t ] � 0; 8u 2 Uad; a:e:t 2 [0; T ]; P � a:s:

Preuve. Par un calcul simple on trouve que

8><>: dZ�1(t) = �h2(t)dt� Z�1(t)�h(t)dY (t)

Z�1(0) = 0:

Soit �(t) = Z�1(t)Z1(t), on appliquant la formule d�Itô à t! �(t), alors

8>>>><>>>>:
d�(t) = (hx(t)x

1(t) + hu(t)u(t))dY (t)� (�h(t)hx(t)x1(t)

+�h(t)hu(t)u(t))dt

�(0) = 0:

(3.25)

En remplaçant (3:2) dans (3:25), on obtient

8><>: d�(t) = (hx(t)x
1(t) + hu(t)u(t))d ~W (t)

�(0) = 0:

En appliquant la formule d�Itô à t!< P (t);�(t) >, et on prend l�espérence :

E�u(�(T )p(T )) = E�u

Z T

0

hx(t)x
1(t)~�(t) + hu(t)~�(t)u(t)dt (3.26)

Appliquant la formule d�Itô à

t!< p(t); x1(t) > + < q(t); y1(t) >;
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on obtient que

E�u(x1(T )p(T ) + y1(T )q(T )� y1(0)q(0) (3.27)

= E�u

Z T

0

p(t)bu(t)u(t)� x1(t)hx(t)~�(t) + k(t)�u(t)u(t)� fu(t)u(t)q(t)dt:

En remplaçant (3:26) dans (3:27), on obtient

E�u(x1(T )p(T ) + y1(T )q(T )� y1(0)q(0) + �(T )P (T )) (3.28)

= E�u

Z T

0

< p(t)bu(t) + k(t)�u(t)� fu(t)q(t) + hu(t)~�(t); u(t) > dt:

Remarquons que

p(T ) = �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))gx(�x(T ))� �x(�x(T ))q(T ); (3.29)

y1(t) = �x(�x(T ))x
1(T );

p(T ) = e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)));

q(0) = �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))(�
y(�y(0))):

Remplaçant (3:29) dans (3:28), on trouve que

E�u[x1(T )�e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))gx(�x(T ))� �x(�x(T ))q(T ); (3.30)

+ �x(�x(T ))x
1(T )q(t)� y1(0)�e�(

��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))(�
y(�y(0)))

+ �(T )e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))]

= E�u[e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))(�gx(�x(T ))x

1(T ) + �
y(�y(0))y
1(0) + �(T ))]

= E�u

Z T

0

< p(t)bu(t) + k(t)�u(t)� fu(t)q(t) + hu(t)~�(t); u(t) > dt:
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De (3:24), on a

lim
��!0

J(u�(t))� J(�u(t))

�
(3.31)

= E�u[e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))( �Z�1(T )Z1(T )

+ �(�1(T ) + gx(�x(T ))x
1(T ) + 
y(�y(0))y

1(0)))]

= E�u[e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))(�(T ) + �(�1(T )

+ gx(�x(T ))x
1(T ) + 
y(�y(0))y

1(0)))]

� 0:

En remplaçant(3:30)dans(3:31), on obtient

E�u[e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))�(�1(T )]

+E�u
R T
0
< p(t)bu(t) + k(t)�u(t)� fu(t)q(t) + hu(t)~�(t); u(t) > dt

� 0:

(3.32)

En appliquant à nouveau la formule d�Itô à t!< �1(t); �(t) >, on obtient

E�u[�(T )�1(T )] (3.33)

= E�u[e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))�1(T )]

= E�u

Z T

0

�(t)lu(t)u(t)dt:

En substituant(3:33)à(3:32), on obtient que

E�u

Z T

0

< p(t)bu(t)+k(t)�u(t)�fu(t)q(t)+hu(t)~�(t)+�(t)lu(t); u(t) > dt � 0: (3.34)

Alors(3:34) peut être écrite comme suit

E�u[Hu(t)u(t)jFY
t ] � 0:
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Ceci achève la preuve.

3.3.2 Condition su¢ sante

Dans cette section, nous étudions la condition su¢ sante d�optimalité pour notre

problème de contrôle. En plus de (H1)�(H3), nous supposons également l�hypothèse

suivante.

H4) l ne dépend pas de x;Ex; y; Ey; z; Ez;et �(x) =Mx; où M est une constante.

Les équations adjointes de notre nouveau système contrôlé sont donnés comme

suit : 8>>>>>>><>>>>>>>:

d�(t) = �(t)dW (t);

�(T ) = �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))

dP (t) = �(t)dW (t) + ~�(t)d ~W (t);

P (T ) = e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)));

(3.35)

8>>>><>>>>:
�dp(t) = (E(p(t)b~x(t)) + p(t)bx(t) + E(k(t)�~x(t)) + �(t)k(t)

�E(f~x(t)q(t))� fx(t)q(t) + hx(t)~�(t))dt� k(t)dW (t)

p(T ) = �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))gx(�x(T ))�Mq(T );

(3.36)

8><>: �dq(t) = (E(q(t)f~y(t)) + q(t)fy(t))dt+ (E(q(t)f~z(t)) + q(t)fz(t))dW (t)

q(0) = �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))(�
y(�y(0)));

(3.37)

et le hamiltonien H prend la forme suivante :

H(t; x(t); ~x(t); y(t); ~y(t); z(t); ~z(t); u(t); p(t); q(t); k(t); �(t); ~�(t))

:= p(t)b(t; x(t); ~x(t); u(t)) + k(t)�(t; x(t); ~x(t); u(t))

� f(t; x(t); y(t); z(t); ~x(t); ~y(t); ~z(t); u(t))q(t) + h(t; x(t); u(t))~�(t) + �(t)l(t; u):

Théorème 3.3.3 Si (H1) � (H4) sont véri�ons et (�(t); �(t)); P (t); (p(t); k(t)) et
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q(t) les solutions des équations adjointes(3:35)-(3:37), respectivement. De plus

H(t; �; �; �; p; q; k; �; ~�), g(�) et 
(�)sont concaves par rapport aux variables correspon-

dantes pour tout t 2 [0; T ] et

E[H(t; �x(t); E[�x(t)]; �y(t); E[�y(t)]; �z(t); E[�z(t)]; �u(t); p(t); q(t); k(t); �(t); ~�(t))jF Yt ]

max
u2Uad

E[H(t; �x(t); E[�x(t)]; �y(t); E[�y(t)]; �z(t); E[�z(t)]; u(t); p(t); q(t); k(t); �(t); ~�(t))jFY
t ]:

(3.38)

Alors �u(�) est optimal.

Preuve. Pour tout u(t) 2 Uad et par la propriété de concavité de g(�); 
(�); on a

J�(u(t))� J�(�u(t))

= Eu[e�(�(T )+g(x(T ))+
(y(0)))]� E�u(t)[e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))]

= E[(Zu(T )� �Z(T )e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))] + Eu[e�(�(T )+g(x(T ))+
(y(0)))]

� Eu[e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))]

� E[(Zu(T )� Z(T )e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))] + Eu[�e�(

��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))](�(T )� ��(T ))

+ gx(�x(T ))(x(T )� �x(T )) + 
y(�y(0))(y(0)� �y(0))]:

On dé�ni

I1 := E[(Zu(T )� Z(T )e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))];

I2 := Eu[�e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))(�(T )� ��(T ))];

I3 := Eu[�e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))gx(�x(T ))(x(T )� �x(T ))];

I4 := Eu[�e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))
y(�y(0))(y(0)� �y(0))];

alors

J�(u(t))� J�(�u(t)) = I1 + I2 + I3 + I4: (3.39)
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En appliquant la formule d�Itô à

t!< Zu(t)q(t); y(t)� �y(t) >;

on a

E < Zu(T )q(T ); y(T )� �y(T ) > �E < Zu(0)q(0); y(0)� �y(0) >

= E < Zu(T )q(t);Mx(T )�M �x(T ) > �E < �e�(
��(T )+g(�x(T ))+
(�y(0)))

(�
y(�y(0))); (y(0)� �y(0) >

= Eu
R T
0
f< fy(t)q(t) + E[f~y(t)q(t)]; y(t)� �y(t) >

+ < fz(t)q(t) + E[f~z(t)q(t)]; z(t)� �z(t) > + < q(t); �f(t)� f(t) >gdt

= Eu
R T
0
f< �Hy(t)� E[H~y(t); y(t)� �y(t) >

+ < �Hz(t)� E[H~z(t)]; z(t)� �z(t) > � < q(t); f(t)� �f(t) >gdt;

mais

I4 = �E < Zu(T )q(T ); y(T )� �y(T ) > +Eu
R T
0
f< �Hy(t)� E[H~y(t); y(t)� �y(t) >

+ < �Hz(t)� E[H~z(t)]; z(t)� �z(t) > � < q(t); f(t)� �f(t) >gdt
(3.40)

En appliquant à nouveau la formule d�Itô aux

t!< Zu(t)� �Z(t); P (t) >; t!< x(t)� �x(t); p(t) >

et

t!< �(t)� ��(t); �(t) >;

43



Chapitre 3. Principe du maximum sous l�information partielle

on obtient :

I1 = Eu
R T
0
< h(t)� �h(t); ~�(t) > dt;

I2 = Eu
R T
0
< �(t); l(t)� �l(t) > dt;

I3 = Eu < Mq(T ); x(T )� �x(T ) > �Eu
R T
0
< E[p(t)b~x(t)]

+p(t)bx(t) + �x(t)k(t) + E[k(t)�~x(t)]� fx(t)q(t)

�E[fx(t)q(t)] + hx(t)~�(t); x(t)� �x(t) > + < p(t); b(t)� �b(t) >

+ < k(t); �(t)� ��(t) > dt:

(3.41)

En substituant (3:40)et(3:41)dans(3:39), on trouve que

J�(u(t))� J�(�u(t))

= Eu
R T
0
[H(t; x(t); E[x(t)]; y(t); E[y(t)]; z(t); E[z(t)]; u(t); p(t); q(t); k(t); �(t); ~�(t))

�H(t; �x(t); E[�x(t)]; �y(t); E[�y(t)]; �z(t); E[�z(t)]; �u(t); p(t); q(t); k(t); �(t); ~�(t))dt

�Eu
R T
0
< Hx(t) + E[H~x(t)]; x(t)� �x(t) > + < Hy(t) + E[H~y(t)]; y(t)

��y(t)+ < Hz(t) + E[H~z(t)]; z(t)� �z(t) > dt:

(3.42)

D�après(3:42), et par la concavité de H en(x; ~x; y; ~y; z; ~z; u);

J�(u(t))� J�(�u(t)) (3.43)

� Eu
Z T

0

Hu(t)(u(t)� �u(t))dt

� E

Z T

0

Zu(t)Hu(t)(u(t)� �u(t))dt

� E

Z T

0

E[Zu(t)Hu(t)(u(t)� �u(t))jF Yt ]dt;

comme Zu(t) > 0 pour tout u(�) 2 Uad de plus, (3:38)donne que

u! E[H(t; �x(t); E[�x(t)]; �y(t); E[�y(t)]; �z(t); E[�z(t)]; u(t); p(t); q(t); k(t); �(t); ~�(t))jFY
t ]
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est maximale en u(t) = �u(t); t 2 [0; T ], alors

E[Hu(t)(u(t)� �u(t))jFY
t ]dt � 0; (3.44)

combinant(3:43)et (3:44), on obtient que J�(u(t))� J�(�u(t)) � 0, 8u(t) 2 Uad, alors

�u(�) est un contrôle optimal.

3.4 Applications (linéaire-quadratique)

Dans cette section on va résoudre un problème de contrôle optimal de type linéaire-

quadratique dont on cherche les condition nécessaire d�optimalité . (Th�eor�eme2). Le

système non observé est donné comme suit :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

dx(t) = (a1x(t) + a2E[x(t)] + a3u(t))dt

+(b1x(t) + b2E[x(t)] + b3u(t))dW (t);

�dy(t) = (c1x(t) + c2E[x(t)] + c3y(t) + c4E[y(t)]

+c5z(t) + c6E[z(t)] + c7u(t))dt� z(t)dW (t);

x(0) = x0; y(T ) = 0;

et le processus observé satisfait l�équation suivante :

8><>: dY (t) = F (t)dt+ d ~W (t);

Y (0) = 0;

où ai; bi; ci; i 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g; x(0) sont des constantes et F est bornée et détermi-

niste.

La fonction de coût est de forme exponentielle :

J(u(�)) = E[e�
1
2
(x2(T )+y2(0))]: (3.45)
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On dé�n aussi le Hamiltonien par :

H(t; x(t); ~x(t); y(t); ~y(t); z(t); ~z(t); u(t); p(t); q(t); k(t); �(t); ~�(t)) (3.46)

= p(t)(a1x(t) + a2E[x(t)] + a3u(t)) + k(t)(b1x(t) + b2E[x(t)]

+ b3u(t))� q(t)(c1x(t) + c2E[x(t)] + c3y(t) + c4E[y(t)]

+ c5z(t) + c6E[z(t)] + c7u(t)) + F (t)~�(t)

où p(t), q(t), k(t), ~�(t) sont les processus adjoints qui satisfaisont les équations sui-

vantes :

�dp(t) = (a2E[p(t)] + p(t)a1 + b2E[k(t)] + b1k(t) (3.47)

� c1q(t)� c2E[q(t)])dt� k(t)dW (t)

p(T ) = �e�(
1
2
(�x(T )2+�y2(0))�x(T );

8><>: dq(t) = (c3q(t) + c4E[q(t)])dt+ (c5q(t) + c6E[q(t)])dW (t)

q0 = �e�(
1
2
�x(T )2+ 1

2
�y2(0))(��y(0));

(3.48)

dP (t) = �(t)dW (t) + ~�(t)d ~W (t) (3.49)

P (t) = e�(
1
2
�x(T )2+ 1

2
�y2(0))

On introduit maintenant les équations variationnelles :

8>>>>>>><>>>>>>>:

dx1(t) = (a1 + a2E[x1 (t)] + a3u(t))dt+ (b1 + b2E[x1(t)] + b3u(t))dW (t);

�dy1(t) = (c1x1(t) + c2E[x
1(t)] + c3y

1(t) + c4E[y
1(t)]

+c5z
1(t) + c6E[z

1(t)] + c7u(t))dt� z1(t)dW (t);

x1(0) = 0; y1(T ) = 0;
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8><>: dZ1(t) = Z1(t)F (t)dY (t);

Z1(t) = 0:

Théorème 3.4.1 Si (H1) � (H3) sont véri�ons, et (p(t); k(t)); q(t) et P (t) les so-

lutions de (3:47) et (3:48), respectivement et si �u(�) un contrôle optimal, alors

E[(a3p(t) + b3k(t)� c7q(t))u(t)jFY
t ] � 0; 8u 2 Uad; a:e:t 2 [0; T ]; P � a:s:

Preuve. Par un calcul simple on a

8><>: dZ�1(t) = Z�1(t)F 2(t)dt� Z�1(t)F (t)dY (t);

Z�1(0) = 1:

Soit �(t) = Z1(t)Z�1(t), en appliquant la formule d�Itô à �(t), on obtient �(t) = 0

et par suite on applique la formule d�Itô à x1(t)p(t) + y1(t)q(t), on trouve que

lim
��!0

J(u�(t))� J(�u(t))

�
= E�u[e�

1
2
(x2(T )2+y2(0))(�x(T )x1(T ) + y(0)y1(0))] (3.50)

= E�u

�Z T

0

(a3p(t) + b3k(t)� c7q(t))u(t)dt

�
= E�u

�Z T

0

Hu(t)u(t)dt

�
� 0;

alors le théorème du principe de maximum est véri�er.
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 ملخص

في هذه المذكرة نهتم بدراسة التحكم الأمثل في ظل المعلومات الجزئية لنظام مراقب مختلط  
. أولا نعطي مفاهيم عامة والتكلفة الأسيةوجود القيمة المتوسطة  ونهائية مع ابتدائيةذو قيمة 

نقوم  الأخيروفي المدروس،  والوحدانية للنظامحول التحليل التصادفي، ثم نعطي نظرية الوجود 

   .تربيعينموذج خطي  وكتطبيق ندرسالأمثل  والكافية للمتغيربدراسة الشروط الازمة 

                                                                        

 

Résumé 

Dans ce mémoire on s’intéresse à l’étude d'un problème de contrôle optimal 

sous l’information partielle pour un système progressive –rétrograde de type 

champs moyen et de coût exponentiel. Premièrement nous rappelons quelques 

définitions de base sur le calcul stochastique, ensuite on donne des théorèmes 

d’existence et d’unicité de la solution de notre système, enfin on étudié les 

conditions nécessaire et suffisante d’optimalité et comme exemple nous 

considérons le cas linéaire-quadratique de type risque sensitive. 

 

Abstract 

In this memory, we are interested in the study of an optimal control 

problem under partial information for forward-backward system with mean 

field type and exponential cost. Firstly, we recall some basic 

definitions about the stochastic calculus, then we give the existence 

and uniqueness of the solution of our system, finally we studied the 

necessary and sufficient conditions of optimality of our system and as 

application, we consider the linear-quadratic case. 
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