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Introduction

Les équations différentielles stochastique & champ moyen ont été introduite pour
la, premiére fois par Mckean [§], lors d’une étude d’un systémes physiques avec un
grand nombre de particules en interaction. La motivation d’étudier ce type de pro-
bléme découle de son large domaine d’application, compris les modéles biologiques, la
conception de ’alimentation sans fil, la programmation du trafic routier. Par des ap-
proches purement stochastique Buckdahn [3] a obtenu un résultat sur les équations
différentielles stochastique rétrograde de type champ moyen. Ce qui concerne les
problémes de controle optimal & champ moyen des bon résultats ont été obtenu par
beaucoup de chercheurs dans diverse systéme progressive, rétrograde ou progressive-
rétrograde fortement ou faiblement couplé 'auteur peut consulter Wang, Xiao et
Xing [15],Liet Liu [I1],Ma et Liu [I3],Carmona et Delarue [4],Buckdahn Djehiche,
Li[2], Shen, Siu [14].

Les problémes de controle optimal mentionné ci-dessus sont considérés au risque
neutre dont la fonction objective est formalisée par trois cotts, intégrale initiale et
terminal. Ce cas peut etre étendre au risque sensitive, dans lequel la fonction de cotit
est exponentielle. Le premier résultat dans le principe du maximum stochastique pour
un systéme de risque sensitive a été obtenu par Whittle [16], basons sur différente
technique ce type de probléme a tracté un grand nombre de chercheurs par exemple,
Bielecki et Pliska [1],Davis, Lleo, {[5], [6] }Lim, Zhou [9].

Les problémes de controle optimal de risque sensitive mentionné ci-dessus ont été



Introduction

établis sous une information compléte. En général, les controleurs ne peuvent etre
obtenir que des informations partielles, par exemple on considére le processus de flux
de trésorerie d’une entreprise d’assurance, ol raison de confidentialité sur les comptes
il est impossible pour que l'entreprise observe pleinement le flux de trésorerie, cela
idique I'importance d’étudier des problémes de controle optimal partiellement obser-
vés et les rend largement utilisés, voir les références {[10] — [17]}. Dans ce mémoire,
on s’intéresse & un probléme de contréle optimal partiellement observé de type risque
sensitive dont ’état de systéme est une solution d’'une EDSPR & champ moyen, et

le domaine de controle est convexe.
Notre mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente un rappel sur le calcul stochastique (définitions,

généralité sur 'espérance conditionnelle, etc...) .

Dans le deuxiéme chapitre, on donne deux théorémes d’existence et d’unicité de la

solution d’une équation différentielle stochastique progressive et rétrograde.

Dans le troisiéme chapitre, on se consacre a ’étude du principe de maximum d’un
systéme d’edspr faiblement couplé de type champs moyen et de risque sensitive dont
on présente les conditions suffisantes et nécessaires d’optimalité et comme application
ont résoudre un probléme de contréle dans un cas de systéme linéaire et de cott

quadratique ot on utilise les résultats obtenus a la section 1 et 2 .



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastique

1.1 Généralités et notations

Dans ce chapitre introductif, nous donnons quelques définitions de base et le plus
souvent élémentaires, concernant les résultats de calcul stochastique. Nous nous li-
mitons au strict nécessaire pour les chapitres suivants. Notons que, pour représenter
un phénomeéne aléatoire dépondant du temps, le modéle mathématique est donné

par :

1. Un espace de probabilité (2, F,P)
2. Une fonction

X:(R,®QB(R,)®F) — (E,E)

avec

(t,w) — X (t,w).

Pour chaque t fixé, I’état du systéme est une variable aléatoir ¢’ est a dire

w — X (t,w) est mesurable. Pour w € Q fixé, t ~ X (¢,w) est appelée une

3



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

trajectoire.

Définition 1.1.1 (processus stochastiques) : Un processus aléatoire sur (Q, F,P),
indexé par un ensemble de temps T C R, est une famille(X,)ier de variables aléa-

toires sur (2, A,IP) a valeurs dans un certain espace E.

Définition 1.1.2 (modification et indistinguables) : Soient (Xi)i-0 et (Yi)i=0
deux processus stochastique définie sur le méme espace de probabilité (Q, F,P), X

est une modification de Y si pour tout T :
Vi >0,P(X;=Y;)=1P — ps.

X etY sont indistinguable si P-ps, les trajectoires de X et'Y sont les mémes c’est
a dire

P(X; =YVt >0)=1,P—ps

Définition 1.1.3 (processus mesurable) Un processus (X (t)),.p est mesurable

si Uapplication (t,w) — X; (w) de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport auz
tribus B(Ry) ® F et B (R?).

Définition 1.1.4 (Filtration) Soient (Q,F,P)Un espace probabilité et (]:t)teR+
une famille croissante de sous tribus de F au sens ou, ¥V s < t,F, C Fy C F.

(F) est appelée filtration de (2, F). On dit que (Q,]:, (.ﬂ)teR+ ,IP) est un es-

t€R+

pace de probabilité filtré.

Définition 1.1.5 (Processus adapté) Un processus (X (t)),cr, est adapté par rap-
prt a la filtration {Fi} 5, si, pour tout t, Xy est Fy-mesurable. Si N C Fo, et si X

est adapté par rapport a {Fi},~, alors toute modification de X est encore adaptée.
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Définition 1.1.6 (Processus progressivement mesurable) On dit q'un proces-

sus (X (t))teR+ est progressivement mesurable si l'application

X (00) 1 ([0,8] x Q,B(0,8) ® F) — (E, &),

(s,w) — X (s,w),
est (€,B(0,t) ® F) — mesurable.
Finissons ces généralités par la notion de temps d’arrét.

Définition 1.1.7 (Temps d’arrét) Soit 7 une variable aléatoire o valeurs dans
R, U{+o0}. On dit que T est un {F;},., —temps d’arrét si, pour tout t, {T < t} € F;.
Si T est un temps d’arrét, on appelle tribu des événements antérieurs a T, la tribu
définie par :

Fr={AeF,An{r <T} € F,Vit}.

Proposition 1.1.1 Soit 7 est un temps d’arrét. St X est progressivement mesurable,

le processus arrété X7 défini par X; = X, est progressivement mesurable.

1.2 Mouvement brownien et Martingale

Définition 1.2.1 (Mouvement brownien standard) : Le mouvement brownien
est un processus (Bt)te[o,l} continu dont les accroissements sont indépendants, sta-
tionnaires et gaussiens. Plus précisément.

un mouvement Brownien standard est un processus (Bt)te[o,l] vérifiant :
i) By =0 P-p.s.
ii) B est continu.i.e. t — B;(w) est continue pour P presque tout w.

iii) B est a accroissements indépendants : si t > s, B, — By est indépendant de

FB =0 (By,u<s).
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Définition 1.2.2 (Martingale, sous et surmartingale) : Soit (2, F,{F,},,P)
un espace probabilisé filtré. Un processus (X;,t > 0) adapté et tel que, pour tout

t>0,X, € L' est appelé :

i) martingale si pour s < t,E [X,\F,] = X,.

ii) surmartingale si pour s < ¢, E [X;\F,] < X,.

iii) sous-martingale si pour s < t,E [X;\F,] < X..

Définition 1.2.3 (martingale locale) : Soit X un processus {f;},5,-adapté, a tra-
jectoires continues & droite. On dit que X est une martingale locale s’il existe une

suite croissante de temps d’arrét {Tn}n21 telle que lim,,_,o 7, = +00 P-p.s et pour

tout n, X™1, <o est une martingale.

Définition 1.2.4 (semi-martingale) : Une semi-martingale continue est un pro-
cessus X qui s’écrit X = M + V', ou M est une martingale locale continue et V' est

un processus continu adapté a variation bornée tel que : vy = 0.

1.3 Calcul d’Ito

1.3.1 Intégrale stochastique

Soit (B;) un M B adapté a la filtration F;
1. 7, C Fi,t > s.
2. B, est F,—adapté.
3.Vt <ty < ... <t,, By, — By, By, — By, ..., By, — By, _, sont indépendant de F;.

Soit  (t) un processus tel que :

i) 0(t) est F;—adapte.
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ii) V7' >0, E /(9 (t)*dt | | < .

0
On veut défini 'intégrale stochastique d’Ito

t
/ 0.5,
0

Remarque 1.3.1 5i f est une fonction dérivable alors :

t t

Joware = [o65 (s

0 0

Intégrale d’It6 pour un processus simple

Soit n = {to,t1, ..., t,} partition de [0,7], 0 =1, < t; < ... < t, =T, supposon que

0 (t) est constant sur chaque intervalle [ty, tx1]. On définit :

k—1

I (t) = Ze (tj) (Bt]‘+1 - Btj) + 0 (tk) (Bt - Btk) 7tk§t§tk+1'

=0
1. Vt >0, I (t) est F;—mesurable.
2. Linéarité.

3. (I(t)), est une martingale.

Théoréme 1.3.1 (Isométrie d’Ito)

E[I*(t)] =E /92 (u) du

Intégrale d’It6 pour un processus quelconque

Soit T" > 0 soit ¢ un processus :

i) 0(t) est F;—adapte.
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ii) V7' >0, E /(9 (t)*dt | | < .

Théoréme 1.3.2 [l existe une suite (0,,) de processus simple tel que :

lim B / (6, (s) — 0(s))*ds| = 0.

On a défini :
T
I,(T) = / 0, (u) dB,.
0
On défini :
T T
I(T) = / 0 (u) dB, =% lim / 0,, (v) dB,.
0 0

I(t) = /Qsst ., 0,F —adapté , 6 € L*(F x[0,T))

0

1. Yt > 0,1 (t) est F;—mesurable.
2. 0 — I(t) est linéaire.
3. (I(t)), est une martingale.
t
4. Continuté : t — / 0,dB; est a trajéctoires continue.
0

5. Isométrie d’Ito :

Proposition 1.3.1

(1.1)
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Théoréme 1.3.3 (Inégalité de Doob) Soit (M,,n € N) une martingale réelle de
carré intégrable. On a :

E {max M,f} <4E [M]].

0<k<n

En particulier

E {sup Mi] <4supE [M]]. (1.2)

neN neN

Théoréme 1.3.4 (Inégalité de burkholder-davis-gundy "BDG") : Pour tout
p > 0, il existe des constantes positives c, et Cp telles que, pour toute martingale

continue X = (Xy)¢>0, nul en 0 :

[N4S)

¢, B [<X,X>§O] <E [sup |Xt|p} <C,E [(X, X)

>0

3]

Remarque 1.3.2 : En particulier, si T > 0

¢, E [(X,X)zﬂ <E { sup |Xt|p} <CE [(X,Xﬁ]

0<t<T

1.3.2 Processus d’Ito

Définition 1.3.1 On appelle processus d’Ité un processus (X (t))o<;<p @ valeurs

réelles tel que VO < s <t

X(t) = X(0)+ /Ot b(s)ds + /Ot o(s)dW(s),P —p.s.

o, X (0) est Fo—mesurable, b et o sont deuz processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions
T T
/ | b(s) | ds < oo et / | o(s) ||* ds < oo, ot || o ||= trace(co®).
0 0

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.
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Théoréme 1.3.5 (Premiére formule d’It6) Soit (X (t))<,<p un processus d’Ito,

soit f : R — R de classe C?. Alors

ﬂﬂW=ﬂﬂW+Afmﬂwﬂﬁﬂ4ﬂ/ﬁwﬂwf®%

Théoréme 1.3.6 (Deuxiéme formule d’ 1td) Soit (X(t)),,<p un processus d’
Ito, soit f une fonction définie sur R, xR de classe C' par rapport a t, de classe C*?

par rapport & x. On a

f@ﬂmzﬂ%w+lﬂ@X@W+Aﬂ@X®MMﬁ
+1/2 /0 Fun(s, X(5))0%(s)ds.

Proposition 1.3.2 (Formule d’ intégrale par parties) Soient (X (t)),<,<pet

(Y (t))<;<pdeux processus d’ Ito, alors

X(@)Y(t)=X(0)Y(0) +/0 X (s)dY (s) + / Y(s)dX(s) + (X,Y),.

t
0

10



Chapitre 2

EDS et EDSR

2.1 Equations différentielles stochastiques

Définition 2.1.1 Dans toute cette partie, on s’intéressera a l’équation différentielle

stochastique,

dX, = b(t, X,)dt + o (t, X;) dB, (2.1)

Xo=7
ou T est un réel strictement positif, b: [0, T]xR" — R" et o: [0,T] xR" — R™*™
sont deux fonctions mesurables et o Z est une variable aléatoire quelconque, b est

appelée coefficient dérive (drift) de ’E.D.S, et o coefficient de diffusion de I’E.D.S.

Définition 2.1.2 (solution fort d’une E.D.S) Un processus X est solution de
cette E.D.S (2.1)) si ¢’est un processus F—adapté (ou F est la filtration naturelle du M B B)

satisfaisant,

t t
/|b(s,Xs)| ds + / 0 (5, X,)|? ds < 00, V¢ € R™P — p.s
0 0

11
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et qui vérifie :

¢ t
Xe=27Z+ /b (s, X,)ds + /0 (s, X,)dB,,Vt e RTP — p.s (2.2)

0 0
Définition 2.1.3 (Unicité forte) On dit qu’il ya unicité fort pour I’E.D.S si, pour

( t t

Xt:x—i—/b(s,Xs)ds—i-/a(s,Xs)dBS

0 0
t t
Ytzy—l—/b(s,Ys)ds—l—/J(s,Y;)st
\ 0 0

alors

r=y=P(X;, =Y, Vte[0,T]) =1.

Remarque 2.1.1 si X; et'Y; sont continue alors :

P(X, =Y, Vte[0,T])=1&Vte[0,T],P(X,=Y,) =1.

2.1.1 Existence et Unicité forte

Théoréme 2.1.1 On suppose qu’il existe une constante K telle que pour tout

te€[0,T],z,y dans R"™ :

1) Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps :

b(t,2) =b(ty)| + o (t,x) —ot,y)] < Kz =yl (2.3)

2) Croissance linéaire :

[b(t, ) +[o (&, 2)] < K (1 4+ [x]). (2.4)

12



Chapitre 2. EDS et EDSR

3) E|Z)* < co.

Alors 'E.D.S (2.1)) posséde une unique solution. De plus cette solution vérifie :

0<t<T

E [ sup |Xt|2] < 00.

Preuve. Soit X; et Y; deux solution forte de I'E.D.S (2.1]),comme (a + b)* < 242 + 22

pour tout 0 <t <r <T

t t t t 2

X, - Y = /b(s,Xs)der/a(s,Xs)dBS—/b(s,Ys)ds—/o(s,}Q)st

= /(b(S,XS)—b(S,YVS))dS‘i‘/(U(S,XJ—O(s,}/;))st

<9 /<b<s,xs>—b<s,y;>>ds

. 2
sup |X; — Yt|2 <2 sup /(a (s,Xs) — o (s,Ys))dBs
0<t<T 0<t<T
. 2
w2 sup | [ (05X < (5. V) ds
0<t<T

0

13



Chapitre 2. EDS et EDSR

Utilisant I'inégalité de Doob (1.2)) et 'isométrie des 'intégrale stochastique(|1.1)

E [ sup |, - Yﬂ <28 | sup | [ (0. =0 (5, V) B,

0<t<T 0<t<T

t

+ sup /(b(s,XS)—b(s,Ys))ds

0<t<T
0

T
< SE /|0(5,Xs)—a(s,YS)|2ds
0

T 2

+2E / (b(s, X,) —b(s,Y,))ds

0

Utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz,

T
E{SUP |Xt—Yﬂ < 8B /l0<s7Xs)—o(s,Ys)l2ds
0

0<t<T
T
+ 2TE /yb(s,xs)—b(s,m)Fds

0
T

< (8V2T)E / (lo (5, X,) = o (s, X,)[*

+1b(s, Xs) — b (s, Ys)[?) ds]

14



Chapitre 2. EDS et EDSR

Comme les fonctions b et o sont lipschitz en espace, on obtient pour tout r € [0, 77,

T
]E{sup |Xt—Yt|2] < (8Vv2T) K’E /|XS—Y3|2ds
0

o<t<T
T
<K | [1X -Vl ds
0

<CO(T,K) [B[|IX,— Y[’ ds

< C(T,K)

St — 5 T T—

E {sup | X, — Y}|21 ds

r<s

Donc

E { sup |Xt—Yt|2] < C(T,K)

0<t<T

E {sup | X, — Y}|2} ds

r<s

St~

Utilisant le lemme de GRONWALL,

E { sup | X, — Yﬂ < 0eCHOT —

0<t<T

:>E[sup |Xt—Yt|1 =0

0<t<T

= sup |[X,—Y[>=0
0<t<T

VEIX - Y P =0P—pse VX, =Y, P—p.s

SV P(X,=Y) =1

Comme t — X; et t+—— Y;.0On en déduit que X; et Y; sont également indistin-

guables. m
2- Existence de la solution de I’E.D.S.(2.1))

On montrer I'existence de solution par la méthode de Picard, on définit

15
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Preuve. une suite (X;),.,par :

t t
XZH-l — Z—{—/U(S,XS)dBS+/b(8,X5)d8,VnZ 0
0 0
X?:Z

De X} on obtient

t
o (s, X?) dB, +/b (5, X°) ds

0
t

o (s, Z)dBs +/b(s,Z)ds

0

X/ =Z+

=7+

t
o (s, X})dB, +/b (s, X,)ds
0

o\ St —— . O —01.

Aussi, on peut déterminer (X;*) pour tout n on montre (X;*) converge vers X, et X,

vérifie’E.D.S. (2.1]).

1. On suppose que o et b vérifient la condition (2.4)) on démontre que

3C(T,Z,K), sup [Sup|XT| ]

t<T

Ona:pose 0 <t<r<T

¢ 2

t
X = Z—|—/J (s,XS)dBSJr/b(s,XS) ds
0

0

Comme (a+b+¢)® < 3(a®+ b+ ),

t 2 t 2

\Xt1|2§3 Z]” + /a(s,Xg)st + /b(s,Xg)ds

0 0

16
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Utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz,

i t .
X <3 |27+ /o(s,Z)st +T/yb(s,Z)|2ds
0 0
2

t

sup |Xt1|2§3 1Z)* + sup /O'(S,Z)dBS +T/|b(s,Z)|2ds
0

t<r<T t<r<T
L 0
B t 2 r
]E[sup|Xt1‘2] <3||Z+E |sup /(7(5,Z)dBS —|—T/|b(s,Z)|2ds
t<T t<T / /

Utilisant I'inégalité et (1.1) et (2.4) de b et o,

t t
E[sup |XH2] <3 ||Z)* +4E /|0(S,Z)|2ds +T/|b(s,Z)|2ds
t<r<T
0 0

<3 ]Z|2+4/]a(s,Z)|2ds+T/|b(s,Z)|2ds
0 0

<3 |Z|2+4/K2 (1+12)%) ds+T/K2(1+|Z|)2ds
0 0

T T

<3 yZ|2+4/01(K,Z)ds+T/01(K,Z)ds

0 0

<3[|Z] +4C\ (K, Z)r + TCy (K, Z) 7]

Donc

E { sup |X;}2} <32+ Cy (K, T, Z)r]

t<r<T

17



Chapitre 2. EDS et EDSR

De la méme maniére on trouve que :

t t 2

Z+/o (s, XJ) dBS+/b(s,XSl)ds

0 0
_ . 2

1Z” + /a (s, X})dB
- ) 2

1Z|* +

212 _
X7 =

t

/ b (s, X1) ds

0

<3 +

vl

7
T / b<s,xs>2ds]

/J<s X1) dB, QiT/rb(s,Xsl)st]
[o(sx /!b s XD ds]
/fm |ds]+m[/w |
i (1 ) o
] K? <1_0+ ) s

| Z|? + sup

t<r

sup |Xt2‘2 <3

t<r

E [sup‘Xf‘ } <3|Z° +3E lsup
t<r

} +3TE

<3 ||Z]* + 4E

| Z|? + 4B

+ 3TE

1Z)* + C5 (K, T)E

1Z] + C5 (K, T)E
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Chapitre 2. EDS et EDSR

T

/Mﬁm

0

<3 |12 +2C5(K,T) |T+E

oo s st

<3 -]Z|2+203(K,T) -T+j {sup|X1}}d ”

u<s

<3 ||Z] + 205 (K, T) T+/3(Z2+C’2(K,T,Z)r)ds”
0

<3 {,2,2 + 20, (K, T) [T+3 (\Z\2r+02 (K,T,Z) %Q)H

E(sup\X;E) <CO(T,Z,K)S =.¥n>1

4’
t<r i=0

<C(T,Z,K)e

<C(T,Z,K)e"

2. Montrons que la suite (X7:) converge P — p.s uniformément sur [0, 7] vers un

processus Xr

t t
XE—XHQ: /(o (s, X)) —a(s,Xg))st+/(b(s,Xsl) —b(s, X)) ds
0 0
. 2
§2/(@ﬁyw@X%M%
0
. 2
+2/@@Xﬁ—ﬂ&@ﬂd
2
sup | X2 — Xl‘ —2sup/ —0 SXO))dB
t<r t<r
2
+2sup/ —b 3 XO))d
t<r )
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Utilisant I'inégalité (1.2)), (1.1)I'inégalité de Cauchy Schawartz et la condition

2.3

?|

sup‘X2

t<r

X H7| < 2R |:sup

t<r

+ 2K [sup

t<r

) —0 (s,XS)) ds ]

Y b (s, X)) ds

< 8B {/ o (5,X)) 0 (s,Xg)|2ds]

r

+2]E[

< 8K’E

0

+ 2T K’E

i
0

< (8K*+2TK*)E

[ (b (sx0) = (s, X9) s

/\X; X§|2ds]
0

— X% ds

7

/|X81 XSFds}
0

< (8K? + 2TK?) /E sup | X} — X3|2ds}

0

Lu<s

< (8K?+2TK?) /E sup\X;—Zﬂ ds

0

<2 (8K? +2TK?)

<2 (8K? +2TK?)

<2 (8K? +2TK?)

20

L u<ls

T

Z%r + /]E (sup |X11L‘2) ds]
u<s
0

T

0

2
2%+ C (K, T,Z)r +C'(K,T, 2) T—]

2

Zr + / (C(K,T,Z)+ C'(K,T,Z)s)ds
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Chapitre 2. EDS et EDSR

E |sup |Xt”+1 - thﬂ < 2K |sup / (s, X!) —o (s, X)) dB,s
t<r t<r
0
2

+2E |sup / (b(s, X)) —b(s, X)) ds
t<r
0

Utilisant I'inégalité, I'inégalité de Cauchy Schwartz et la condition

E [sup |th+1 —Xt"ﬂ < 8K /}U(SaX;l) -0 <S’Xg_1)|2d8
t<r

, 2

+2E /b (s, X2) = b (s, XI7") ds
0

< 8K’E /\X: — XY ds

T

+2TK*E /\X"—X;L—lfds

E {sup X7 — X;ﬂ (8K* + 2T K?) /E [Sup X — Xt
t<r t<r
0

n+1
n T

(n+1)!

Donc la somme ZE [suptg,, | X7+ — Xt"|2] <oo=Pps

n
X{' converge uniformément

X, tq sup | X[ — Xt|2 — 0 P.p.s
t

3. X, vérifier 'E.D.S (12.1)).On pose

t t

X/ = Z+/b (s, X* 1) ds—i—/a (s, X*1) dB,

0 0
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Chapitre 2. EDS et EDSR

il reste a montrer que (X;) est solution de (2.1 ; pour cela, on remarque que

(X*) converge dans L? (P). En effet,

X" = XPll e = ,m >

m—1
> Xt - xt
L2

HXZ““ =X

rhl 1/2
< Y] —400

§§M3

Si on note X; la limite L? de (Xf), on sait qu’il existe une sous-suite que
converge p.s, donc nécessairement vers Y;. En conséquence X; = Y; p.s. On
voudrait maintenant passer a la limite dans 1} comme (Xf) converge dans

L?(P), le lemme de fatou donne :
/|Xt X7Pdt| < liminf B /|Xm X2 dt| —m i 0

La condition ([2.3)), I'inégalité de Cauchy Schwartz implique que

t 2
E /(b(s,XQ)—b(s,Xs))ds < tK’E /|X§—Xs|2ds i 0

0

Alors

t

[os. 300 ds 20 /b 5, X,)

0 0

De méme maniére en déduit que

¢ 2

E /(a (5, X") — o (s, X,))dBs| | < 4K’E /]XS"—XS\st oo O
0
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Alors

t

t
/cr (s, X7)dBs —>£Zi2§0 /0 (s, X,)dBs
0 0

Tout converge dans (2.5). En passant a la limite, on en déduit que (X;) est

solution de ([2.1)).

2.2 Equations différentielles stochastiques rétro-

grades

Dans cette section on va donnner le résultat d’existence et d’unicité de la solution
d’une équation différentielle stochastique rétrograde dont les coefficients sont globa-
lement Lipschitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 avec

le générateur f non linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

La forme générale d’'une équation différentielle stochastique rétrograde est donnée

comme suit :

—dYy = f(t;Yy; Zy)dt — ZdWy,t € [0, T

Yy = €.

(2.6)

ou de fagon équivalente, sous forme intégrale,

T T
Vieet [ Jvazaa— [ zaw. e
t t

2.2.1 Notations

On se donne (2, F, P) un espace de probabilité complet et W un mouvement brow-
nien (MB) d-dimensionnel sur cet espace. On notera (F;), . , la filtration naturelle

du MB W. On travaillera avec deux espaces de processus :
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Chapitre 2. EDS et EDSR

On note S 2(R¥) : espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesu-

rables, a valeurs dans R¥ | tels que :
HYH;2 =F [ sup ]YtIQ] < 00,
0<t <T

et S 2(R¥) le sous espace formé par le processus continus.

En suite L?Et (REX4) celui formé par les processus Z, progrssivement mesurables, &

valeurs dans R¥*? tels que :
T
12 18- = | [ 120 dr| <
0

Ou si z € RE*4||2||? = trace(zz*) L%, (RF*?) désigne I'ensemble des classes d’équi-
valence de L%, (RF*®)R¥et RF*4 seront souvent omis; les espaces S?;S2 et L, sont
des espaces de Banach pour les normes définies précédemment. Nous désignerons B 2
Iespace de Banach S?(R*) x L% (RF*9).

Soit f une application aléatoire définie sur [0;7] x Q x RE x RE*4 3 valeurs dans
R¥ telle que, pour tout (y; z) € R x R¥*? | le processus{ f(t,y; 2) } g,y sOit pro-
gressivement mesurable. On considére également une variable aléatoire £, mesurable
par rapport a Fr et a valeurs dans R¥. La fonction f s’appelle le générateur et &
la condition terminale. Dans ce contexte, on veut résoudre 1’équation differentielle

stochastique rétrograde (EDSR en abrégé) (2.6)).
Définition 2.2.1 une solution de ’EDSR(2.6l)est un couple de processus

{(Ye; Zt) } o<y pvierifiant

1) Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs recpectivement dans R¥ et

Rde
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Chapitre 2. EDS et EDSR

2) P-ps
T
/ {f(r;Y};Zr) + HZTH2} dr < oo.
0

3) P-p.s, on a
T T
Vi—¢t [ f0i¥azyir- [ zZaw.te o.1)
t t

Avant d’énoncer le théoréme d’existence et d’unicité, on donne les hypothéses sous
lesquelles nous allons travailler, sous les données suiventes : f est définie sur [0, 7] x
Q x RE x REX? 3 valeur dans RX telle que, pour tout (y,z) € RE x RExd: e
processus { f(t,y, 2) }o<; <y Soit progressivement mesurable. On considére également

¢ une variable aléatoire,F—mesurable, a valeurs dans R,

a) Condition d’intégrabilité
T
gl + [ 1 co.0far| <o
0

b) Condition de Lipschitz en (y; z)

pour tout t; y; v; 2; Z;
|f(tiy;2) = [0 8)] < Cly =9l + ||z = £])),

ou C' est une constante indépendante de t; y; ; 2z et 2.

Théoréme 2.2.1 (Pardoux—Peng 90) Sous les hypothéses (a) et (b), 'EDSR

(2.6) possede une unique solution (Y, Z) telle que Z € L.
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Chapitre 3

Principe du maximum sous

I’information partielle

3.1 Formulation du probléme

Soit (2, F,{Fi},;50, ) un espace probabilis¢ filtré complet muni d'une filtration
naturelle 7; = o{W(s),Y(s);0 < s < t}ou W(-) et Y(:) sont 2 mouvements

browniens standard indépendants unidimensionnels. On note par :

Notre probléme de controle est de type chapms moyen de risk sensitive et sous

I'information partielle est défini par un systéme couplé :

dx(t) = b(t, z(t), Ex(t), u(t))dt + o(t, z(t), Ex(t), u(t))dW(t)
—dy(t) = f(t,2(t),y(t), 2(¢), Ex(t), By(t), B2(t), u(t))dt — 2(t)dW(t),  (3.1)
2(0) = a,y(T) = o(x(T)),
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Chapitre 3. Principe du maximum sous 'information partielle

ou

b, 0:[0,T] xR*x U =R
f:[0,T| xR xU — R
¢ :R— R,

a est un constant, et U C R un convexe non vide de R. Une variable de controle

w:[0,T] x Q — U est dite admissible si il est F) -adapté et satisfait

T
E /|u(t)|2dt < 0.
0

L’ensemble des controle admissibles est noté par U,;. On suppose que le processus
d’espace d’états (x,y,z) n’est pas complétement observé, mais il est partiellement
observé a travers d’ un processus Y, qui vérifier ’équation differentielle stochastique

suivante :

dY () = h(t,z(t), u(t))dt + dW (t) (3.2)
Y(0) = 0.

On donne maintenant les hypothéses sous lesquelle on va travailler :
H1) b, 0 et ¢ sont Fisp-adaptés et continiments différentiables par rapport a
(x,Z,u), de dérivées bornées et majoré par ¢(1 + || + |Z] + |ul).

H2) h est contintiments différentiables par rapport a (z,u), h et ses dérivées par

rapport a (x,u) sont uniformément bornée.

H3) 1,9 et v sont continiment différentiable par rapport a x,Z,y,7, 2, 2, u et les

dérivées sont bornées.
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Chapitre 3. Principe du maximum sous 'information partielle

fo h2(s,2(s),u(s))ds

Comme h est bornée, la condition de Novikov E {62 } < oo est vérifier.

Soit dP" = Z"(t)dP, avec

Z0(t) = e s Mo u()ay ()=} [{InGs.ato)u(s)ds}

qui vérifier 'EDS suivante :

dZu(t) = ZU(t)h(t, (), u(t))dY (t) (3.3)
Z(0) = 1,

alors d’apres le théoreme de Girsanov et (H1),P" est une nouvelle mesure de proba-
bilité, et (W, W) est un brownien de R? défini sur (€2, F, (F;)i0, P*). La fonction de

colit associée a notre probléme de controle est définie par :

Jg(u()) E"[e 0(Jy 1t,a(),y(®),2(t), B a(t), B y(t), Bz (1) u(t))dt+g(x(T))+ V(y(U)))L (3.4)

ot E* désigne I'espérance sous P* et 6 est I'indice de risque sensitive (¢ € [0, 1]). La

formule de Bayes va nous permet d’écrire , la fonction de cout (3.4) sous la forme :

Je(u(-)) [9(f0 £z (t),y(t),2(1), [Z"(t)x(t)}7E[Z"(t)y(t)]7E[Z“(t)Z(t)]7U(t))dt+g(x(T))+7(y(0)))]‘

(3.5)
L’objectif du controlleur est de maximiser (3.5 sur I’ensemble des controle admis-

sibles Uyq - Un controdle u(-) € U,q qui satisfait

J*(a(-)) = max J%(u(-)),

UEULq

est appelé un controle optimal. Le processus d’état correspondant & u est noté par

z(+) := 2%(), de plus, nous utilisons I'abréviation W (-) := W¥4(.), et
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Z(-) := Z"(-). On défini '’équation

dg(t) = 1(t,x(t), T(t), 2(t), y(t), y(t), 2(t), u(t))dt

(3.6)
£(0) =0,
alors notre probléme de controle est équivalent & maximiser
J(u(-) = E[Zu(T)60(6(T)+g(w(T))+w(y(0)))]7 (3.7)

sous les processus d’état (3.1)), (3.2) et (3.6)). Soit u(-) tel que u(t) + u(t) € U,0 <
t < T, comme U est convexe alors pour tout 0 < p < 1,u”(t) = u(t) + pu(t) € U.
Soit (z*,y”, ") et ZP(t) les solutions de (3.1) et (3.2)) associé au controle u’(-),

respectivement. Pour la simplification, on utilise les notations suivante :

h(t) = h(t,z2(t),u(t)),

pc(t) = pc(t, z(t), Ex(t), ult)),

u(t) = p(t x(t), y(t), 2(1), Ex(t), Ey(t), Ez(t), u(t)),
(t) = (ta(), y(1), 2(1), B (t), Ey(t), B2(t), alt)),
Ve(t) = 1he(t,2(1),5(0), 2(t), Ex(t), Ey(t), EZ (), u(t)),
¢ =2, 7,9, 7,2 5 u

@ =b,0,

W = f,1,h.

3.2 Equations variationnelles et ses estimations

Dans cette section on définie les équations variationnelles et on donne quelque esti-

mations, ces equations sont défini par :
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dr'(t) = [be(t)z'(t) + ba(t) Ex' () + bu(t)u(t)]dt + [o2(t)2 (1)
+oi(t) Ex' (1) + ou(t)u(t)|dW (1),

—dy'(t) = [fo(O)z'(t) + £,y (t) + L(6)21(t) + fa(t) Ex'(8) + f(t) Ey' (¢)
+OEZ (1) + fu(t)u(b)]dt — 2 (t)dW (1),

21(0) =0,
| v (1) = ¢u(@(T))z(T),

(3.8)

dzY(t) = [Z )Rt z(t),u(t)) + Z(t)h.(t, Z(t), u(t))
+Z(t)ha(t, 2(t), w(t))u(t)]dY (¢), (3.9)

ZY0) =0,

dg(t) = (L)1) +Iz() EE (1) + 1,(0)E (1) + () EE (1)

HL(E)EN(E) + () BEN(t) + L, (H)u(t)]dt, (3.10)

€1(0) =0.

Lemme 3.2.1 Sous les hypothéses (H1) et (H2), les estimations suivantes sont vé-

rifiées :

P(t) — T(t 2
lim sup E 2(t) = 2(0) —z'(t)| =0, (3.11)
P—0cl0,1] P
o(t) — gt 2
lim sup F y () =y y'(t)] =0,
P—04cl0,1] p
T\ p(e) _ = 2
lim E/ M—zl(t) dt =0
p—0 Jy P
Ze(t) — Z(t ?
lim sup F 2 =20 _ () =0,
P—0cl0,1] P
- 2
P(t) —&(t
lim sup E &) = £ — &) =o.
P—0cl0,1] p
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Preuve. Posons 7°(t) = —xp(t);x(t) —zt(t), g°(t) = —yp(t);g(t) —yl(t), zr(t) = —zp(t);g(t) —

2N (), ZP(t) = %_Z(t) — ZY(t). Pour la premiére équation on 4 :

i

)

= ((b(t.3(2) + p((8) + 2 (1)), Bla(t) + p((t) + 2 (1)), ult) + pu(t))

(t,2(t), Ba(t), (1)) = bu(t)'(t) — bs(t) Ex'(2) — bu(t)u(t))at

+(Ealt 2() + p(#(1) + (1), E[a(2) + p(a (1) + 2 (O)], ult) + pu(?)
)

J
— ou()2! (t) — oz (t) Ex' (t) — ou(t)u(t))dW (1),

| #7(0) =
(3.12)
on peut aussi réécrit I’équation (3.12)) comme suit :
dzr(t) = (DP(t)zr(t) + DP(t)Eir(t) + Fr(t))dt
+(EP(H)P(t) + EP(t)EZP(t) + HP(t))dW (1), (3.13)
#(0) =0,
ou
1
Do(t) = / bo(t, @ + Ap(F + at), E(z + Ap(3° + 1)), @ + Apu)d),
0
1
Dr(t) = / ba(t, T + Ap(2 + at), B(T + Ap(2° + 1)), @ + Apu)dA,
0
1
EP(t) = / 04 (t, T+ Mp(2° + 2'), E(T + Ap(2° + 21)), @ + Npu)dA,
0
1
Be(t) = / 01(t, 7+ Ap(E" + 1), B (T + Ap(# + 1)), + Apu)dA,
0

t) = (D7() = ba(t))a () + (D"(t) — ba(t)) B! (1)

+ / bu(t, T + Ap(3° + 21), E(T + Ap(Z” + 1)), BE(a + Apu)d\ — bu(t)) u(t),

)

:(E

+(

(t) = ou(t))a (t) + (B (1) — 03(t)) Ea' (t)

ou(t, T+ \p(3° + 2'), B(T + Mp(3° + 21)), E(T + A\pu)d) — Ju(t)) u(t).

N
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En applique la formule d’Tto & |Z°(t)|* on obtient :

d(z°(t))? = 23 (t)dz" (t) + (di(t))?
= 25°(t) {(Dp(t)j”(t) + DP(t)Ezf(t) + FP(t))dt + (E°(t)Z"(t)

—i—ENP(t)Ei:p(t) + Hp(t))dW(t)} + (EP(t)Z"(t) + E’p(t)E:Tc”(t) + HP(t))%dt.
En intégre ’équation ci-dessus entre 0 et T puis en prenant I’espérance, on obtient :

E((2"(1))* = (3°(0))%)) (3.14)

—9E /0 (#(0)2(DP()F (1) + DP() B (1) + FP(¢))dt
+ /T(Ep(t):%"(t) + EP(t)Ea’(t) + HP(t))%dt

< K(E/T]:i"(t)|2dt+E/T|Fp(t)\2dt+E/T|Hp(t)]2dt),

ot K > 0 un constant. En vertu de 'hypothése (H1), on a :

p—0

limFE /OT(|EP(t)\2dt) + E(/tT |HP(t)|*dt) = 0. (3.15)
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On utilise I'inégalité de Burkholder—Davis—Gundy et 1'inégalité de Gronwall & (3.14]),

et par (3.15)), on obtient la premiére convergence de (3.11)).

[ dip (1) = d (LOI0) a1
= {30, 2(0) + p(a (1) + 2 (0), 7(0) + p(5(0) + (1)), 2(0)
Fp(E0(0) + (1)

p(E

), E[Z(t) + p(@°(t) + 21 (1)), E[5(t) + p(5°(t) + y' (1))], E[Z(t)

+p(20(t) + 21 ()] a(t) + pult)) + f(t, 2(1), 5(t), 2(t), EZ(t), Ey(t), EZ(t),u(t)))
+a(®)2 () + fy(0y' (1) + f(0)21(8) + fa() Bt (t) + f3()Ey' (1) + f=(H) EZ' (1)
+ fu(t)u(t) }dt + 2P (t)dW (),

| 7°(T) = p~H((a*(T)) — o(2(T))) — ¢u(2(T))2"(T).

(3.16)

L’équation (3.16|) peut étre également prend la forme suivante :

—dgP(t) = (AP()T° (1) + BP(8)§(t) + Cr(1)2°(t) + A () EZ"(t)
+B (1) BgP(t) + CP (1) B27(t) + GP(t))dt — 2°(t)dW (t)
g(T) = pH(@a"(T)) = &(z(T))) = ¢u(@(T))2!(T),

ou

AP(t) = /01 fot, 2+ Xp(@ + 2), 54+ (7 +y'), 2+ Ap(Z° + 21), BE(Z + A\p(3° + 21)),
E(+ 2 + "), BE(Z+ Ap(Z° + 2Y), 1 + Apu)dA,

BP(t) = /01 Fy(6, T+ Mp(2° + 21), 5+ Ap(§° + '), 2+ Ap(Z° + 21), E(Z + A\p(&” + 21)),
E(y+M(7° +y")), E(Z + Ap(2° + 21)), 1 + Apu)d),

CP(t) = /01 LT+ Ap(@° + 1), 5+ M@ +y'), 2+ (2P + 21), E(Z + A\p(Z + z1)),

E(y+M(3° +y")), E(z + Ap(Z° + 21)), 4 + Apu)d),
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Ar(t) = /1 f:(t, 7+ Ap(F° + 2V), 5+ Ap(§° +y1), 2+ Ap(ZP + 21), E(Z + A\p(3” + z1)),
E(+ (0" +y"), E(Z + Ap(2 + 2Y)), 4 + Apu)d),

Bﬂ(t)_/0 [T+ M@ +2N), 5+ Mp(§° + '), 2+ Mp(Z° + 21), BE(Z + Ap(3° + 21)),
B+ M@ + "), E(zZ + Ap(3° + 2Y), @ + Apu)dA,

Cr(t) = /01 f(7 4+ M@ + ), 5+ Ap(5° +y'), 2 + Ap(Z° + 21), B(Z + A\p(3° + 21)),

E(y+ (0 +y")), E(z + Ap(2° + 21)), 4 + Apu)d),
et

GP(t) = (A"(t) — fu(t))x' + (B (t) — fy(1)y" + (C*(t) — f:(t)2"
+ (A1) = fa(O)Ea' + (B°(1) — f3()) By' (1) + (C*(1) — f(t)) B2

1
+ (/ fu, 2+ Xp(@ 4+ 2"), 5+ (7 +y"), 2+ Ap(2° + 21), E(T 4+ Ap(3° + z1)),

B+ M +5), Bz + Ap(2 + 21), 0+ Apw)d — fu(t))ut).
En applique la formule d’Itd & |g°(¢)|* on obtient :

()] + E/t |2°(t) |2 dt (3.17)
= 2E/t < §7(s), A(5)i"(s) + BP(s)7’ (s) + C"()2" (s) + A?(s) EF* (s) + B"(s) B’ (s)

+ CP(s)EZ(5) + G"(s) > ds + E {p ' [¢(2"(T)) — $(&(T)] = ¢.(2(T))a"(T)}"

< K;y(F /|y |ds—|—E/ |ZP(t |ds+E/ | A?(5)5”(s)|*ds

—I—E/ | AP (s) |d3—|—E/ |G?(s)|?ds),
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ou K7 > 0 un constant. On passe a la limite on trouve que :

i (E/tT|Ap(s)y~p(s)]2ds+E/tT|Ap(s)y~p(s)]2ds+E/tT|Gp(s)|2ds)> 0.
(3.18)

On applique l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy et l'inégalité de Gronwall a

(3.17) et par (3.18), on obtient :

lim sup E|j°(t)]* =0,
p—0p<t<T
T
lim E/ |2¢(t)|2dt = 0.
p—0 t
Alors la deuxieéme et la troisieme convergence de (3.11]) sont assurés. D’une maniére
similaire on montre les derniers estimations de (3.11)). =

3.3 Conditions nécessaires et suffisantes

Dans cette section on donne les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité :

3.3.1 Conditions nécessaires

Avant de donner les conditions nécessaire on définie les équations adjointes suivantes :

dP(t) = nt)dW(t) + 7(t)dW (t)

’ (3.19)
P(T) = HE@ gD t10))
—dp(t) = (E(p(t)bz(t)) + p(t)be(t) + E(k(t)oz(t)) + 0ak(t)
—E(fa(t)q(t)) — fa(t)a(t) + ha(t)Ai(t))dt — k(t)dW (¢) (3.20)

p(T) — 969(5(T)+9(i(T))+7(?3(0)))gm(a—;(T)) — ¢o(Z(T))q(T),
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—dq(t) = (E(q(t)f3(t)) + q(t) f,(1))dt + (E(q(t) f()) + ¢(t) (1)) dW ()

q(0) — 989(5_(T)+9(56(T))+’Y(§(0)))(_zyy(g(()))),
(3.21)
—da(t) = (B(a(t)lz() + a()l(t) + E(a(t)l; (1))
+a(t)l,(t) + E(at)l:(t)) + a(t)l(t)))dt — B(t)dW (t) (3:22)

AT) = OLED) +aED) 1 EO),

On donne maintenant ’inégalité variationnelle suivante.

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (H1) — (H3) on trouve que :

7 [ @GN (Z7(T) 21 (T) + (ENT) + 4o (B(T)) (T) + 7, (5(0)5(0)))] <0

Preuve. Par le fait que

J(ul(t)) — J(u(t))
p
B(2°(T) € Do (M)W 0) _ 7(T)(HED)+9(#(T) +(5(0)

(3.23)

E ((2°(T) — Z(T)) HED+aEDIGON) | 70(T) (HE T ol D) (0)

DI
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On utilise la formule de Taylor et on passe a la limite dans (3.23)), on obtient :

i L@ @) = J(a(t) (3.24)

p—0 P

= lim EE(ZI(T)BG(EP(T)H(&:”(T))M(Z/”(0))) _ Z(T)69(€(T)+g(i(T))+7(@7(0)))
p—0 p

= h%l 1E ((Z”(T) — Z(T)) cIE(TM)+9(2(T))+(5(0)))
p—0 p

+ Z°(T) (69(5"(T)+9(96”(T))+7(y”(0))) — 69(5(T)+Q(E(T))+7(17(0)))))

— E(Zl(T)O(E(T)w(f(T))Jr'Y(@(O))) + Z(T)gee(f(T)+g(f(T))+'Y(17(0)))(51(T)

+00(2(1))x'(T) + 7,((0))y(0)))

= Eﬂ[QH(E(T)Jrg(a’:(T))H(@(O)))(Zfl(T)Zl(T) + 0EH(T)

+9.(2(T))2 (1) + 7((0)y" (0))];

alors
{Eﬁ [/ EOrEINAGON(Z=HT) ZH(T) + 01(T) + 9o (2(T))a* (1) + 7, (5(0))y*(0)))] < 0.

Ce qui achéve la preuve. m

Le Hamiltonien de notre systéme est défini comme suit :

H(t,[)ﬁ, j7y7 g? Z, 27 u,p,dq, ka Q, f]) = pb(ta l’,f, U’) + k‘O’(t,.T,.f, U)
_f<t7$7y727£7g7 Z,U)q =+ h(t,$,U)ﬁ

—I—a(t)l(t? x? j? Z7 y’ g? 2’ u)?

Théoréme 3.3.2 Supposons que (H1) — (H3) sont vérifions et u un controle opti-
mal, alors il existe une unique solution (P,n,7) € L% (Q,F,,R) x L% (Q, F;, R)) x
L% (Q,F,R); (p, k) € L%, (Q, F, R) x L% (Q, Fi, R); g € L, (Q, Fi, R);
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(o, B) € L% (Q, Fi, R) x L%, (Q, Fi, R) pour les equations adjointes (3.19)-(3.22), tel

que :

E"[H,(t)ut)|F] <0, Yu € Upg,a.e.t €[0,T], P — a.s.

Preuve. Par un calcul simple on trouve que

dZ=Y(t) = R2(t)dt — Z71(t)h(t)dY (t)
Z71(0) = 0.

Soit I'(t) = Z7(t)Z(t), on appliquant la formule d’It6 & t — T'(¢), alors

dU(t) = (ha(t)a' () + hu(t)u(t)dY () — (h()ha(t)z' ()
+h(t)hy (t)u(t))dt (3.25)
ro) =o.

En remplagant (3.2]) dans (3.25)), on obtient

dD(t) = (hy(t)a (t) + hy(t)u(t))dW (t)
r'(0)=0.

En appliquant la formule d’'Ttd & t —< P(t),'(t) >, et on prend 'espérence :
i T
DD = B [ b @ 0n(0) + hOioud (320
0
Appliquant la formule d’Ito &

t—<p(t),z'(t) > + < q(t),y'(t) >,

38



Chapitre 3. Principe du maximum sous 'information partielle

on obtient que

E" (@ (T)p(T) + y(T)a(T) — y'(0)q(0) (3.27)

= E“/O p(t)bu(t)u(t) — 2 (£)ha()il(t) + k(t)ou(t)u(t) — fu(t)u(t)q(t)dt.
En remplacant dans , on obtient

E"(2(T)p(T) +y(T)a(T) — y'(0)q(0) + T(T) P(T)) (3.28)

_ / < P(b() + E(1)ou(t) — Ful)a(t) + hu(t)i(t), u(t) > dt.
Remarquons que

p(T) = 969(§(T)+g(f(T))+7(17(0)))g$(j(T» — ¢ (Z(T))q(T), (3.29)

y'(t) = ¢a(2(T))x'(T),
p(T) = HET 9T +(50)

4(0) = Gl EMTIETNHTON (. (5(0))).

)

Remplacant (3.29) dans (3.28]), on trouve que

B [!(T)ge" €0+ GONg, (3(T)) — ¢, (2(T))a(T), (3:30)

+ 6o (2(T))z (T)q(t) — y" (0)9e” NI HTON (—y, (55(0)))

+ F(T)69(5(T)+9(i(T))+”/(z?(0)))]
= BT[N (9g, (2(T))a"(T) + 07, (5(0)y (0) + T(T))]

_ / < p(Obu(t) + k(D)7u(t) — Fult)a(t) + hu(B)ii(E), u(t) > dt.
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De (3.24), on a

(3.31)

(T)+9(2(T))+~(9(0))) (Z-NT)Z\(T)

I
&
<l
N
£
o)

+0(EHT) + go(2(T))x"(T) + 7, (5(0))y(0)))]

= B[P EM+a@E NGO (T (T) + 6(£(T)

+9:(2(T))2(T) + 7,(5(0))y* (0)))]

<0.

En remplagant(3.30))dans(3.31)), on obtient

Bt [GG(E(T)+g(a’s(T))+v(z7(0)))9(51(T)]
FE® [T < p(t)bu(t) + K)o, (t) — fu(t)q(t) + hy(£)7(t), ult) > dt (3.32)

<0.

En appliquant & nouveau la formule d’Tt6 a t —< £1(t), a(t) >, on obtient

E"a(T)ENT))] (3.33)

I

&5
<
N
>
~
Pl
=3
+
=N
ﬂ
3
=
+
=
<
—~
2
~
_
—
~
=

En substituant(3.33))a(3.32)), on obtient que
T
E“/ < p(t)by(t)+k(t)ou(t)— fu(t)q(t)+ha(E)D(t)+a(t) (), u(t) > dt < 0. (3.34)
0
Alors([3.34)) peut étre écrite comme suit
E"[H,(t)u(t)| 7] < 0.
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Ceci achéve la preuve. m

3.3.2 Condition suffisante

Dans cette section, nous étudions la condition suffisante d’optimalité pour notre
probléme de controle. En plus de (H1)—(H3), nous supposons également I’hypothése

suivante.

H4) [ ne dépend pas de z, Ex,y, By, z, Ez,et ¢(x) = Mz, ou M est une constante.

Les équations adjointes de notre nouveau systéme controlé sont donnés comme

suit :
[ da(t) = BHAW (1)
o(T) = 9l €(T)+9(z(T))++(5(0)))
. (3.35)
dP(t) = n(t)dW (¢) + 7(t)dW (¢),
P(T) = PEM+g@ED)+FO),
—dp(t) = (E(p(t)bz(t)) + p(t)ba(t) + E(k(t)oz(t)) + o(t)k(t)
—E(f2()q(t)) — fo(t)q(t) + ha()7(1))dt — k(t)dW (t)  (3.36)
p(T) — Pl E(M)+9(z(T)+~(5(0))) 9o(Z(T)) — Mq(T),
—dq(t) = (E(q(t)f3(1)) + q(t)f, () dt + (E(q(t) fz(2) + q(t) f-())dW (2)
q(0) - 969(5(T)+9(95(T))+7(Z7(0)))(_»Yy(g(g)))’
(3.37)
et le hamiltonien H prend la forme suivante :
H(t,x(t), 2(t), y(t), §(t), 2(t), 2(t), u(t), p(t), a(t), k(t), a(t), (1))
= p(®)b(t, x(t), Z(t), u(t)) + k(t)o(t, z(t), 2(t), u(t))
= [t (), y(t), 2(8), £(t), §(t), Z(¢), u(t))q(t) + h(t, x(t), u(?))i(t) + a(t)l(t, ).

Théoréme 3.3.3 Si (H1) — (H4) sont vérifions et (a(t), 5(t)), P(t), (p(t), k(t)) et
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q(t) les solutions des équations adjointes(3.35)-(3.37)), respectivement. De plus

H(t,, - p,q k,a,n), g(-) et y(-)sont concaves par rapport aux variables correspon-

dantes pour tout ¢t € [0,7] et

E[H(t,2(t), E[z(t)], 5(t), E[g(t)], 2(t), E[2()], u(t), p(t), (t), k(t), a(t), () | F}]

max B[H (¢, 2(), B[z(8)], 5(0), E[F(8)], 2(1), BIZ()], u(t), (1), ¢(2), (1), a(t), 7(£)|F/]-
(3.38)

Alors 1u(-) est optimal.

Preuve. Pour tout u(t) € U,q et par la propriété de concavité de g(-),v(-), on a

T’ (u(t)) — J°(a(t))

— Eu[69(€(T)+9(ft(T))+7(y(0)))} _ gu®) [69(5(T)+g(f(T))+v(ﬂ(0)))]

— E[(Z4(T) — Z(T)PED o@D HAEON] L prlHET) o (1) ()]

_ B[ ED D) EO)]

< E[(ZT) — Z(T)GG(E(T)+g(5&(T))+v(@7(0)))] + Eu[969(5(T)+9(i‘(T))+7(ﬂ(0)))](g(T) — &(T))

+ 92 (2(T))(2(T) = 2(T')) + 2, (5(0))(y(0) = 5(0))].

On défini
I, == E[(Z“(T) — Z(T)69(5(T)+g(9’v(T))Jrv(aj(o)))]7
I = EY[pelEM+a@TNH@ON) (¢(T) — £(T))],
Iy i= B [pe TG0 GONg, (7(7))(2(T) ~ 3(T)))
Iy 1= B[ 06O, (5(0))(5(0) — 5(0))],
alors

JO(u(t)) = J(a(t)) = I, + I + Is + 1. (3.39)
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En appliquant la formule d’It6 a

t =< Z"(t)q(t),y(t) — y(t) >,

E < 24(T)q(T),y(T) — §(T) > —E < Z*(0)q <o>,y<0> —~5(0) >

= E < Z%T)q(t), Mz(T) — MZ(T) > —E < §elEM+9@T)+7((0))
(—7,(5(0))), (4(0) — 5(0) >

= B* [ {< f,()a(t) + E[f3(1)a()], y(t) — 5(t) >

+ < f(Dq(t) + E[fs(0)q(t)], 2(t) — 2(t) > + < q(t), F(t) — f(t) >}dt
= B [y {< —H,(t) - E[H;(t),y(t) — (t) >

+ < —H.(t) = E[H:(t)], 2(t) — 2(t) > — < q(t), f(t) — f(t) >}dt,

Iy = —E < 2"(T)q(T),y(T) = 9(T) > +E" [y {< —H,(t) — B[Hy(t),y(t) - y(t) >

y(t
+ < —H.(t) = E[H:(t)], 2(t) — 2(t) > — < q(t), f(t) — f(t) >}dt
(3.40)

En appliquant & nouveau la formule d’It6 aux
t—< Z%t) — Z(t), P(t) >, t —< x(t) — 2(t), p(t) >

et

L=< &(t) —&(t),a(t) >,
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on obtient :

I = E [l <h(t) - h(t),7q(t) > dt,

Iy =E*[] <a(t),i(t)—1(t) > dt,

Iy =E*< Mq(T),z(T) —&(T) > —E" [ < Elp(t)bs(t)]
+p(t)ba(t) + 0u()k(t) + E[k(t)oz(t)] — fo(t)a(t)
—E[f:()q(t)] + ho (1) (1), 2(t) — T(t) > + < p(t),b(t) — b(t) >
+ < k(t),o(t) — &(t) > dt.

(3.41)

En substituant | et -dans, on trouve que

T (u(t)) — J°(a(t))
= E" [y [H(t,2(t), Ela(8)] y(¢), Bly(1)], 2(1), El=(0)], u(t), p(t), (), k(1), a(t), 7i(t))
—H(t,z(t), E[z()], y(1), Ely(1)], 2(t), E[2(0)], u(t), p(t), 4(¢), k(t), a(t), (1)) dt

—E" [} < Hy(t) + E[Hz(t)], o(t) — 2(t) > + < H,(t) + E[Hy(t)],y(t)
—g(t)+ < H,(t) + E[Hs(t)], 2(t) — 2(t) > dt.
(3.42)
D’aprés, et par la concavité de H en(z,T,y,7, 2, 2, u),
J?(u(t)) — J(a(t)) (3.43)

/ H,(

<E / Z0(t) H () (u(t) — a(t))dt

0

<E / BLZ*(t) H, () (u(t) — a(t)| FY |dt,

comme Z*(t) > 0 pour tout u(-) € Uyq de plus, (3.38)donne que
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est maximale en u(t) = u(t),t € [0,T], alors

E[H,(t)(u(t) — a(t))|F ]dt <0, (3.44)
combinant ([3.43)et (3.44)), on obtient que J?(u(t)) — J(u(t)) < 0, Vu(t) € Uag, alors
u(-) est un contrdle optimal. m

3.4 Applications (linéaire-quadratique)

Dans cette section on va résoudre un probléme de controle optimal de type linéaire-
quadratique dont on cherche les condition nécessaire d’optimalité . (T'héoréeme2). Le

systéme non observé est donné comme suit :

([ dx(t) = (are(t) + asEx(t)] + agu(t))dt
F(by(t) + o Bla()] + byu(t))dW (1),
—dy(t) = (12(t) + B[z (1)] + c3y(t) + caEly ()]

+c52(t) + ce E[2(t)] + cru(t))dt — z(t)dW (t),
2(0) = z0, y(T) =0,

\

et le processus observé satisfait I’équation suivante :

dY (t) = F(t)dt + dW (¢),

ou a;, b;, ;i € {1,2,3,4,5,6},2(0) sont des constantes et F' est bornée et détermi-

niste.

La fonction de cotit est de forme exponentielle :
J(U,()) = E[ee%(xZ(T)‘f'yz(O))]‘ (345)
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On défin aussi le Hamiltonien par :

H(t,w(t), 2(t),y(), g(t), 2(t), 2(1), u(t), p(1), ¢(t), k(1), (L), 7](¢))

= p(t)(a12(t) + aoEx(t)] + azu(t)) + k(t)(brx(t) + bo E[x(t)]
+ bsu(t)) — q(t)(c1z(t) + 2 Elz(t)] + csy(t) + caEly(t)]

+ c52(t) + s Ez(t)] + cru(t)) + F(t)n(t)

(3.46)

ou p(t), q(t), k(t), 1(t) sont les processus adjoints qui satisfaisont les équations sui-

vantes :

—dp(t) = (a2 E[p(t)] + p(t)ar + b E[k(t)] + b1 k(1)
— aq(t) — e Elq(t)])dt — k()W (1)

p(T) = 0P ETP+O) z(T),

dq(t) = (esq(t) + caBla(®))dt + (esat) + coEla(O))dW (1)
o = 0+ O) (g (0)),

On introduit maintenant les équations variationnelles :
—dy'(t) = (a1z'(t) + 2Bzt (t)] + csy' (1) + ca B[y (¢)]

+e52t () + e B2 (t)] + cru(t))dt — 2 ()dW (t),
z1(0) = 0,y(T) =0,

46

(3.47)

(3.48)

(3.49)

dz(t) = (a1 + a2 B[zt (£)] + azu(t))dt + (by + bo B[t ()] + byu(t))dW (t),



Bibliographie

Théoréme 3.4.1 Si (H1) — (H3) sont vérifions, et (p(t),k(t)),q(t) et P(t) les so-
lutions de (3.47)) et (3.48)), respectivement et si u(-) un contréle optimal, alors

El(azp(t) + bsk(t) — czq(t)u(t)|FY] <0, Vu € Uyg,a.et € [0,T], P — a.s.

Preuve. Par un calcul simple on a

dZ7Y(t) = Z7 1) F2(t)dt — Z L (t)F(t)dY (t),
Z710) =1.

Soit T'(t) = Z'(t)Z~1(t), en appliquant la formule d’Tt6 & I'(t), on obtient I'(t) = 0

et par suite on applique la formule d’Tt6 a z*(¢)p(¢) + y*(t)q(t), on trouve que

,}inoj(“p(t)); T _ pogeodo @0 (a(T)a (1) + 90 (0))] (350

alors le théoréme du principe de maximum est vérifier. m
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/ Résumé \

Dans ce mémoire on s'intéresse A I'étude d'un probleme de contrble optimal
sous l'information partielle pour un systeme progressive —rétrograde de type
champs moyen et de colt exponentiel. Premierement nous rappelons quelques
définitions de base sur le calcul stochastique, ensuite on donne des théorémes
d’existence et d'unicité de la solution de notre systeme, enfin on étudié les
conditions nécessaire et suffisante d'optimalité et comme exemple nous
considérons le cas linéaire-quadratique de type risque sensitive. /

N

/ Abstract \

In this memory, we are interested in the study of an optimal control
problem under partial information for forward-backward system with mean
field type and exponential cost. Firstly, we recall some basic
definitions about the stochastic calculus, then we give the existence
and uniqueness of the solution of our system, finally we studied the
necessary and sufficient conditions of optimality of our system and as
application, we consider the linear-quadratic case.

. /




	Mémoire Master 2022(1).pdf
	
	Remerciements
	
	
	Introduction
	
	
	Mouvement brownien et Martingale
	
	
	


	EDS et EDSR
	
	

	
	Notations


	Principe du maximum sous l'information partielle
	
	
	
	
	Condition suffisante

	

	Bibliographie

	Résumé (2) (2).pdf

