République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE MOHAMED KHIDER, BISKRA
FACULTE des SCIENCES EXACTES et des SCIENCES de la NATURE et de la VIE

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Mémoire présenté en vue de 'obtention du Diplome :
MASTER en Mathématiques
Option : Analyse

Par

Trai Amina

Titre :

Méthode de Concavité et Applications

Membres du Comité d’Examen :
Dr BERBICHE Mohamed UMKB Encadreur

Dr. Chemcham Madani UMKB Présidente
Dr. Hasouna Houda UMKB Examinateur

Soutenu publiquement 27/06/2022



DEDICACE
Ce travail est dédié & mon pére décédé trop tot, qui m’a toujours poussé et motivé dans

mes études.

A ma maman qui m’a soutenu et encouragé durant ces années d’études.
Qu’elle trouve ici le témoignage de ma profonde reconnaissaance.
A mes chers soeurs " Houda," "Linda, " "Samiha," "Souraya," et "Sara"
et leus enfants et leurs maris, et mes petites soeurs "djouhaina","malak"
A tous ma famille " trai"

" sabrina " "fatoum "

A mes amies
A toute la promotion de 2022 de 2 éme master mathématique.

A tous ce qui m’ont aidé de pré ou loin pour la réalisation de ce travail.



REMERCIEMENTS

Avant tout, je remercie DIEU, le tout puissant, pour m’avoire santé accordé, courage
et patience afin d’accomplir ce travail.
Notre vif remerciement a Dr. Berbiche Mohamed pour nous
avoir encadré, encouragé et c’est grace a sa grande disponibilité ses
conseils et ses orientations que j’ai pu mener a bien ce travail.
Pour cela, je lui adresse un grand merci.

Mes vifs remerciements vont également aux membres du jury pour 'intérét qu’ils porté a
notre recherche, acceptant d’examiner notre travail afin de I’enrichir par leurs
propositions.

Ces remerciements vont tout d’abord a tous les enseignants et membres de

I’administration du département de mathématiques de I'université de "Biskra"

ii



Table des matiéres

[Dédicacel i
(Remerciements| ii
(Table des matiéeres| ii
Introductionl 1
[1 Notions préliminaires| 4
(1.1 Espacesde Banach| . . . . .. ... ... ... o 000 4
(1.1.1  Définitions et premiéres propriétés|. . . . . . . . . . . . ... .. .. 4

[1.1.2 Espace des opérateurs linéaires bornés| . . . . . . . ... ... ... 5)

(1.2 "T'héoremes de Banach et conséquences| . . . . . .. ... ... ... .... 7
(1.2.1  Espaces de Hilbert| . . . . ... ... ... ... ... ....... 7

(L3 Dhfiérentiabilité au sens de (ateaux et de kréchetl . . . . .. ... ... .. 9
(.4 Théoriede Rieszl . . . . . . . . . .. . 13
(1.4.1 'T'héoréeme de Lax-Milgram| . . . . . ... ... ... ... ... ... 13

(1.5 Espace de Sobolev| . . . . . . . . ... 14
(1.6 Espaces LP|. . . . . . . . . 15
[L.7  LespacelP(0, T V) . . . . o o o i 16
(7.1 Dérivée faiblel . . . . . .. oo 17

[L.7.2 Espace WP (Q)| . . .. .. ..o 17

iii



Table des matiéres

[2 Nonexistence des solutions globales aux équations non linéaire]

[2.1  Equation d’onde abstraitel . . . . . . ... ... .. ...

[3 Application|

[3.0.1  Equation hyperbolique semi-linéaire du second ordref . . . . . . ..

[3.0.2 Equations de thermoélasticité hyperbolique | . . .

[3.0.3  Equation pseudo-hyperbolique non linéaire|

A B Abraviah N ond

v

19

19

28
28
29
31

37



Introduction

Le but de ce memoire est de trouver des conditions suffisantes sur la non-existence de
solutions globales a certaines classes d’équations d’évolution telles que les equations de la
chaleur et les equations d’ondes non linéaires. De nombreuses études s’intéressent a la ques-
tion de la non-existence de solutions globales aux problémes initiaux et aux limites pour
des EDP’s non linéaires. Divers exemples d’équations paraboliques dont les solutions ex-
plosent en un temps fini sont donnés dans Keller 1957[5], Kaplan 1963[4], Glassey 1973[?],
paraboliques du second ordre et hyperboliques du second ordre de la forme suivante sont

considérées

U+ Lu = f(u) (1)

Uy + Lu = f(u) (2)

ou L est un operateur du Laplacien ou un opérateur auto-adjoint uniformément elliptique.
Dans ces travaux, des conditions suffisantes ont été fournies pour ’explosion des solutions
aux problémes aux limites et de valeurs initiales pour des équations de type et .
Leurs méthodes sont basées sur la positivité de la solution ou la positivité de la premiére
valeur propre de 'opérateur elliptique L.

H. A. Levine est le premier qui a été créé une méthode célébre connue sous le nom méthode

de concavité qui est basée sur la construire d’une fonctionnelle concave définie positive (voir



Introduction

les articles Levine 1974a [9], Levine 1973 [§]). Cette méthode a été développée par plusieurs
chercheurs (voir les articles de Kalantarov et Ladyzhenskaya [6], Straughan 1975 [13],
Levine Payne 1974 [11]) pour trouver des conditions suffisantes assurent la nonexistence
globale des solutions du probléme de Cauchy pour les équations différentielles-a coefficients

opérateurs de la forme

Puy + Au = F(u) (3)

Pu; + Au = F(u) (4)

Dans les équations ,, P et A sont des opérateurs symétriques linéaires, avec P positif
et A non-négatif. L'opérateur F'(u) est un opérateur potentiel non linéaire satisfaisant au

condition :

(F(u),u) —bG(u) >0

ot b est un nombre positif supérieur a 2, G(u) est la fonction dont le gradient est 'opérateur
F(u),et (.,.) est le produit scalaire de ’espace de Hilbert H, sur lequel les équations sont
considérées.

La méthode de concavité de Levine, a été utilisé par plusieurs chercheurs voir par exemple
Knops et al. 1974 [7], Levine 1974c [§], Straughan 1975 [I3], Levine Payne 1974 [§], ou des
théoréemes de non-existence globale sont prouvés pour les équations différentielles a coef-
ficients opérateurs avec la partie principale non linéaire, pour des operateurs differentiels
de second ordre avec term dissipative et pour divers equations et systémes d’équations de
la mécanique des milieux continus.

L’idée de la méthode de concavité est basée sur une construction d’une certaine fonction-
nelle positive ¥(t) = W(u(t)), qui est défini en fonction de la solution locale du probléme

et en prouvant que la fonction W(t) vérifie 'inégalité (5)) donnée dans le lemme suivant
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Lemme 0.0.1 (voir Levine 1974 [9]) On suppose qu’une fonction positive deuz fois

différentiable 1 (t) telle que pourt > 0

!

WO — (14+0) [¢/(1)] > 0 5)

pour certain o > 0. Si(0) > 0, et ¢’'(0) > 0, alors il existe t; > 0, tel que (t) — 400

(0)
oy’ (0)

lorsque t — t; <

Nous soulignons que ce resultat a été généraliser par plusieurs chercheurs. On va voir dans
ce mémoire un resultat plus géneral que celui dans le Lemme qui a été démontré par
Kalantarov & Ladyzhanskaya [6].

Le présent mémoire contient trois principaux chapitres :

Dans le premier chapitre on présente quelques définitions et propriétés importantes de
I’analyse fonctionnelle, les espaces LP, différentiabilité, théorie des distributions, théoréme
de Lax-Milgram, et espaces de Sobolev.

Dans le deuxieme chapitre on présente une variante méthode de concavité qui a été intro-
duite en 1978 par Kalantarov & Ladyzhanskaya [6]. Ensuite on va considérer 1'equation
des ondes abstraite non linéaire et on va voir que sous certaines conditions sur les données
initiaux ainsi que sur les termes non linéaires la solution va exploser & un certain temps
fini via cette méthode.

Dans le troisieme chapitre, on va voir & travers dex exemples simples, I'importance de
I’etude de la méthode de concavité. On dérive des conditions suffisantes sur les données de
ces problémes pour garantir que ’explosion va se produire, et on dérive dans ces conditions

une certaine borne supérieure de t* .



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Définitions et premiéres propriétés

Soit E un espace vectoriel sur un corps K (dans la suite K sera R ou C).

Définition 1.1.1 On appelle norme sur E une application de E dans R, notée ||.|| telle
que a).||z|| > 0,Vz € E et ||z|| =0 ssi z = 0;
b)llz+ 9yl < llz|| + |yl (inégalité triangulaire)Nx,y € E;

c).ax = |al||z| ,(homogénéité) Va € k,Vx € E.

Un espace vectoriel normé (e.v.n) est un couple (£, |.||). Il s’agit d’'un cas particulier
d’espace

métrique muni de la distance
d(z,y) = le—yll,z,y € E

La topologie sur E est la topologie d’espace métrique. On dit qu’une suite {xn}n21 CFE

converge fortement vers x € E si ||z, — x|| — 0, lorsque n — oo.
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Définition 1.1.2 Une suite {r,},-, C I/ dans un espace vectoriel normées (E, ||.||) dite

de Cauchy si lim ||z, — x| = 0.

)

Définition 1.1.3 Un e.v.n. est dit espace de Banach s’il est complet en tant qu’espace

métrique, autrement dit, si chaque suite de Cauchy converge fortement vers un point T, €

E.

Définition 1.1.4 Soit {z,},-, une suite dans e.v.n. E. On note Y ., x, une série dans
E ets, = 2?21 xj,n > 1, la suite des sommes partielles. La série est dite convergente s’il
eviste s € E tel que s, — s, lorsque n — oo et dans ce cas on écrit . La série est dite

absolument convergente si ), -, |lz,| < oo.

Théoréme 1.1.1 (caractérisation des espaces de Banach)Soit E un e.v.n. Les affirma-
tions suivantes sont équivalentes

1. E est un espace de Banach ;

2. toute série absolument convergente est (fortement) convergente ;

3. pour toute suite{w,},, vérifiant [[x,| < ¢, avec 0 < ¢ < 1, la série }_ -, T, est

(fortement) convergente.

Théoréme 1.1.2 (résultat admis) (existence du compléte) Soit E un e.v.n. qui n’est pas
complet. Alors E est isomorphe et isométrique avec un sous espace vectoriel dense d’un
espace de Banach E. Soit E un e.v.n. On dit que E est séparable sil existe une suite

{#n},>1 C E qui est dense dans E

1.1.2 Espace des opérateurs linéaires bornés
Soient F, F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K.

Définition 1.1.5 Une application T : x — y = T'x ; définie sur un sous-espace vectoriel

D C E et a valeurs dans F' est dite linéaire si

T(ax + pxt) = oTx + BTx!

5
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Onnotera D(T) =D, R(T) ={ye F:y=Tx,x € D(T)} et N(T) = {x € D(T) : Tx = 0}

et on les appelera domaine, image et noyau de T, respectivement.

Définition 1.1.6 On appelle T' opérateur linéaire de D(T) C E dans F. Si l'image R(T)
est contenue dans le corps K alors T est une fonctionnelle linéaire. Si'T est injective de sur
R(T), alors T est bijective entre D(T) et R(T') et l'application inverse T~ est un opérateur
linéaire de R(T) sur D(T), on a T"'Tx =z,x € D(T), et T 'Ty=y,y € R(T)

Soit T € L(E; F) opérateur linéaire continu entre deux e.v.n. £ et F. On définit ||T|| =
inf {c > 0,||Tz| <c|z|,Vz € E}

D’aprés la proposition précédente il est facile de voir que

1T = sup {|[T| : [l«| <1} = sup {||T] : [l«] =1},

| T|| s’appelle la norme de 7.
Un opérateur linéaire continu de E dans F' e.v.n. est un opérateur linéaire borné puisque
T(Bg) est un ensemble borné, avec By = {x € E : ||z|| < 1} la boule unité. Notons aussi

que pour T’ continu

[Tz]] < T Nl=]l, Ve € E

L’ensemble des opérateurs linéaires bornés (continus) de £ dans F' sera noté B(E; F'). C'est

un espace vectoriel avec les opérations (I'+S)x = Tx+Sz,x € Eet (al)x = a(Tz),x € £

Théoréme 1.1.3 (espace des opérateurs bornés) Soient E et F' deuz e.v.n. ||T|| est une
norme pour T' € B(E; F). Si F est un espace de Banach, alors B(E; F') est un espace de

Banach.

Un opérateur 7' € B(FE; F') est un isomorphisme linéaire (ou plus court, isomorphisme)

entre les e.v.n.E et F' si T est une bijection et 7! € B(F; E).
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Définition 1.1.7 Les espaces E et F' isomorphes s’il existe T € B(E; F') un isomorphisme
linéaire. Un tel isomorphisme transporte les suites de Cauchy dans des suites de Cauchy.
En particulier, st E et F' sont isomorphes et si E est de Banach, alors F' est de Banach

également.

Définition 1.1.8 Deux normes ||.||,et||.||, sur un espace vectoriel E sont équivalents si
Vopérateur identité Iz = x est isomorphisme entre (E,|.||,) et (E,||.||,), ¢’est-dire, qu’il
eziste deux constantes ¢, C' > 0 telles que c||z||; < C||z|,, pour tout x € E. L’opérateur
T € B(E; F) est une isométrie linéaire si ||Tx|| » = ||z||5, pour tout x € E. Les espaces E

et F' isométriques s’il existe T € B(E; F') une isométrie linéaire.

1.2 Théorémes de Banach et conséquences

Définition 1.2.1 Soit T' un opérateur linéaire entre deur e.v.n. E et F. Le graphe de
T est G(T) = {f(x,Tx) € EX F:x € E} en tant que sous-espace de l’espace produit
E x F muni de la norme ||.||g + ||.||z- On dit que T est un opérateur fermé si G(T') est
un fermé dans E x F ou équivalent si lorsque {acn}nZl C FE telle que lim, .oz, = x et

lim, oo Tz, =y on aTx =1y.

Remarque 1.2.1 [l est clair que siT € B(FE; F) avec E, F e.v.n. alors T est un opérateur

fermé.

Théoréme 1.2.1 (de Banach, principe du graphe fermé) Soient E; F deux espaces

de Banach et T € L(E; F) un opérateur fermé. Alors T est un opérateur continu.

1.2.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.2.2 Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une fonction scalaire
(.,.) sur E x E telle que

a) Yy € E, Uapplication v — (x,y) est linéaire ;

7
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c) (x,z) > 0,Vx € E et (x,x) =0 ssi x = 0.

Inégalité de Cauchy-Schwarz : Vz,y € E, |(z,y)| < /(z,2)y/(y,y).

L’application ||.|| : £ — R définie par ||z|| = \/(z, z) est une norme sur £

Définition 1.2.3 Un espace de Banach E est un espace de Hilbert s’il existe un produit

scalaire (.,.) sur E X E tel que la norme de l’espace de Banach satisfait |x| = +/(z,x).

Un e.v.n. est un espace pre-hilbertien si sa norme satisfait ’égalité du parallélogramme

2 2 2 2
I+ ylI” + lz = yII” = 2([l=[]” + ly[I").

Théoréme 1.2.2 (Fréchet, von Neumann, Jordan) Soit E un e.v.n. pre-hilbertien réel.

Alors

(lz + ylI* = llz = 1)

A~ =

(z,y) =

est un produit scalaire sur E qui donne la méme norme sur E. En particulier, si E est un

espace de Banach, il est un espace de Hilbert.

2 2 2 2
Iz +yll” + llz =yl = 22" + [[yl")-

Théoréme 1.2.3 (von Neumann, Jordan) Soit E un e.v.n. pré-hilbertien complexe. Alors
1 2 2 . 2 2
(@) = 7l +ylI" =z = yl" +ille +ayll” + llz = ayl)

est un produit scalaire sur & qui donne la méme norme sur E. En particulier, si E est un

espace de Banach, il est un espace de Hilbert.
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1.3 Différentiabilité au sens de Gateaux et de Fréchet

Soient X,Y deux espaces de Banach et soit f : X — Y une fonction. En présentant

d’abord la forme faible de différentiabilité.

Définition 1.3.1 On dit que f est Gdteaux-différentiable au point v € X sl existe L €

B(X;Y) tell que
o fe )~ ()

A—0 A

= Lh, pour tout h € X

Lopérateur L € B(X;Y') est dit la dérivée de f au sens de Gdteauzr au point x € X et
on le note par f'(z). On dit que f est Gateauzx-différentiable s’il est Gateauz-différentiable

en tout point v € X.

Remarque 1.3.1 La dérivée au sens de Gdteaux est une dérivée directionnelle et alors il

est essentiallement dans un concept de unidimensionnel. St on fize x,h € X et on pose

©(A\) = f(zx+ Ah), A € R on aurra

dp())

—— =lim

d/\ t—0

pA+1) = o(N)
t

do(N) .. o(t) —p(0)
d\ |A:0_1lféf

posons € = th alors t = 1 et donc, si t tend vers 0 alors € tend vers 0, et on a

flx+e

~—

— f(=)

de(A) | .
a heo=lim

=h limf(x +2)
e—0 £

= hf ()

| =

f(z)

Remarque 1.3.2 5i la dérivée de f au sens de Gateaux existe au point x € X alors elle

est unique



Chapitre 1. Notions préliminaires

Exemple 1.3.1 (a) Si A € B(X;Y) alors A'(z) = A pour tout v € X.

m,n

(b) Si f=(fr)i, : R* = R™ alors f'(x) = <8—f> € R™*" (la matrice Jacobienne).

07 ) i=1,j=1

Nous allons montrer le théoréme de valeurs moyenne pour les fonctions Gateaux-différentiables.

Proposition 1.3.1 5S¢ f : X — R une fonction Gateauz-différentielle, et si x,h € X

alors il existe t €]0;1] tel que

flz+h) = f(x) = f (z+th)h.

Exemple 1.3.2 Considérons la fonction f:R — R? définie par f(t) = (cost; sint).

Dans ce cas, le théoréme de la valeur moyenne prend une forme d’inégalité. C’est-a-dire,

nous avons le résultat suivant

Proposition 1.3.2 St f : X — Y wune fonction Gateaux-différentiable, z,h € X et si

y* € Y* alors il existe t €)0; 1] tell que

(W' @+ h) = F(@)y = (", @+ ih)h)

et

1f(z+h) = f@)ly < 1f @+ th)ll e lIAllx -

Définition 1.3.2 On dit que f: X — 'Y est Fréchet différentiable au point x € X, s’il
existe L € £(X;Y) tel que

f(x+h)— f(x) = Lh+ R(x,h)

avec

- — 0 quand ||h||yx — 0. L'opérateur L € B(X;Y) est dit la dérivée au
sens de Fréchet de f au point v € X, et on note par f'(x). On dit que f est Fréchet

différentiable s’il est Fréchet différentiable en tout points x € X.

10
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Remarque 1.3.3 Si f: X — Y est une fonction Gateaux-différentiable sur un ensemble
owvert U C X, x € X et la fonction u — f'(u) est continue au point x € X de X dans
B(X;Y) muni d’opérateur topologique normé, alors f est aussi Fréchet différentiable au

point x € X et les deux dérivées coincident.

Proposition 1.3.3 Soit f: X — Y une fonction alors,
1. Si f est Fréchet différentiable au point x € X alors f est Gateaux-différentiable au point
z € X, (la réciproque n’est pas vraie en générale)

2. 8i [ est Fréchet différentiable au point x € X alors f est continue au point v € X

Exemple 1.3.3 Soit f:R? — R une fonction définie par

0 si(x,y)=1(0,0)

sinon

Montrons que f est Gateaux-différentiable au point (0;0).
Soit h = (v,w) € R
f((0,0) +t(v,w)) = f(0,0) . f(tv, tw) - ttw

et / =+ ) PR e

d’ou f est Gateaus-différentiable au point (0,0).
Pour montrer que f n’est pas Fréchet différentiable il suffit de montrer qu’il n’est pas

continue au point (0,0), On a

xty

lim r,y)= lim ———,
>f (z.) (2,9)—(0,0) 26 + 3

(:B7y)q(0’0
posons y = \x2, pour y tend vers 0 on a x tend vers 0, alors

lim A _ A
w=0x8(1 4+ A3) 1+ A3

11
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donc lim f(x,y)..... Alors f n'est pas continue au point (0,0), donc il n'est pas Fréchet
diﬁérentiaé?j);; point (0,0).

Proposition 1.3.4 Si X,Y et Z espaces de Banach, et f : X — Y une fonction Gateaux
différentiable au point x € X, et g : Y — Z Fréchet différentiable au point f(x), alors
E=gof: X — Z est Gateaux-différentiable au point x € X et {(x) = g/(f(z))fI(z). De
plus, si f est Fréchet différentiable au point x € X, alors & est Fréchet différentiable au

point x € X.

Définition 1.3.3 On dit que f: X — Y est continiment Fréchet différentiable au point
reX si

1. f est Fréchet différentiable au point x € X.

2.u — f'(u) est continue au point v € X de X dans B(X;Y') muni d’opérateur topologique

normeé

Proposition 1.3.5 St f: X; x Xy — Y est une fonction Fréchet différentiable au point
r = (x1,22) € X, alors les deux fonctions partielles associées a f au point x sont Fréchet

différentiables au point x1 € X et xo € Xo respectivement, et nous avons

fr@)h = fi,(@)hy + fr,(x)hs

pour tout h = (hy, hy) € X1 X Xo

Exemple 1.3.4 On consideére la fonction f:R? — R définie par

éfjg si (x1,22) # (0,0)

0 sinon

f(ﬂfl,fz) =

alors <88_a{1> (0,0) = <§—$J;> (0,0) = 0 mais f n'est pas continue au point (0,0) alors elle

n’est pas Fréchet différentiable

12
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Proposition 1.3.6 Si {X;},_,,Y sont des espaces de Banach et f : X = X;x...xX,, —
Y, alors f € C1(X,Y) si et seulement si le, n-dérivée, partielles f, (r) existe au chaque
point v € X et x — f;k continue de X dans B(Xy,Y) muni d’opérateur topologique

normé, pour tout 1 < k < n.

1.4 Théorie de Riesz

Lemme 1.4.1 (Lemme de Riesz)Soit E un espace vectoriel normé, et soit M C E un

sous-espace fermé tel que M # E. Alors
Ve>0, Jue E tel que |Jul|=1 et du—M)>1—e¢.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de réprésentation de Riesz-Fréchet)Soit H un espace

de Hilbert. Alors pour tout ¢ € H', il existe f € H unique tel que
(pv)=(fiv)  VveH.

De plus on a

1= 1l -

1.4.1 Théoréme de Lax-Milgram
Forme bilinéaire coercive

Soit H un espace de Hilbert réel (un espace préhillbertien suffit dans ces définition). (Il
est bient sir possible de traviller avec des C-espace de Hilbert, il faut parfoit changer

certaines définition : en particulier travailler avec des formes sesquilinéaires).

Définition 1.4.1 Une forme bilinéaire a : H x H — R est

13
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1. Continue s’il existe C' > 0 tel que
la (u,v)| < Cllu||||v]], Vu,v € H.
2. Coercive sl existe o € R tel que
a(u,u) > ollul)®, Vue H.

3. Symétrique si a (u,v) = a (v,u) pour tout u,v € H.

Théoréme 1.4.2 Soit a (u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout

p € H' il existe u € H unique tel que
a(u,v) = {(p,v) YveH.

De plus st a est symétrique, alors u est caractérisé par le propriété

1

weH e %a(u,u) ~ () :géig{ﬁa(v,v) - (gp,v)}.

1.5 Espace de Sobolev

Notons par x = (z1; xa; ....; ;) le point générique d’un ouvert de R™ : Soit u une fonction

définie de & valeurs dans R ; on désigne par D'u(z) = 2-u(z) la dérivée partielle de la fonc-

tion u par rapport a x; : Déffinissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement

comme suit :

14
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On notera par C'(£2) l'espace des fonctions continues de  a valeurs dans R; (C'(2))™ est
'espace des fonctions continues de Q & valeurs dans R™, C:(Q) 'espace des fonctions

continues et bornées sur 2; on le munit de la norme ||.||__;

Jull o = sup Ju ()]
e

Pour k entier, C*(2) est I'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la
dérivée d’ordre k est continue sur (2

C*(£2) est I'espace des fonctions de C*(€); dont le support est compact et contenu dans
Q.

C°(€2) ou bien D(Q2); est l'espace des fonctions indéfiniment différentiables, a supports

compacts qu’on appelle espace des fonctions test.

1.6 Espaces L’

Définition 1.6.1 Soit QQ un ouvert de R™ ; muni de la mesure de Lebesque dz. On désigne
par LY(Q) Uespace des classes de fonctions intégrables sur Q a valeurs dans R, on le munit

de la norme

lull, == / o (2)] e

Soit p € R avec 1 < p < 400 ; on définit l’espace des classes de fonctions LP(2) par

ful o= ([ fut ac) v

Pour p = oo, lespace de Banach L>()) tel que

L*(Q) ={u:Q — R, u mesurable et 3C > 0 t.q. |u(z)| < C p.p}

15
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est muni de la norme
llul| ;o =supess(u) =inf{k > 0:|u(z)| <k p.p}.
Remarque 1.6.1 L’espace L*(2) muni du produit scalaire
(u,v) = /Qu(x)v(x)dx,Vu,U € L*(Q)

est un espace de Hilbert.

Définition 1.6.2 On dit qu’une fonction f : Q — R appartient a L, () si ([, |[u (z)]" dz)

pour tout compact K C €.

1.7 L’espacel?(0,T;V)

Définition 1.7.1 Soit V' un espace de Banach, on désigne par LP(0,T;V') l’espace des

fonctions mesurables u :)0; T[— V tel que

T P
ilprsr = ([ IO} ) < o0 pour 1 < p < oo
0

et pour p =00 on a

[ull oo, rvy = sup ess [Ju(@)][y, < o0
0<p<T

L’espace Lp(0,T;V )est un espace de Banach pour 1 < p < co.
Si V' est de Hilbert pour le produit scalaire (.,.)y, L2(0,7;V) est un espace de Hilbert

pour le produit scalaire

(uo)ar) = [ (w(O).0(0)y .

16
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1.7.1 Dérivée faible

Définition 1.7.2 Soit Q un ouvert de R; et 1 < i < n, u € L}, (Q) une fonction a une

i-eme dérivée faible dans Li, () s’il existe f; € L},.(Q) telle que pour toute p € C°(Q)

on ait

[u@ gre@dn=— [ f@p@d

1

Loe(82) au sens des distributions ; on

Cela revient o dire que f; est la i-éme dérivée de u € L

écrira %u (x) = fi (z)

1.7.2 Espace W™P (Q)

Soit €2 un ouvert de R™, m > 1 et p un nombre réel tel que 1 < p < +oo, on définit

Wm™P (§) comme suit
W (Q) = {f € LF (Q); D°f € L7, ¥|a] < m}

ol o = (ag,,....,a) € N' |a| = a1 + @ + ... + a,, et D*f = 97*...0%" est la dérivée
faible de f € L},.(2) au sens de la Définition 2.

L’espace W™P () est muni de la norme

1 lywmaay = 11, + > 1D FIL, -

|a|<m
On pose W™?2 (Q) := H™ ()

Remarque 1.7.1 Les espaces H™ (§2) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(D pmiy = ([ 9) 2y + D (D*f, D) 12y, g€ H™ (Q).

laf<m

17
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Formule de Green

Définition 1.7.3 Soit u et v deuz fonctions de H* (Q) (resp. H* (Q)), on a

/uAvdx—/ @Uda—/Vqudx
Q a0 ON Q

Lemme 1.7.1 (Injection de Sobolev) Si) est borné, il existe une constante C' = C(Q2)
telle que

Il 2@y < Cllull gy ey Yu € Hy (Q) -

18



Chapitre 2

Nonexistence des solutions globales

aux équations non linéaire

2.1 Equation d’onde abstraite

Soit D un sous-espace vectoriel dense d’un espace de Hilbert réel H avec le produit sclaire
(.,.) et la norme correspondante ||.||.

On note par une fonction vectorielle v définie sur [0, 7] et d'un image D.

Supposons que P, () et A sont des opérateurs linéaires symétriques définis sur D tels que
les opérateurs A, () sont non négatif et 'opérateur P est défini positif.

Soit B(.,.) un opérateur non-linéaire défini sur D x D et F(.,.) est un opérateur non
linéaire défini sur [0, 7] x D, on suppose aussi que pour chaque ¢ fixé 'opérateur F'(t,u)
est la différentielle au sens de Frechet d’une certaine fonctionnelle non linéaires G(u, t) :

C%_G(t,u(T)) = (F(tu(r)), un (7). (2.1)

De plus G(u,t) dépend régulierement de ¢ de sorte que pour u(t) € C'(0,7; D) on a

%G(t,U(t)) = (F(t, u(t)), us(t) + Gi(t, u(t)) (2.2)
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Dans 'espace de Hilbert H, on considére le probléme de Cauchy suivant :

Putt + Qut + Au = B(U, ut) + F(t, U) (23)

u(0) = ug, u(0) = uy (2.4)

On suppose que u(t) est une solution forte de (2.3))-(2.4) c’est-a-dire que tous les termes
de (2.3)) sont des éléments de L?(0,T; D) et uy(.) € C(0,T; H).

Le résultat principal est le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 (voir [6]) On suppose que les opérateurs P, A, Q et F vérifient toutes
les conditions mentionnées ci-dessus et soit u(t) une solution forte de l’équation . On

suppose en plus que

(F(t,u),u) >2(14+2a)G(t,u),Vu € D (2.5)
pour certain o > 0,
Gi(t,u) > MG(t,u),Yu € D (2.6)
pour certain My > 0,
|(B(u,v),u)| < di(Au,u) + da( Pv,v) + My(Pu,u),Vu,v € D (2.7)

pour certains dy € [0,2a],dy € [0,2a], et My > 0,
1
|(B(u,v),v)| < §M1 [((Au, u) + (Pv,v)],Yu,v € D. (2.8)
On suppose aussi que les donnés initiaux satisfasant aux conditions suivantes

(Pug, uo) + (Qug, ug) > 0,
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2(PU1, Uo) + 2(QU1, Uo) > —’720461 [(PUO, Uo) + (QUO, U())] ,

et

1

_ %(Pul,ul) Z(AUO,U()) + G(0,u(0)) > 0. (2.9)

Alors

t—tq

imy (Pu(t) u(t) + [ (Quis), u(s)ds = .
pour certain t, vérifie

b < 1 i 1 [(Pug, uo) + (Quo, uo)] + ao [(Puy, ug) + (Qua, uo)]

T2/ (14 ag)? + ap(2Mz + 1 + ap) V2 [(Puo, uo) + (Quo, uo) + ao(Pus, ug) + (Qua, up)]

ol

d
040204—32’% =—(1+ao) + V(14 a0)® + ag(2Mz + 1 + o),

Yo = —(14ag) — /(1 + )2+ ag(2Ms + 1 + )

Preuve. On considére la fonction suivante
(0 = 2Pult) u(0) + 2 [ (Quls).u(s)ds + (Qun )
1l est clair que
(0 = 20Putt) ult) + 2 [ (Quls)u(s))ds + (Quo. ) (2.10)

et

(1) = 2(Pun(t) + Qua(t), u(t)) + 2(Pus(t), u(t))

En utilisant I’équation (2.3) on obtient de la derniére relation:

P (t) = =2(Au + u) + 2(B(u, up), u) + 2(F(t;u), u) + 2(Pug, ug)
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En vertu de la condition [2.5] on a

P"(t) > —2(Au,u) + 2(Pug, u(t)) + 4(1 + 20)G(t, u) + 2(B(u, uz), u)

=4(1 + 2a) —%(Au, u) — %(Put,ut) + G(t,u)| + 4a(Au,u), u)

+4(1 + o) (Pug, ur) + 2(B(u, ug), u). (2.11)
De la définition de la fonction de 1’énergie
E(t) = —%(Au, u) — %(Put,ut) + G(t,u)
et la condition il vient de

" (t) > 4(1 + 2a)E(t) + (4o — 2dy) (Au, u)

+ (4(1 + @) — 2dy)(Pug, uy) — 2Ms(Pu, ). (2.12)
Comme d; < 2a, l'inégalité implique :
P"(t) > 4(1 + 2a)E(t) + 4(1 + 2ap) (Pug, ug) — 2Ma(Pu, u) (2.13)
ol g = — %. En multipliant ’équation par u; on obtient ’égalité suivante :
dt \ 2

d <1(Put, ug) + %(Au, u) — G(t,u)) + (Quyg, ug) = (B(u,uy), ug) — G(t, u).

Ici on a utilisé Alors grace a on a

%E(t} = (Que,ur) — (B(u, ug), up) + Ge(t,u) > (Quy,ug) — (B(u, ug), ue) + MiG(t, ).

22



Chapitre 2. Nonexistence des solutions globales aux équations non linéaire

En utilisant la condition (2.8, on peut voir facilement de la derniére inégalité :

%E(t) > (Queyur) + My E(2). (2.14)

En intégrant 'inégalité(2.14| on trouve
t
E(t) > E(0) exp(M;t) +/ (Qu(s),u(s))ds.
0
A partir de il s’ensuit que F(0) est non négative. Donc la derniére inégalité implique
t
E(t) > / (Qu(s),u(s))ds. (2.15)
0
Il résulte de et que :
t
P (t) > 4(1+2a) / (Qu(s),u(s))ds+4(1+ ap)(Pug(t), us(t)) — 2Ma(Pu(t), u(t)). (2.16)
0

Enfin en utilisant 'inégalité et la relation [2.10] on obtient

Y — (1 + ag) (@] >

4(1 + ) { {(Put,ut) + /Ot(QuS,uS)ds] {(Pu,u) + /Ot(Qu,u)ds + (ng,uo)]

t
0

- [(Put,u) + / (Qua, u)ds + %(Quo,uo)r} My (Pu, )i

:4(1+a0){[(put,ut)+ /O t(Qus,usms] | [(Pu,u)—i— / (Qu,u)ds]

- [(Put,u) + /Ot(Qus,u)dsr}
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t
0

:4(1+a0){{(Put,ut)+ /0 t(Qus,us)ds] | [(pu,u)+ / (Qu,u)ds]}
— 2Myp* + (Quo, ug) [(Put,ut) + /Ot(Qus,u)ds}

t
0

—4(1 + ) (Quo, ug) {(Put(t), u(t)) + / (Qus(s),u(s))ds} — (14 ) (Quo,up)* (2.17)

Il résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que I’expression :

t
0

P+ ['Quna][irwcny s [@unis] - [iPun + [ @una]

est non négatif. Par conséquent, I'inégalité implique

W (0(0) ~ (1+ a0) [0'(0)]
> 401+ a0)(@Qu. o) | (Pus(t () + [ (Quilod,u(s))ds | — 200207 = 1+ ) Qo )’
> —2(1+ ao) () () — (2Mz + 1 + ao) [V (1)]*.

Ainsi on a prouvé que la fonction 1 (t) vérifie I'inégalité dans le Lemme ci-dessous avec
Clzl—i-Oéo et 02:2M2—|—1+O[0. |
Donc la conclusion du théoréme découle du lemme suivant car toutes les conditions de ce

lemme sont satisfaites.

Lemme 2.1.1 (voir Kalantarov, Ladyzhenskaya 1977 [6]) On suppose qu’une fonc-

tion positive deux fois différentiable 1) (t) telle que pourt > 0

w0t~ (1+a) [¢'0)] = —200 (0l — G 0P (2.18)

ot a>0,C1,Cy > 0. Si1p(0) > 0,9'(0) > —y2a1(0), et Cy +Cs > 0, alors () — +oo

lorsque t — t1 < : In 28Oa00) oy ) = —Cy + /CZ+ aCyyyy = —Cy —

= 2y/C?+aCsy Y24 (0)+ay’(0)°
\/ 012 + OéCQ.
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Maintenant on suppose que B(u,v) = Byu+ Bsv, o By et B, sont des opérateurs linéaires.
Dans ce cas suivant Kalantarov-Ladyzhenskaya 1977[6], sous certains restrictions sur les
opérateurs B; i = 1,2. On peut montrer que la condition [2.6] peut étre remplacé par

condition plus faible :

Gy(t,u) >0 (2.19)

Soit u(t) une solution de I'équation [2.3] alors la fonction v(t) = u(t)e ™ satisfait 'équa-

tion :
Pl)tt + Qvt + AU = B(’U, Ut) + F(t, U) (220)
ou
Q=2mP+Q,A=m?P+mQ+ A, B(v,v;) = (By + mBs)v + By,
et

EF(t,v) = e 2™MGy(t, e™v).

Il est clair que l’inégalité reste valide pour 'opérateur F (t,v) et son potentiel G (t,v) =

e 2 G(t, e™), et
Gy(t,v) = e ™Gy (t, e™v) — 2mG(t,v) + m(F(t,v),v).

En vertu du condition [2.5] il résulte de la derniére égalité que si G vérifie [2.19] alors :

~

Gy(t,v) > 4amG(t,v).

En prenant m = %, la conditio est satisfaite.
On suppose maintenant que les opérateurs B; et B, sont linéaires symétriques ou asymé-

triques qui satisfont les inégalités :
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|(Biu,v)| < bi(Au,u) + ¢;(Pv,v) + Dy(Pu,u),i =1,2.,Yu,v € D, (2.21)

et

|(Bau,u)| < D3(Pu,u),Yu € D, (2.22)

ou b;,c;,i = 1,2 and D;, 7 = 1,2, 3, sont des nombres non négatifs. Utilisation des condi-

tions (2.21)),(2.22)) on peut facilement montrer que

‘((Bu, v), u)‘ < (b1 + b2)(Au, u) + co(Pv,v) + (¢1 + D1 + Dy + mDs3)(Pu, u),

‘((Bu, V), u)‘ < (by 4+ mbs)(Au, 1) + (e1 + mes + Ds)(Po,v) + (Dy +mDs)(Pu, ).

Enfin, il est facile de voir que,si

i) by + b < 20,03 < 2a,

i) by + by < 1My, e ey + Dy < 1M,
i) Dy 440D, < M

Alors opérateur B(u,v) satisfait les conditions
(((f}u, 0, u)) < dy(Au, u) + do(Pv,v) + Ma(Pu, ), (2.23)

[((Bu,v),w)| < S0y [(Au,w) + (Pu,v)] (2.24)

1
2

avec d; = by + by, dy = c3, My = ¢1 + Dy + Dy + mDs
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Ainsi, on peut appliquer le Théoréme 1 et voir qu’il est vrai

Théoréme 2.1.2 (voir [3]) Soit v(t) une solution forte de Uéquation (2.20), satisfaisant

les conditions initiales v(0) = vg, v4(0) = vy, et on suppose que :

1) Les opérateurs B;,i = 1,2, vérifient , , les paramétres b;,c;,1 = 1,2 et
D; i =1,2,3, satisfont 1i)-iii),

2) (Puo, vo) + (Quo, v9) > 0

2(Puy,v9) + 2(@1}0, vo) > —’ygaal (Puvg,vg) + (QUU,UO) ,

1 A
—§(P’U1,Ul) + G(O,Uo) Z 0.

Alors

pour certains

< 1 1, 719(0) + a0’ (0)
" 2y/(T+a0)? + ao(@My + T+ ag)  72¢(0) + g (0)

I

C
aoza—gm = —(1+ ap) + V(1 + )2 + ap(2My + 1 + ag),

Yo = —(1 + Odo) — \/(1 + 0[0)2 + O£0<2M2 + 1 + Oéo)

et

~ ~

B(t) = (Pu(t), u(t)) + / (Qu(s), v(s))ds + (Qo, vo).
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre, on va voir a travers des exemples simples, que ’étude de 1’explosion
en temps fini & certains problémes aux limites se raméne & celle d’une équation abstraite.
Notamment, on considére probléme aux limites non-linéaires de I’equation des ondes amor-
ties, on donne des conditions suffisantes sur les données garantissant la non-existence de

solutions globales aux problémes correspondants

3.0.1 Equation hyperbolique semi-linéaire du second ordre
On suppose que u(z, t) est une solution du probléme aux limites de valeurs initiales suivant
Uge — Uz + 11U + Touy = |ul’ u, 2 € (0,1),¢ > 0,

u(z,0) = ug(x), = € (0,1),
u(0,t) = u(l,t) =0,t >0,

ou p > 0 et r,ry sont des constantes arbitraires.

Ce probléme est un cas particulier du probléme ([2.3)),(2.4)), avec

d2
H = L5(0,1), D= H*0,1)NH(0,1), P=1, A=——, B(u,u;) = Byu + Bau,

dx?’
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ou By = ril, By = ryl, et F(u) = |u|’u est le gradient du fonctionnelle G(u) =
1
zﬁ lulPT? da

Donc la condition ([2.5]) est satisfait avec o = £. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Shwarz,

on a

1 1
(B, o)| = [ | (s 0)] < ] ( / W H / o)},
0 0

SN

7| (Pu,u)? < L

13

(Pv,v) + —(Pu,u).

|

Ainsi les conditions 1} D satisfaites avec ¢; = c; = £, by = by =0, D; = %,i =1,2,
et D3 = |7”2| .

avec My > max {p +4|ra|, 20}, ol 2o est une racine positive de 'équation 2z —2p |r | = 0.
Donc en utilisant le Théoréme 2 on peut trouver des conditions suffisantes de non-existence

globale

3.0.2 Equations de thermoélasticité hyperbolique :

On considére le probléme aux limites de valeur initiales pour les équations de thermoétas-

ticité non linéaire suivant

wtt_wmx+k0xt:fl(w70)ux€ (071)7t>07 (31)

Qtt — Hm + kwwt = fg(l’, 9)71‘ c (0, 1)7t > O, (32)

Satisfaisant aux conditions initiales et aux limites suivantes :

w(z,0) = wo(x), w(z,0) = wyi(z),0(x,0) = by(x),0:(x,0) = 01 (z), (3.3)

w(0,8) = w(1,t) = 0,0(0,£) = 0,¢ > 0, (3.4)
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ol k est un parameétre donné w(x,t) et 0(x,t) sont des fonctions inconnues. Les compo-

fl(p7 y)

santes de la fonction vectorielle f(p,y) = sont donnés suffisamment fonctions
fa(p,y)

régulieres définies sur R? et il existe la fonction différentiable G(p,y) : R*> — R!, tel que

pour des fonctions différentiables arbitraires p(t), y(t) 1’égalité suivante vaut :

d

—G®).y() = Hilp.y)p (1) + fa(p, )y (1),

De plus on suppose qu’il existe un nombre positif [ tel que

i yp+ f2(p,y),y = 2+ DG (p,y),

Pour chaque {p,y} € R2
w

Le probléme (3.1)),(3.4]) peut s’écrire sous la forme ([2.3)),(2.4}) ou u = est la fonction
0

vectorielle inconnue,

P = ,
0 I

est un opérateur symétrique défini positif agissant dans H = Ly (0, 1)x Ly(0,1) = [L,(0,1)]”

d2
A_| 7w O
d2
0 T da?

est un opérateur défini positif symétrique de D = [H2(0;1) N HE(0,1)]° dans [Ly(0,1)]?.

L’opérateur By = 0. L’opérateur

0 k<
B2 dz
kL0
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est symétrique, et pour chaque u = et v = a partir de D on a

1

(Bau,u) =k [ [0.(x,t)w(x,t) + wy(x,t)0(z,t)] do

1

=k [ [0.(z,)w,(x,t) +w,(x,t)0(x,t)] dr =0, (3.5)

o >—

|(Bau,v)| = ’k/o 0. (z,t)2(x,t) + wy(x, t)o(z, )] do

2 1

1 1
< 5/ [w2(z,t) + 02(x, t)] dv + Z—l [2%(z,t) + 0°(2,t)] da
0 0
= L)+ o)
e 2 U,U 2[ pl},/U

pas difficile de voir que 'opérateur

fl(wv 0)
f2<w7 9)

F(u) =

satisfait la condition (5) avec a = 1.il est clair que si |k| < l,alors le théoreme 2 est

applicable

3.0.3 Equation pseudo-hyperbolique non linéaire

Soit u(x,t) la solution du probléme suivant :

— Auy — Au + Z bitlye, + c(u, ;) = e*u®, 2 € Q,t > 0, (3.6)
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u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy(z), z € Qu(z,t) =0,z € 0N, t > 0, (3.7)

ou b;,i = 1...,n, sont des constantes arbitraires et c(.,.) : R? — R est une fonction

continue vérifiant la condition :

|c(s,v)| < Cy |s| + Ca|v],Vs,v € RY,

avec (7 et (5 sont des nombres non négatifs vérifiés 'inégalité C; + Cy < A, et A
la premiére valeur propre de l'opérateur —A avec condition aux limites de Dirichlet

homogeéne.

Le probleme (B.6),(3.7), écrit sous la forme ([2.3),([2.4), avec P = —A:

D — Ly(Q)=H, Q =P, Blu,uy) = Zbium + tclu, uy), F(t,u) = e*u’.

Dans ce cas, le potentiel de F(t,u) est

1
G(t,u) = éez'f/guﬁdx.

Alors la condition (2.5)) tenir avec o = 1,et (2.6 tenir avec M; = 2. Grace a I'inégalité de

friedrichs on obtient

[(B(u,v),u)| =

/Q(Z bivgu + c(u,v)u)dz

b
< T IVullvel + G Jul + Ca || (u, v)]|

Af

d d C2
< Z Vel + O [ Vul + 2 ol + 52

24, \2

IVul?

= dQ(P’U,U) + MQ(PU,U)
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Chapitre 3. Application

2 2
ou dy < 2 un nombre positif, b = /> b?, My = %. Il est clair que :
1

|(B(u,v),u)| =

/Q (c(u, v)v)dx

< C’l/ [ul |U\dx+02/ |v|? da
Q Q

C C
< SVl + (5 + CA Vol

< (C1+ Co)A [(Po,v) + (Au, u)].

Ainsi les conditions ([2.7)),(2.8]) sont également satisfaites et on peut appliquer le théoréme

1
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Conclusion

La méthode de concavité est une argumentation qui nous permet de démontrer I’absence
des solutions globales pour une grande classe d’équations d’evolution non linéaires, telles
que les équations paraboliques et hyperboliques. Cette méthode basé sur une construction
d’une fonctionnelle définie positive, qui vérifie certaine inégalité différentielle du second
ordre non linéaire. En particulier on a considéré un probleme d’évolution du second ordre
non-linéaires dissipatif avec conditions au bord, on a présenté des conditions suffisantes

assurant ’existence de ’explosion en temps, avec I'estimation du temps d’explosion.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

C ([a, 0])

L(X,Y)

L?([a,0])
Hy (2)
L ()
2 (RY)

H/

ensemble des fonctions continues sur |[a, b]

ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y

espace des classes de fonctions carré intégrable
espace de Sobolev
{u mesurable sur (2 et il existe C' tel que |u(z)| < C p.p sur Q}
{u mesurable sur RY et [oy |u|2 dr < oo}

dual topologique de espace hibert H
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Résumé

Condlitions suffisantes pour la non—existence de solutions globale au
probleme de Cauchy abstrait de second ordre sont présentées en utilisant la
meéthode de concavite. En particulier une application de cette methode aux

certains probléemes aux limites de second ordre non linéaires est donné.

Mots—clés : Méthode de Concavité, Equation d'onde abstraite, Equation

hyperbolique, Equations de thermo €lasticite, Equation pseudo-hyperbolique

Abstract

Sufficient conditions for the nonexistence of global solutions to the second-order
abstract Cauchy problem are presented using the concavity method .In particular
an application of this method to certain problems at non—linear second-order

limits is given.

Key word: Concavity Method, abstract wave equation, hyperbolic equation,

Thermo elasticity equations, Pseudo hyperbolic equation
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