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Introduction

Le probléme de controle optimal stochastique est trés important dans la théorie
du controéle, et d’un point de vue mathématique, on constate deux approches
dans la résolution du ce probléme : la premiére est connue par "La programation
dynamique", et la deuxiéme méthode est "Le principe du maximum de
Pontryagin", connue sous le nom "Conditions nécessaires d’optimalité". Dans ce
mémoire, on s’intéresse au deuxieme méthode qui s’appuie sur 'idée suivante : si
un controle optimal existe qui minimise la fonction de cotit sur un ensemble des
controles admissibles, alors quelle sont les conditions nécessaires d’optimalité

vérifiées par ce controle ?



Introduction

Par conséquent, notre objectif dans cette mémoire est d’étudier les conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité dans le cas ot le domaine du contréle est
convex pour un systéme gouverné par des équations différentielles stochastiques
progressives-rétrogrades avec saut donné par la formule suivante :

;

de(t) = f(t,z(t),u(t))dt +o(t,z(t),u(t))dW(t)
+/ c(t,z(t—),u(t),0)N (db,dt) ,
—dy(t) = /@g(t,x(t),y(t),Z(t),f(tje),u(t))/ﬁ(d@ dt

—2()dW () — /@r(t,@)N (o, dt) ,

z(0) = o, y(T) = h(x(T)),
telle que :

— f,0,¢,9,h sont des fonctions déterministes.
— W est un mouvement Brownien défini sur un espace de probabilité filtré
(Q, F, (Ft)1>0, P) et N est une mesure aléatoire de Poisson.
— Le drift, la diffusion et la partie de saut sont des coefficients dépendent par le

controle.

Le cotit associé & ce probléme est donné par :
s = B[] 000,000 00, r0.0), ) @) 1 + () + (4(0)

Ce mémoire est organisé comme suit :

» Le premier chapitre est sous le titre "Généralité sur le calcul stochastique" :
présente les différents outils nécessaires pour comprendre le concept de prin-

cipe du maximum stochastique.
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» Le deuxiéme chapitre est sous le titre "Principe du maximum stochastique
pour EDS-EDSR avec saut" qui est détaillé comme suit : La premiére
section, nous cosidérons quelques hypothéses pour arriver a notre objectif.
La deuxiéme section, nous obtenons les conditions nécessaire d’optimalité
pour le systeme ci-dessus. La troisiéme section ; sous des conditions suppli-
mentaires, nous prouvons les conditions suffisantes d’optimalité. La derniére
section, nous appliquons les résultats du chapitre précédent a la finance. Ce

résultat a étudié par Shi et Wu [10].



Chapitre 1

Généralité sur le calcul

stochastique

Dans ce chapitre, nous allons présenter les concepts de base de la théorie du
calcule stochastique qui permetent de mieux comprendre notre probléme, tout
d’abord nous avons donnée quelques définitions (processus stochastique,
mouvement Brownien, intégrale stochastique, processus d’Ito,...etc), puis on
donne un rappelle sur le processus de Poisson et enfin quelques résultats

importants.



Chapitre 1. Généralité sur le calcule stochastique

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Un processus stochastique ) : Soit T un ensemble
(T =10,T], ouT =Ry). On appelle processus stochastique sur un espace de pro-
babilité (0, F,P) indexé par T et a valeurs dans R une famille (X,)ier d’appli-

cations mesurables de (2, F) dans (E, ¢) :

Xy ¢+ (2, F) — (E, ¢),
(w,t) +—  Xy(w).

Géneralment (E, €) = (R, B(R?))
Remarque 1.1.1

— Si T C N le processus est a temps discret, T = [0, 7] tel que T > 0 le processus
est a temps continu.

— Pour ¢ fixé, w € Q@ — X, (w) est une variable aléatoire.

— Pour w fixé, t € T — X,(w) est une fonction réelles, appelée trajectoire du

processus.

Définition 1.1.2 Un processus (X;)i>o est cadlag (respectivement caglad) si ses
trajectoires sont continues a droite et pourvues de limite a gauche (respectivement,

continues o gauche et pourvues de limite a droite)

Définition 1.1.3 On dit que :

Un processus (Xi)i>o est mesurable si, lapplication (t,w) — X; (w) de R x Q dans

R? est mesurable par rapport auz tribus B(R,) @ F et B(R?).
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1.2 Filtration

Définition 1.2.1 Une filtration (F;),cp, surun espace de probabilité (2, F, P)est

une famille croissante de sous-tribus de F telle que F; C Fy C F pour tout t < s.

Remarque 1.2.1 La filtration naturele (ou canoniquze) de processus X, est

donnée par :

FY = o(X;; 0<s<t), teR,.

Définition 1.2.2 Un processus (X;)i>o est dit adapté par rapport a la filtration

(Fi)e>0 st pour tout t, la variable aléatoire X; est Fy—mésurable.

Remarque 1.2.2 Tout processus (X;)i>o est adapté par rapport & sa filtration

naturelle (Fi)i>o -

Définition 1.2.3 Un processus (X;)i>o est dit F; -prévisible si Xoest Fo—mésurable

et X; est F,_1—mésurable pour tout t > 0.

Définition 1.2.4 Un processus (X;)i>o est progressivement mésurable par rapport
a (Fi)eo

si 2Vt >0, Uapplication

0, t] xQ — R¢
(s, w) = X (W),

est mésurable par rapport a B ([0,]) @ F; et B (R?).

Proposition 1.2.1 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont
continues & droite (ou continues & gauche) alors X est mesurable et X est pro-

gressivement mesurable sl est de plus adapté.



Chapitre 1. Généralité sur le calcule stochastique

1.3 Martingale
Soit (2, F,{Fi},>0,P) un espace de probabilité filtré.

Définition 1.3.1 Un processus X a valeurs réelles est une {Fi},., —martingale
8t :

i) pour tout t > 0, X est {Fi},, —adapté (F,—mesurable);

ii) pour tout t > 0, X, est intégrable i.e. B[|X;|] < oo;

iii) pour tout 0 < s < t,B[X;/Fs] = X;.

Remarque 1.3.1 5i X est une {F;},-, —martingale alors nécessairment est une

{]:tX }tzo —martingale.

Définition 1.3.2 Uu processuce X a valeurs réelles est une {Fi},5 sur-martingale
(respectivement {Fi},5, sous-martingale) si :

i) pour tout t > 0, X est {F;},5, —adapté (F;—mesurable) ;

ii) pour tout t > 0, X, est integrable, i.e. B[|X;|] < oo;

iii) pour tout 0 < s <t, B[X;/Fs] < X, (respectivement B[X,/F;] > X;).

Proposition 1.3.1 (Décomposition de Doob): Soit (X;) un processus aléa-

toire intégrable. Alors il existe une martingale (M;) et un processus JF-prévisible

(V3), tels que : My =Vy =0, et

Xy = Xo+ M, +V,, pourtoutt>0.

De plus, cette décomposition est unique.
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1.4 Mouvement Brownien
On se donne un processus (W;, ¢t > 0) sur un espace (2, F, P).

Définition 1.4.1 (Mouvement Brownien): Le processus (Wi, t > 0) est un

mouvement Brownien si:

1. P—p.s. t — Wy(w) est continue;

2. pour 0 < s < t, W, — Wy est indépendant de la tribu o {W,, u < s} et de

loi gaussienne centrée de variance t — s;

3. Wo=0,P—np.s.

Le mouvement Brownien est en général noté (Wi, t > 0) en référence & Wiener

ou (By,t > 0) en référence & Brown.

Proposition 1.4.1 Si (W;)i>o est un mouvement Brownien, alors :

— Le processus W défini par Wt = Wi s — W est un mouvement Brownien.

— Le processus 4% défini par Wt = —W, est un mouvement Brownien.

— Le processus 1474 défini par W, = %W% est un mouvement Brownien.

— Le processus W défini par W, = tW% .Vt > 0, Wy = 0 est un mouvement

Brownzien.
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1.5 Calcul d’Ito

1.5.1 Processus d’Ito

Définition 1.5.1 (Procesus d’Ito): On appelle processus d’Ité6 un processus X

a valeurs réelles tel que :

P-ps.VO<t<T, X, = Xo+ [, Kids+ [, HdW,,

ot Xy est Fo—mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions, P — p.s. :

fOT |K,lds < oo et fOT |H,|?ds < oo.

Ou sous la forme :

dX, = Kidt+ H dW,.
Proposition 1.5.1 La covariation quadratique entre deux processus X ety
Xy =Xo+ [y Kods + [y HdW, et Y, =Xy + [y K.ds+ [y HidW, .
donnée par :
(X,Y), = [ HH.ds

Proposition 1.5.2 (Itégration par parties): Si X et Y sont deux processus

d’Ito, alors

XY, = XoX+ [7 X dYs+ [o YedX, + (X, Y ).
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1.5.2 Formule d’Ito6

Théoréme 1.5.1 Soit f une fonction C*(R), on a :

F(X0) = f(Xo) + /f dX+/f” X),

t
£ (Xo) /f %ds+/f ) 0.dB, +;/ £ (X.) 0%ds.
0

Ou bien sous la forme :
!/ 1 "
df (Xi) = f'(Xy) dX; + §f (Xi) d(X, X), .

Théoréme 1.5.2 Soient (t, x) — f(t, ) une fonction réelle deux fois différen-

tiable en x et une fois différentiable en t et X un processus d’It6. On a :

t t
f(t, Xy) = f(0, Xo)+ /f ds+/0 fi(s, XS)dXS+%/O fo (s, Xo)d{X, X)s.

Ou sous la forme :

df (6, X3) = f] (t, X,) dt + fi (t, X}) dX; + = f (t, Xp) d (X, X),.

10
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1.6 Processus de Poisson

Définition 1.6.1 Un processus de Poisson N de paramétre A > 0 est un processus

de comptage

vVt >0, N, = Z Lir,<t),

n>1
associé a une famille (T, n € N) avec Ty = 0 représentant les temps d’arrivées,
telle que les variables aléatoires (1,11 — Tn; n € N) sont i.i.d de loi exponentielle

de paramétre .

Processus de Poisson compensé: On définit la version "centrée" d’un proces-

sus de Poisson par:
N, = N, — \t.
Sa fonction caractéristique est :
oy, (2) = exp(e” — 1 —iz).
N est aussi a accroissement indépendant. Comme
E[Ni/Ng,s <t] =E[N; — Ny + Ns/Ns] = E[N; — Ng| + Ny = A(t — s) + Ng,
alors (Nt) est une martingale

Vs < t, B[N,/N,] = N,.

11
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(Nt) est dit processus de Poisson compensé et ’expression déterministe ()‘t)tZO
est dite compensateur de (Nt)t20~ Pour un processus de Poisson compensé, sa
mesure aléatoire est définie par: Jf (A) = M(A) — \|A].

vérifie :

E[M(A)] =0, et var (M(A)) = A4

Remarque 1.6.1 Pour définir la mesure aléatoire de Poisson sur R?, on peut
remplacer A C R* par un ensemble E C R? et la mesure de Lebesgue |.| par une

mesure de Radon -Nykodim sur E.

Mesure aléatoire de Poisson compensé : La mesure aléatoire de Poisson

compensé est définit par :

Et elle vérifie :

Le processus de Poisson est définit par un processus de comptage n’est pas utilisé
pour modéliser les cours d’actifs, car la condition que la taille est toujours égale

a 1, n’est pas réaliste.

12
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Théoréme 1.6.1 Supposons que X (t) € R est un processus d’ité de la forme
dX(t) = a(t; w)dt + p(t; w)dW (t) —i—/v(t, z, w)N(dt, dz),
R

ol

_ N(dt, dz) —v(dz)dt si |z| <R,
N(dt, dz) =
N(dt,dz) si  |z| > R,

pour certains R € [0, 0o].

Soit f € CY?(R?) et définie Y (t) = f(t, X(t)), alors Y (¢) est un nouveau processus

d’Tt6 et

ay(t) = L@, X@)dt+ Lt X (1)) [at, w)dt+ B(t, w)dWH]
+362(t, w) S, X (1)dt

+ [erlf (& X)) +9(E 2) — f(t, X))

— Lt Xt )ty 2)Yo(dz)dt + [ {f(t, X'(£7) + (L, 2))

—f(t, X(t7))}N(dt, dz).

13
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1.7 Reésultats importants

Lemme 1.7.1 (Lemme de Gronwall) : Soit g une fonction positive contiue

sur Ry, telle que:

g(t) < h(t) + C/tg(s)ds, Vit >0,

ou : C' est un constante positive et h est une fonction intégrable sur [0,7], T > 0,

alors

t
g(t) < h(t) + C/ h(s)eCt=9ds, 0 <t <T.
0

Donc

g(t) < h(t)eCT.

Définition 1.7.1 (Fonction convexe): Une fonction f convexe sur un inter-

valle I si, pour tous x ety de I et pour tout t de [0,1] :

fllz+Q—t)y) <tf(x)+(1—-1t)f(y).

Propriété 1.7.1 Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle 1

La fonction f est convexe sur I si sa dérivée f' est croissante sur I i.e :
f"(z) >0, pour tout x de I.

Théoréme 1.7.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) : Soient f,g € C([0, 1],
R). Alors :

Jolfal < (g LFB=2(; 19l?)2.

14
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Définition 1.7.2 On dit que la fonction f est globalement Lipschitzienne par

rapport a vy, sl existe k : I — R continue et positive telle que :

Vit € Ia vyh Y2 € Rda Hf(ta yl) - f(tv y?)” S k(t) Hyl - ?J2H .

15



Chapitre 2

Principe du maximum
stochastique pour EDS-EDSR

avec saut

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on obtient le principe du maximum pour un systéme de controle
stochastique gouverné par une équation différentielle stochastique progressive-
rétrograde avec saut, dans le cas ot le domaine de controle est convexe, la variable
de controle est entré dans le diffusion et le coefficient de saut. Ce résultat est étudié

par Shi et Wu [10].

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, on considére certains
hypothéses pour arriver a notre objectif. Dans la section 3, on obtient le prin-
cipe du maximum pour un systéme de type équation différentielle stochastique
progressive-rétrograde avec saut. Dans la section 4, on preuve que sous certains

conditions supplémentaires, les conditions suffisantes d’optimalité. Dans la sec-

16



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique pour EDS-EDSR avec saut

tion 5, nous appliquons ce résultat a ’étude d’une sélection de portefeuille & un
probléme d’optimisation fonctionnelle d’utilité récursive et donnons ’expression

explicite de la stratégie de sélection de portefeuille optimale.

2.2 Formulation du probléme

Soit T' > 0 un horizon temporel fixe et (Q, FAFt} 0. IP’) un espace probabilisé
filtré satisfaisant les conditions habituelles. On suppose que la filtration {]:t}tzo.
est une filtration engendrée par deux processus indépendants : {W;,t > 0} et NV
tell que {W;,t > 0} est un mouvement Brownien standard de dimension d et N
est une mesure aléatoire de Poisson de © x R, o1 © x R! un ensemble ouvert non

vide équipé de son champ Borel B(0) avec componsateur N (dfdt) = u (df) on
N(A % [0,1]) = (N — N)(A x [0,])t >0,

est une martingale pour tout A € B(©) satisfant p(A) < oo et p est une mesure

o—finie sur (©, B (0)) qu’on appellon la mesure de caractéristique.
Soit ‘H un espace vectoriel de dimension finie, on note par :

L3(Q, Fr; H) est 'espace de toute les variables aléatoires de carré intégrables a
valeur dans ‘H et Fr -mesurables, L% ([0, T]; H) est 'espace des processus de carré
intégrable a valeur dans H et Fi-adaptés, LF[0,T]; H) est I'espace des processus
bornées a valeur dans ‘H et F;-adaptés, L%E,p([O, T); H) est espace des processus
de carré intégrable a valeur dans H et F;— prévisibles et Fg([O, T); H) est I'espace

de toute processus f(.,.,.) définis sur Qx [0,7]x © et F; -prévisibles tell que :

E [ [l (.t,0))7 u(dd)dt < co.

17
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Soit U un sous ensemble convexe non vide de R*, on définit ’ensemble de controle

admissible :
U0,7) = {u(-)e L% ([0,7];R*);u(t) € Uae te€[0,T],P—as.}.

Pour tout controle admissible u (-) € U ([0, T]) et o € R™, on considére le systéme

du controéle stochastique EDS-EDSR avec saut comme suit :

de(t) = f(t,z(t),u(t))dt + o(t,z(t),u(t))dW (t)
+/®c(t,x(t—),u(t),@)N(d@,dt),
—dy(t) = /@g(tx(t),y(t%z(t)”f’(t,@)au(t))u(de) dt (2.1)

()W () — /@ r(t,0)N (dO, dt)

z(0) = wo, y(T) = h(z(T)),

ou

F0T] xR x U — R,

0:[0,T] x R* x U —s R4,
c:[0,T]xR"xUx© — R,

g:[0,T] x R* x R™ x R™*4 x R™ x U — R™,
h:QxR" — R™

sont des fonctions déterministes.

18



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique pour EDS-EDSR avec saut

Le probléme de controle optimal stochastique consiste a minimiser sur I’ensemble

U ([0,T]) une fonction de cott de la forme suivante :

J(u() = E[ / / 1(t, 2(8), y(8), (), r(t, 0), u(t) ) (d6) dt + Bl (T)) + ply(0))| |
(2.2)

ou
[0, T] x R* x R™ x R™4 x R™ x U — R,

¢:R" — R,
p:R™ — R,
sont des fonctions déterministes.

Un controle admissible qui resoudre ce probléme est appellé un controle optimal
et on le note par u*, i.e.

J(u () = inf  J(u(")).

u(-)eu([0,T1)

Hypothéses (H.1)

Au cours de ce chapitre, on suppose que les fonctions ci-dessus satisfait les hypo-

théses suivantes :

1. f,o0,c sont globalements Lipschitziennes en (z,u) et g est globalement Lip-
schitzienne en (z,y, z, 7, u) ;
2. f,o0,¢,9,1, ¢, p sont continuellement différentiables pour leurs variables com-

prenant (x,y, z,7,u);

3. facafuagwaauag:mgyugzagragu et/ |C$('7'79>|2M(d0)7/@|CU<'7"0)|2M(d9) sont

e
bornés;

4. Uy, 1,1, 1, 1, sont bornnées parC' (1 + |x| + |y| + |z| + |r| + |u]) , ¢s et p, sont

bornés par C' (1 + |z|), C (1 + |y|) respectivement ;

19



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique pour EDS-EDSR avec saut

5. Vx € R h(z) € L?(, Fr;R™) et pour tout w € €, h(x) continuellement
différentiable en x, h, est borné;

6. Pour tout t € [0,7], f(¢,0,0),4(¢,0,0,0,0,0) € L% ([0, T] ; R"™),
o(t,0,0) € L% ([0, T]; R™%) et ¢(t,0,0,-) € M%([0,T];R").

Sous les hypothéeses (H.1) I'equation ({2.1)) admet une unique solution

(@(),5(), 2(),7(, ) € L2 (0,T];R™) x L2 ([0,T);R™) x L% ([0, 7] ; R™) x
M ([0, T];R™).

2.3 Conditions nécessaires d’optimalité

Le but dans cette section est d’obtenir les conditons nécessaires d’optimalité vé-
rifié par un contrdle optimal, pour cela on utilise la méthode classique de variation
convexe, on suppose qu’il existe un controle optimal u*(-) qui minimise la fonc-
tion de cott J sur U ([0,7]) et (x*(-),y*(-), 2*(:),7*(+,-)) la trajectoire optimale

correspondante & u*(-) de (2.1)).

Comme U est convexe, alors pour 0 < & < 1, on définit un contrdle perturbi u° (-)

par la perturbation suivante :

qui est aussi un controle admissible dans U.

On note par (z°(-),y°(+), 2°(+), (-, -)) la trajectoire correspondante a u° (-).
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique pour EDS-EDSR avec saut

2.3.1 Equation variationnelle

Soit (z1(+),y1(+), z1(+),71(+,+)) est une solution de '’équation variationnelle sui-

vante :

((duy(t) = [fo()2a(t) + Lulhu(D)] dt + o5 ()aa(t) + ou(D)u(t)] AW (1)

+/ [co(t,0)z1(t—) + cu(t,O)u(t)] N (db, dt),

(€]

—dy () = /@[gx(tﬂ)asl(t)+gy(t,9)y1(t)+gz(t,9)zl(t)
+9-(t, 0)r1(t, 0) + gu(t, O)u(t)]p (df) dt

2 (t)dW (t) — /@ ri(t,0)N (9, dt) ,

[ z1(0) = 0, yi(T) = ha(2z™(T))z1(T),
(2.3)

[y = flta(),w
ot) = otz
c(t,0) = c(t,a*(t),u*(t),0),

(t,0) = Ut,z"(t),y™(1), z7(1), 7" (¢, 0), u"(t)),
9(t,0) = g(t,x"(t),y" (1), 2" (1), r"(1,0),u" (1)),

Sous (H.1), il existe une unique solution

(1), 91(), 21 (), 71, ))
€ Ly ([0, T);R") x L7 ([0, T];R™) x L ([0, T]; R™4) x M3 ([0,T];R™),

satisfait (2.3]).
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Le lemme suivante est importante pour obtenir notre résultat.

Pour tout ¢ € [0,7],e > 0, on suppose

) = e (@7 () — (1) — 2i(0),
) = ey —yr() —wi),
(2.4)
E) = e (7)) — 21 (1) — A 0),
725(@ 0) = ¢! (Te(ta 0) - T*(t7 9)) - ri(t 9)
Lemme 2.3.1 Soit les hypothéses (H.1) vérifié. Alors
lim sup E|&°(t)]* =0,
e—00<t<T
lim_sup £ [5(5)]> = 0,
e—00<t<T
(2.5)

limOE/ |25(t)|” dt = 0,
limOE/ /y (£,0)[2 1 (d0) dt —

Preuve. Aprés de définir 2°(t), x*(t) et 25(t), on a

dz=(t) = f(t,2°(t), u*(t))dt + o (t, 2°(1), u(1))dW (1)
+ /@ c(t, a®(t=),u*(t),0)N (d0, dt),

dz*(t) = [f(t,z"(t),u(t))dl + o(t,z* (1), w*(1))dW (1)
+ / c(t, a*(t—), u*(£), 0)N (df, dt),

dri(t) = [fo()21(t) + fut)u®)] dt + [oz()21(t) + ou(t)u(t)] dW (1)
+ / [ea(t, 0)25 (t—) + cu(t, O)u(t)] N (df, dt) .
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D’aprés (2.4) on a :

(1) = et (a(t) —2*(1) — 25 (1),

On applique la formule d’It6, on trouve

dic(t) = e ' (daf(t) — dz*(t)) — dx5(t)
= e [f(t 25 (t), v (1) — fFO)]dt — [fo(D)a5(t) + fu(t)u(t)] dt
e ot 25(1), us () — o(8)] AW (£) — [oo(t)25 (t) + ou(t)u(t)] dW (t)
+et [/@c(t,:ve(t—),us(t),@) —c(t,0)| N (db,dt)

- /@ [ea(t, )25 (t=) + cu(t, O)u(t)] N (dO, dt)

avec 2°(0) = 0.

On remplace x°(t) par z*(t) +¢ (2°(t) + 25(t)) et u*(t) par u*(t) +<cu(t), on trouve

dic(t) = e '[f(t,a*(t) +e(@°(t) + 25(1)), u*(t) +eu(t)) — f(t)] dt
— [fa(O)25(8) + fult)u(t)] dt
e o(t, a*(t) + e (2°(t) + 25(2)) , u*(t) + eu(t)) — o(t)] dW (¢)
— [0 ()25 (t) + ou(t)u(t)] dW (t)

et { /@C@ (1) + £ (35(t) + 25 (1)), (t) + eu(t), 0) — c(t,0) | N (do, dt)

_ /@ lea (, 0)25 (t—) + cu(t, O)u(t)] N (d0, dt) .
(2.6)
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D’aprés la formule de Taylor, on a :
LA () + e (@5(8) + 21(1)  ut(E) +eult)) — f(2)]
_ / Lot 27 (8) + A (3(8) + 25 (8)) , w* () + Aeu(t)) (25(1) + 25 () dXA  (2.7)

/ fult,x*(t) + Ae (25(¢) + 25(¢)) , u*(t) + Aeu(t))u (t) dA.

et [o(t, z*(t) + & (25(t) + 25(1)) , u*(t) + eu(t)) — o(t)]
= [l )42 (50 + 55(0) (@) + () 0 + ) N 25
—i—/o ou(t, x*(t) + Ae (2°(8) + 25(2)) , u™ () + Aeu(t))u () dA,

et
e~ e(t, x*(t) + e (25(t) + 25(t)) , u*(t) + cul(t), 0) — c(t,0)]
_ /O et 2% () + Ae (35(8) + 5(0)), u* (1) + Aeu(t)), 8) (3(8) + 25 (£)) dA

—i—/o cult, z*(t) + e (2°(t) + 25(1)) , u(t) + Aeu(t)), O)u (t) dA.
(2.9)
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Nous remplagons (2.7 ) et ( . ) dans , il revient :

:/fmtx )+ Ae (2

o (t,x*(t) + Ae (2

+

Alors, on obtient

(

dis(t) =

[A=(t)2°

co(t, x*(t) + e (2°

oty 2% (£) + Ae (3
[fult, 2" (8) + Ae (2

a1, 2*(8) + Ae (2
lou(t, 2*(t) + Ae (32

[co(t, z*(t) + Ae (z°

[eu(t, z*(t) + Ae (z°

.

0,

() +a5(t) ,u
(t) +25(1) ,u

(t) + 25(1)),
() +25(t)) ,

(1) + a5 (1), u
(1) +25(1))
(t) + 25(1)) , u”

(t) + 25(1)) , u*
(t) + 25(1)) , u”

[Ce(t—, 0)2°(t—) + G*(¢

25

“(t) + Aeu(t))is
“(t) + Aeu(t))i®

u*(t) + Aeu(t), 0)z°

u*(t) + Aeu(t)) —
*(t) + Aeu(t)) —

u () + Aeu(t)) — o, (1)

(t) + Aeu(t), ) — c.(t,0)] 25

(t) + G (t)] dt + [Be(t)1°

_76)]

(t)dAdt
(H)dAdW ()

(t)dAN (d0, dt)
Fol®)] 22 (£)dAdt

FulO) u(t)dAdt

(1) + Aeu(t)) — oo (B)] w(t)dAIW ()

(t) + Aeu(t), 0) — cu(t, 0)] u(t)dAN (O, dt) .

(t) + G*=(1)] dW (t)

N (do, dt)

25 (H)dAW (1)

(£)dAN (db, dt)



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique pour EDS-EDSR avec saut

) = /0 U (0) + he (G50 + 25(8)) (1) + Acu(t))] d,
Gl(t) = [A(t) — fu(®)] 25(t) + /Ol[fu(t, a*(t) + Ae (2°(F) + 21(2)) ,
u*(t) + Aeu(t)) — fu(t)]u (t) dA,
Bt) = /0 on(t. 24 (6) + A (B5() + 25(6)) . u(8) + Acu(B)]dA,
G*(t) = [B(t) — ou(t)]21(t) + /Ol[au(taiﬂ*(t) + Ae (2°(t) + #i(1)) ,
u(t) + Aeu(t)) — ou(t)]u (t) dA,
Cet0) = /O (b (1) 4 A (5(8) + 25(8)) () + Acu(t), O)]dA,

G*(t,0) = [C°(t,0) — c.(t,0)] 25(t) +/0 [cu(t, z*(t) + e (2°(t) + 25 (1)),
u*(t) + Aeu(t), 0) — cu(t, 0)]u (t) dA.
On applique la formule d’Ito au |2°(t)|*, d’aprés (H.1), on a :
Elic(t) = E/o [(22°(t), A°(s)2°(t) + G ()] dt + E/O | B2(t)i (s) + G*(t)|*)dt
+ /0 /@ |C=(t,0)25(t) + G3(t, 0)[? u(d6)dt

T
< CE/ °(0)2 dt + ol ).
0

D’aprés (2.5)) et I'inégalité de Gronwall.
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Maintenant, les derniers résultats, tout d’abord on a :

;

() = [ gt (0,070, (0,070, 0), (O (0) bt — =) )
iéﬁ@ﬁﬂvw&ﬁy

€)= [ ot (070,20, (0 u®) () de = (V)
—Kk%umN@wﬂw,

—dyi(t) = /@[gz(t,@)ﬂf‘i(t) +9y (8, )i (t) + g:(t,0) 21 (t) + g, (¢, 0)ri (¢, 0)

+%@@MMMMM%%WMW@—/ﬁ@@N@&M.

\ O

Alors on peut définie §°(t) comme suit :

et d’aprés la formule d’Itd’, on trouve :

—dyE(t) = 6‘1/@[g(t,f(t),?f(t),Zg(t)f(tﬂ),ua(t))—g(tﬁ)]u(d@)dt
—g—wz%o-—zwo]dw«w-gJJpru,m-—r%aQNJV(madw

—/@[gx(t 0)25(t) + gy(t, O)y5(t) + g:(t,0)21(t) + g, (¢, 0)ri(L,0)

+%@@MMM%MH%WMW@+/ﬁ@®NW&M.
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On utilise que :

() = @) +e(@°() +25(1)),
y(t) = vt +e@@)+yi),
() = () +e () +20)

re(t,0) = r*(t,0) +e(r°(t,0) +ri(t,0))

us(t) = u*(t) +eu(t),

on obtient

—dj(t)
_ aﬂéw@w%w+8@%ﬂ+wﬂﬂ%¢@%+dﬁ@f+ﬁ@”’

25(t) + e (25(t) + 25(t)) ,r*(t,0) + e (7°(t,0) + r5(t,0)) ,u*(t) + cu(t))

—g(t.0)]p (dO) dt — e} [25(8) — 2*(8)] W (£) — e /@ 15 (t,0) — r*(,0)] N (d6, dt)

—/@[gx(t, 0)xi(t) + gy(t, 0)y5 (t) + g:(t, 0)2i(t) + g, (¢, 0)ri (¢, 0)

+gu(t, 0)u(t)p (dO) dt + 25 (£)dW (t) + /@ rE(t,0)N (df, dt) .
(2.10)
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D’aprés le développement de Taylor, on trouve que :

et gt 2" () + 2 (2°() + 25(1)) ,y () + & (F°(1) + w3 (1)), 2*(1) + £ (2°(1) + 25 (1)) ,
r*(1,0) + & (P°(1,0) + 15 (t,0)) , u (£) + eu(t)) — g(t,6)]

= /Ol[gx(t, z*(t) + Ae (2°(t) + 25(8)) , y* () + e (7 () + ¥5(2)), 2*(t) + Ae(2°(¢)
+25(8)), (L, 0) + Ae (P (L, 0) + r5(,0)) , w(£) + Aeu(t)) (#°(1) + a5 (1)) dA
+/01~%“’ 77(1) + e (3(1) + 25(1)) 7 (6) + A (F7(0) + 93 (1)), 27(1) + Ae(Z(0)
+25(1)), 75(t, 0) + Ae (7(¢,0) + r5(¢,0)) , u(t) + Aew(t)) (5°() + ¥5(2)) dA

+ /0 lgz(t, a*(t) 4+ Xe (25(t) + 25(8)) , () + Ae (G (8) + 5(t)) , 2% (t) + Ae'25(1)
+25(6)), (L, 0) + Ae (P (L, 0) + r5(1, 0)) , u () + Aeu(t)) (55(t) + 25(1)) dA

+/0 (1) + e (B5(0) + 5 (00) () 4 Ae () + 9 (0)) 2 (0) + A5 (1)
+25(t)), (¢, 0) + Ae (72(,0) + ri(t,0)) ,u*(t) + Aeu(t)) (7= (t) + 75(t)) dA

+/0 gu(t, 27 (t) + Ae (2°(1) + 1)),y (1) + Ae (5°(1) + i (1)), 2" () + Ae(2°(2)

+25(t)), r*(t,0) + Xe (75(t,0) + r5(t,0)) ,u*(t) + Aeu(t))u(t)dA.
(2.11)

On remplace dans (2.10)), on obtient
[ —di(t) = /[De(tﬁ)ia(t) + I5(8, )97 (t) + F=(£,0)2°(t) + A°(L, 0)7<(t, )
)

+G(t, 0)|p(df)dt — 25(t)dW (t) — /fg(t, O)N (db, dt),
(€]

| °(T) = e [(h(25(T)) = h(2*(D))] = ho (2*(T)) 25(T),
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ou

D=(t,9) 4/0 (92 (, 27 () + Ae (2°() + 27(1)) , y™ () + Ae (§7(1) + 41 (1)), 2°()

e (B5(8) + 25()) 7 (£, 0) + A (F(E, 0) + 15(8,0)) , u* (£) + Aeu(t))dA.

F@ﬁwiégAwfw+ﬂdf@ﬂﬂﬂwkw@%hk@%w+ﬁ@Dw%ﬂ

e (B5(8) + 25(8) .7 (£, 0) + Ne (7°(£,0) + 15 (L, 0)) , u (£) + Aeu(t))dA.

WwﬁﬁA%@f®+M@%HwWWf@+M@%HwWMf®

e (B5(8) + 25(8)) .75 (£, 0) + Ae (P5(£,0) + 15 (8, 0)) , u () + Aeu(t))dA,

A*(t,0) = /O gr(t, ™ (8) + Ae (2°(8) + 27(2)) , y™ (1) + Ae (F7(1) + 91 (1)), 27(1)

+ e (2°(t) + 25(2)) , 7" (¢, 0) + Ae (P°(t,0) + 11(L,0)) ,u™(t) + Aeu(t))dA.
On applique la formule d’It” & |§°(¢)|?, sous (H.1), on a :

E[lg°(t)*] + E/t 125(s)|” ds + E/t /@ |72 (s,0))” 1u(df)ds
_ B /t /@ (20°(s), D= (s, 0)3 () + I*(s, 0)° (s) + F=(s, 8)3(s)
+A%(s,0)7°(s,0) + G*(s,0)) p(df)ds

2

+E e [(h (25(T)) = h(@*(T)] = ha (27(T)) 21(T)]

IN

T 1 T 1 T
OE/ |g5(s)|2ds+§E/ |25(s)|2ds+§E/ /|f5(3,0)|2u(d(9)d8+0(p).
t t t (C)
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Enfin, d’aprés l'inégalité de Gronwall, on trouve le resultat (2.5). m
Inégalité variationelle

Comme u* (+) est un controle optimal, donc on a :

e [J(u () = J(u (-))] = 0. (2.12)

D’aprés ¢a et le lemme ([2.3.1)), on a le suivant.

Lemme 2.3.2 Sous ’hypothéses (H.1). on a l'inégalité variationelle suivante :

o(p) < E/O /@[lm(tﬂ)%’i(t)+ly(t79)yi(t)+lz(t,9)Zi(t)+lr(t,9)'f’i(t>9)

+lu(t, O)u(t)p (dO)]dt + E [¢o (2™ (T))a5(T)] + E [, (y7(0))y5 (0)]
(2.13)

Preuve. D’aprés (2.12)), on a :

et [T (e () = J (u ()]

= —1E// (t, 25( 25(t), (1, 0), us (1))
=t 2*(t),y"(t), 2" (1), r* (¢, 0), w* (1)) (dO) dt

+e T Ep(2%(T) = o(a*(1))] + e E [p(y°(0)) — #(y*(0))] = 0.

On applique le développement de Taylor et le résultat (2.5 respectivement, on

trouve :

LB [9(a(T) — o(a(T))]
= B [0 ) 4 AGET) — (1) (D) (7)) i

— B¢ (2" (T)21(T)] .
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De méme maniére, on obtient :

et

‘1E// (t,2°( (1), 75 (¢, 0), us (1))

Ut (8), 5 (8), 27 (6), 7 (1, 6), (1)) (D)
—E / [ 16,0050+ 1,0)55(0) + L(0)=5C)

L 0)r5(t,0) + 1u(£, 0)u(t)] (dO) dt.

D’ou le resultat (2.13]). =
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2.3.2 Processus adjoint et équations adjointes

On introduire les équations adjointes :

[ _av(t) = [T@)w() - / oI (40K (D)u(dd) + o] (DQ(L)
+/ (cp (t,0)R(t,0) + 1) (¢,0)) n(df))dt
(€]
—Q(t)dW (1) — / R(t,0)N(d0, dt),
©
YT) = bl D)ET) + oo (T)),
(2.14)
dK(t) = /@ lg, (£,0)K(t) — 1, (t,0)] pu(d6)dt
n / [T (£, 0)K*(t) — 17 (t,0)] p(d0)dW (2)
(€]

+/ (9] (t—,0)K*(t—) — 1] (t—,0)] N(d0, dt),

[ K(0) = —py(y(0)).

D’aprés ([2.3)), sous ’hypotheses (H.1), il existe une unique solution
(W), Q1) K (1), R(t,)) € L ([0, T);R") x I3 ([0,T];R™4) x T3 ([0, T] ;R™) x
M2 ([0, T); R™) satisfait (2.14)).

On définie la fonction d’” Hamiltonien
H:[0,T] x R" x R™ x R™“ x R™ x U x R" x R”*% x R™ x R" — R,

comme suit :

H(t,z,y,z,r(),u,V,Q,K,R(-))
= <\If»f(t,xau)>+(Qa(f(t%u)}—/eKKg(tﬂuy,Zﬂ"(@),U» (2.15)
—l(t,x,y,z,7(0),u) — (R(O), c(t, x,u,0))]pu(d).
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On note H(t) = H(t,z*(t),y*(t), z*(t), r*(¢, ), u*(t), ¥(t), Q(t), K(t), R(t,-)), les
équations adjointes (2.14)) peuvent étre écrire sous forme d’ Hamiltonien comme

suit :

LAU() = Hy(t)dt — QAW (t) — / R(t, 0)N(d6, dt),
(S
() = —hl(z"(1)K(T) + ¢.(x*(T)),
(2.16)
AK(t) = —H,(6)dt — Ha(t)dW (L) — / Ho(t—, 0)N(d6, dt),
S
K©O0) = —py(y(0)).

Le résultat de ce chapitre est dans le suivant.

2.3.3 Conditions nécessaires d’optimalité

Dans cette partie, notre objectif est d’obtenir les conditons nécessaires d’op-
timalité vérifiéé par un controle optimal, connue par le principe du maximum

stochastique qui est donné par le théoréeme suivant.

Théoréme 2.3.1 (Principe du maximum stochastique) Soit (H.1) vérifié,
u* (+) est un contréle optimal pour notre probléme stochastique optimal et

(x* (), y* (-),2*(-), 7" (-,-)) est la trajectoire optimale correspondante. Alors on a

(H,(t),u—u*(t)) > 0, YueUaetel0,T],P—as. (2.17)
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e

Preuve. On applique la formule d’It6 au (¥(¢), 25(¢)), on obtient

E(U(T).25(T)] = E / (W(t), dos (1)) + E / (a5 (8), AU (1))
1B / (QUt), 0u ()5 (8) + ou(tyu(t)) dt

+E / / (R(£,0), e (£)25 (=) + cult, O)u(t)) u(d6)dt.
"o (2.18)

D’aprés un calcul simple on trouve :

E/O (U(t),dz5(t)) = E/O (U(t), f(t)x5(t) + fult)u(t)) dt, (2.19)
et

E / (@50, dU(t)) = —F / [<rﬂi(t)7fl(t)\1f(t)— / g1 () K ()u(d) + oT(HQ(1)

[ e, 0)R0.0) + 10, 0))uta) Y.
©
(2.20)
On replace (2.19), (2.20) dans (2.18) et utilise que

U(T) = =hi(«"(T)K(T) + ¢u(2(T)),

on obtient

E[(—hl(a*(T)K(T) + ¢a (e (T))], 5 (T)))
- B / / (#5(8), g1 (8, O) K (1) — I1(1,0))) u(d)dt
0 . (2.21)
‘B / (W(t), fult)ult)) dt + E / (Q(t), ou(t)u(t)) di

+E /0 /@ (R(E,0), ca(t, O)u(t)) j(d0)dt.
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On applique la formule d’It6 aussi au (K(t),y;(t)), on obtient

ERE(T),yi(T))] = E[{K(0),41(0))]

-5 <K<>dy1<>>+E/ (i (0). 4K (1)

(2.22)
+E/ / ), g1 (8, 0)K (1) — I1(t,0)) pu (d6) dt
1B / | 5600, 70— 0K (1) = 13(0=.0) tav)ar
B[ i) = -5 [ [ G0,0.0.0000 + 000050 + 00050
+9,(t, 0)ri(t,0) + gu(t, 0)u(t)) p (d0) dt
(2.23)
et
E/0< //<y1 g5 (t,0) K —th0>ud9
(2.24)
On remplace ([2.23), dans et utilise que K(0) = —¢,(y*(0)),
Yi(T) = hy(z*(T))z5(T), on trouve
E[(K(T), ha(z*(T))25(T))] + E [y (y7(0)), y1(0))]
= —E/T/ (5 (t),17(t,0)) p(do)dt
B / / ), 92 (t,0)5 (1) + gu (£, O)u(t)) 1 (d6) (2.25)

B / JRECRHCUIED
_E /0 /@ (75 (2, 0), 1T (t—, 0)) u(d0) .
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On comparée ([2.21)) et (2.25), on trouve

B 6.(s (T)55(T)) + B [p, 5" O 0)
= 8 [ [ R.00) 41,0000 + LD + 100

+1, (8, O)u(t)|p (db) dt + E/OT (Hy(t),u(t)) dt.

D’apreés I'inégalité variationelle (2.13)), pour u(-) € U ([0,T]),

E/T (Ho(8), u(t)) dt > 0.

Alors (2.17)) vérifié. m

2.4 Condition suffisante d’optimalité

Dans cette section, on trouve des conditons suffisantes d’optimalité avec cer-
tains notations utilisées au cours de cette section . De plus, on ajoute quelques

hypotheéses :

Hypotheses (H.2)

i) ¢ est convexe en z,
ii) ¢ est convexe en y,

iii) H est convexe en (x,y, z,7(-),u).

Donc on a le resultat suivant.

Théoréme 2.4.1 (Condition suffisante d’optimalité) Soit (H.1) et (H.2)

sont vérifiées. u*(-) est un controle admissible et (x* (-),y* (+),2*(-),7*(-,)) est
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la trajectoire correspondante t avec y*(T) = Mypx*(T'), My € R™ ™.
Soit (W (-),Q (), K(-),R(-,-)) est la solution de l’équation adjointe . Donc
u*(+) est un control optimal s’il satisfies ([2.17).

Preuve. Soit u(-) un controle admissible arbitraire et (z (-),y (), 2 (-),r (-, -)) est

la trajectoire correspondante. Nous considérons :

T () - Ju()) = E / / 1t 2% (£), 57 (1), 2 (8), 1 (2,8), w* (1))
_l(t7 ZE(t), y(t)v Z(t)a T(t7 Q)? u@))]ﬂ (d@) dt

+E[p(a(T) = ¢ (2(T))] + Ep(y*(0) = ¢ (4(0))]
(2.26)
Premiérment, par la convexité de ¢ et la formule d’Tt6 au (z*(t) — x(t))" ¥(¢), on

trouve

E¢(z*(T) — ¢ (2(T))]

IN

E{(@(T) — (1)) ¢« (z(T))]

= El@(T) = =(1))" (D)) + B [(«(T) — 2(T))" M7 K(T)]

= E/OT[(ﬂf*(t) — ()" (=f1 ()P (t) + /@gl«(t, O) K (t)p(dd) — ol (1)Q(1)

—/@ (L (t, 0)R(t,0) — 11(2,0)) u(dO)) + (U (1), f(t) = (£, (1), u(t)))
(Q(t),0(t) — alt, x(t), u(t))) +/ (R(1,0), c(t,0) — c(t, x(t), u(t),0)) p(do)]dt

S}

+E[(27(T) — =(T))" M{E(T)].
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Et de méme, par la convexité de ¢ et la formule d’Ttd au (y*(t) — y(¢))" K(t), il

devient

Ep(y*(0) — ¢ (y(0))]
< E(y*(0) —y(0)" ¢y (y(0))]
= —E[(y*(0) —y(0))" K(0)]

= —BE[@(T) - (1)) M]K(T)]

+E/ / T (gh(t, 0)K(t) —11(t,0))
Z(t) = 2(1)" (g1(t, 0) K (t) — 11(t,0))]
+[(r(t,0) = r(t,0))" (97 (¢, 0)K(t) — I1(£,0))]
— (K(1), 9(t,0) — g(t, 2(t), y(t), 2(t), (£, 0), u(t)))] p(dO)dt.

Par la définition (2.15) de H, on a

/ AL (8, 0),u (8)) — Ut 2(0),y(0), (0), (2, 0), u(t)) (d0)
- B / [H () — H(t, 2(0), y(2), 2(2), (2, ), u(t), WD), Q(E), K(2), R(t, )]t

+E/ I (t,2(8),ul(t))) — (Q(1), o(t) — o{t, 2(t), u(t))

(1), 9(4.0) — g(t, 2(8). y(2), 2(2), (2.0, u(t))

—(R(t,0), ¢(t,0) — c(t, x(t), u(t), 0)) u(d0)]dt.
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A partir (2.26]), on peut trouve

J(w () = J(u(-))
E/O [H(t> - H(t7 I(t), y(t)v Z(t)v T(ta ')7 u(t)v \I}(t>> Q(t)v K(t)v R(tv ))

IA

— (Ha(t), 27 () — x(t)) — (Hy(t), y"(t) — y(t)) — (Hx(t), 2" (t) — (1))

—(H.(t),r*(t,-) — r(t,-))]dt.
(2.27)

Comme H est convexe en (z,y,z,7(-),u).

H<t> - H(ta :L‘(t), y(t)a Z<t)7 T(ta ')’ u(t)a \Ij<t>7 K(t)a Q(t), R(t’ ))
< (Hy(t),a7(t) — a(t)) + (Hy (1), 5" (t) — y(t)) + (Ha(1), 2* (1) — 2(8))  (2:28)

+ (H,(t),r*(t,0) — r(t,0)) + (H,(t), u*(t) —u(t)) .

On compare entre et (2.28)), on obtien
Jw() = Ju() < B / (1), (8) — u(t)) d. (2:29)

Daprés la condition nécessaire (2.17)), on déduit que J(u*(-)) < J(u(-)) pour tout

u(-) € U, ce qui preuve u*(-) est optimal. m
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2.5 Applications en finance

Dans cette section, on applique le résultat de principe maximum (|2.3.1)) qui est
obtenus pour étudier le probléme de sélection de portefeuille moyenne-variance

mélangée avec un probléme d’optimisation d’une fonction d’utilité récursive.

Supposons qu’on a deux types de titres sur le marché pour un choix d’investisse-

ment possible :

1. Un investissement sans risque, ou le prix Py(t) au temps ¢ est donné par

dPy(t) = p(t) Py(t)dt, Py(0) > 0, (2.30)

tels que p (t) est une fonction déterministe bornée.

2. Un investissement risqué, ou le prix P;(t) au temps t est donné par

dPy(t) = Pi(t—) [C (t)dt+ o (t) dW (t) + /g(t,H)N(dQ,dt)] , P1(0) >0,

’ (2.31)
tels que (¢ (t), o (t) # 0, sont des fonctions déterministes bornées et ¢ (t) >
p (t). Pour tout P(t) > 0, on suppose que £(t,0) > —1, V0 € O et de plus

nous sSupposons que / £2(t)p (dB) est une fonction bornée.
o

Soit u(t) = e1(t)P1(t) est le montant investi dans 'investissement risqué que nous

appelons la stratégie de portefeuille. Soit 2:(0) = x¢ > 0 la richesse initiale.

On combinant (2.30)) et (2.31]), nous avons introduit le processus de la richesse x(-)
et le processus d’utillité recursif y(-) comme une solution de ’équation suivante

de type équation différentielle stochastique progressive-rétrograde avec saut :
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( de(t) = [p@)x@)+ () —p (b)) ut)] dt + o(t)u(t)dW ()
+ / £(t, 0)u(t—)N(do, dt),
S
—dy(t) = [p(t)z(t) + (C(t) — p () u(t) — By()] dt — 2(t)dW (t)  (2:32)
_ / r(t, 0)N (d0, dt),
(S
L (0) = w0,y(T) = 2(T).

On note par U ([0, T]) 'ensemble des portefeuilles admissibles a valeur dans U =

R.

La fonction de cout est donné par

(z(T) = a)?] = y(0), (2.33)

ol a € R est donné.
Le probleme d’optimisation peut étre réécrit comme

Jw ) =  inf  Ju()). (2.34)

u(-)€U([0,T7)

Dans ce cas ’équation adjoint ([2.14]) devient

[ _qu() = p(t) [U(t) — K(8)] dt — Q)W (¢) — /@ R(t,0)N(d6, dt),

dK(t) = —BK(t)dt,

W(T) = 2(T)—a— K(T),K(0)=1.

(2.35)

Soit u*(-) est une stratégie de portfeuille optimal, z*(-),y*(-) est le processus
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de richesse correspondant et le processus d’utilité récursif, respictivement, avec
(T (+),Q*(+), K*(-), R*(+,-)) la solution correspondante de 1’équation adjoint ([2.35|).

La fonction d’Hamiltonien ([2.15]) se réduit a

H(t, 2 (t),y"(8), 2" (), 7" (1, 0), u, W*(1), Q*(t), K*(t), R*(t,0))
= —lp@®z (@) + (C(t) = p() ul [K*(t) = V" ()] dt + o()Q"()u  (2.36)

LAEA () () + / £(£.0)R* (¢, 6) upu(db).

Comme cette expression est linéaire a u, par le principe maximum (2.17)), Théo-

reme (2.3.1))), on a

= (C(1) = p(0)) [K*(t) — W ()] dt + o (8) K™ (1) + /@5(@ O)R* (t,0) pu(df) = 0.
(2.37)
Afin de trouver 'expression u*(t), on définit le processus ¥*(¢) par la forme sui-

vante :

UH(t) = A()z*(t) + B(t), (2.38)

ou A(t), B(t) sont des fonctions différentiables.

En appliquant la formule d’It6 & (2.38]), on obtient

dv(t) = A@){lp@)z"(t) + (C(t) = p(t)) u* ()] di + o (t)u" (£)dW (t)

+/§(t, O)u* (t—) N(db, dt)} +x*(t) A'(t)dt + B'(t)dt,

= [A@)p(0)2* (1) + A1) (C(t) = p(t)) w*(t) + 2" (1) A'(1) + B'(1)] dt

AWt (AW (L) + | AW O)u* (t—) N (d8, db),
° (2.39)

ou A'(t) et B'(t) sont les dérivées.
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En comparant ([2.39) avec I’équation différentielle stochastique rétrograde de ([2.35)),

on trouve (on note que K*(t) = e~#?)

A(t)p(t)a™(t) + A(t) (C(t) = p(t)) w*(t) + 2" () A'(t) + B'(?)

(2.40)
= —p(t) (At)z*(t) + B(t)) + p(t)e ™,

Q*(t) = A@)o(t)u(t), (2.41)
R*(t,0) = A()E(t,0)u (1) (2.42)

On remplace , dans et on note
Alt) = o*(t)+ /52(t,9)ﬂ(d0), (2.43)

e
on peut avoir

ey~ 0= C0) (AW ) + BO) — ) 244

A(t)A(2)
D’autre part, (2.40) donne

o AW + AW) (1) + pBO) + B — plt)e?
wih) = A00) (1) — <) - @)

En compare ([2.44)) et (2.45)) (en notant la condition terminale en (2.35))), on trouve
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et

§ B(t) = expi—/tT[W—p(S)]dS}

T
{/ e Bs [(p(s)A—(g)(S))_2 — p(s)] exp {/ [—(p(ri\_(f)(r))z - P(T>]d7“} ds —a — e‘BT}

t S
(2.46)

Avec ce choix de A(t) et B(t) le processus

U (t) = At)a™(t) + B(t), K*(t) = e, Q"(t) = A(t)o(t)u"(1),

RE(t,0) = A()E(t, O)u” (1),

Satisfant ’équation adjointe (2.35)) avec u*(t) donnée par (2.44). Ainsi, avec ce
choix de u*(t), le principe de maximum (2.17)) du théoréeme ([2.3.1))) est vérifié.

Théoréme 2.5.1 La solution optimale u*(t) de notre probléme de sélection de

portefeuille moyenne-variance mélangée avec un probléme d’optimisation d’utilitté

récursif , lorsque la dynamique de richesse , est donné sous forme de

feedback par

u*(t,x*) =

ot A(t), A(t) et B(t) sont donnée par (2.45) et (2.40) respectivement.
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Conclusion

Dans cette mémoire, nous avons étudié les conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité pour un systéme gouverné par des équations différentielles
stochastique progressives-rétrogrades avec saut sous I’hypothése que le domaine
de controéle est convexe. Les coefficients de saut et le processus du diffusion
dépendent a la variable de controle. Ce résultat est appliqué au probléme de
sélection de portefeuille moyenne-variance mélangée avec un probléme

d’optimisation d’une fonction d’utilité récursive.
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Notations et Abréviations

Notations et Abréviations

Les différentes notations et abréviations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous

(Ft)ier, Filtration.

(Q, F, P) Espace de probabilité.

(Q, F) Espace mesurable.

R” Espace réel de dimension n.

R Ensemble des nombres réels.

Ry Ensemble des nombres réels positifs.

B(R) Tribus boréliénne.

o Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont
la premiere dérivée est continue.

o Ensemble des fonctions deux fois dérivable et dont
a derivée second est continue.

Wy ou W (t) Mouvement Brownien.

P.p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P.

p.S Presque stirement.

p.p Presque partout.

14 La fonction indécatrice de ’ensemble A.

e, exp Exponentiel.

E L’esperance.
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Notations et Abréviations

|Al
()
AT
J()
1.1.d
EDS
EDSR

La norme euclidienne de la matrice A = (a;;);; définie par (> |aij]2)%.
Produit scalaire.

La matrice transposé de A.

La fonction de cofit.

Indépendantes et identiquement distribuées.

Equation différentielle stochastique.

Equation différentielle stochastique rétrograde.
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/Résumé \

Dans cette mémoire, nous étudiions les conditions nécessaires et suffisantes

d'optimalité pour un systeme gouverné par une équation différentielle
stochastique progressive-rétrograde avec saut sous la forme du principe du
maximum de Pontryagin. Le résultat obtenu a été appliqué a I'étude d'un
probleme de sélection de portefeuille moyenne-variance mélangée avec un
probléme d'optimisation d'une fonction d'utilité récursive

Mots clé : contréle optimal, équations différentielles stochastiques progressives-

rétrogrades, principe du maximum, mesure aléatoire de Poisson, portefeuille
wyenne—variance. /
/A bstract \

In this thesis, we study the necessary and sufficient conditions for the of
optimality for system governed by the forward-backward stochastic differential

equation with random jumps based in the forme of the Pontryagin's maximum
principle. The result obtained is applied to a mean-variance portfolio selection
mixed with a recursive utility functional optimization problem.

Key words: optimal control, forward-backward stochastic differential equation,

animum principle, Poisson random measure, mean-variance portfolio. /
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