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Résumé

Pour vérifier si I'nypothése de I’établissement dynamique d'un écoulement de fluide visqueux
dans un tube est justifiée, il faut d’abord connaitre la longueur nécessaire pour que I'écoulement
atteigne cet état établi. Pour cela, nous avons mené une étude numérique de ce probléme en
utilisant la méthode des volumes finis et Il'algorithme de Gauss-Seidel pour résoudre les
équations de Navier-Stokes dans I’intervalle 100 < Re < 2300. Les résultats que nous avons
obtenus ont confirmé ce que des études antérieures avaient trouvé, que la longueur
d’établissement varie linéairement avec le nombre de Reynolds dans I’intervalle considéré, d’ou

nous avons proposé la relation suivante :

Longueur d’établissement/diametre du tube = 0,0556 x nombre de Reynolds + 0,4724

Mots-clés : Ecoulement laminaire ; tube circulaire ; longueur d’établissement dynamique



Résumé

Abstract

To check whether the hypothesis of a fully developed flow in a tube is justified, it is first
necessary to know the entrance length needed to reach this fully development state. For this, we
conducted a numerical study on this problem using the finite volume method and the Gauss-
Seidel algorithm to solve the Navier-Stokes equations in the range 100 < Re <2300. The results
we obtained confirmed what previous studies had found, that the entrance length varies linearly
with Reynolds number in the considered range, from which the following relationship was

suggested:

entrance length/pipe diameter = 0.0556 x Reynolds number + 0.4724

Keywords: Laminar flow; circular tube; entrance length



Table des matieres

Table des matieres

REMEICIEIMENTS ...ttt ettt et e st e s aeete e st e beenbeeneesreeseenee e I
Do [0 o =TSPTSRO I
RESUIMIE ...ttt ettt te e st e s et et e s be s be e b e e Raene e s e e e sbentesbeeneeneeneeneens i
TabIE dES MALIEIES ...ttt re e et e e e steebenreereene e Vv
LISEE ES FIGUIES ...ttt bbbt nb bbb VIl
Liste deS tabIQAUX. ...t VIl
INOMENCIALUIE. ... ..ottt ettt e st beenbe e e sreesbeeneeenes IX
INErOAUCTION GENETAIE.........oceieeiiee e bbb 1

Chapitre | : Généralités et Revue bibliographique

00 oo [0 Tod o] o PP R PSR P 2
1.2, TYPES A'ECOUIEMENTS ...ttt ettt esreeneenes 2
1.2.1. Ecoulement compressible ou iNCOMPIESSIDIE ............cvvrveveeiereieeeeeeeeeee s 2
1.2.2. STALIONNAITTE ......oiveiiiciicieee ettt b e bbb e be e e s 2
1.2.3. REQIME d’ECOUICIMENT. ... .ecvviiieiiiicite ettt sre e enes 2
1.2.3.1. NOMDres de REYNOIAS .........oouiiiiiiiiicieee s 2
1.2.3.2. Régime laminaire (Re < 2000).......ccooiiiieiiiie e 3
1.2.3.3. Régime transitoire (2000 < Re <3000).........ccceiieiiiieiieie e 3
1.2.3.4. Régime turbulent (Re > 3000)........ccceciiiieiiiie e 3
1.3, TYPE B FIUITR. ... e 3
1.3.1. Fluide idéal (NON-VISQUEUX) ....ccveiureireeieiriesieeieseesteeste s ste e e sree e ene e ste e e s e sne e ens 3
1.3.2. FIUIdE rel (VISQUEUX).....veiveeieeieciie sttt sttt ta et ste e 3
[.4. EQUALIONS 08 MOUVEIMENT .......iitieiiiiieite ettt ettt ettt ste e ste et esre e nres 4
[.4.1. EQUAtiON d& CONTINUITE.........ccieieiiecie ettt 4
1.4.2. EQUAtIONS 08 NAVIEI-STOKES ....c.vviiiiiiiieiie ettt 4
1.5, ECOUIBMENT ELADNT.........ceoveceeeceesevcee ettt 5
1.5.1. Profil de vitesse en régime laminaire établi..............ccccoeoiiiiiii i 5
1.5.2. Profil de vitesse en régime turbulent établi..............c.cooiiiiiiii 6
1.6. ECOUIBMENT NON-ELADIT .........vovoevrceceecee e eee ettt 7

1.6.1. Région d'entrée et couche limite dans les écoulements iNterNes.........ccccceevveeivevieenenne. 7



Table des matieres

1.6.1. Corrélations de la longueur d'établiSSeMeNt..........ccccvvviiiiiiieiieie e 8
1.7. Revue DIDIOGraphigUE .........oovoiiiiiiii e 8
1.8. CONCIUSION. ...t e e 11

Chapitre 11 : Simulation numérique

L L. INEFOTUCTION. ...ttt b bbbt 12
I1.2. Description du probléme et NYPOthESES ........ccoveiiiiiir e 12
[1.3. Formulations MathemMAatiQUES ...........ccveruieieiieie et nne s 13
I1.4. Forme adimensionnelle du modele mathématique ............cccooeoireiiiniincisc e 13
[1.5. Génération du Maillage .........ccooveeiiieiiie e 14
I1.6. Discrétisation avec la méthode des vOlUMES fiNIS ........ccccvviiiiieiiienc e 15
I1.7. CoNAItioNS QUX TIMITES .....ovviiiiiiieieceseee e 17
I1.8. Détermination de la longueur d’€tabliSSEMENt ..........cccoceeieiiiiieiiriiierie e 19
11.9. Algorithme de résolution NUMEIIQUE .........coveiiirieiii e 19
110, CONCIUSION ...ttt te et esreeneeeneesneeteaneenreas 20

Chapitre 111 : Résultats et Discussion

1 T oo L8 o o ISP PRPRRPN 20
H1.2. Champ dYNAMIGQUE.........couveieiiceie ettt sre e e sbaetesneenreas 20
II1.3. Longueur d’établiSSEMENT. ..........ocivirrieiiiirieiee e 20
1 o o 115 o o SR .26
ConcCluSION GENEIANE. ... ... it 27
Références bibliographiqQUes. ... ... ..o 28

Vi



List de figure

List de figure
Figure 1. 1 : Profil de vitesse en régime laminaire établi............c.cccccoeviveiiiiciiieic e, 5
Figure 1. 2 : Profil de vitesse en régime turbulent établi. ...........c.ccccoeveiiiiiiin i, 6
Figure 1. 3:Développement d'une couche limite dans un tube. ............cocooeiriiiincicncenn, 7
Figure 11. 1 : Géomeétrie du ProbIeme..........cccveviiiii e 12
Figure 11. 2 : Maillages dBCAIES. ...........coviiiiieece e e 14
Figure I11. 1 : Profils de la vitesse longitudinale U pour Re = 1100......................... 21
Figure 111. 2 : Profils de la vitesse transversale V pour Re = 1700. .........cccvvvrvivneenenn 21
Figure I11. 3 : Variation de U le long du tube pour Re = 100.......c.cccocoevveveevieiieiirenene 22
Figure I11. 4:Variation de U le long du tube pour Re = 1100. .......ccooeevevveiveveiieceeee 23
Figure I11. 5 : Variation de U le long du tube pour Re = 2100. ......cccoevvevvevieieerieene 23
Figure I11. 6 : Variation du coefficient de frottement local pour Re=100-2100. .............. 24
Figure 111. 7 : Comparaison entre les corrélations de la longueur d’établissement. .......... 25

\l


file:///C:/Users/tofa/Desktop/final/chapiter%201%20final%20version%20corrigée.docx%23_Toc106267232
file:///C:/Users/tofa/Desktop/final/chapiter%201%20final%20version%20corrigée.docx%23_Toc106267233

Liste des tableaux

Liste des tableaux

Tableau I11. 1 : Variation de Le/D en fonction de Re..........cccoovevviveicieviece e 25

\l



Nomenclature

Nomenclature

Lettres latines :
L. : longueur etablissement : [m]
R, : Nombre de Reynolds [/]

D : Diamétre de la conduite [m]

u, v : Composantes du champ de vitesse [m / s]

U : Vitesse adimensionnelle horizontale [ /]
V' : Vitesse adimensionnelle verticale [/]

x, 7 : Coordonnées cylindriques [m]

X, R : Cordonnées adimensionnelle [/]

Dy, : Diamétre hydraulique [m]

u : Vitesse moyenne [m / s]

Lettres grecques :

p : La masse volumique du fluide [kg / m3]
Y : Fonction de courant [/]

Y : Fonction de courant adimensionnelle [/]
w : Vorticité [s71]

Q : Vorticité adimensionnelle [/]

v : La viscosité cinématique du fluide [m?/s]

Vil
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Introduction générale

Introduction géneérale

En tant qu’ingénieur, on cherche a résoudre des problémes relativement complexes (de point
de vue phénoménologique ou mathématique) avec des approches théoriques plus ou moins
rigoureuses. Dans la mécanique des fluides et le transfert de chaleur, par exemple, 1’étude se
fait souvent sur des modé¢les mathématiques réduits qu’on peut construire a partir des
principes fondamentaux de la physique sous des hypotheses simplificatrices. Ces derniéres
doivent étre justifiées, sinon elles ne conduiront pas a des solutions fiables.

L'une des hypothéses souvent rencontrées lorsqu'on lit des recherches scientifiques en
technologie des conduites et des échangeurs de chaleur, est celle de I'établissement
dynamique des écoulements. Cela signifie que le profil de vitesse ne change pas dans le sens
de I'écoulement, ce qui permet de déterminer facilement le frottement, les pertes de charge,
I'échange de chaleur s'il y en a... etc. Si 1'écoulement n'est pas établi depuis 'entrée du
conduit, cette hypothese peut encore étre veérifiée si la soi-disant « longueur d’établissement
» est trés petite par rapport a la longueur totale du conduit. Ainsi, on devrait pouvoir
quantifier cette longueur d'établissement avant d'émettre une telle hypothese.

Donc, I’objectif visé dans ce travail est de fournir une corrélation qui permet de déterminer,
a partir des données du probléme, la longueur d’établissement dynamique d’un écoulement
laminaire incompressible permanent entrant avec une vitesse uniforme dans une conduite de

section circulaire.

Le présent travail est organisé en trois chapitres : le premier chapitre contient des concepts
généraux sur les écoulements visqueux internes, les équations fondamentales de la
dynamique des fluides et un résumé bibliographique d'ouvrages similaires ; le deuxieme
chapitre présente la résolution numérique detaillée avec la méthode des volumes finis du
modéle mathématique régissant le probléeme en question ; le troisieme chapitre est réserve a
I’analyse des résultats obtenus a partir de cette simulation; et en conclusion, nous

discuterons la contribution apportée par cette étude.



Chapitre I :

Géneralités et Revue
bibliographique



CHAPTERI : Généralités

I.1. Introduction

Dans ce chapitre nous allons présenter plusieurs concepts de la mécanique des fluides en
général, et des écoulement internes en particulier. Ces concepts vont nous aider a
comprendre la position du probleme envisagé dans ce mémoire, ainsi qu'a repondre a la
problématique poseée, a savoir, quelle est la relation entre la longueur d'établissement

relative L,/D et le nombre de Reynolds Re,?. Une synthése bibliographique des travaux

scientifiques qui ont adressé ce sujet va étre présentée également.

1.2. Types d'écoulements

1.2.1. Ecoulement compressible ou incompressible

Un fluide incompressible est un fluide dont on ne peut changer le volume, c'est-a-dire
qu'on ne peut pas le comprimer dans un espace plus restreint. Les liquides sont des fluides
incompressibles (eau, huile, mercure...etc.). Au contraire, Un fluide compressible est un
fluide dont on peut changer le volume, c'est-a-dire qu'on peut le comprimer dans un espace
plus restreint en exergant une pression sur ce dernier. La totalité des gaz sont des fluides

compressibles (air, oxygene, hydrogeéne, azote...etc.) [1].

1.2.2. Stationnarité

Un écoulement est stationnaire si, en tout point de I'espace, ses propriétés sont constantes

dans le temps. Concrétement, toutes les dérivées partielles par rapport au temps sont nulles

2-0) [2].

1.2.3. Régime d’écoulement

1.2.3.1. Nombres de Reynolds

Le passage d'un écoulement laminaire a un écoulement turbulent dépend, entre autres, de la
géométrie, la rugosité de surface, la vitesse d'écoulement et du type de fluide. Apres des
expériences exhaustives dans les années 1880, Osborne Reynolds a découvert que le
régime d'écoulement dépend principalement du rapport entre les forces d'inertie et les
forces visqueuses dans le fluide. Ce rapport est appelé le nombre de Reynolds et s'exprime
pour un écoulement interne dans un tube circulaire comme suit [3]:
_puD

Cu

Re (1.1)
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1.2.3.2. Régime laminaire ( Re <2000)
On appelle laminaire le mouvement trés ordonné d'un fluide dont les couches qui le

caracterisent sont lisses. Le mot laminaire provient de la stratification des particules de
fluide [4].

1.2.3.3. Régime transitoire (2000 < Re <3000)
Aux nombres de Reynolds compris entre 2000 et 3000 environ, I'écoulement est instable
en raison de l'apparition de la turbulence. Ces écoulements sont parfois appelés

écoulements transitoires.[5]

1.2.3.4. Régime turbulent (Re >3000)
Les turbulences résultantes des forces d'inerties qui deviennent plus importantes que les
forces de viscosité et la structure du fluide tendent a se transformer de maniere irréversible

et importante en une structure désordonnee et chaotique [4].

1.3. Type de fluide

1.3.1. Fluide idéal (non-visqueux)

Un fluide idéal est un fluide dépourvu de contrainte tangentielle qu'il soit au repos ou en
mouvement. De ce fait les différentes couches du fluide peuvent glisser librement les unes
sur les autres et ne présentent de contraintes de cisaillement ni au repos ni au mouvement.
La force de viscosité est donc identiqguement nulle. Donc la notion de fluide idéal signifie

tout simplement que le fluide n'est le siege d'aucun frottement [6].

1.3.2. Fluide réel (visqueux)

Les diverses couches d'un fluide réel en mouvement ne peuvent pas glisser librement les
unes sur les autres. Tout se passe comme si des frottements au sein du fluide s'opposaient
aux mouvements relatifs des lignes de courant voisines. Cette résistance au glissement
caractérise la viscosité d'un fluide, c'est la propriété inverse de la fluidité [5].

Si la viscosité est constante ou ne peut varier qu'en fonction de la température, le fluide est
appelé newtonien. Mais, lorsque la viscosité varie avec le taux de déformation (taux de

cisaillement), le fluide est appelé non-newtonien [6].
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|.4. Equations de mouvement

Les équations fondamentales de la dynamique des fluides appliquée a un domaine matériel
qu'on l'appel volume de contrdle, expriment la conservation de masse, de quantité de
mouvement et de I'énergie dans I'approximation des milieux continus. Elles gouvernent par
exemple les mouvements de l'air de I'atmospheére, les courants océaniques, I'écoulement de
l'eau dans un tuyau, et de nombreux autres phénomeénes d'écoulement de fluides. Ces
équations peuvent étre établies en utilisant les équations de la mécanique classique
exprimant la conservation d'une propriété d'un systeme physique que nous suivons dans

son mouvement, et le théoreme de transport de Reynolds [7].

1.4.1. Equation de continuité

Cette equation exprime la conservation de la masse contenue dans le volume de contréle.
Elle énonce que la variation de la masse dans ce volume est égale au débit massique net
traversant la surface de contréle. Elle peut s'écrire dans les coordonnées cylindriques sous
la forme locale suivante [7]:

op , 1alrpu,), 10(pu,) | alpu,) _ (1.2)
ot r or r o6 0z

1.4.2. Equations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles non-linéaires qui
décrivent la conservation de la quantité de mouvement contenue dans le volume de
contréle. Elles énoncent que la dérivee particulaire du torseur de quantité de mouvement
est égale au torseur des forces extérieures appliquées a ce volume. L’équation de
conservation de la quantité de mouvement peut étre obtenue a partir de la 2™ loi de
Newton [7], et elles peuvent s'écrire dans les coordonnées cylindriques sous la forme

locale suivante :

2
p[aur +U ou, Yo N, _ Uy +u aij:—@+...

o "o roo r ta or
1o( oy _u_rJriazur_iaungazur ‘g (13)
vl ar ) v 202 12 a0 | ot r '
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o %+urw_9+u_gau9+uru9+uzau9 B 1@+
ot o r 06 r oz r oo
10( ou,\ u, 10%, 2aou, 0%u,
ol m— | r—= =+ = +——C+ + 1.4
’{r ar[ arj 202 1o a2 ) P (4
au, ou, u, adu, au, op
Yo, +U, +—= +u, =——+..
ot or r 06 oz oz
12[r 6u2j+iazuz +azuz + g (1.5)
“Hrar o ) e T ‘ '

1.5. Ecoulement établi

Ecoulement établi se produit lorsque les effets visqueux dus & la contrainte de cisaillement
entre les particules de fluide et la paroi de la conduite créent un profil de vitesse a plein
régime [8]. Lorsque la couche limite s'étend pour remplir la totalité de la conduite,
I'écoulement en developpement devient un ecoulement entierement développé (établi), ou
la vitesse de I'écoulement ne change plus avec l'augmentation de la longueur de cette
conduite [9].

1.5.1. Profil de vitesse en régime laminaire établi

Dans un écoulement laminaire incompressible et permanent, I'hypothése d'établissement
dynamique nous permet d'apporter des simplifications considérables des équations de
Navier-Stokes de sorte que nous puissions obtenir une solution analytique de ces équations
complexes. La résolution de ces équations aboutit au profil de vitesse parabolique de
Poiseuille [10] :

1= u+ JR x

—

Figure I. 1 : Profil de vitesse en régime laminaire établi.

u(r)zum[l—ij (1.6)
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Ce profile vérifie les conditions aux limites, dont la vitesse est nulle immeédiatement a la
paroi de la conduite, puis elle augmente progressivement pour atteindre une valeur

maximale a l'axe de symétrie.

1.5.2. Profil de vitesse en régime turbulent établi

Pour les écoulements turbulents établis, le profil de vitesse instantanée peut changer dans
le temps et nous ne pouvons pas prédire a quoi ressemblera le profil exact d'un moment a
l'autre. En outre, il existe des tourbillons de différentes tailles qui provoquent un mélange
rapide de I'écoulement. Lorsque nous analysons des écoulements turbulents établis dans
des conduites, nous n'analysons généralement pas le profil de vitesse instantané car sa
forme exacte @ un moment donné est imprévisible. Au lieu de cela, nous utilisons un profil
de vitesse moyenne dans le temps (indépendant du temps). Le profil de vitesse turbulente
moyenné n'a qu'une composante axiale qui varie radialement, comme pour les écoulements
laminaires établis. Cependant, le profil de vitesse turbulente moyenné semble plus plat pres
du centre et tombe rapidement a zéro prés des parois comme le montre la Figure 1.2 [11] :

%M e

>

.

____—

Figure 1. 2 : Profil de vitesse en régime turbulent établi.

Une approximation empirique tres utile pour le profil de vitesse moyenné d'un écoulement

turbulent est la loi de puissance 1/7eéme, proposée par Prandtl [11]:

U:Um(%j7 =um[1—%j7 (1.7)

Il existe une autre approximation tres utile également qui est la loi de la paroi, dont elle est

valable pour la région qu'on appelle "couche interne" et qui se compose de trois zones :
Sous-couche visqueuse, zone tampon, couche logarithmique. Spalding a proposer la
formule suivante valable pour ces trois zones [3]:

—-K xu® 2 3
y'=u’+e B(e v 1-ut —3(xut) —%(Ku*)) (1.8)

avec .
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y'=2,  u'=%, u=,2,  k~040-041 et B~50-55

1.6. Ecoulement non-établi

Avant que I'écoulement soit établi, la vitesse évolue le long de la conduite et I'écoulement
est donc non-établi. Il faut un certain parcours pour que les caractéristiques cinématiques
n’évoluent plus d’une section droite a l’autre. Ce parcours s'appelle "longueur

d'établissement [4].

1.6.1. Région d'entrée et couche limite dans les écoulements internes

Lorsqu’un fluide entre dans un tube a une vitesse uniforme, les particules de fluide en
contact avec la paroi s'arrétent complétement en raison de la condition d'adhérence. Les
forces visqueuses importantes pres de la paroi ralentissent progressivement les couches de
fluide adjacentes (couche limite visqueuse), provoquant une accélération des couches de
fluide au centre du tube (écoulement de noyau non-visqueux) pour que la loi de continuité
soit maintenue. La couche limite se propageant a partir de la paroi fusionne avec elle-
méme éventuellement & I'axe de symétrie du tube et le noyau non-visqueux disparait. A ce
point précis, nous sommes a la longueur d'établissement (x = L,), a partir duquel le profil
de vitesse est constant, la contrainte de cisaillement pariétale est constante et la pression
chute linéairement avec X, pour un écoulement laminaire aussi bien que pour un

écoulement turbulent [11].

Noyau non- Couche
Profil  visqueux limite  Profil de vitesse
uniforme / | établi u(r)

I N l r
> —2l__ ? X
> ’j_——"‘:::==== 7 1 -
T u(rx) > <>

P /
Longueur, djetablllsserpent R Région d'écoulement établi

Région d'entrée

Figure 1. 3:Développement d'une couche limite dans un tube.

1.6.1. Corrélations de la longueur d’etablissement

L'analyse dimensionnelle montre que la longueur d'établissement relatif est en fonction que

du nombre de Reynolds (elle peut aussi étre en fonction de la rugosité de la paroi dans le
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régime turbulent). Pour un écoulement laminaire, la longueur d'établissement peut étre
calculée a partir de la corrélation suivante [18]:

Le amin aire
"Tzo.oe Re, (1.9)

Dans un écoulement turbulent, la couche limite croit plus rapide par rapport au régime
laminaire, et par conséquent la longueur d'établissement est relativement plus courte. Et

elle peut étre calculée par [20]:

L
e,turbulent — 44 Re]éﬁ (I 10)
D
L
e,tu[r;)ulent _ 1359 Relé4 (l 11)

1.7. Revue bibliographique

Nicol et al. [12] ont déterminé expérimentalement la longueur d'établissement (ou distance
en aval de I'entrée requise pour le développement du profil de vitesse) pour un écoulement
turbulent dont le nombre de Reynolds était compris entre 5000 et 50000, dans le cas de
quatre conduites annulaires sectionnées pour entree carrée, dont les rapports des diamétres
étaient 0.2, 0.3, 0.5 et 0.7. En utilisant de l'air, ils ont pu obtenu des corrélations entre la
longueur d'établissement, le diametre hydraulique, le rapport des diameétres et le nombre de

Reynolds. Pour des nombres de Reynolds inférieurs a 22000, les résultats peuvent étre

présentés par la corrélation L, /D, =0.795Re%*"*(D, /D, )" ; tandis que la corrélation

L./D, =15.96Re " (D, /D, ) **** correspond aux nombres de Reynolds supérieurs a cette

valeur.

Sridhar et al. [13] ont déterminé expérimentalement les longueurs d'établissement pour un
écoulement turbulent d'air dans trois conduites annulaires concentriques lisses de rapports
des diametres de 0,306, 0,527 et 0,842. Les entrées a bords-carrés (a angle droit) et a
cloche ont été étudiées pour un nombre de Reynolds allant de 7000 a 47500. La séparation
de I'écoulement causée par le changement brusque de la surface de l'entrée carrée a
entrainé des profils de vitesse distordus (deformés) prés de l'entrée. Cette distorsion sera
disparue plus loin en aval et finalement des profils de vitesse entierement développés ont

été établis. Les longueurs d'établissement relatives (L, /D, ) pour les conduites annulaires

avec les entrées a bords-carrés varient entre 25 et 35. Avec l'entrée en cloche, le profil de

vitesse s'est développé conventionnellement a partir du profil presque uniforme a I'entrée,

8
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et les longueurs d'établissement relatives étaient supérieures d'environ 10 & 15 par rapport a

celles des entrées a bords-carrés.

Dombrowski et al. [14] ont effectu¢ une analyse numérique de 1’écoulement laminaire
d’un fluide newtonien dans la section d’entrée d’une conduite circulaire pour un nombre de
Reynolds compris entre 0 et 500, au moyen d’un code de simulation par éléments finis. Un
nouveau phénomene d’écoulement a été¢ observé aux faibles nombres de Reynolds (< 50),
soit I’existence d’un pic dans le profil de pression axiale a une courte distance de 1’entrée.
Ils ont montré également que les corrélations existantes pour la longueur d'établissement
sont insuffisantes et ont proposé par conséquent une nouvelle corrélation pour cette

longueur.

Chidamoio et al. [15] ont étudié numériquement l'effet du rapport longueur/diameétre (

L/D, ) du tuyau sur le développement du régime d'écoulement biphasé air-eau. La vitesse

axiale le long de la bulle de Taylor et la longueur d'établissement hydrodynamique
nécessaire pour établir un profil parabolique (écoulement établi) ont été examinées de
maniére critique. La distribution excentrique de la vitesse axiale sur la bulle de Taylor est
observée dans tous les rapports de longueur/diametre. La vitesse axiale dans le film liquide
en amont de la bulle de Taylor est représentee par une fonction de loi de puissance, avec un
exposant n=6.1 pour L/D,=8333 et n=57 pour L/D, =1666.7. Malgré une

diminution de I'exposant n lorsque le rapport L/D, augmente, le profil parabolique n'a

pas pu étre atteint. lls suggerent en effet que des recherches plus approfondies sur le

rapport L/D, tenant compte d'autres variables qui sont susceptibles d'avoir une influence

sur le profil parabolique doivent étre menées.

Joshi et Vinoth [16] ont réalisé des simulations numériques d'écoulements laminaires dans
des tubes et des canaux (i) pour comprendre l'effet des conditions d'entrée (vitesse
uniforme/tube de courant) sur les longueurs d'établissement, et (ii) pour étudier le
développement local de I'écoulement. Les résultats de simulation montrent que pour des
faibles nombres de Reynolds, la longueur d'établissement hydrodynamique pour le cas de
tube de courant a I'entrée sont significativement plus faibles que celles qui correspondent
au cas d'un profil de vitesse uniforme. De plus, les résultats de I'étude actuelle (écoulement
newtonien avec condition d'adhérence a la paroi) ainsi que les résultats de la littérature

(écoulement non-newtonien avec condition d'adhérence a la paroi) ont montré que pour de
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nombreuses situations, le développement le plus lent de la vitesse axiale dans la direction
longitudinale se produit tres pres de la paroi. Pour les cas ci-dessus, les critéres de longueur
d'entrée déja existants ne sont pas appropriés pour définir la longueur d'établissement. lls
ont donc proposé un nouveau critére basé sur I'épaisseur du déplacement qui est une
mesure par intégrale du profil de vitesse. Une nouvelle corrélation de la longueur d'entrée
utilisant le critéere d'épaisseur de déplacement est proposée pour les écoulements

newtoniens sur la base de simulations avec la condition de tube de courant a I'entrée.

Ferreira et al. [17] ont présenté une investigation numérique détaillée sur la longueur
d'établissement "Le" dans un écoulement laminaire de fluide newtonien dans des micros
canaux de section rectangulaire avec différents rapports d'aspect "AR". L'aveénement des
nouvelles technologies micro-fluidiques a suscité l'intérét envers les nombres de Reynolds
des ordres de grandeur unitaires voire inférieurs, c'est-a-dire envers les écoulements
rampants. Par conséquent, des estimations précises de la longueur d'établissement a Re <
O(1) sont importantes pour la conception des microsystemes. A des nombres de Reynolds
aussi bas, dans lesquels les forces inertielles sont moins dominantes que les forces
visqueuses, les caractéristiques de I'écoulement deviennent nécessairement différentes de
celles a I'échelle macroscopique ou Re est generalement beaucoup plus grand. Un choix
judicieux de raffinement de maillage et des méthodes numériques adéquates ont permis
d'obtenir des résultats précis et une corrélation generale pour I'estimation de L., valable
dans les plages 0 < Re <2000 et 0,1 < AR < 1, couvrant ainsi les applications en macro et

micro fluidique.

F. Durst et al. [20] Dans ce travail de F.Durst et Al, ils ont effectué une simulation
numérique afin d'établir les coefficients C1 et CO pour I'équation générale des écoulements
laminaires pulsés et oscillants a plein développement dans les tuyaux et les canaux, qui est
définie comme suit (équation). L'évaluation de ces coefficients est exprimée a Re — pour
C1 = 0.0567et Re —» pour CO = 0.619 En fin de compte, des études numériques et
analytiques de la longueur de développement des écoulements laminaires de tuyaux et de
canaux ont été réalisées. Dans ce travail, F.Durst et al. Ont effectué une simulation
numérique pour établir les coefficients C1 et CO pour I'équation générale des écoulements
laminaires de tuyaux et de canaux pulsants et oscillants pleinement développés qui est
définie comme suit (équation). L'évaluation de ces coefficients est exprimée par Re — pour
C1 =0.044 et Re — pour €0 =0.631.

10
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1.8. Conclusion

D'apres ce que nous avons vu dans ce chapitre, la détermination de la longueur d'entrée
nécessite la résolution des équations de mouvement pour I'écoulement non-établi, ce qui
requiert l'utilisation de la simulation numérique méme si on prend en considération

certaines hypothéses pour la simplification mathématique du probleme en question.

11
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CHAPITRE II Simulation numérique

11.1. Introduction

Dans ce chapitre nous allons donner une description générale du probléme envisagé, et
nous allons présenter aussi les différentes étapes de la simulation numérique de
I’écoulement en question en détail. La formulation fonction de courant-verticité (¥ —Q)
issue des équations de Navier-Stokes, représente le modele mathématique sur lequel la
présente simulation numérique s’effectuera. La distribution de vitesse sera déduite a partir
des relations de Cauchy-Riemann, puis la longueur d’établissement sera déterminée en
comparant les profils de la vitesse dans chaque section droite du canal avec le profil de

vitesse du régime établi.

11.2. Description du probleme et hypotheses

On etudie dans ce mémoire I'écoulement non-établi dans un tube de section droite
circulaire (Figure I1.1). La nature axisymétriqgue de cet écoulement nous permet de
considérer que le probleme envisagé est bidimensionnel et par consequent d'effectuer la
simulation seulement dans le plan (x,r). D'autre hypothéses pouvant simplifier d'avantage
la simulation sont les suivantes :

1. Le fluide est newtonien ;

2. L’écoulement est permanent, incompressible, laminaire ;

3. Les parois de tube sont parfaitement lisses.

Paroi solide (u=v =0)

r=>D/2
Entrée Sortie
U = Uuniforme Volume de controle U = Ustablie
v=0 v=0
r
X
r=0—/——— — — — -
x=0 Axe de symétrie (ou/or =0 ;v =0) X > Letablie

Figure I1. 1 : Géométrie du probleme.

12
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11.3. Formulations mathématiques
Compte tenu des hypothéses présentées ci-dessus, les équations du mouvement simplifiées

s'écrivent en coordonnees cylindriques comme suit ;

ou  ou 10p 10( ou) d%u
U— V=t | = | F— |+ — (1.1)
oXx o pox ror_ or) ox?
2
1o lﬁtr@j_l+ﬂ (11.2)
ox or  por rorl_ or) r? ox?
§E+1dw):0 (11.3)

Il est commode d'éliminer la pression des deux premiéres équations en dérivant la premiere

par rapport aet en , epuis soustrayant I'une de l'autr ,xet la deuxieme par rapport a r

prenant @ =2 —% on aura:

ow Ow Vo ’w 10( dw) o
TReaPVECI . L R e e (11.4)
OX or r OX ror\_ or r

L'équation (11.4) est la forme non-conservative de I'équation de transport de la vorticité ; la

forme conservative, la mieux adaptée a la méthode des volumes finis, s'écrit comme suit :
2 2
6(Ua))+8(v ):u 0 620+a ?+£(9] (1.5)
OX or OX or or\r

En utilisant les relations de Cauchy-Riemann qui satisfont I'équation de continuité (11.3),

dans I'expression de la verticité, on obtient :

2 2
0w 0w 1oV _ 4, (11.6)
OX or r or

11.4. Forme adimensionnelle du modéle mathématique
Afin de diminuer le nombre de paramétres affectant la solution du modéle mathématique, il

est commode de le réécrire sous forme adimensionnelle, en introduisant le changement de

variables suivant :

X

x==
D

=% =D
X= n=— (1.7)
Ou U est la vitesse moyenne de I'écoulement, et D est le diametre hydraulique du canal.

Eventuellement, le modele qu'on doit résoudre est le suivant :

13
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2 2
ouQ) ove)_ 1 (0o fﬁ ?+i(9j (11.8)
X  OR Relax? &R* OR\R
2 2
0 ‘12’+@ ‘Iz’_la_‘f’z_m (11.9)
X2 R’ R R
y-Llo¥ yo_19¥ (11.10)
R &R R oX

11.5. Génération du maillage

Le maillage est ’ensemble de positions spatiales dont la simulation numérique nous
permet d’avoir une solution du modéle mathématique en question. Dans notre cas, le
domaine physique bidimensionnel est divisé par des lignes longitudinales et transversales
ou I’intersection entre elles est appelée le nceud du maillage. Le type de maillage utilisé est
uniforme, c.-a-d. I’espacement entre deux nceuds « le pas» est constant pour chaque
direction. Pour éviter d’avoir un champ de vitesse en « Zigzag », on a utilisé un systeme de
maillages décalés comme 1’a suggéré Patankar [19]; Ce systéme contient plusieurs
maillages, dont on associe a chaque variable un maillage différent. Afin d’obtenir des
résultats précis dans tel maillage (uniforme) on doit augmenter le nombre de nceuds ; sinon
il sera plus utile de générer un maillage non uniforme, ce qui est un peu délicat et donc ne

sera pas utilisé dans la présente simulation.

Vn

) ——————"%%///7//1——" -

tUW
[

Ar

A
\

Figure I1. 2 : Maillages décalés.
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11.6. Discrétisation avec la méthode des volumes finis

La meéthode des volumes finis est une technique de discrétisation qui convertit les
équations de conservation aux dérivées particlles en un systéme d’équations algébriques.
L’application de cette méthode commence par 1’intégration de chaque équation autour du
volume de contréle de la variable associée ; puis la discrétisation (ou 1’approximation) de
chaque terme paru dans 1’équation intégrée avec le schéma convenable de différences
finies, dont I’équation approximée peut s’exprimer aprés arrangement sous la forme
matricielle suivantes [A] {X} = {b} ; finalement, le systéme d’équations algébriques qui en

résulte peut étre résolu numériqguement avec une méthode itérative.

Dans ce qui suit, le point P représente le nceud principal au cceur du volume de contréle,
les faces de ce dernier sont désignées par les lettres e et w dans la direction des x, n et s
dans la direction des r. Les nceuds E, W, N, S sont les centres des volumes de controle
adjacents situés respectivement a I’Est, a 1’Ouest, au Nord et au Sud du point P (Figure
I1.2). La discreétisation de I'équation (11.8) se fait en I'intégrant sur le volume de contrdle de

la variable Q :

oX

O C— S

Je‘a(—dXdR+.r|lj'%dXdR=...

1 ne l ne 1 ne
%Haxz R_H Soxar [ 2 ( jdXdR (11.11)
En utilisant un schéma approprié pour approximer les valeurs des fonctions aux interfaces

du volume de contrdle par rapport aux nceuds du maillage (Dans cette étude, nous avons

choisi le schéma de loi de puissance), le réarrangement de cette équation donne :
AQ =AQ +A,Q, +AQ, +AQ (1.12)

Ou les expressions des coefficients de cette équation sont données par :
A = De[o, (1—0.1%2 )5]+[— F..0]

Ay = Dw[o,(l—o.q;—ﬁ} F,.0

A = Dn[o,(l—o.q;—:ﬂ +[-F, 0]+ 22

A = Ds[o,(l—o.qg—z }+[FS,O]— X

Ao =Ac+A, +A+A+F, -F, +F, —F -2+ 2%

ReR, Re Ry

15



CHAPITRE II Simulation numérique

L'opérateur [ ] indique que cette quantité prend le max des deux valeurs entre crochet. Les
coefficients de 1’équation (11.12) contiennent une combinaison entre les flux convectifs F et
diffusifs D aux interfaces des volumes de contrdle. Les flux de F et D pour chaque

interface e, w, n et s du volume de contrdle sont donnés par les relations suivantes :

Fezﬁ(\PN_lPs"'\PNE_lPSE) szﬁ(\PN =¥ + ¥y _\Psw)
F, :_ﬁ(\PE -y + Ve _\PNW) F :_ﬁ(\PE -y + Ve _LPSW)
D, =D, = zeax D, =D, ==

Noter bien que I’équation (I11.12) est applicable seulement pour les nceuds internes ; pour
les nceuds qui coincident avec les frontiéres du domaine physique, des expressions
spéciales seront développées a partir des conditions aux limites.

De méme que précédemment, la discrétisation de I'équation (111.9) se fait en I'intégrant sur

le volume de controle de la variable ¥ :
[
S W

En exprimant les flux aux interfaces avec le schéma en différences finies centrées, on

18‘1’

—ﬁRQdXdR (11.13)

obtient apres réarrangement :
B,¥, =B +B, Y, + B\, +B;¥ +S, (11.14)
Ou les expressions des coefficients de cette équation sont données par :

= — AR — AX _ AX — AX 4 AX
BE_BW_AX BN_AR Rp BS—AR"'RP

B, =Bg +B, +By +Bs Sy = RpQ,AXAR

Maintenant, les composantes du vecteur vitesse s'expriment chacune dans son propre

volume de contréle décalé, par :

U :R_];:LPnA_R\PS V :—%\Pe_‘{'lw (“.15)

p p AX

En utilisant I'écriture indicielle, le systéme d'équations a résoudre s'écrit comme suit :
Q i AEi,jQi+l,j + ANi,jQi—l,j + ANi,jQi,jﬂ + ASi‘jQi’j,l (11.16)

Avec :
A, = De[o,@—o.q

Aui, Dw[o,(l—o.q;vwv

gee)s}r[— F,,0]
f|+IF.0

)1 + [_ F '0]"' 2Re R?iAR/Zi

A, = Dn[o,(l—o.qg—:
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— ( Fs )5 AX
A, =D,/ 0, 1—0.%—5 +[F 0] 2
APi,j - AEi,j + A\Ni,j + ANi,j + ASi,j +F -k, +F -F - Re(RjA-i(AR/Z)+ Re(RjA—XAR/z)

e 4Rj

FW = %Rj(\Pi,Hl _lPi,j—l + \Pi—l,jJrl _lPi—l,jfl)

1

F.=-3 R;+AR72) (\Piﬂ,j —Wig + Wi - lPi—l,j+l)

F = _Z(Rj_lA—R/z)(le,j i SRR o S _\Pi—l,j—l)

Et:

B, Wi =BeWii; +ByYiy; +By;Wij+Bs; Wi i1+ S (11.17)
Ou les expressions des coefficients de cette équation sont données par :

BNJ.=%—% Bs,-=%+% Suij = RjQ; ;AXAR

La solution des équations (I111.16) et (111.17) nous permet de déduire directement le champ

de vitesse définie par :

Wi ju—"Yj Wi, j—%j
U V= ok Bt (11.18)

L] Rj+AR/2 AR 1]

11.7. Conditions aux limites

A I'entrée du canal la vitesse U est uniforme et la vitesse V est nulle, donc a partir des
relations de Cauchy-Riemann, on peut déduire I’expression de la fonction de courant a
cette position, telle que :

Yo = 1R ou bien ¥, =%R} (11.19)

entrée

Dans cette méme position, et a partir de ’expression de la verticité, on a :

2 2
entrée S \I; ou bien Q; I q; (11.20)
R 6X TR eX? )

Etant donne que le nceud (i-1) est en dehors du domaine physique, la dérivée seconde dans
I’expression (I1.20) peut s’exprimer a 1’aide de développement en série de Taylor de la

fonction W au voisinage du nceud (i = 1), tel que :

2 2
‘Pz,j=‘P1,,-+Ax(aqjj , AX [a ‘PJ +o(ax?)
1j 1j

1 lex 21 | ox?

=0

Ce qui conduit a :

17
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2 lPz,‘ _\Pl,'
Q, Z—K—‘sz ‘ (11.21)

J

Sur I'axe de symétrie, nous avons V =0, cette condition est équivalente a ¥, , = constante

dont la valeur de cette derniere peut étre déduite en remplagant par R =0 dans la condition
(1.19) :
Y. .=0 ou bien Y, =0 (1.22)

axe 1,
Et comme le gradient de la vitesse longitudinal et la vitesse transversale sont toujours nuls,
on en déduit immédiatement que :

Q,.=0 ou bien Q,=0 (1.23)

Sur la paroi solide du canal, nous avons aussi V =0, qui est équivalente également a

Y . =constantedont la valeur de cette derniere peut étre déduite cette fois ci en

paroi

remplacant par R =% dans la condition (11.19) :

W oaroi = 5 ou bien Yiu=3% (11.24)
Quant a la vorticité sur la paroi du canal, son expression se réduit a :
2 2
paroi __1@ lf ou bien Qi S \f (11.25)
R oR | Ry L R* ),

Le développement en série de Taylor est a nouveau utilisé pour exprimer la dérivée

seconde de (11.25), tel que :

2 2
W =Y, -A—R(‘Wj 4+ AR [a \PJ +0(aR?)
’ "R ), »

R 21 | oR?
=0
Ce qui conduita :
2 lPi,M—l _\Pi,M \Pi,M—l _\Pu M
Qi =- S I :_4T (11.26)
M

La sortie du canal se trouve a une distance suffisamment grande par rapport a la longueur
d’établissement, pour qu’on puisse imposer la condition d’établissement dynamique sur

cette limite. Dans ce cas nous avons deux types de condition aux limites pour choisir parmi

elles, a savoir :

Peortic = Petaviie (Condition de Dirichlet)
0¢ -
~ =0 (Condition de Von Neumann)
8X sortie

Nous pouvons utiliser également une extrapolation polynomiale (quadratique), telle que :
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Wy, =3 —3¥ 2 + ¥ (1.27)

Q=3 =3y, + Q5 (11.28)

11.8. Détermination de la longueur d’établissement

Selon la définition de la longueur d'établissement dynamique (Section 1.6.), cette derniére
sera déterminée en calculant la différence entre le profil de Poiseuille (vitesse de
I'écoulement établi) et le profil de vitesse en chaque position le long du canal ; la longueur
d'établissement est égale a la premiére position x a partir de laquelle cette différence est
égale approximativement a zéro.

Ui,j*Uétabli(Rj)
U ¢ranti \R

A =

(11.29)

11.9. Algorithme de résolution numérique
En tenant compte des conditions aux limites données par (11-19) - (11-28), le processus de
calcul itératif est utilisé pour résoudre simultanément les systemes d’équations algébriques
(11.16) et (11.17) dans un maillage de NxM nceuds. L’algorithme de résolution itérative peut
étre résumé dans les points suivants selon l'ordre d’exécution :

1. Déclaration des donneées et estimations initiales ;

2. Calcule de W a partir de 1’équation (11.16) ;

3. Calcule de Q a partir de 1’équation (11.17) ;

Ly , . . , . . (k) _ 4(k-1)
4. Répete les etapes 2 et 3 jusqu’a la vérification de erreur = ‘%

<é&

Calcule du champ de vitesse U et V a partir des relations (11.18) ;
Calcule de A a partir de 1’équation (I1.29) a la position i (en commencant par i = 1) ;

Mets i =i+ 1, et répete I’étape 6 jusqu’a la vérification de A< ¢, ;

o N o O

Affiche la longueur d’établissement Le = Xi.

11.10. Conclusion
Aprés avoir présenté une description détaillée du probleme (géométrie, hypothéses et

modeéle mathématique), on a appliqué la méthode des volumes finis pour convertir le
modele aux dérivées partielles en systemes d’équations algébriques qui seront résolues
selon les étapes de 1’algorithme précédent avec un code Matlab dont les résultats seront

présentés dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE III Résultats et discussion

I11.1. Introduction

Dans ce qui suit les résultats de la simulation numérique d’un écoulement laminaire (Re
compris entre 100 et 2300) non-établi dans un tube de section droite circulaire, seront
présentés. Ces résultats sont obtenus a 1’aide d’un programme sous Matlab. Aprés avoir
testé plusieurs maillages NxM, 1’analyse montre que ces résultats sont peu sensibles au
nombre de nceuds. Cependant, nous choisissons un nombre de nceuds relativement
important correspondant aux pas de maillage suivants AX = 0.05 et AR = 0.005 pour
obtenir une variation «lisse » du champ de vitesse. Dans le but de développer une
corrélation fiable permettant de calculer la longueur d’établissement dans tel écoulement,

une comparaison sera effectuée entre nos résultats et ceux disponibles dans la littérature.

I11.2. Champ dynamique

La figure 111.1 présente le profil de la vitesse longitudinale pour un nombre de Reynolds
égal a 1100 a différentes positions le long du tube. A I’entrée de tube (X = 0), le profil de
la vitesse longitudinale U est uniforme (condition aux limites imposée a I’entrée). En
s'éloignant dans le sens de I'écoulement, les particules de fluide a proximité de la paroi du
tube décélérent sous l'effet des forces visqueuses ; cela, conformément a la loi de
continuité, est accompagné d'une accélération des particules de fluide dans la région

centrale, entrainant une distorsion du profil de vitesse. Plus on va loin, plus le profil de

e

. . L . : s L X
vitesse est déformé ; jusqu'a atteindre la longueur d’établissement X = - au-dela de

laquelle le profil de vitesse devient complétement développé (profil parabolique).

La figure 111.2 présente le profil de la vitesse transversale pour un nombre de Reynolds
égal a 1700 a différentes positions le long du tube. A I’entrée de tube (X = 0), la vitesse
transversale V est nulle (condition aux limites imposée a I’entrée). En s’éloignant de
I’entrée dans le sens de 1I’écoulement, on constate que la vitesse est toujours nulle & la paroi
(condition d’adhérence) ; ensuite, elle devient négative car la décélération suivant x des
particules fluides dans la couche limite force une certaine quantité de fluide de s’échapper
a travers la frontiére de cette couche limite (pres de la paroi) vers la zone centrale (prés de
I’axe) ; puis, elle s’annule a nouveau sur I’axe du tube a cause de la symétrie. En
s’éloignant de I’entrée du tube, la vitesse transversale (la valeur absolue) diminue de plus

en plus jusqu’a ce qu’elle devient nulle a partir de la longueur d’établissement, car a partir
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de cette position-1a, la vitesse transversale s’écrit V = %, et comme V(0) = v G) =0, on

obtient, C = 0, et donc, VV = 0 partout.

Re=1100
0.5 T T T T
—X=0
0.45 —X=Le/4D
X=Le/2D
0.4 ——— X=3Le/4D -
X=Le/D

0.35

0.3

r0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
U

Figure 111. 1 : Profils de la vitesse longitudinale U pour Re = 1100.

Re =1700
T

0.5 T T T T T T T T
X=0

045 — X=Le/4D

X=Lef2

04  ——X=3LeMD

X=Le/D

0.35

x 0.25

0.2

0.15

I S S Y W R |

0.05

0 I L 1 ! I ! ! I !
-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0

\4 %107
Figure I11. 2 : Profils de la vitesse transversale V pour Re = 1700.
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L’analyse du champ de vitesse montre que si on trace les profils de U (ou bien de V) a une

. « XD cpes .
abscisse X* = — bour différents nombres de Reynolds, on va trouver que ces profils sont
e

superposés. A partir de cela, on peut penser qu’avec I’emploi d’un changement de
variables plus approprié, on peut obtenir un modele mathématique encore réduit dans
lequel le nombre de Reynolds ne figure pas ; et par conséquent, une solution plus générale
(valable pour tout nombre de Reynolds — laminaire —) peut étre obtenue.

Re =100
22 ‘ —
2 R=0
R=1/8
R=1/4
1.8 R=23/8 |
161 .
-]
141 .
1.2 A
1 - -
08 ! L ! I R | ! L L oo | L
-4 -3 -2 -1
10 10 YRe 10 10
Figure I11. 3 : Variation de U le long du tube pour Re = 100.
Les figures I111.3 — 111.5 montrent la variation de la vitesse longitudinale U le long du tube

pour un nombre de Reynolds égal a 100, 1100 et 2100 respectivement. Ces courbes nous
permettent de savoir ou le fluide accélererait et ou il décélérerait a une position radiale
donnée. Toutes les courbes partent du méme point (U = 1 a I’entrée), et elles se separent
par la suite pour atteindre chacune une valeur asymptotique qui est égale a la vitesse du
profil parabolique a la position radiale correspondante (nous savons par exemple a partir
du profil parabolique que la vitesse maximale du régime établi U(R = 0) = U,,4, prend la

valeur 2, ce qu’on peut clairement voir pour la courbe en bleu).
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Re=1100

22— e

R=0

18[

16f

12F

107 102 1072
X/Re

Figure I11. 4:Variation de U le long du tube pour Re = 1100.

Re=2100
R=0
5| R=1/8 |
R=1/4
R=3/8
1.8} .
1.6 .

X/Re

Figure I11. 5 : Variation de U le long du tube pour Re = 2100.
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La figure 111.6 montre la variation du rapport de coefficient de frottement local sur le
coefficient de frottement établi pour différents nombres de Reynolds. Ce rapport est plus
¢levé juste a I’entrée puis il diminue progressivement jusqu’a 1’unité lorsqu’on atteint
I’établissement dynamique ; du fait que le gradient radial de la vitesse longitudinale est
important prés de I’entrée car il se manifeste dans une région (épaisseur de la couche
limite) plus fine, puis il devient de plus en plus faible car cette région s’élargit

proportionnellement a X.

141 —Re =100 i}
——Re =700
12 F Re = 1100 -
——Re = 1500
Re = 2100
_ 10} .
Ke]
B
H—Q)
Q st -
X
S
6_ -
4_ -
2_ -

10

X/Re

Figure 111. 6 : Variation du coefficient de frottement local pour Re=100-2100.

IT1.3. Longueur d’établissement

Comme nous I’avons déja mentionné plus haut, la longueur d’établissement
dynamique adimensionnelle n’est en fonction que du nombre de Reynolds. Donc, a partir
des resultats du probléme en question, nous avons extrait le tableau ci-apres. Ces données

montrent que la longueur d’établissement varie de fagon linéaire avec le nombre de
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Reynolds, ce qui nous a permis d’utiliser une régression linéaire de ces données afin

d’établir 1a corrélation suivante entre ces deux variables :

LD—‘* = 0.0556Re + 0.4724 (11.2)

Tableau I11. 1 : Variation de L, /D en fonction de Re.

Re 100 300 500 700 900 1100

L./D 5.95 171 28.25 39.4 50.5 61.65

Re 1300 1500 1700 1900 2100 2300

L./D 72.75 83.85 94.95 106 117.1 128.2
140 T T T T

présenté etude, Eqt. (I11.1)

9|é correlation linéaire, Eqt. (111.2) -
—+corrélation non linéaire, Eqt. (111.3)

120

100

80

Le/D
T

T

60

40 +

20

0 500 1000 1500 2000 2500
Re

Figure 111. 7 : Comparaison entre les corrélations de la longueur d’établissement.

Dans la littérature, on peut trouver plusieurs corrélations permettant le calcul de la
longueur d’établissement en connaissant le nombre de Reynolds dont la différence est fort
probablement due aux différentes approches suivies pour les établir, au choix de la

fonction de régression, et peut étre a la plage du nombre de Reynolds dans laquelle 1’étude
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est effectuée et les résultats sont obtenus. La plupart de ces corrélations sont linéaires,
telles que [20] :

= = 0.056Re (111.2)
Et certains sont non linéaires, telles que [20] :

1
LD—‘* = ((0.0567Re)16 + (0.619)16)1s (111.3)

Les corrélations susmentionnées sont présentées ensemble dans la figure 111.7, dont on peut
clairement constater que les corrélations (I11.1) et (111.2) sont presque superposees,
pourtant, elles peuvent ne pas donner la méme estimation de la longueur d’établissement
pour des petites valeurs du nombre de Reynolds a cause de 1’ordonnée a 1I’origine non nulle

dans notre corrélation. La corrélation (111.3) est aussi trés proche a la notre .

Les corrélations linéaires et non linéaires donnent des prédictions différentes pratiquement
lorsque 1 < Re < 100, et dans cette plage la longueur d’établissement est assez petite, et
I'erreur de prédiction ne changera pas le fait que cette longueur peut étre négligée lorsqu'il
s'agit de décider que le I'nypothése d'écoulement pleinement développée est justifiée.

Donc, il semble que la corrélation affine (linéaire) est plus pratique car elle est plus simple.

111.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté, interprété et analysé les résultats de la simulation
numérique du probléme envisagé dans ce mémoire. Ces résultats sont cohérents avec ce
qui est bien établi dans le domaine de la mécanique des fluides, et ils sont également bien

alignés avec les constatations et les conclusions tirées d’autres études similaires.
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Conclusion genérale

Le probléme envisagé dans ce projet de fin d'étude porte sur I'écoulement visqueux
laminaire dans une conduite circulaire de parois lisses dont le profil de la vitesse a 1’entrée
est uniforme puis évolue le long de la conduite jusqu’a ce qu’elle devient parabolique et a
la sortie. L'objectif de 1'étude est de déterminer la longueur d’établissement dynamique L,
défini comme étant la distance de 1’entrée au point ou les caractéristiques cinématiques
n’évoluent plus d’une section droite a I’autre. La simulation de I'écoulement considéré a
été réalisée avec la méthode des volumes finis et a I'aide d'un programme de calcul itératif.

Les résultats obtenus sont résumés ci-dessous :

e [’analyse dimensionnelle des équations de mouvement montre que la longueur
d’établissement adimensionnel L, /D dépend seulement du nombre de Reynolds Re;

e Pour Re compris entre 100 et 2300, la longueur L, est compris entre
approximativement 6D et 128D ;

e La relation entre L,/D et Re est évidemment linéaire sur I’intervalle du nombre de
Reynolds considéré dans cette étude ; alors que la relation non-linéaire décrivant mieux
I’évolution de L,/D sur I’intervalle 1 < Re < 100, est algébriqguement complexe dont
la précision n’est pas exigée ;

e En se basant sur les résultats numériques présentés dans le tableau (111.1) et a l'aide de la
methode des moindres carrés, une nouvelle corrélation de la longueur d’établissement

en fonction du nombre de Reynolds est donnée par :

h

e

D" 0.0556Re + 0.4724
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