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Résumé

L'objectif de ce travail est de faire introduire la notion d'isoparamétrie sur I'élément a
champs de déformation SBRIE [Sabi.95], ainsi que I'évaluation des éléments finis du code
ANSYS.
Une confrontation des résultats donnés par I'élément SBRIE, I'élément classique Q4 et les
éléments du code ANSYS "PLANE 42, SOLID 82-2D" avec les résultats analytique a été réalisée
pour la validation, I'exactitude et la robustesse de chacun de ces éléments. L'adaptation de la
notion d'isoparamétrie sur les éléments a champs de déformation a permis de palier a plusieurs

problemes de modélisation en particulier les formes irrégulieres.

Mots-Cleés :
Eléments finis — Isoparamétrie — Approche en déformation — Elasticité plane —Verrouillage-

Blocage — Interpolation.



Abstract
The aim of this work is to introduce the concept of isoparametrie on the strain field based element
SBRIE [Sabi.95] and evaluation of the elements of the ANSY'S finite element code.
A comparison of the results given by the SBRIE element, the Q4 element and the classic element
of ANSYS code "PLANE 42, SOLID 82-2D" with analytical results was conducted to validate the
accuracy and robustness of each of these éléments.
The adaptation of the isoparametrie concept in the strain field based elements has allowed to

overcome several modeling problems in particular irregular shapes.

Key words :
Finte éléments — Isoparametrie — Deformation approach — Plane elasticity — locking —

Interpolation
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INTRODUCTION GENERALE

1. Introduction :

En mécanique de I’ingénieur, un phénomene physique est soumis a 1’observation, a sa
représentation en formules ou équations et a I’étude des méthodes de résolution de ces équations.
Ces trois opérations liées directement aux trois disciplines (domaines) de la mécanique.
Premiérement, vient lieu la mécanique expérimentale qui nous aide a observer directement ces
phénomenes physiques en laboratoire. En second lieu la mécanique appliquée qui va faire la
représentions pertinente en modéle mathématique, c’est la modélisation. Enfin la mécanique
numérique étudie les méthodes de résolution de ces modéles ou ces équations conclues du

domaine précédent.

La résolution par voie numérique de ces équations constitue la base d’une méthode
communément appelée Méthode des Eléments Finis (en abrégé M.E.F).L’un des domaines fertiles
pour I’application de cette méthode est la mécanique des structures : barres, poutres, plaques et
coques. La MEF une procedure numérique approximative pour 1’analyse des grandes structures.
Elle est devenue trés connue avec les avancements des calculateurs numériques puisqu’ils
permettent aux ingénieurs de résoudre rapidement et efficacement de grands systémes
d’équations. Cette méthode est un outil tres utile pour la solution de plusieurs types de problémes
technologique tels que 1’analyse des structures, transfére de chaleur et 1’écoulement des fluides.
Elle est spécialement dans la conception des armatures, des bateaux, des moteurs électriques, des
moteurs de chaleurs et des vaisseaux spatiaux.

Comme le montre la pratique, les ingénieurs préferent modéliser leurs structures avec des
éléments finis simples, comme les quadrilatéres, les triangulaires...etc, le résultat de garder le
modele en déplacement classique est, des interpolations de degré peu élevé et une forte sensibilité
aux phénomenes de blocage ou verrouillage de membrane et de cisaillement. A partir de ce point
de vue I’utilisation du mode¢le en déformation naturel joue un role nécessaire dans la construction
d’éléments finis robustes et de bonne qualité. Les éléments a champs de déformation démontrés
comme des éléments robustes pour l'analyse des structures sont formulés avec des formes
régulieres (rectangle, triangle rectangle, parallélépipéde rectangle). Les éléments finis
isoparamétriques sont utiles pour modéliser des structures avec des limites irrégulieres.
L’isoparamétrique mot dérivé du «iso» («méme») et «paramétrique» («parametre») indique que
les mémes fonctions sont utilisées pour définir la forme et les déplacements de I'élément. Il est
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souvent difficile de modéliser la géométrie d'une structure avec seulement les éléments de forme
réguliére triangulaire ou rectangulaire. Les éléments isoparamétriques sont utiles pour la
modélisation de structures, puisque les éléments isoparamétriques peuvent avoir des cOtés
incurvés. De tels éléments sont formulés en utilisant des fonctions d'interpolation d'ordre
supérieur. Des éléments isoparamétriques sont formulés dans le systéme de coordonnées naturel
qui mappe la geométrie de I'élément en fonction des coordonnées naturelles indépendamment de
I'orientation d'un élément dans le systeme de coordonnées global; toutefois, la relation entre les
deux systémes doivent étre utilisés dans la formulation des éléments [Cook.74].

La modélisation des structures dont le comportement est membranaire a fait I’objet de
plusieurs travaux de recherches surtout en ce qui concerne I’approche en déformation et la
formulation isoparamétrique.

Notre objectif en s'intéresse a faire introduire la notion d'isoparamétrie pour la famille des
éléments finis basés sur lI'approche en déformation.

Donc, nous avons utilisé et testé ’efficacité des éléments isoparamétriques membranaires a
quatre nceuds " les éléments SBRIE, Q4" avec deux DDL par nceud comparés avec les éléments
du code ANSYS "PLANE 42, SOLID 82-2D"avec deux DDL par nceud et la solution exacte.

2. Plan de la these :

Le premier chapitre est une recherche bibliographique sur les éléments a champs de
déformation et les éléments isoparamétriques. Le deuxieme chapitre présente les notions de base
de la méthode d'éléments finis. Le troisiéme est consacré a des rappels et des bases théoriques de
I’¢élasticité plane. Le quatrieme est consacré a la formulation isoparamétrique des éléments finis
"SBRIE et Q4" qui sont basés sur le modéle en déformation. Le dernier chapitre traite la
validation numérique des éléments formulés et comparé les résultats avec les éléments du logiciel
ANSYS.



Chapitre
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Chapitre 01: RECHERCHE BIBLIOGRAPHIE

1.1. Introduction

Aux XXe siécles I’humanité a connu ce qu'on peut appeler « une révolution scientifique »
qui a touchée tous les domaines. Parmi ces domaines on note ceux des éléments finis.

Les recherches dans ce domaine existent jusqu’a nos jours. Le fruit de ces recherches était la
découverte de nouveaux éléments tels les éléments a champ de déformation et les éléments

isoparamétriques.

1.2. Revue de littérature
1.2.1. Les elément a champ de déformation

La majorité des chercheurs de I’université de Cardiff au Royaume Uni, ont choisi et pendant
longtemps le modéle basé sur le modéle en déformation. Ce choix était surtout lié aux
performances des élements développés, qui sont utilisés en un nombre treés réduit. L’approche
basée sur la déformation est 'une des approches les plus utilisées en sciences appliquées de
I’ingénieur et il existe une grande littérature sur le sujet. Ashwell et Sabir [Ashw.71a] dans une
étude sur les structures courbées (arcs circulaires), ont fait le constat suivant: Pour un arc
modérément profond, avec une nervure épaisse, toutes les fonctions de forme convergent
rapidement pour corriger les solutions avec un nombre croissant d'éléments. Pour un arc profond
avec une nervure mince, il n'ya pas de fonctions de forme qui ont donné des solutions
satisfaisantes pour un certain nombre d'éléments jusqua 34. Juste aprés cette constatation les
mémes auteurs [Ashw.71b] ont eu de trés bons résultats en utilisant des fonctions de déformation
indépendantes dans le développement des éléments pour 1’analyse des coques cylindriques. Dans
la méme année Sabir et Ashwell [Sabi.71] ont comparé les fonctions de forme les plus
importantes en les utilisant pour obtenir des fréquences naturelles d'un anneau vibrant dans son
plan. Un retour sur l'analyse des coques cylindriques a travers l'article de Sabir et Lock [Sabi.72]
I’é1ément est une forme simplifiée de I'élément coque de Cantin et Clough [Cant.68], en réduisant
la dimension de la matrice de rigidité 24x24 a 20x20, Sabir et Lock ont montré que si les termes

(cos® —cos ) et (1—cosd cos ) dans les équations de forme de I'élément de Cantin et Clough

sont négligés, et aussi le degré de liberté w, , , on obtient un élément non conforme qui a une

Xy 1!

matrice de rigidité minimale. Cet élément a un avantage que tous ces degrés de liberté sont
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externes. Par la suite des améliorations ont étés apportées [Ashw.72] aux éléments rectangulaire de
coque cylindrique, le résultat est un élément non conforme a 20 degres de liberté, il satisfait les
conditions du mode du corps rigide et I'état de déformation constante. Pour cet elément, on utilise

seulement des degrés de liberté externes, trois déplacements linéaires u, v, w et deux rotations

0,,0, afin d’éviter les difficultés associées aux degrés de liberté interne et les nceuds internes.

Des résultats plus précis ont été atteints que ceux de 1’élément simplifié de Sabir [Sabi.72]. Un
autre pas en avant avec des éléments pour 1’analyse des arcs circulaires dans le domaine
géométriqguement non-linéaire, ces éléments sont supérieurs aux éléments classiques. Un autre
travail en plus du précédant a été apporté par [Sabi.73], afin de développer des éléments arcs qui se
déforment hors plan de courbure [Sabi.75]. Une grande attention a été faite dans le but de
développer des éléments de coque [Sabi.78], pour les charges concentrées et le calcul des
contraintes aux voisinages de ces charges, pour les coques minces, forces radiales ou moments
concentrés. Des résultats qui correspondent aux solutions théoriques données par Flugge [Flug.66]
sont atteints. Un grand intérét pour les éléments rectangulaires et quadrilatéraux de coque
cylindriques avec les recherches de Sabir et Cherchafi [Sabi.82] montrent que I’élément est une
modification de I'élément développé par Ashwell et Sabir [Ashw.72]. L’élément résultant a les
mémes représentations géométriques que 1’¢lément [Ashw.72], sauf que la formulation de cet
élément est basée sur les hypotheses de [Sander — Koiter] au lieu des hypotheses de Kirchhoff -
Love utilisées dans la formulation de I'élément précédant. Une autre version de cette élément ou on
inclut le coefficient de Poisson dans les expressions des déformations affin de satisfaire les
¢quations d’équilibre, on trouve un élément qui nous va permettre peut étre d’avoir des meilleurs
résultats. Ensuite 1’accent est mise sur I’analyse des problémes généraux de 1’élasticité plane
[Sabi.83a], avec le développement d'éléments rectangulaires avec deux degrés de liberté pour
chaque nceud convenable avec le MCR, les déformations constantes, les équations de
compatibilités, et pour d'autres versions la satisfaction de 1’équilibre local. Le grand pas a I'époque,
c'était l'insertion de la rotation dans le plan par Sabir et Chow [Sabi.83b] pour Ianalyse du
flambement des panneaux plans avec ouvertures circulaires et carrées. L'année ultérieure était
marquée par I'emploi des mémes éléments [Sabi.84] pour I’analyse des voiles avec ouvertures.
Ensuite, la concentration s'est centralisée sur le développement et I'amélioration des éléments
rectangulaires et triangulaires qui ont des rotations dans le plan au niveau des nceuds avec
aboutissement a des résultats trés satisfaisants avec un nombre réduit d’éléments [Sabi.85a]. Des

éléments secteurs en coordonnées polaires ont été développés ensuite [Sabi.85b]. Toujours avec les
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éléments secteurs en coordonnées polaires [Sabi.86] avec 2 d.d.l. par nceud pour I’analyse des
problemes en élasticité plane, différents tests internes, ont été menés avec différents rapports de
forme (aspect ratio) sur des cylindres épais sous pression. Une bonne précision a été atteinte avec
seulement un nombre limité d’éléments. Ensuite, Bouzrira a développé un élément secteur
[Bouz.86] en incorporant des rotations dans le plan (12ddl/élément). Cet élément a été modifie et
amélioré par Djoudi [Djou.90], qui a suggeré que les deformations de cisaillement soient
indépendantes. Sabi et Sfendji [Sabi.95a] dans une étude sur les éléments rectangulaires et
triangulaires, ont fait le constat suivant: Une triangulaire et une déformation des éléments
rectangulaires base sont élaborés pour les problemes généraux d'élasticité plane. L'élément
triangulaire a deux degrés essentiels de liberté a I'extérieur de chacun des trois nceuds d'angle et a
un nceud a mi-coté. L'élément rectangulaire possede les mémes degrés de liberté a chacun des
quatre nceuds de coins ainsi que des centres de gravité au niveau du nceud. Ces éléments sont
utilisés sous diverses formes, y compris la condensation statique et 1’équilibre satisfaisant pour
obtenir des solutions a des problemes d'élasticité 2D ou la contribution de la contrainte de
cisaillement sur la déformation peuvent étre importantes [Sabi.95b]. Dans le présent article,
I'61ément de coque rectangulaire peu profond développé dans I’article [Sabi.85b] est utilisé dans
I'étude du comportement non linéaire des coques cylindriques ainsi que sphérique. [Djou.95] Dans
cet article, les éléments finis de coques sont appliquées a l'analyse des barrages doublement
incurvés. Les éléments ayant seulement les cing degrés de liberté extérieurs essentiels par nceud
d'angle, satisfait la représentation exacte de modes des corps rigides et sont basés sur la
formulation de coque peu profonde. L'année suivante a vue la naissance de I'élément fini cité dans
[Sabi.96] pour I'analyse des réservoirs de stockage cylindro-conique en utilisant des éléments de
déformation. D0 a Sabir et Moussa, ces mémes auteurs ont développé des éléments [Sabi.97a]
sous la forme d'un segment conique. Les champs de déplacement des éléments sont en terme de
coordonnées curvilignes, satisfait a I'exigence exacte de modes de corps rigide de la déformation
et posséde six degrés de liberté a chacun des quatre nceuds d'angle. Le toit est formé de plusieurs
segments de cone réunis le long des lignes de générateurs. Pour satisfaire 1’équilibre et la
compatibilité le long de ces jonctions et a réduire le temps de calcul, la matrice de rigidité pour
tout élément a c6té de ces lignes est developpée d'une maniére spéciale. Sabir et Davis, durant
cette période, on concentré leurs travaux sur les éléments modélisant les plaques avec ouvertures.
Ces derniéres ont été soumises a un cisaillement dans le plan uni axial, bi axial et uniformément
réparties le long des quatre bords extérieurs avec calcul des fréquences naturelles [Sabi.97b],

[Sabi.97c]. Des auteurs [Bela.98a] en Algérie, ont developpé un nouvel élément secteur base sur le
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modele de déformation avec rotation dans le plan avec 12 ddl/ éléement. Dans la méme année
Belarbi [Bela.98b] a développé, un nouveau élément Quadrilatére avec rotation Drilling et aussi un
nouvel élément Hexaédrique simple pour 1’étude des plaques minces et épaisses [Bela.98c].
L'année suivante un développement d’un nouvel élément hexaédrique simple basé sur le modele
en déformation pour 1’étude des plaques mince et épaisses [Bela.99]. L'analyse des compositions
de forme en « barils » a bénéficié de 1’évolution d'éléments traités [Assa.99]. Un élément
tridimensionnel vérifiant les équations d'équilibre pour la flexion des plagues minces et épaisses a
été développé [Maal.02]. Un retour sur les éléments rectangulaires avec rotation dans le plan
[Mous.02], dans un but de les améliorer. L'année suivante Djoudi et Bahai ont développé un
élément de coque sur baissée cylindrique basé sur le modeéle en déformation désigné pour
I'analyse géometrique linéaire et non linéaire des coques cylindriques. L’élément est un élément
rectangulaire dans le plan ayant seulement les 5 degrés de liberté essentiels dans chaque nceud. Le
champ des déplacements de I'élément satisfait les conditions des modes du corps rigide.
L'efficacité de I'élément est démontrée dans l'analyse lineaire et non linéaire géométrique des
structures coques, cet élément a été aussi utilisé dans le calcul des fréquences naturelles des
coques cylindriques [Djou.03]. Les mémes auteurs [Djou.04a] ont développé un élément de coque
cylindrique pour le calcul des fréquences propres de panneaux cylindriques et des cylindres
complets. Djoudi et Bahai [Djou.04b] se sont en suite intéressés a lI'analyse des vibrations des
panneaux cylindriques avec ouvertures et l'influence de ces dernieres sur le comportement
dynamique des structures citées. Retour sur les éléments pour I'analyse des problemes anti-plans,
Belounar et Guenfoud [Belo.05] ont développé un nouvel élément fini rectangulaire basé sur
I'approche de déformation pour la flexion des plaques. Cet élément se trouve numériquement plus
efficace que le déplacement correspondant basé sur I'élément. Sa précision est évaluée a travers
une série de tests liés aux plaques minces et épaisses. En méme année [Bela.05] un nouvel
élément, basé sur le modéle de déformation, a été développé. L'élément membranaire triangulaire
a trois degrés de liberté par nceud présente de trés bonnes performances et peut étre utilisé dans
divers probléemes pratiques. Récemment, un intéressement pour le développement d'‘éléments
secteurs par Bourezane [Bour.06]. L'année suivante [Maal.07] traite de la formulation et de
I’évaluation d’un nouvel élément fini membranaire rectangulaire, pour 1’analyse des problémes
plans de 1’¢lasticité linéaire. Il posséde seulement les deux degrés de liberté nécessaires par nceud.
Un nouvel élément fini parallélépipede, simple et efficace (Strain Based Parallelepiped 8-nodes
Condensed). Cet élément peut étre utilisé pour lI'analyse de trois dimensions et également des

problemes pour la flexion des plaques minces et épaisses. Des tests sur des problemes classiques
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ont été examinés. Cet élément a une meilleure performance par rapport a celle basée sur le modele
de déplacement [Hama.10]. Himeur et Guenfoud ont developpé un élément fini de plaque
triangulaire d’¢élasticité plane développé en perspective de construction des éléments de
coques. Sa formulation utilise des concepts relatifs a ’approche en déformation, au quatrieme
neeud fictif, a la condensation statique, a l'intégration analytique et se base sur les hypothéses de
la théorie des plagues minces (Théorie de Kirchhoff). La démarche adoptée a permis d'aboutir a
un élément fini de plaque (HIMEUR) concurrentiel, robuste et performant [Hime.11]. Rebiai et
Belounar ont développé un nouvel élément fini de type membranaire pour 1’analyse linéaire et non
linéaire des structures. Le champ de déplacement de cet élément a été développé en utilisant
I’approche en déformation. Cet €lément est basé sur des fonctions assumées pour les différentes
composantes de déformation, tout en satisfaisant 1’équation de compatibilité. Cet élément fini
rectangulaire nommé SBREDR (Strain Based Rectangular Element with Drilling Rotation) possede
trois degrés de liberté dans chacun des quatre nceuds de coin (deux translations et une rotation dans
le plan), et les fonctions de déplacement de cet élément développé satisfaisaient la représentation
exacte des mouvements du corps rigide. Pour I’analyse elasto-plastique les trois critéres de
VonMises, Tresca et Mohr-Coulomb sont adoptés, et les deux méthodes contraintes initiale et

déformation initiale sont employés [Rebi.13].

1.2.2 Les éléments isoparamétriques

La formulation isoparamétrique demeure une place trés importante dans le domaine des €léments
finis. Pour cette raison, un nombre considérable de chercheurs ont choisi de donner plus d'efforts
et de travailler dans ce domaine qui permet de produire plusieurs types d'éléments de formes
irrégulieres trés utiles dans la modélisation. L’élément isoparamétrique quadrilatére est le plus
simple élément de la famille des éléments isoparameétriques. Ergatoudis et al ont développé des
fonctions de forme pour formuler la matrice de rigidité de 1’élément quadrilatere isoparamétrique.
L’¢élément isoparamétrique quadrilatere plane est utilisé pour développer I'élément de coque
quadrilatére plat [Erga.68]. En outre, 1’¢lément finis isoparamétrique quadratique a été appliqué
dans la mécanique linéaire de la rupture des plaques en flexion et les coques générales [Bars.75].
En ce document lI'approche numérique est appliquée a un élément isoparametrique de membrane
de huit-nceud mais devrait étre valide pour n'importe quel genre d'élément fini [Bjor. 84]. En
1985, des dérivés analytiques pour des matrices des éléments finis, en respectant la conception de

variables, sont décrits. Ces dérivés sont faits en détail pour un élément membranaire
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isoparamétrique a 8 nceuds [Bjor. 85]. Durant I’année 1985, Jones et al ont développé une
approche (nommee, la méthode hybride contour) en utilisant des éléments isoparameétriques dans
I’analyse des contraintes élastiques et mécanique de la rupture élastique-plastique [Jone.85].
L'analyse géométriqguement non linéaire élasto-plastique des problemes en 2D de mécanique
structurale, basée sur l'application des élements finis isoparamétriques dégénerés, est effectuée
[Krej. 91]. Cheungt et Wanji ont développé une méthode hybride raffinée basée sur une
formulation variationnelle et une approche orthogonale pour les éléments plans isoparamétriques
[Cheu. 92]. Dans le présent article un élément fini isoparamétrique quadrilatere est développé qui
est capable de prédire les contraintes interlaminaires et les effets locaux. Plusieurs exemples
linéaires et non linéaires sont presentés pour illustrer la performance du modéle numérique
développé [Grut. 94]. L’élément fini quadrilatere est formulé pour représenter une surface courbée
élastique (ou non élastique) géométriqguement non linéaire. L'élément isoparametrique proposé est
d'épaisseur constante, et suppose un critere contrainte-plane [Gosli.96]. Kikuchi et al. ont présentée
une modification d'un élément quadrilatére a 8 nceuds qui est largement utilisé dans I'analyse des
éléments finis. Ils ont proposé cet élément qui peut représenter des polyndmes quadratiques
isoparamétriques cartésiennes et quand il est de forme isotrope bilinéaire. lls ont constaté que les
résultats étaient en bon accord avec la formulation de base d'un élément a 8 nceuds. En outre, cet
élément a donné de bons résultats pour les éléments d'ordre supérieur et pour les éléments en trois
dimensions (3-D) [Kiku.99]. L'année 2001 Bolzon, a développé une formulation d'un élément fini
triangulaire avec une interface intégrée via la cartographie isoparamétrique [Bolz.01]. Barlets et
al. (2004) misent en place un programme court Matlab pour intégrer une méthode souple des
éléments finis isoparamétriques. Dans les domaines 2-D avec des frontiéres courbes, de problémes
élastiques ayant ordre quadratique ont été prises en compte. lls ont incorporé des éléments
triangulaires et quadrilateres qui ont permis de raffiner le maillage. lls ont fourni des exemples
numériques pour l'équation de Laplace avec conditions aux limites mixtes pour indiquer la
flexibilité des éléments finis isoparamétriques [Barl.04]. Un nouveau cadre pour I'évaluation de la
sensibilité de la forme de Von Mises fonction de contrainte en utilisant une formulation des

éléments finis isoparametriques [Jame.12].
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Chapitre 02:NOTION DE BASE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

2.1. Introduction

La méthode des éléments finis (MEF) a mis au point dans une clé, la technologie
indispensable dans la modélisation et la simulation de systemes d'ingénierie de pointe dans divers
domaines comme le logement, le transport, les communications, et ainsi de suite. Dans la
construction de tels ingénierie aux systemes avanceés, les ingénieurs et les concepteurs passent par
un processus sophistiqué de modélisation, de simulation, visualisation, analyse, conception,
prototypage, tests, et enfin, la fabrication. Noter que beaucoup de travail est impliqué avant la
fabrication du produit final ou du systeme. C'est pour assurer la maniabilité du produit fini, ainsi
que pour la rentabilité. Ce processus est souvent de nature itérative, ce qui signifie que certaines
des procédures sont répétées sur la base des résultats obtenus au courant stade, de facon a obtenir
une performance optimale au moindre co(t pour le systeme a construire.

Par conséquent, les techniques liées & la modélisation et la simulation de maniére rapide et
efficace joue un réle de plus en plus important, résultant de I'application de la MEF étant multiplié
a de nombreuses reprises pour cette raison. La MEF a été d'abord utilisé pour résoudre les
problemes de I'analyse des contraintes, et a depuis été appliquée a de nombreux autres problémes
comme l'analyse thermique, analyse des flux de fluide, analyse piézo-électrique, et bien d'autres.
Fondamentalement, I'analyste cherche a déterminer la répartition d'un domaine variable comme le
déplacement dans I'analyse des contraintes, la température ou le flux de chaleur dans une analyse
thermique, la charge électrique dans l'analyse électrique, et ainsi de suite. La MEF est une
méthode numérique recherchant une solution approximative de la distribution de champ variable
dans le domaine du probleme qui est difficile a obtenir analytiquement. Il est obtenu en divisant le
domaine du probléme en plusieurs éléments, lois physiques sont ensuite appliquées a chaque petit
élément, dont chacun a en genéral une trés simple géométrie [Lui.03].

Pratiguement la MEF C'est une méthode mathématique d'intégration numérique des
équations aux dérivées partielles mises sous forme variationnelle.

Tous les problémes de calcul de structures élastiques se raménent a un systeme d'équations
aux dérivées partielles qu'il est souvent impossible de résoudre analytiquement.
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2.2. Deéfinition d'un élément fini
2.2.1.Les nceuds géométriques
Nous choisissons un ensemble de n points, sur le domaine V, qui servira a définir la
géométrie des éléments. Ces points, appelés naeuds géométriques, peuvent éventuellement
coincider avec les nceuds d'interpolation. Puis nous remplagons le domaine V par un ensemble
d'éléments V® de formes relativement simples. Chaque élément V° doit étre défini analytiquement
de maniere unique en fonction des coordonnées des naeuds géométriques qui appartiennent a cet
élément, c'est —a-dire qui sont situés sur V° et sur sa frontiere [Ml10i.81].

2.2.2. Attributs d'un élément fini

Un découpage artificiel (par I’imagination) d’un milieu continu en €éléments finis permet
d’isoler un de ces ¢éléments pour 1’étudier et établir les caractéristiques. L’identification d’un
élément fini comprend les points suivants :

+Géométrie : un élément fini peut étre un segment de droite ou de courbe, triangulaire ou
quadrilatére (plan ou courbe), tétraédre, prismes ou hexaedre (brique). Les frontiéres entre
les éléments peuvent étre respectivement des points, des segments de droite ou de courbe,
des faces planes ou courbes.

+Matériau : le matériau de 1’élément est défini par une loi de comportement
(Loi de Hooke isotrope ...etc.).

+Nceuds : les neeuds définissent la géométrie et assurent la connexion des éléments les uns
aux autres ; ils occupent les sommets, les milieux des arétes et faces .....etc.

+Degrés de liberté : la fonction d’approximation (en général le champ de déplacements ou
champ de potentiels) est exprimée en fonction des valeurs particuliéres qu’elles prennent
aux nceuds, valeurs qui deviennent les inconnues nodales. L union, par leurs degrés de
liberté nodaux communs des différents éléments adjacents, permet de reconstituer la
solution compléte (assemblage) tout en veillant a respecter certaines régles, dites critéres
de convergence.

*Forces nodales : a travers les neeuds transitent des forces associées aux degrés de liberté.
Elles sont dues aux charges appliquées a 1’¢lément (poids propre, charge uniforme,
température ....etc.).

Ces parametres d’identification permettent de construire les deux caractéristiques clés d’un

élément fini qui sont sa matrice de rigidité et son vecteur de force.
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2.2.3. Repreésentation des éléments finis

Nous distinguons trois familles correspondantes a des différents types d’éléments finis a
une, deux, trois dimensions, chaque élément est identifier par sa forme géométrique, le type de
courbe ou de surface qui forme sa frontiére, ainsi que le nombre des nccuds géometriques.

a)Les éléments unidimensionnels : barres, poutres rectilignes ou courbes utilisées de facon
individuelle ou associées a des plaques pour modéliser les raidisseurs dans un voile.

b)Les éléments bidimensionnels : élasticité plane, plaque en flexion, coques courbes, de
forme triangulaire ou quadrangulaire.

c) Les éléments tridimensionnels : éléments de volume ou coques épaisses.

d)Les éléments axisymétriques : qui constituent une classe bien particuliere :
toutes a section triangulaire ou quadrangulaire, cogues conique ou méridienne courbe.

2.3. Procedure de la méthode des éléments finis

Les procédures standard de la MEF peuvent étre résumées comme suit :
2.3.1.Discretisation de domaine

Le corps solide est divisé en N, éléments. La procédure est souvent appelée maillage, ce qui
est généralement réalisée en utilisant ce qu'on appelle des pre-processeurs. Cela est
particulierement vrai pour les complexes géométries. La figure 2.1 montre un exemple de
maillage pour un solide a deux dimensions.

Le pré-processeur génére un numéro unique pour l'ensemble des éléments et des noeuds du
solide ou de la structure d'une maniere appropriée. Un élément de liaison est formé par les nceuds
d'une maniere prédéfinie conforme afin de créer la connexion de I'élément. Tous les éléments
forment ensemble la totalité du domaine du probléme, sans aucun espace ou chevauchement. Il est
possible que le domaine se composent de différents types d'éléments avec différents nombres de
nceuds, aussi longtemps qu'ils sont compatibles (pas de trous et chevauchement; la condition
admissible (a) exigé par le principe de Hamilton) sur les frontieres entre les différents éléments.

La densité du maillage dépend de I'exigence d'exactitude de I'analyse et les ressources de
calcul disponibles. En regle générale, un maillage plus fine donnera des résultats qui sont plus
précis, mais augmentera le colt de calcul. En tant que tel, le maillage n'est généralement pas
uniforme, avec un maillage plus fin utilisé dans les zones ou le gradient de déplacement est plus
grande ou lorsque la précision est essentielle a lI'analyse. Le but de la discrétisation du domaine est
de rendre plus facile a assumer le schéma du champ de déplacement. [Lui.03].
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Figure 2.1 : Exemple d'un maillage avec des éléments et des nceuds correctement numerotés.

2.3.2. Interpolation déplacement

2.3.2.1. Introduction

La meécanique linéaire des solides obéit & une forme forte dont I'ordre des dérivées vaut
2 (2m = 2), ordre qui est réduit a 1 dans la forme faible (principe des déplacements virtuels).
Dans un tel cas, la convergence demande une interpolation C! dans I'élément, une
continuité C° aux frontiéres et un polynéme complet au degré 1 au moins (donc linéaire).

Construire des fonctions d'interpolation remplissant ces conditions est généralement aisé.

En fait, outre I'élasticité, beaucoup de problémes physiques ont une forme différentielle

d'ordre deux : conduction thermique, écoulement souterrain, torsion de Saint-Venant,

potentiel électrique, fluide parfait, certaines théories de structures, etc.
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Il en résulte que les éléments finis a continuité C° aux frontiéres ont été (et sont encore) les
plus étudiés et les plus employés. D'ou I'appellation simplifiée d’élément C°,
d'interpolation C°, de continuité C°, etc [Fran.91].

2.3.2.2. Interpolation 1-D

L'élément fini est un segment de droite de longueur 2a au centre duquel on choisit l'origine
des abscisses i (fig. 2.2a). Il est souvent avantageux d'utiliser la coordonnée naturelle (fig. 2.2b)

§=§f01S§S1) 2.1)

Dans l'interpolation paramétrique, I'approximation polynomiale est

p+1
ux) = by +box +bgx? +....+bp 1 xP = Z:bix‘*l = P(X)p
i=1
Pour un élément fini ang(z ng) nceuds, on retient les n; premiers termes
(n;=2; n;=n, = p+1).
Les nceuds sont choisis équidistants.

CHy x,u o £
L G —— —— —— 1 e e e
L—u —ll--l—ﬂ.——| |~——1—--——-] —.-I
(a) ib)

Fig. 2.2 : Element1-D: (a) coordonnée cartésienne x (-a =X= a) ; (b) coordonnée naturelle
E(-1=¢e=1).
(La position des nceuds dépend de l'interpolation choisie ; fig. 2.3.)

Les fonctions d'interpolation sont trés simples a construire: ce sont les polyndmes de degré

p =n; - 1, successivement unités en un neeud et nuls aux n; -1 autres neeuds. La figure 2.3 montre
ces fonctions pour des éléments a 2, 3 et 4 nceuds, conduisant a des interpolations linéaire,
quadratique et cubique.

On recourt rarement & une interpolation supérieure au degré p = 3, car la matrice de rigidité

croit en complexité ; de plus, clic est pleine et augmente la largeur de bande lors de I'assemblage.
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Remarque
1. Les fonctions de la figure 1.3 sont des polyndmes d'interpolation de Lagrange, dont I'expression
générale est
+1 _ . _ B B ~ B
LP (x)zlp—[ X=X, (XXX =X )X =X )X =X )X =X, )X =X )

j=1 Xi =X ) (Xi _Xl)(xi _XZ)"'(Xi _Xi—l)(xi _Xi+l)"'(xi _Xp)(xi _Xp+1)

(2.2)

L (x)est un polyndme de degré p, qui passe par p points x;(j#i) et vaut 1 au point restantx;, soit,

LP (xj )= 5, 2.3)

Avec (1) & = x/a, il est clair que L (x)=L{ (¢). Enfin, la somme des fonctions d'interpolation

doit étre égale a l'unit

p+1 ny
;Llp :éNi =1 (2.4)

afin de représenter le mode rigide (u = cste).

2.3.2.3. Interpolation 2-D
2.3.2.3.1. Continuité aux frontiéres

On doit, rappelons-le, assurer la continuité tout le long d'une frontiére séparant deux

éléments, a l'aide des seules valeurs nodales communes.

Nal) = e+ 1) (e-3) € - 1)
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R 1
Nil§) = &€ —1)
L

£y = i)

I
‘ NalEl = (1 +E)N1—£)
) 27 1y
Na(€) = == (€ n(.s | ?) (£ -1)

(1) :

Fig. 2.3 : Fonctions d'interpolation lagrangiennes : (a) linéaires ; (b) paraboliques ;
(c) cubiques.

Pour une interpolation polynomiale, le champ inconnu est aussi un polyndme le long d'une
frontiére. Par conséquent, avec des polynémes complets, on assure la continuité C° si, pour un

polyndme de degré p sur une frontiére, on place p + 1nceuds le long de cette frontiére [Fran.91].

2.3.2.3.2. Eléments finis triangulaires

On construit quasi spontanément des éléments triangulaires an; = (p+1) (p + 2)/2 nceuds

(fig. 2.4), correspondant a un polynéme complet de degré p en les variables indépendantes x et y,

avec continuité C° du méme degré sur chacune des trois frontieres.

4

In_
([

()

Fig. 2.4 : Eléments finis triangulaires avec continuité C°:(a) linéaire ; (b) quadratique ; (c)
cubique.
Le polynéme d'interpolation s'‘écrit (composante u par exemple)

u(x,y)=b, +b,x +by +b,x * +b.xy +b,y? ot D hiyaye =P (x,y)p (2.5)
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et ses termes apparaissent naturellement grace au triangle de Pascal (fig. 2.5).

Toangle Degre p Mombre de ermes
1 constant 4] 1
r W linéaire 1 R
w2 xy y: quadratique 2 fi
x .r‘zy :t'_r,.II yn cubigue 3 10
P r:s_t,r _1‘.'?”2 J‘_F_.':s _i,r"' fquartique 1 15
P :r'ly 3 y: :r"rg,r""' rg,«" y'_’ fuintigue 0 21

Fig. 2.5 : Triangle de Pascal.

Dans les éléments finis destinés aux calculs basés sur la convergence h on ne dépasse
pratiqguement jamais le degré 3. La matrice C peut toujours étre inversée sans difficulté.
On peut aussi dessiner aisément les fonctions d'interpolation (fig. 2.6) et par suite en

chercher les équations. On veérifie que leur somme vaut 1

Fig.2.6 : Fonctions d'interpolation du triangle quadratique.

2.3.2.3.3. Eléments finis rectangulaires
Placant l'origine des coordonnées au centre de I'élément rectangulaire, de dimension
2a x 2b, on définit avantageusement les coordonnées naturelles
X y
a b (2.6)

qui valent £1 sur les frontiéres du rectangle (fig. 1.7).
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En partant de l'interpolation de Lagrange a une variable indépendante, on peut, pour les

domaines rectangulaires, construire deux familles de fonctions d'interpolation.

IS/
(a,b)(1,1)
$ , e [
b . 1
N = ¢
b "'( Py
L ¥
[ —>te—Q—e

Fig. 2.7: Elément rectangulaire et ses coordonnées carte siennes (x, y) et naturelles (. n).

» Famille de Lagrange
Les nceuds sont placés aux intersections des lignes d'un quadrillage régulier (fig. 2.8) et les
fonctions d'interpolation peuvent s'obtenir par le produit des polynémes de Lagrange de chacune

des coordonnées x ety, ou et n. L'élément cubique est, déja, rarement utilise [Fran.91].

4 3
1 N,(&n7)=L(&)Li(7)=0-&)A-n)/4
@) N,(&n)=L(&L(n)=A+5)A-7)/4
N, (&7)=LL (&)L (7) = A+ E)A+7)/ 4 @D
t : N, (&7)=LH (&)L (7)=@-E)A+n)/4
' ] N, (&7)=L2(E)L2(n)=En@—EA-n) !4
)y ¥ N (& n)=L3(E)LE (7)=—nA+E2)A—7n)/2 (2.8)
| Ny (£.7)= L2 (£)L (n) = A~ A7)
1 5
T N,(&n)=L (&)L (n)
ol 5 ] N, (&n)=L5 (&)L (n) 2.9)
[ 2] Ny (&.7)=L5(£) L5 ()
1 2

Fig.2.8 : Famille des rectangles de Lagrange et quelques fonctions d'interpolation :

(@) élément bilinéaire ; (b) élément biquadratique ; (c) élément bicubique.
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La figure 2.9 montre les fonctions d'interpolation typiques de I'6lément quadratique.

La fonction du nceud central s'appelle une fonction bulle, pour des raisons évidentes ; elle
s'associe a des degrés de liberté internes qui peuvent étre condensés. En tout point, la somme des

fonctions vaut 1.

Fig. 2.9 : Fonctions d'interpolation typiques de I'élément biquadratique

L'interpolation paramétrique u = Pp compfend les termes contenus dans un losange issu du
triangle de Pascal, comme l'indique la figure 2.10. Le polyndme est complet jusqu'au degré p, puis
incomplet jusqu'au degré 2p. Sur des lignes x (ou {) = cste, ou y (ou n) = cste, l'interpolation est

compléte au degré p.

modes de
I"élément
biguad ratigue

Fig. 2.10 : Termes de l'interpolation polynomiale des rectangles de Lagrange.

» Famille de Serendip
Ces éléments sont construits sans nceuds internes (fig. 2.11).1ls sont donc plus simples que

les précédents et, souvent, préféres. Les fonctions d'interpolation sont faciles a visualiser. En tout
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point d'un élément, leur somme est encore unité. L'élément bilinéaire est identique a celui de la

famille de Lagrange [Fran.91].

fa)

neeuds diangle s Np = (14 801 + o [ EE; + oy — 1)/4;
nieuds médians: sig; = 0 N; = (1 4+ ££00(1 —ﬂ:jf?; S L =00 Ny o= (14 il —EEJ.IE
(i = numéro du neeud ; (£, 17;) = coordonnées du neeud £ )

(d)

Fig. 2.11 : Famille des rectangles de Serendip : (a) élément bilinéaire ; (b) élément biquadratique

; () élément bicubique ; (d) fonctions d'interpolation de I'élément biquadratique.

L'interpolation paramétrique est encore issue d'un triangle de Pascal (fig. 2.12).
Tant que p =3, le polyndéme, de degré p + 1, est complet au degré p. Quel que soit p, il
demeure complet au degré p sur les lignes x(ou ¢)= cste, ou y(ou n) = cste. En pratique, on ne

dépasse guere p = 3.

modes de
I"élément
bicubique

Fig. 2.12 : Modes de l'interpolation polynomiale des rectangles de Serendip.
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Remarques

1.Les coordonnées (X, y) ou ( n)d'un domaine rectangulaire ont un caractére local.
2. Les polyndmes devant étre au moins complets au degré p = m, il est permis d'omettre des
termes dans les degrés supérieurs.

3. D’ordinaire, il faut éviter les dissymétries vis-a-vis des coordonnées (x,...) ou (C,...), sinon on
favorise I'une d'entre elles au détriment d'une autre et I'6lément a un comportement déséquilibré.
Plus généralement, la structure des polyndmes doit étre conservée lors d'une transformation des
coordonnées (translation et rotation) ; cette propriété, appelée isotropie géométrique, est garantie
pour les polyndmes complets, ou incomplets mais de structure symétrique.

4. Lorsque le champ est vectoriel, les polyndmes doivent étre tels que les composantes de la
déformation soient du méme degré quand elles sont de méme nature, sinon on favorise une

composante par rapport a l'autre et, comme précédemment, on déséquilibre la réponse de
I'élément. Par exemple, en élasticité plane, les composantes &y et &y doivent étre de méme degré
(donc u(x, y) et v(x, y) aussi) .

5. Poussant plus avant la méme idée, si, dans une composante du tenseur déformation,

interviennent plusieurs composantes du déplacement (couplage), alors chaque terme devrait étre
du méme degré. En élasticité plane, »xy =ou/oy +ov /ox couple u(x, y) et v(x, y) qui, dérivés une
fois, doivent donc étre interpolés au méme degré (méme exigence que ci-dessus). Par contre, dans

une poutre de Timoshenko, oul # =dv /dX —a , le champ v(x) devrait étre d'un degré supérieur au

champ a(x) [Fran.91].

2.3.2.4. Interpolation 3-D

On élabore, de la méme maniére, des éléments tridimensionnels, en forme de tétraédre,
parallélépipéde rectangle (hexaédre), prisme a base triangulaire, etc. (fig. 2.13).

La continuité aux frontieres a maintenant lieu sur les faces : les déplacements nodaux

doivent définir le champ inconnu univoquement en tous les points d'une face [Fran.91]
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{a)

b i)

Fig. 2.13 : Eléments tridimensionnels : (a) tétraédres a 4 et 10nceuds ;
(b) briques a 8et20nceuds ;(c) prismes a 6 et 15 neeuds.
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Chapitre

3




Chapitre 03: ELASTICITE PLANES

3.1. Introduction

La méthode des éléments finis est une méthode générale d’analyse structurale dans laquelle
une structure continue est remplacée par un nombre fini de points « nceuds ».
Tous les matériaux possédent a un certain degré, la propriété d’étre élastique, c'est-a-dire que si
les forces extérieures, provoquant la déformation d’un corps, ne dépassent pas une certaine limite,
la deformation disparaitra au méme temps que les forces qui lui donnent naissance.
Pour ces matériaux élastiques, il existe une théorie dite « théorie d’élasticité » qui permet
d’étudier le comportement des solides réels sous 1’action de différents systémes de forces.
Nous présentons dans ce chapitre, une bréve analyse des équations de base qui définissent les
relations entre contraintes et déformations dans le cas bidimensionnel. Dans ce cas dérive les cas

particuliers de 1’¢lasticité plane (état plan de déformation, état plan de contrainte).

3.2. Les équations générales d’élasticité
3.2.1. Les contraintes
3.2.1.1. Notion de contrainte

Soit un solide en équilibre comportant 2 parties 1 et 2 limitées par une section S,

Lh

Figure 3.1: Equilibre d’un solide.

Son état d’équilibre permet d’établir que la somme vectorielle des forces issues de 1 et

agissant sur 2 d’une part, et de 2 agissant sur 1 d’autre part, est nulle :

-

Fio+Foa=0.

L’équilibre de chacune des parties, 1 par exemple, est donc Caractérisé par I’action des forces
extérieures de volume et de surface qui lui sont appliquées mais également par les forces
intérieures exercées par la partie 2 sur la section S.
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On définit donc le vecteur contrainte f, comme étant la limite de (:j—F lorsque la surface dS tend

vers zero. Quand dS est considérée dans le plan yz, ce vecteur Fl peut-étre décomposé en trois

composantes : une normale a cette surface et deux dans son plan. La premiere, égale
dF,

ao, =0, =|im , est appelée contrainte normale alors que les deux autres, notées

dsS—0

dF, sont dites de cisaillement.

_ . dF, .
respectivement 7, = ||m —Letr, = ||m
dS—0 dS dS—0

/ dS
e

Figure 3.2: notion de contraint

En répétant 1’opération pour les plans xz (ﬂ ) et xy (ﬂ ), deux contraintes normales et quatre
de cisaillement viennent s’ajouter aux trois précedentes, soit o, ,7,,7, pour le premier et

O, 1Ty » Ty POUr le second. Finalement, les vecteurs contraints ont pour expressions :

O-xx O-yx sz
fo=17y (ifa=17, 1fa=17, (3.1)
(4 T T

La convention de signes la plus souvent retenue dans les logiciels éléments finis est

d’associer une contrainte normale positive a une traction [Caze.10].
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3.2.1.2. Equations internes

L’¢tude de I’équilibre d’un €lément fini infiniment petit de cotés dx, dy, dz, soumis a des
forces internes de volume f.”,f *,f ,” permet d’établir dans un premier temps la réciprocité des

contraintes de cisaillement. En effet et en se basant sur I’équilibre des moments, on peut déduire

pour :

L’axe z

dYMy, =0

0 0
T+ 0 gy |dydz d—X+(rX .dydz)d—x— r + % dy laxdz d—y—(rx.dxdz)d—yzo
o g \Pw 2 || Ty 2 By 2

+8rxy d_x_(%yX d_y:O

= Txy — Tyx ox ay 2
5 T
s T ar.
g, =0, +— dy PR rr mr 2y
% ” ¥ ¥x f:|1|_' g,
4 - )
Fd
r
1 ‘{
' —
Py o,
L Ty T =f, +—dx
. N0y
] - -
Tar o : > i,
Oy P ’: Ty I o, =0, +— dx
+ = - -I' 1 T . X
o |1 e |
I ! T xz
i
v Koo Di:— -----------
Ty .+ Oy T""I"\
- T'l"K # A
. -+ - - =i ) d
# 1 LY z
Y : s
) .* %
8} \\
% Y A .
dx Y 0T,
: - > Nemm o T =T_ + dz

Figure2.3:Equilibre de volume.
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D’ou

Ty =Ty (3.2)

Et les deux autres axes x et y
T, =7, etr, =1, (3.3)

Le nombre de contraintes de cisaillement se réduit donc a trois. Les six valeurs caractérisant

I’¢état de contrainte peuvent alors €tre regroupées au sein d’un vecteur de composantes :

{O‘}T ={0'XX Oy 0, Ty Ty, TXZ} (3.4)

Maintenant et en effectuant la somme des efforts suivant x, I’équation d’équilibre

correspondante permet également de montrer que:

oo or,,
> F, =0<:>(aXX +—2dx jdydz +| 7, +—2-dy |dxdz
OX oy

+(rzx +aaTAdz dedy -o,dydz -7, dxdz -z, dxdy +f “dxdydz =0
z

0
:80' Tyx+61'ZX A2 =0
OX oy oz

Soit apres extension de I’opération aux deux autres axes :
00, + oy + 0Ty +f’=0
ox oy o

0 0 0
Txy + ny + sz +f v :0C>diV (O-)+f :O (35)
ox oy o’
0
(%XZ n z-yz +86H +f v =0

Ces trois équations sont généralement appelées équations d’équilibre de volume.
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3.2.1.3.Equations externes

Figure 3.4 : Equilibre de surface.

Soit un tétraédre OABC infiniment petit dont I’aire ABC, notée ds, constitue la surface du

milieu solide.
f S

Sachant qu’une charge répartie f°de composantes 1’ est appliquée sur cette surface et que les
f;

cosinus directeurs de la normale au plan ABC sont notés I, m et n, 1’équilibre du tétraédre se

résume a un systéme de trois équations :

S

f,ds =lds.c,, +mds.z,, +nds.z,,
S —_—

f,)ds =lds.z,, +mds.c, +nds.z,

s —
f/ds =lds.z,, +mds.z,, +nds.c,,

Soit aprés simplification :
-30 -



s __
fo =lo, + m.z,, + N.z,

S
fx O yx Tyx T2x I |
s __ S — 36
f =l ,+mo, +nz, =< f 7, o, 7, |imr=[c]{m (3.6)
fzs Tyz Ty, O, n n

S —_—
f;, =lz, +mz, +noc,

z

Ces équations d’équilibre de surface correspondent en fait aux conditions aux limites du

systéme d’équations aux dérivées partielles (3.5). [c] est appelé tenseur des contraintes.
3.2.1.4. Les équations de compatibilité

Quand on connait les déplacements, il est simple de determiner les déformations.Mais le
probléme inverse n'est pas aussi simple : 3 composantes pour le déplacement et 6 composantes
pour le tenseur des déformations. On a donc 6 inconnues et trois équations : le probléme n'a pas
de solution unique. Cela est di au mouvement du corps solide : Rotation d'ensemble, translation
(Mécanique des milieux indéformables). Il existe des relations de compatibilité pour soulever ces

indéterminations qui sont :

- . —&,. =0 (3.7)

¢ + & ik, jl jlik

ij kI k1 ,ij
Cette équation générale permet d’exprimer six équations de compatibilité en élasticité

tridimensionnelle.

3.2.2 Les déformations

3.2. 2.1 Notion de déformation

L’action des forces extérieures sur un solide déformable entraine pour chacun des points de
sa géométrie un mouvement pouvant étre décomposé en trois phases distinctes : une translation
d’ensemble (mouvement de corps rigide en translation), une rotation d’ensemble (mouvement de

corps rigide en rotation) et enfin une déformation pure.

La déformation qui correspond a un mouvement relatif par rapport a un référentiel donné,
peut suivre plusieurs hypothéses comme celles des petites ou grandes déformations mais

également étre associée a des petits ou grands déplacements [Caze.10].
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3.2. 2.2 Déplacements

Le mouvement d’un point de O vers O’ caractérisé par le vecteur q peut-étre décomposé

dans un systeme xyz en 3 composantes u, v, W, qui représentent les déplacements de ce point sur

les axes de référence soit :
g=ui+v.j+wk (3.8)
On définit par ailleurs la norme du déplacement comme étant :

||q’||:f\}u2+v2+w2 (3.9)

Ces déplacements u, v ou w sont généralement des fonctions de x pour les poutres, de x ety pour

les plaques et coques, de X, y et z pour les solides.

Figure 3.5:déplacement d’un point

3.2. 2.3. Relations entre déplacements et déformations

En considérant dans un premier temps un état plan de déformation dans le plan xOy.

Les déformations normales et distorsion angulaire peuvent étre obtenues en posant que :
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ou
AD —AD dx +v +—dx —u —dx

£, = lim =———"—— lim X _u
-0  AD dx -0 dx OX
o (3.10)
. dy +v +—dy —u —dy
__AD-AD | oy ov
£y =|lim— = lim 0
dx >0 AD dx -0 dy ay
7 = lim (E—B'A'D'j=ﬂ+a—u (3.12)
oo\ 2 ooy

La généralisation de cette approche bidimensionnelle aux deux autres plans permettra

d’obtenir :
ou v du
gxx = j/xy = — 4+ —
OX ox oy
ov o ow
Wiy T Ta Ty (3.12)
ow ou ow
€y =7 VT +—
oz oz X
d’ou I’expression genérale des composantes du vecteur des déformations :
T
e} =les & &0 7y Vo Vo) (3.13)

L’expression (3.12) pourra également étre exprimée sous la forme matricielle suivante :
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i 0 0
OX
0 i 0
XX ay
&
;y 0 0 éz U
2z 7
&y = v 3.14
te} Ywl|| 0 O 0 |lw (319
Y2 oy OX
7ello 2 9
oL oy
9 4 9
| 07 OX

Figure 3.6:Déformations planes.

3.2. 3. Relations entre déformations et contraintes

Restant dans le domaine ¢lastique linéaire, I’application de la démarche précédente aux
deux autres axes y et z, amenerait immanquablement & des résultats similaires (permutations
croisées des indices X, y et z). De ce fait et toujours en raison de la linéarité, la relation
tridimensionnelle entre déformations et contraintes normales peut étre obtenue par superposition

des trois états d’équilibre suivant X, y et z soit :
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m|+~ M|~ M|~

—
Q
<

&
—_
§Q
+
Q
_
.

De plus, il est également possible via un essai de cisaillement pur de montrer qu’il existe des

relations linéaires entre contraintes et déformations de cisaillement telles que :

TXY. TYZ. sz —_ E
==Yy ==V = avec G= 3.16
P =g Tg e TG 2(1+v) (3.16)
D’ou la relation finale entre déformations et contraintes :
1Y Y 5 0 0
E E E
v i v 0 0 0
E E E
trioo
{e}=[D]{c} avec [D]= 1 (3.17)
0 0 0O =— 0 O
G
0 0 0 0 i 0
G
0 0 0 0 O i
L G |

3.2.4. Relations entre contraintes et déformations

L’inversion des expressions (3.15) et (3.16) permet de déduire les contraintes a partir des

déformations, soit :
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E
Oy :W[gxx (1—V )+V (gyy +&, ):|

E
O'yy :m[f;yy (1—V )+V (gxx +&, )}

E
0, :W[tfu (1—V )+V (gxx +8yy )] (318)
Ty =G .7y
7, =Gy,
TXZ :G '7/XZ

Soit sous forme matricielle :
{o}=[H |{¢} (3.19)

Avec
[1-v v v ]
l1-v v
v v 1-v 0 0 0
1-2%
E 0 0 0 —= 0 0 1
H1z -[D
4] (1+v)(1-2) 2 [P]
0 0 0 0 ﬂ 0
2
0 0 0 0 0 ﬂ
L 2

Ce qui permet de démontrer que [H] n’est pas définie pour v =0.5.
3.2.5. Etat plan de contrainte et de déformation
+Déformation plane
Considérant un solide de section transversale constante, I’hypothése de déformation plane

consiste a considérer un comportement plan identique quelle que soit la profondeur. En d’autres

termes, le solide peut étre décomposé en « tranches » d’épaisseur unitaire, le calcul se limitant a

I’étude d’une seule de ces tranches.

-36 -



Figure 3.7 :Etat plan de déformation.
En conséquence, toutes les déformations associées a 1’axe transversal, z en l’occurrence,

seront prises égales a zéro.

Onadonc:

&y =Va =7, =0¢t 7,=7,=0 (3.20)

Xz yz

En remplacant (3.20) dans (3.19), la relation contrainte-déformation devient pour les

déformations planes :

- c 1-v v 0 Ey
=————| v 1-v 0 £ 3.21
Do [~ v ) (1= ) Z (3.21)
Ty 0o o 2|
L 2
De (2.15), on déduit également que :
o,, =V (O‘XX +o,, ) (3.22)



+Contrainte plane

A P’inverse de 1’état de déformation plane, I’hypothése de contrainte plane suppose que
toutes les contraintes associées a I’axe transversal, z en 1’occurrence, sont nulles.

On adonc:

0, =7, =7, =0 et 5, =y, =0 (3.23)

y24

X
CJ': = G —_—
J.'U.'
J._.
|

Figure 3.8:Etat plan de contrainte.

(3.15) permet d’établir que :

v
&, :—E(O'XX +0'yy) (3.24)
Mais également que : i
O £ 1 0 Epy
Oy (=T v 0 |ie, (3.25)
Ty 00 1=V | 7y
L 2 ]

Cette approche étant directement applicable aux éléments de faibles épaisseurs, les éléments

membranes, plaques et coques suivront cette hypothése de contrainte plane.
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3.3. Les equation fondamentales de I’élasticité plane
3.3.1. Leséquations d’équilibre

3.3.1.1. Les équations différentielles d’équilibre
En annulanto,,, o5, ,0,, et en adoptant f'et f' pour les composantes des forces

volumiques dans la direction x et dans la direction y respectivement, les équations d’équilibre
s’écrivent :

0
™ +—UXy +f"'=0

ox oy
(3.26)

60-_W+ﬂ+ f v =0

ox oy '

3.3.1.2. Les conditions de contour

Soient cos(«) et sin(er) les cosinus directeurs de la normale extérieure au contour du

disque en chargement plan. Soient f et fysles tractions superficielles imposées sur le

contour. La définition du tenseur contrainte permet d'écrire:

S

(3.27)

S

0 COsa+o, sina=f,
oyCosa+o,sina=f,

Figure 3.9: Conditions de contour en contraintes planes.
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Ces conditions expriment I’équilibre de translation selon les deux axes coordonnée du

prisme élémentaire sur la figure 3.9.

3.3.1.3. Changement d'axe

/,:E;llll!ng

O aa

21

O aa

Figure 3.10: Contraintes sur deux facettes orthogonales.

Soient 1 et 2 les directions principales des contraintes (o,,=0) et >,,%, (figure 3.10) les

contraintes principales. Dans ce cas on montre que 1 et 2 sont aussi les directions principales

des déformations. Les formules de changement d’axes établies pour le tenseur des contraintes en

3 dimensions prennent des expressions particulierement simples en contraintes planes ou en

déformations planes :

o,,=2,C08’a+Y,sina |¢,, =& cos’a+e,sin’a

-, - (22 fljsin(za) = (gz ;‘%jsin(za)

3.3.2. Leseéquations de compatibilité et le potentiel des contraintes

Dans le cas tridimensionnel, les équations de compatibilité s’écrivent précédant.

0 0 0 0 0 0 0 0
~ Ao Gi T A A Sk T A A
X, OX, OX; OX; OX

=40 -
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Si les déformationse,,,&,, sont nulles et que toutes les autres déformations sont
indépendantes de z, les équations de compatibilité se réduisent a I’unique équation :
2 o’ o’
Tw T % %% _g (3.29)
oy OX oxoy

Comme dans le cas tridimensionnel, les équations de compatibilité peuvent étre exprimées

en fonction des contraintes. En contraintes planes ou déformations planes, on part ce pendant plus

souvent de la fonction d'Aliry.
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Chapitre

FORMULATION ISOPARAMETRIQUE DE
QUELQUES ELEMENTS FINIS




Chapitre 04: FORMULATION ISOPARAMETRIQUE DE QUELQUES
ELEMENTS FINIS

4.1. Introduction

La famille des éléments isoparamétriques a été introduite pour la premiére fois par Taig
[Taig.61], d’ou provient le premier ¢lément isoparamétrique rectangulaire a 4 noeuds, par la suite
Irons [Iron.68] a prolongé ces idées pour formuler des éléments isoparamétriques a polynémes
élevés. Cette famille est appelée isoparamétrique car les mémes fonctions d’interpolations sont
utilisées pour définir aussi bien la variation des déplacements de 1’élément que sa géométrie. La
procédure de base consiste a exprimer les coordonnées de 1’élément et ses déplacements par des
fonctions exprimées en termes de coordonnées naturelles de 1’élément. Un systéme de
coordonnées naturelles est un systeme local défini par la géométrie de 1’élément et non pas par
son orientation dans le systeme global, de plus ces systemes sont habituellement arrangés de telle

facon a ce que les coordonnées naturelles aient la valeur unité a la premiére limite externe.

D’habitude dans la MEF on choisit un maillage carré ou triangulaire mais rien n'interdit de choisir
des maillages plus complexes. Il n'est pas non plus nécessaire que le maillage soit régulier et I'on a
tendance a resserrer le maillage pres des endroits d'intérét (par exemple aux endroits ou l'on pense
que la solution va beaucoup varier) ; cependant, il faut veiller a avoir des éléments faiblement
distordus (se rapprocher d'un polygone régulier). Plus ce maillage est resserré, plus la solution que
I'on obtient par la méthode des éléments finis sera précise et proche de la « vraie » solution de

I'équation aux dérivées partielles.

Différentes familles d’éléments finis isoparamétriques basées sur différentes formulations,
notamment la formulation en déplacement et en contraintes, ont été proposées dans la littérature,
cependant, 1’utilisation de I’intégration analytique pour la construction de la matrice de rigidité
pour les €léments & modéles en déformation jusqu'a un temps récent reste évidente, ce qui est dans
la plus part des cas un inconvénient majeur [Rebi.13b].

Dans cette optique ’objectif de ce chapitre est de faire en premier lieu une reformulation des
éléments rectangulaires Q4 et I'élément SBRIE [Sabir 95a] et introduire sur ces éléments la notion

d’isoparamétrie. Cet élément basé sur le champ de déformation a une forme rectangulaire,
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cependant on peut imaginer qu’il peut avoir une forme irréguliére ou distordue ou les
interpolations quadratiques sinon cubiques définissent le domaine géométrique.
La bonne représentation des bords courbes est exigée souvent pour une modélisation correcte au
contraire des éléments a bords droits qui exigent des maillages fins et grossiers.
L’isoparamétrie donc a pour but de systématiser 1’utilisation des variables réduites et de générer

des éléments a bords courbes ce qui est efficace pour certaines discrétisations [Rebi.13b].

4.2. Formulation isoparamétrique de I’élément membranaire Q4

Pour une utilisation le plus possible pratique de I’isoparamétrie, il est nécessaire de passer par les
étapes suivantes:

1. La construction des fonctions de forme de 1’élément formulé.

2. Calculs des dérivees des fonctions de forme pour former la matrice de contrainte-déplacement.
3. L'intégration numérique sur I'élément (avec quadrature de Gauss).

Comme base de calcul de la matrice de rigidité de I'élément quadrilatére on met l'origine au
centre de gravité du rectangle et I'élément déformé dans la Fig.4.1, mais avec la numérotation
nodale obtenue, on positionne les nceudsl1, 2, 3, 4 en premier, troisieme, quatrieme et deuxiéme
quadrants respectivement.

Les fonctions de déplacement pour le 8-d.d.1. de I’élément Q4 dans la Fig.4.1 (a) sont
UX,y)=oa, +aX +ay +a,Xy,
V(X,Y)=0+aX +a,y +agXy. (41)

Les coordonnées x ety qui valent (+1) sur les frontieres du rectangle, tandis que les quatre

constantes dans u(x, y) coincident avec des constantes de v(x, y). Les constantes C, (i =1,2,3,4) se

trouvent en substituant des valeurs nodales u, et les coordonnees appropriées, de sorte que :

4
UZZNi(X1y)Ui:[N1 N, Ny N, u, u; u,J,
i1

4 N (4.2)
v=>N;(x,yV; =[N, N, N; NV, v, v, v,T,
i=1
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ou

3y 1
4 ; 1 Q (x1.y1)
1) | Q (1,1
| =1
A - .
(x3.y3)
-1-D & Aa-n oy I 3
2 3 L 4
2 (x2,y2)
(a) X (b)

Fig.4. 1. Elément isoparamétrique bidimensionnel quadrilatére mappé a partir d'un élément

rectangulaire: (a) I'élément réel, (b) I'élément déformé.
1
N O y) =2 @ex)d+y),
1
N,y ) =7 L=x)d-y),

N3(X,y):%(1+x)(1—y), (4.3)

N4<x,y)=%(1—x)(1+y)

Avec la fonction de forme adimensionnelle N. egal a l'unité au point i et zéro ailleurs, ce qui

compléte la définition de I'élément sans dimension rectangulaire.
L'élément de quadrilatere isoparamétrique représenté dans la Fig.4.1(b) posséde les quatre coins
définis par les coordonnées cartésiennes globales (x, y), tandis que I'élément est défini au moyen

de coordonnées curvilignes (&,77) [Zlok.04].

En conséquence, pour I'élément déformé les fonctions de déplacement sont

UZZNi(gin)ui’ V:ZNi(&U)\/i’ (4.4)

Tandis que les fonctions geométriques sont
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x:ZNi(g,n)xi, y=ZNi(§,f7)yi, (45)

ou
(&) =4 @+ O+ ),
N, (&) =%(1—«:)(1—n),
N (€)= L+ E)A-n), (46)

N () =3 @-E)L+n).

La fonction N, (£,7)a la valeur de I'unité au point i et zéro ailleurs, comme dans le cas de la
fonction de forme adimensionnelle N, (x,y ) précedemment décrite [Zlok.04].

En appliquant la méthode de I'énergie, la matrice de rigidité de I'élément rectangulaire peut étre
obtenue par:

K =t j j BT DBdxdy (4.7)

surf
avec
t: épaisseur et [B]: La matrice qui relie les déformations a l'intérieur de 1’¢lément et les
déplacements aux nceuds.

Pour le cas de contraintes plane :

o, e 1 v 0 &,

o, |= v 1 0 &, ou oc=D¢ (4.8)
1-v

Dy 00 %(1— v) L7

Les fonctions de déformation sont exprimées par :
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iy

[u
ou oN, oN, N, N, o %
B ox X X X X u,
S T VA O P P N, o N, o, N, |y, @9)
Y oy oy oy oy oy |lu,
Pwl Jau av | |ON, ON, ON, ON, N, AN, ON, ON, ||,
oy OX | oy OX oy OX oy OX oy OX u,
Vs
Ou
N,
OX
ON; (lu . .
e=| 0 W . =[B]{q.} pouri =1,2,3,4 (est B une matrice 3x8) (4.10)
ON, oN,
oy OX

Puisque les fonctions de forme N; de I'élément déformé sont exprimées par C et n les dérivées
seront modifiées de 0/0x,0/0y a 0/0&,010n par

N, ox oy \[oN, N,
o¢ o0& 0& || ox OX

_ = ] 4.11
N, x oy || oN, N, (4.11)
on on on )L oy oy

Avec [J] la matrice jacobienne de la transformation donnée par :

ON, ON, ON, ON, )\ X, Y, X; Yy

J= o5 05 05 05 ||[X; Y, =1F-‘H7 —QA-n) 1-n -Q+n)|[x; Y, (4.13)
N, ON, ON; N, |[X; Yy | 4[1+& —(1-8) —-(1+&) 1-Sf[x; Y,
on on  On  0n )X, VY, Xe Va4
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4.3. Formulation isoparamétrique de 1’élément (SBRIE)

L’élément SBRIE a deux degrés de liberté dans chacun des quatre nceuds de coins et il est
représenté schématiquement sur la figure (4.2). Les longueurs a et b sont les dimensions de
I'élément dans les directions X et y dans cet ordre.

Vi
Ui

Figure 4.2 Coordonnées des nceuds de 1’élément SBRIE

Les fonctions de déformation et le champ de déplacement qui correspondent a cet élément en

coordonnées cartésiennes sont donnés respectivement par:

e, =a,+ay
(4.14)
£, = a5 +a;X
7xy :aS
U=a, —a,y+a,X+axy—a,y /2+ayy/2
(4.15)

V=a, +a,X—a, X /2+a,y+a,Xy +agx/2
On donne le champ de déplacement en termes de déplacements nodaux de la maniére suivante:

{U}=[NHa} (4.16)

Ou

{Q}z {ul ViU, VUV Uy vy, }T (4.17)
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Et la matrice des fonctions de forme peut étre exprimée par:

IN]=[e(x V]2 (4.18)

La ou la matrice [p(x,y)] et la matrice des coordonnées [4,] sont données dans I'ordre comme

suit :
1 0 -y x xy 0 —y*/2 yI2
lp(x,y)]= X (4.19)
01 x 0 —x°/2 vy Xy x/2
10 -y, x Xy, 0 -05y° 05y,|
2
"0, y,) 01 x 0 -=05x" vy aa 2 0.5x,
( ) 10 -y, X X2Y2 0 -05y,” 0.5y,
P(Xy, Y — 2
[¢e]: 21927 01 x, O 0.5x,” vy, X, Y, 2 0.5x, (4.20)
?(X3,Y3) 1 0 -y, X X3Ys; 0 -0.5y;,” 0.5y,
01 x, 0 -05x° X 0.5x
_(D(X4, y4)_ 3 3 y3 3y3 , 3
10 - Yo X4 XsYa 0 _O-5y4 0-5y4
01 x, 0 -05x° vy, XYy, 05|
De ce fait la déformation assumée
fe} =[x )liA} (4.21)
Avec la matrice de déformation Q
[Q(x. y)]=[L]lw(x y)] (4.22)
OU [L] est ’opérateur différentiel défini comme suit
2
OX
iL]=| o 0 (4.23)
oy
o 9
| Oy OX |
Aussi 1’équation (4.22) devient
0001y 0O0TP O
[Q(xy)]=|0 0 0 0 0 1 x O (4.24)
0 00O0O0O0OO01
Et le champ de déplacement sera exprimé de la maniere suivante:
u
4 tote it (429
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L'interpolation du champ de déplacement peut étre écrite dans la formulation isoparamétrique

comme suit:

u= 3 NG + NS E

(4.26)
V=2 N3 (& mu; + D NG (& )y,
i=1 i=1
Et les fonctions de forme vues dans 1’équation (4.18) peuvent étre écrites sous la forme
[N]{Nf NP ONGONDONDONG NP NG w2
N/ N, N; N; Ny N; N Ng

Les fonctions de forme obtenues de 1’élément SBRIE en coordonnées naturelles sont données
dans le tableau (4.1), ainsi que les composantes de la matrice de déformation [B] sont données

dans le tableau (4.2).

N! =1/4(1-&)(1-7n) N, =1/8(1—&?)(alb)

Ny =1/81-7°)(b/a) | NY =1/4(1—&)1-7)

NY =1/4(1-&)(L+7) NY =1/8(&% —1)(a/b)

Ny =1/8(% —1)(b/ a) Ny =1/41-&)1+n)

Ny =1/4(1+ &)(1+7) NY =1/8(1-£&%)(alb)

NY =1/8(1—7)(b/a) Ny =1/ 4L+ E)(L+7)

NY =1/4(1+&)(1-17) NY =1/8(&% —1)(a/b)

Ny =1/8(° —1)(b/ a) Ny =1/4(1+&)(A-7)

Tableau 4.1 : Fonctions de forme de I’élément SBRIE
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B, =N, | B,y=N/, | By =N +N;,
B, =Ny, | B =N, | By, =N;, +N;,
B, =Nj, | Byy=Ng, | By =Nz, +Nj,
B, =N,, | Byy=Ny, | By, =N, +N;,
Bs=Ng, | Bis=Ng, | Bys=Ng, +N;,
B =Ng, | Bjg=Ng, | By =Ng, +Ng,
B, =N;, | B, =N;, | B;=N;, +N;,
Bis=Ng, | Bjg=Ng, | Bsg=Ng, +Ng,

Tableau 4.2 : Composantes de la matrice [B] de I’élément SBRIE

La transformation suivante garantie la transformation de I'élément réel a I'élément de référence:

o) [x yl2] (e
| |ae a& ||ox| v ox
o=l & g—[J 5 (4.28)
on on on ||oy oy
La transformation inverse est assurée par la matrice Jacobéenne inverse J* telle que :
0 2
OX| 1408
) =J 3 (4.29)
oy on
En passant en variables local on obtient :
[y =" [ det}s|ded (4.30)
1 Ja n .

On utilise la quadrature de Gauss afin d'évaluer, d'une maniére numérique, I'équation (4.30).

Comme on peut ainsi obtenir la matrice de rigidité élémentaire [K®] de I'élément SBRIE par
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[ke]- fl j_ll[B]T [D] [B]det]9| dé dry (4.31)

4.4. Présentation du programme

Le programme a été élaboré d'une maniere structurée, il est constitué de plusieurs sous
programmes ou le passage des parameétres ne s'effectue pas lors de I'appel du sous programme, ce
qui facilite la programmation et la rend tres souple car on ne sera pas contraint a chercher les

parametres qui doivent passer d'une routine a l'autre.

Comme tout programme d'éléments finis, ce programme est constitué par les étapes illustrées sur
la figure (4.3)

/ETAPE I. Lecture et organisation des données \
Lire et imprimer:
- Les coordonnées des nceuds.
- Les connectivités des éléments.
- Les parametres physiques.
- Les conditions aux limites (déplacements imposés)

K - Les forces imposées /

1y

GTAPE I1. Construction de la matrice et des vecteurs globaux [K] et {F}\
Pour chaque élément:
- Extraire les informations liées a cet élément.
- Construire la matrice et le vecteur élémentaires [Ke] et {Fe}.
- Assembler [Ke] et {Fe} dans [K] et {F}.

Résolution du systeme d'équations [K]. {U} = {F}

- Prise en compte des conditions aux limites.
- Décomposition de la matrice de rigidité globale [K].

- Calcul de la solution {U}. /

ETAPE I11. Impression des résultats
- Calcul de la déformation et contraintes.
- Impression des résultats.

Figure 4.3. Les étapes nécessaires de programme
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4.4.1. Présentation des différentes étapes du programme
a) Etape 1: Lecture et organisation des données
b) Etape 2: Construction de la matrice et du vecteur globaux [K] et {f} et résolution du
systeme des équations [K] {U}={F}
Cette étape est la plus importante du programme, car on y effectue toutes les opérations
nécessaires pour aboutir a la solution finale du probléme.
+Evaluation de la matrice de rigidité élémentaire
+Calcul des vecteurs élémentaires des forces
+Calcul des déplacements aux nceuds: [K] {U}= {F}
+Calcul des contraintes et déformations (SIGMA, EPS)

ORGANIGRAMME DETAILLEE DU PROGRAMME

-Réservation de I'espace pour les tableaux de dimension fixes et vecteurs

-Lecteur des données et initialisations des tableaux et vecteurs

]!

[ Pour chaque élément ]

]!

[ Trouver les coordonnées nodales COORD et le vecteur de direction G ]

]!

[ Pour chaque points d'intégration ]

I}

KCaIculer les fonctions de forme et leurs dérivés DER et DER1 en coordonnées\
locales XI, ETA
- Calcul de la matrice jacobienne JAC

- Calculer des dérivés en coordonnees globales DERIV

- Formuler la matrice de déplacement-déformation, BEE

KFormer le produit BT DBet calculer la matrice de rigidité élémentaire KM /
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[ Assembler les matrices de rigidité élémentaire dans le systeme global ]

]!

-Réduction des matrices de rigidité globales

-Lire les charges

-Solution compléte de I'équation d'équilibre

]!

[ Pour chaque élément ]

]!

- Former les coordonnées nodales COORD et le vecteur de direction G

- Récupérer des éléments les déplacements nodaux

]!

[ Pour chaque points d'intégration ]

]!

/-Calculer les fonctions de forme et leurs dérivés DER et DER1 en coordonnées \
locales X1, ETA

- Calcul de la matrice jacobienne JAC

- Calculer des dérivés en coordonnées globales DERIV

! Formuler la matrice déplacement-déformation, BEE j

]!

-Calcul des contraintes SIGMA

-Calcul des déformations EPS

]!

[ L'impression des données ]
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Chapitre 05: VALIDATION NUMERIQUE

5.1. Introduction :

La méthode des éléments finis est une technique approximative, alors elle peut produire des
erreurs [Maal.07]. C'est pour cela, les chercheurs ont développé des tests pathologiques pour
valider n’importe quel élément. Ces tests sont congus pour trouver les parameétres qui peuvent
affecter la précision de 1’élément. Les résultats numériques de plusieurs éléments sont utilisés et
comparés avec 1’élément rectangulaire SBRIE [Sabi.95] formulé en isoparamétrie. Ces éléments
sont dénommés comme :

+ Q4 : élément quadrangle standard avec 4 nceuds a formulation isoparamétrique.
+ les éléments d’ Ansys d’usage universels de solide (SOLID 82-2D, PLANE 42)

% L'élément SOLID 82-2D est défini par huit nceuds ayant deux degrés de liberté a
chaque nceud. L'élément peut étre utilis¢é comme un élément plan ou comme un
élément de révolution.

s L’¢lément PLANE 42’ est utilisé pour la modélisation 2-D des structures
solides. L'element peut étre utilisé soit comme un élément de plan (contrainte
plane ou déformation plane) ou comme un élément de révolution. L’élément est
défini par quatre nceuds ayant deux degrés de liberté & chaque nceud.

La plupart des exemples traités se trouvent dans la littérature pour valider les performances

des éléments.
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5.2.1 Poutre console mince élancée soumise a une force a I'extrémité :

La poutre console mince élancée soumise a une force a I’extrémité est un probléme standard

pour tester la fiabilité des éléments finis [Nati.00]. E et v désignent le module de Young et le

coefficient de Poisson. Ces parameétres ainsi que le maillage sont montrés sur la Figure.5.1, quand

aux résultats, ils sont représentés dans le Tableau.5.1

0,2

0.5
v Lo
6,0 A_|

E=1,0x107, v=0,3 ; épaisseur =0,1

I I I

7
7

lx6 éléments

Figure 5.1a. Poutre console mince élancée soumise a une force au bout

Elément Elément Elément ANSYS Elément | ANSYS Elément
SBRIE SBRIE Q4 [SOLID 82-2D | [PLANE 42]
isoparametrie | analytique 8 NODE]
Mail Iage Wa Wa Wa Wa Wa
1x6 0,9035 0,9035 0,093 0,987 0,993
Analyt 1,000 (0,1081)

Tableau 5.1. Fléche normée au point A d’une poutre console mince élancée soumise a une

force de cisaillement a 1’extrémité
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JOAL SOLUTION

1
1
1

Figure 5.1b. Fléche normée au point A d’une poutre console mince élancée soumise a une

force de cisaillement a I’extrémité maillage 1x6 élément [PLANE 42] du code calcul ANSYS
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5.2.2 Poutre console mince élancée soumise a une flexion pure a ’extrémité :

Les valeurs de la fléche au bout d’une poutre console mince élancée soumise a une flexion
pure et encastrée sur un coté sont comparees avec le présent élément SBRIE et a celles d’autres
éléments et aux solutions analytiques. La géométrie, les paramétres et la distribution du maillage
sont montrés sur la Figure.5.2. En utilisant quatre types de maillage, les valeurs des fleches
normées de 1’élément SBRIE sont calculées et comparées avec celles données par d’autres

éléments (Tableau.5.2).

0,
-
NNNN
I

6,0 A |5u

E=1.,0x107 ; v=0.3 ; épaisseur =0,1

7
7 I I I I I |

1x6 éléments

7
AIIIIIIII

1% éléments

NN
jr
S
S

1x12 éléments

Figure 5.2. Poutre console élancée soumise a la flexion pure
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Elément Elément Elément ANSYS Elément | ANSYS Elément
SBRIE SBRIE Q4 [SOLID 82-2D | [PLANE 42]
isoparametrie | analytique 8 NODE]
Mail Iage Wa Wa Wa Wa Wa
1x6 0,91 0,91 0,093 0,9919 1,000
1x8 0,91 0,91 0,153 0,994 1,000
1x10 0,91 0,91 0,219 0,995 1,000
1x12 091 091 0,285 0,996 1,000
Analyt 1,000 (0,270)

Tableau 5.2. Fléche normée au point A, d’une poutre console soumise a la flexion pure

1.2

ot
to

Fleche normée au point A
o o
E=Y (=]

4— SBRIE isoparamétrie

SBRIE analytique

=—-Q4
=/+=SOLID 82

===PLANE 42

== Analyt

8 10
nombre des éléments

12

Figure 5.3a. Fléche normée au point A, d’une poutre console soumise a la flexion pure
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ODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1
[0} 4

Figure 5.3b. Fléche normée au point A, d’une poutre console soumise a la flexion pure maillage

1x12 élément [PLANE 42] du code de calcul ANSYS

D’apres les résultats de la fleche au point A illustrés dans le tableau (5.2) relatif a la
figure (5.3), on a constaté que 1’élément (PLANE 42) converge a la solution analytique pour tous
les cas considérés, par contre les éléments (SBRIE et SOLID 82) donnent des résultats peux
proches de la valeur exacte. Par contre celles de 1’¢lément Q4 sont toujours loin de la solution

exacte.

-61 -



5.2.3 Les tests du rapport de forme pour une poutre console :

Sabir propose des tests [Sabi.95a] qui sont montrés sur la Figure.5.4. Des poutres consoles
larges, modérément larges et minces respectivement. Les consoles considérée ont une épaisseur de
b=0,0625 m et une longueur I=10 m, les propriétés du matériau sont les suivantes: E= 10° N/mm?
et v =0,2. On détermine la fléche a I’extrémité de la poutre (Tableau5.3a). L’élément SBRIE
présente des résultats qui sont proches des valeurs données par la théorie pour tous les cas

considérés.

10

e ey
L r ol

E =10"; v=0,2 ; gpaisseur =6,25x 10 ; P=100

Figure 5.4. Poutres consoles, large, moyennement large et mince
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- Poutre console large

Elément Elément Elément ANSYS Elément | ANSYS Elément
SBRIE SBRIE Q4 [SOLID 82-2D | [PLANE 42]
isoparametrie | analytique 8 NODE]

Maillage w w w w w
2X2 0,914 0,914 0,591 1,081 0,976
2x4 0,958 0,958 0,597 1,102 1,034
6X6 0,988 0,988 0,926 1,135 1,071
8x8 0,993 0,993 0,956 1,145 1,085

12x12 0,995 0,995 0,979 1,160 1,102
10x16 0,997 0,997 0,971 1,161 1,111
Analyt 1,000 (1,105)

Tableau 5.3a. Fleche normée pour une console large
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Fléeche normée

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

4 8 36 64
nombre des éléments

144

160

—&—SBRIE isoparamétrie
SBRIE analytique
=—-Q04
SOLID82
=—=PLANE 42

=== Analyt

Figure 5.5a. Fleche normée pour une console large

SOLUTION

-. 001036 .80
-.921E-03

ANSYS

—=.115E-03
3

Figure 5.5b. Fleche normée pour une console large
maillage 2x2 élément [PLANE 42] du code calcul ANSYS
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- Poutre console moyennement large

Elément Elément Elément ANSYS Elément | ANSYS Elément
SBRIE SBRIE Q4 [SOLID 82-2D |[PLANE 42]
isoparametrie | analytique 8 NODE]

Maillage W W W W W
2x2 0,916 0,916 0,275 1,008 0,938
2x4 0,966 0,966 0,275 1,015 0,989
6x6 0,988 0,988 0,771 1,022 1,003
8x8 0,992 0,992 0,856 1,023 1,008

12x12 0,996 0,996 0,930 1,025 1,013
10x16 0,997 0,997 0,930 1,025 1,015
Analyt 1,000 (8,21)

Tableau 5.3b. Fleche normée pour une console moyennement large

-65 -




1.2

1
3 0.8 —&—SBRIE isoparamétrie
g SBRIE analytique
5 0.6
£ =—-Q4
2 04 SOLID 82

= PLANE 42
0.2 === Analyt
0

4 8 36 64 144 160
nombre des éléments

Figure 5.5c. Fleche normée pour une console moyennement large

P05 SOLUTION

Figure 5.5d. Fleche normée pour une console moyennement large
maillage 2x2 élément [PLANE 42] du code calcul ANSYS
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- Poutre console mince

Elément Elément Elément ANSYS Elément | ANSYS Elément
SBRIE SBRIE Q4 [SOLID 82-2D | [PLANE 42]
isoparametrie | analytique 8 NODE]
Maillage W W W W W
2x2 0,915 0,915 0,087 0,998 0,927
2x4 0,966 0,966 0,087 0,999 0,979
6x6 0,985 0,985 0,461 1,001 0,997
8x8 0,990 0,990 0,602 1,002 0,997
12x12 0,994 0,994 0,772 1,002 0,997
10x16 0,995 0,995 0,703 1,002 0,999
Analyt 1,000 (64,52)

Tableau 5.3c. Fleche normée pour une console mince
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Fléeche normée

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

4 8 36 64
nombre des éléments

144

160

—&—SBRIE isoparamétrie
SBRIE analytique
=—-Q04
SOLID 82
= PLANE 42

=== Analyt

Figure 5.5e. Fleche normée pour une console mince

Figure 5.5f. Fleche normée pour une console mince
maillage 10x16 élément [PLANE 42] du code calcul ANSYS
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5.2.4 Poutre simplement appuyée, chargée au milieu :
La poutre large, simplement appuyée dont les détails sont donnés sur la Figure.5.6, est

utilisée dans la littérature des éléments finis [Sabi.85a]. Elle est aussi utilisée ici pour tester les

performances de 1’élément SBRIE, et une comparaison est faite avec les résultats disponibles des

éléments cités ci-dessus.

05m
]

Ilm

— A

:

| . _ .lB

Im

4m

P=42kN; E=20x10f kN/m?; v=0,2
epaisseur =0,5m

Figure 5.6. Poutre simplement appuyée chargée au milieu

Les Tableaux 5.4 et 5.5 montrent les résultats obtenus pour les contraintes de flexion

normées au point A et les contraintes de cisaillement normées au point B respectivement.

Elément Elément Elément ANSYS Elément | ANSYS
SBRIE SBRIE Q4 [SOLID 82-2D Elément
isoparamétrie|  analytique 8 NODE] [PLANE 42]
Maillage O O O o, o,
4x12 1,2568 1,2568 1,2164 0,9840 0,9726
6x12 1,0051 1,0051 0,9456 0,9831 0,9870
8x16 0,9886 0,9886 0,9667 0,9826 0,9720
10x20 0,9949 0,9949 0,9756 0,9819 0,9806
Analyt 1,000 (25,2)

Tableau 5.4. Contraintes de flexion normées au point A
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Figure 5.7. Contraintes de flexion normeées au point A

SMX =47.321

Figure 5.8. Contraintes de flexion normées au point A
maillage 10x20 élement [PLANE 42] du code calcul ANSYS
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En guise de commentaire, nous constatons que les résultats obtenus avec les éléments

SBRIE et Q4 sont beaucoup plus proche a la solution exacte lorsque le nombre des éléments est

grand. En ce qui concerne I'élément SOLID 82, plus le maillage est raffiné plus les résultats

commencent a s'¢loigner, petit a petit, de la solution exacte. Enfin, les résultats de I'elément

PLANE42 ne sont pas stables durant les différentes étapes de notre test.

Elément Elément Elément ANSYS Elément | ANSYS
SBRIE SBRIE Q4 [SOLID 82-2D Elément
isoparamétrie | analytique 8 NODE] [PLANE 42]
Maillage s s g g Ty
4x12 0,9560 0,9560 0,8346 1,0222 0,9022
6x12 0,9650 0,9650 0,8657 1,0389 0,9571
8x16 0,9784 0,9784 0,9233 1,0072 0,9733
10x20 0,9868 0,9868 0,9511 1,0132 0,9850
Analyt 1,000 (6,3)

Tableau 5.5. Contraintes de cisaillement normées au point B
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Figure 5.9. Contraintes de cisaillement normées au point B

Figure 5.10. Contraintes de cisaillement normées au point B
maillage 10x20 élément [PLANE 42] du code calcul ANSYS
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Commentant le tableau 5.5 représenté par la figure 5.8, nous remarquons que les résultats
des éléments SBRIE, PLANE 42 et Q4 se rapprochent de la solution exacte chaque fois le
maillage est raffiné mais I'élément SBRIE et PLANE 42 donnent des résultats meilleurs par
rapport a I'¢lément Q4.

Les résultats de I'élément SOLID 82 ne sont pas stables durant toutes les étapes de ce test.
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Conclusion

Dans notre travail nous avons fait lI'adaptation de la formulation isoparamétrique dans
I'approche en déformation afin de modéliser les structures planes, avec l'application des éléments
membranaires.

Nous avons introduit la notion d'isoparamétrie pour la famille des éléments finis basés sur
I'approche en déformation et présenté les éléments finis membranaires a champ de déformation
Sabir [Sab.95a] et I'é1ément Q4.

Les éléments étudiés Sabir [Sab.95a] et Q4 avec deux degré de liberté formulés en
isoparameétrie ont été mis sous quelques tests et applications pour la validation de la crédibilité des
éléments isoparamétrique. La comparaison des résultats des éléments intégrés dans le code Ansys
et la solution analytique existante avec celles des éléments (Sabir et Q4) a permis de tirer les
conclusions suivantes :

1.La convergence vers la solution exacte pour les éléments isoparamétriques a champs de
déformation est toujours liée a la densité de maillage.

2.Les éléments ’PLANE 42 et SOLID 82-2D"’ sont des éléments sensibles a la flexion et ont
un comportement stable comparé a 1’¢1ément Q4. Par ailleurs le déplacement des premiers
éléments reste proche a la solution exacte.

3. Pour le cas des tests du rapport de forme pour une poutre-console, 1’élément SBRIE
présente des résultats qui sont proches des valeurs données par la théorie pour tous les cas

considérés.
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