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Liste des symboles et notations

ρ : masse volumique

d : diamètre d’un grain solide

kn : constante élastique du modèle viscoélastique linéaire d’interaction

intergranulaire

νn : constante d’amortissement du modèle viscoélastique linéaire

d’interaction intergranulaire

µd : coefficient de frottement dynamique de Coulomb

#g : accélération de gravité

#uG : vitesse d’un grain solide

#uf : vitesse du fluide
#ξ : vitesse d’une particule fluide

#ei : vitesse particulaire discrète

µ : viscosité dynamique du fluide

ν : viscosité cinématique du fluide

Re : nombre de Reynolds

Ma : nombre de Mach

f : distribution massique

f (0) : distribution massique d’équilibre de Maxwell

fi : distribution massique discrète

feq
i : distribution massique d’équilibre discrète

∆t : pas de discrétisation du temps

∆t : pas de discrétisation de l’espace dans la méthode Lattice Boltzmann

τ : temps de relaxation adimensionné

c : vitesse de caractéristique du modèle Lattice Boltzmann c = ∆x
∆t

cs : vitesse de propagation du son du modèle Lattice Boltzmann
#Fh : force hydrodynamique sur un grain

n : porosité de l’échantillon granulaire

ka : perméabilité absolue en m2

p : pression du fluide

i : gradient hydraulique appliqué à un dépôt granulaire

ic : gradient hydraulique critique de boulance d’un dépôt granulaire
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Introduction générale

Contexte général des travaux

Les milieux granulaires tels que les sables sont par leur nature des milieux discon-

tinus. Néanmoins, la modélisation de certains phénomènes relatifs à ce type de maté-

riaux se fait souvent par des méthodes construites sur la base de l’hypothèse de milieu

continu. Ces méthodes qui utilisent des relations constitutives phénoménologiques em-

piriques ou semi-empiriques, permettent dans beaucoup de cas une prédiction correcte

du comportement mécanique. Néanmoins, il est connu que le comportement mécanique

des matériaux granulaires est très variable. A titre d’exemple, la liquéfaction des sables

signifie qu’un sable de comportement initial solide peut avoir, sous certaines conditions

un comportement de liquide. Par conséquent pour un même matériau, de nombreuses

relations constitutives sont proposées et le choix de celles qui conviennent pour la modé-

lisation d’un phénomène donné reste difficile. Cette échelle de modélisation est qualifiée

d’échelle macroscopique.

Alternativement, l’approche de modélisation micromécanique prend en compte la

nature discrète de ces matériaux en considérant chaque grain indépendamment des

autres et en prenant en compte les interactions intergranulaires à travers les points de

contacts. Cette approche permet de mieux comprendre le comportement macroscopique

en analysant les mécanismes qui se produisent à l’échelle microscopique. Les modèles

développés dans ce cadre sont basés sur les Méthodes aux Eléments Discrets (DEM), ils

sont appliqués de plus en plus pour l’étude et l’analyse du comportement mécanique des

milieux granulaires et en particulier pour les phénomènes qui sont difficiles à modéliser

à travers les approches classiques tels que les blocages dans les silos, la ségrégation

dimensionnelle, etc.

La présence d’une phase liquide dans le milieu rend son analyse par éléments discrets

plus complexe. En effet, en plus des forces de contacts entre grains, la phase liquide

génère d’autres forces dont il faut tenir compte. A titre d’exemple, l’analyse des sables

humides à l’état du régime pendulaire a fait l’objet de plusieurs recherches au cours de
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la dernière décennie en introduisant des forces ponctuelles prenant en compte les ponts

liquides entre grains.

Lorsque la phase liquide sature les pores du milieu, la modélisation devient beaucoup

plus complexe. En effet, tout mouvement des grains s’accompagne de changements de

pressions et d’écoulements interstitiels qui appliquent aux grains des forces difficilement

quantifiables. Le comportement mécanique du milieu est alors géré par deux types

d’interactions à savoir, les interactions grain-grain et les interactions liquide-grains. La

simulation de la mécanique de ces milieux nécessite ainsi un modèle qui peut prendre

en compte ces deux types d’interactions. Une approche directe du problème consiste

à modéliser les grains solides par éléments discrets et le liquide interstitiel par l’une

des méthodes de modélisation de la dynamique des fluides tout en prenant en compte

l’interaction à l’interface des deux phases.

Etat de l’art de couplage de la DEM avec des modèles de

fluide

L’intérêt de la modélisation micromécanique par Eléments Discrets des milieux

granulaires saturés, a permis de développer plusieurs méthodes de simulation ces deux

dernières décennies. Les approches proposées pour la prise en compte du fluide sont

multiples. Bien que la majorité soit basée sur les théories classiques notamment la

loi Darcy et les équations de Navier-Stokes, d’autres méthodes telles que la méthode

Lattice-Boltzmann commencent à émerger. Dans la suite, une description sommaire

des approches principales existantes est présentée, tout en essayant de montrer les

avantages de l’une par rapport à l’autre.

La loi de Darcy, exprime pour un écoulement à travers un milieu poreux, que le débit

est proportionnel au gradient de pression, le coefficient de proportionnalité étant la per-

méabilité du milieu. Cette loi a été utilisée par plusieurs chercheurs conjointement avec

la DEM pour modéliser le comportement mécanique des milieux granulaires saturés.

Pour la majorité des méthodes proposées dans ce cadre, le principe consiste à diviser

le domaine géométrique du problème en cellules régulières fixes (Eulerienne), de sorte

que chaque cellule contient plusieurs grains. Chacune des cellules est caractérisée par
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une fraction volumique du fluide qui varie avec le mouvement des grains. Ces méthodes

étant incrémentales, à chaque pas de temps les pressions moyennes pour chaque cellule

sont évaluées, les forces de traînée sur les grains sont calculées à partir de ces pressions

et introduites dans le modèle d’éléments discrets. La variation de la pression moyenne

dans une cellule pendant un pas de temps résulte de deux effets ; (1) une variation due

à la dissipation par écoulement entre les différentes cellules qui est évaluée à travers la

loi de Darcy en attribuant une perméabilité au milieu, et (2) une surpression causée

par le changement du volume des pores conséquent aux déplacements des grains ; elle

est estimée en supposant que le fluide est un milieu élastique caractérisé par un module

de déformation volumique. Pour Nakase et al. [Nakase 1999], le changement de volume

des pores dans une cellule est estimé en considérant le flux de la matière solide entre

la cellule considérée et les cellules voisines, et les forces de traînée sur les grains sont

obtenues en distribuant la force totale appliquée par la différence de pression entre les

cellules encadrant la cellule considérée. Cette technique à été utilisée par Meguro et

al. [Meguro 2000] pour la simulation 3D du phénomène de liquéfaction des sols et de

bons résultats qualitatifs sont obtenus. Shafipour et al. [Shafipour 2008] ont utilisé une

méthode semblable pour la modélisation 2D du comportement non drainé des milieux

granulaires. Néanmoins, dans leur méthode, les forces de traînée sur les grains sont cal-

culées en utilisant la relation semi-empirique d’Ergun (1952), et la variation du volume

des pores dans une cellule est calculée à travers la déformation volumique moyenne du

squelette solide au centre de la cellule. Cette déformation est obtenue à partir des dé-

placements des grains dont les centres sont situés à l’intérieur de la cellule. Rappelons

que la relation semi-empirique d’Ergun exprime la force de traînée que subit un grain

par un écoulement traversant le milieu granulaire sous la forme :

#Fh = 150
µf (1− n)2

n〈d〉2 (#uf − #uG) + 1, 75
(1− n)ρf |#uf − #uG|

〈d〉 (#uf − #uG) (1)

où µf est la viscosité dynamique du fluide, n est la porosité du milieu granulaire #uf

et #uG sont respectivement les vecteurs vitesses moyens du fluide et du grain, 〈d〉 est le

diamètre équivalent moyen du grain (〈d〉 = 6/S0, S0 est la surface spécifique moyenne) 1.

1. Notons que cette relation est valable pour des milieux granulaires de porosités inférieures à 0,80
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Dans la même catégorie de méthodes, Preece et al. [Preece 1999] ont proposé une

modélisation 2D différente, utilisant la méthode des éléments finis. Dans leur méthode,

ils ont employé la formulation Laplacienne de la loi de Darcy, qui s’exprime dans le cas

de fluide incompressible sous la forme :

kx
∂2p

∂x2
+ ky

∂2p

∂y2
= 0 (2)

où p est la pression et kx et ky sont les coefficients de perméabilité dans les directions x

et y. Dans cette méthode, les éléments finis sont de taille plus grande que les grains, les

coefficients de perméabilité sont évalués de façon approchée pour chaque élément à par-

tir des porosités correspondantes et les forces de traînée sont calculées par intégration

de la pression sur les frontières.

Bien que la loi de Darcy soit relativement simple de sorte que le coût des calculs

peut être réduit, il est évident que les modèles basés sur cette loi sont limités aux

problèmes mettant en jeu des écoulements à faibles nombres de Reynolds.

Par rapport à la loi de Darcy, les équations de Navier-Stokes fournissent une descrip-

tion plus générale des écoulements de fluides, et le calcul dynamique des fluides (CFD)

est communément compris comme l’art de résoudre les équations de Navier-Stokes de

façon numérique. Cependant, il est connu que la résolution numérique directe de ces

équations est très laborieuse lorsqu’il s’agit d’écoulements dans des géométries com-

plexes et plus particulièrement dans le cas de géométries variables avec le temps.

Pour les suspensions de particules, une approche alternative basée sur les équations

de Navier-Stokes homogénéisées proposées par Anderson et Jackson (1967) peut être

utilisée. Tsuji et al. [Tsuji 1993], sont les premiers à employer ce modèle en couplage

avec la DEM, en supposant que le fluide est incompressible et les forces visqueuses sont

négligeables. Dans ce cas, les équations homogénéisées de Navier- Stokes s’écrivent

d’après [Tsuji 1993] et [Zeghal 2008] :

∂n

∂t
+ #∇.(n#uf ) = 0 (3)

ρf

(
∂(n#uf )

∂t
+

(
#∇.#uf + #uf .#∇

)
(n#uf )

)
= −n#∇p− #Ff−s + nρf#g (4)



Introduction générale 5

Modèle

du fluide

Modèle 

d'éléments discrets

∆V étant le volume d’une cellule et Ngc le nombre de grains dans la cellule.

Figure 1 – Schéma de la procédure du couplage proposée par Tsuji et al. selon
[Zhu 2007]

où #∇ est l’opérateur gradient, #g est l’accélération de gravité et #Ff−s est la force de

volume d’interaction fluide-solide. Dans ces équations, les variables sont la porosité, la

pression et la vitesse moyennes du fluide. Ces équations indiquent que la viscosité du

fluide est négligée mais elle peut intervenir dans le calcul de la force d’interaction #Ff−s.

Dans cette approche, les calculs relatifs au fluide sont faits à travers une discrétisation de

l’espace en cellules de taille beaucoup plus grande que la taille des grains mais qui reste

faible relativement aux dimensions du problème modélisé. La procédure du couplage

peut être décrite de la façon suivante : à chaque pas de temps, les positions et vitesses

des grains sont obtenues à partir du modèle d’éléments discrets, les porosités et les forces

d’interaction (#Ff−s) sont alors évaluées pour chaque cellule, ensuite les équations (3) et

(4) sont utilisées pour calculer les vitesses et les pressions, enfin les forces de traînée sont

recalculées et introduites dans le modèle d’éléments discrets. L’interaction fluide-solide

étant prise en compte à travers la force volumique d’interaction (#Ff−s), celle-ci s’obtient

à partir des forces de traînée qui sont calculées à travers des relations semi-empiques

telle que la relation d’Ergun (Eq. 1). La procédure du couplage est schématisée sur la

figure 1.

La grande taille des cellules de calcul du fluide par rapport à la taille des grains,

confère à cette approche une commodité pratique considérable. De ce fait, elle a été lar-

gement utilisée dans la simulation des problèmes faisant intervenir l’interaction fluide-
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grains. Une revue détaillée sur la méthode, ses applications et résultats est présentée

dans les références [Zhu 2007, Zhu 2008]. En particulier, dans le domaine de la géo-

technique, cette méthode a été utilisée par Zeghal et El-shamy [Zeghal 2008] pour

l’analyse de la liquéfaction des sables. L’évolution des pressions interstitielles ainsi que

les contraintes effectives dans un dépôts de sphères soumis à une vibration à la base

est étudiée et des résultats intéressants sont obtenus.

Néanmoins, la discrétisantion grossière utilisée dans cette approche pour le fluide, ne

permet pas une description détaillée des écoulements intergranulaires, puisque seules les

valeurs moyennes de vitesse et de pression sont calculées pour chaque cellule. Par consé-

quent, certains détails micromécaniques ayant des effets sur le comportement global ne

peuvent être pris en compte 2. D’autre part, les relations semi-empiriques utilisées pour

le calcul des forces de traînée sont de nature approchée et peuvent réduire la qualité

de la modélisation, en particulier pour des variations importantes de la porosité.

Une modélisation plus rigoureuse de l’interaction fluide-grains, peut être réalisée à

travers les méthodes de résolution numérique directe des équations de Navier-Stockes

(DNS). Dans ce cas le domaine du fluide (les pores du milieu) est discrétisé de façon

détaillée. Plusieurs chercheurs ont oeuvré pour le développement d’un couplage efficace

DNS-DEM. En se basant sur les travaux de Glowinski [Glowinski 2000] et Patankar

et ses co-auteurs [Patankar 2000, Patankar 2001, Sharma 2005], Wachs [Wachs 2009]

a développé un modèle couplé DNS-DEM qui utilise une discrétisation par éléments

finis et qui permet la simulation de l’hydromécanique des milieux granulaires saturés.

Ce modèle a été employé ensuite pour la simulation 2D de la sédimentation de grains

solides de différentes formes dans une colonne de fluide. Ces simulations semblent être

de très bonne qualité. Néanmoins, la modélisation 3D utilisant de telles discrétisations

demande beaucoup de calculs et reste très coûteuse.

Mises à part les approches basées sur la loi de Darcy et les équations de Navier-

stokes, la méthode Lattice-Boltzmann (LBM) développée pour la modélisation des

fluides ces trois dernières décennies, permet la description détaillée des écoulements

intergranulaires. Cette méthode, qui part d’une discrétisation spéciale de l’équation de

Boltzmann, semble être moins coûteuse, de plus, elle a montré des capacités considé-

2. A titre indicatif, l’effet de rotation des grains reste difficile à prendre en compte.
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rables en modélisation des écoulements à travers des milieux poreux tels que les sols.

Le couplage de cette méthode avec des méthodes du type DEM est de nos jours en

plein développement. C’est dans ce contexte que s’inscrivent les travaux envisagés dans

cette thèse. Il s’agit de construire et mettre en oeuvre un couplage des deux méthodes

"Eléments Discrets" et "Lattice-Boltzmann".

Présentation du mémoire

L’objectif final de cette thèse est d’aboutir à un outil de simulation numérique vi-

sant une contribution à la compréhension de certains comportements hydromécaniques

de matériaux granulaires saturés. Cet outil sera fondé sur un couplage des deux mé-

thodes "Eléments Discrets" et "Lattice-Boltzmann". Ainsi, en étapes préliminaires,

ces méthodes sont d’abord étudiées afin de développer des codes de calcul permettant

la simulation des milieux granulaires secs (sans fluide), et des écoulements de fluide

dans des géométries fixes (squelette solide indéformable) . Afin de pouvoir simuler le

comportement mécanique des milieux granulaires saturés, il est d’abord procédé au

développement de la stratégie de couplage des deux méthodes qui permet de prendre

en compte l’interaction des deux phases "grains solides" et "fluide saturant". Un code

de calcul prenant en charge ce couplage est enfin mis au point. Les résultats de ces

travaux ont été partiellement publiés [Mansouri 2009, Mansouri 2011]

Ce mémoire est divisé en six chapitres. Dans le premier chapitre, après une recherche

bibliographique qui a permis de faire le choix de la dynamique moléculaire comme

méthode par éléments discrets à utiliser dans ce travail, une description détaillée avec

tous les éléments nécessaires à la mise oeuvre de cette méthode est présentée.

Afin de faciliter la connexion avec les parties suivantes de la thèse liées à la dy-

namique des fluides, le deuxième chapitre présente quelques concepts et définitions

relatifs aux écoulements des fluides avec un rappel sommaire des équations de base de

la dynamique des fluides.

La méthode Lattice-Boltzmann est présentée au troisième chapitre, les éléments

essentiels qui permettent de mettre en oeuvre la méthode notamment les schémas

de discrétisation, l’algorithme de calcul, les conditions aux frontières de base et la
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procédure du calcul des forces hydrodynamiques sont présentés.

En quatrième chapitre, après une étude paramétrique sur l’écoulement de poiseuille,

sont présentées des applications du code de calcul dynamique des fluides réalisé, aux

écoulements à travers des dépôts granulaires modèles. Ces dépôts sont construits en

utilisant la DEM. En particulier, le calcul de la perméabilité et l’estimation du gradient

hydraulique critique d’un dépôt granulaire sont traités.

Le cinquième chapitre est dédié à la présentation de la procédure du couplage

des deux méthodes avec tous les aspects nécessaires pour sa mise en oeuvre, et le

sixième chapitre présente des validations du modèle couplé, suivies d’une application à

la simulation du phénomène de boulance des sables.

Le mémoire se termine par une conclusion générale récapitulant l’essentiel des ré-

sultats obtenus à partir de toutes les applications, ainsi que les perspectives de ces

travaux à court et à moyen terme.
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1.1 Introduction

Les approches de modélisation par éléments discrets considèrent les grains du milieu

granulaire indépendamment les uns des autres, chacun des grains est un élément qui

interagit avec ses voisins à travers les points de contacts. Il est supposé que la défor-

mation globale du milieu est due principalement aux mouvements relatifs des grains

considérés comme des corps rigides. La déformation des grains est supposée négligeable.

Le comportement global du milieu peut ainsi être décrit par intégration des équations

de mouvement de chacun des éléments. Ces équations s’écrivent à partir de la 2e loi de

Newton en tenant compte de toutes les forces extérieures, telles que les forces de gra-

vité, les forces dues à l’écoulement d’un fluide (hydrodynamiques ou aérodynamiques)

et les forces d’interaction aux contacts. Ces forces peuvent varier rapidement avec le

temps (notamment les forces de contact), l’intégration se conduit ainsi incrémentale-

ment à petits pas de temps. Cette approche dite Newtonienne comporte deux classes

principales de méthodes :

– les méthodes Smooth-DEM qui admettent une certaine déformation des grains

pour lesquelles, les forces de contact sont calculées en utilisant des modèles d’in-

teraction explicites en terme de la déformation des grains (et éventuellement de

ses dérivées). Les méthodes de ce type sont souvent connues sous le nom de Dy-

namique Moléculaire(DM). Cundall et ses coauteurs sont les premiers qui ont

appliqué cette approche aux solides granulaires [Cundall 1979], [Jekins 1989].

– les méthodes Non Smooth-DEM basées sur la mécanique non régulière, qui consi-

dèrent les chocs entre les grains en se basant sur le principe de conservation des

quantités de mouvement et en utilisant des règles de dissipation d’énergie. Ces

méthodes sont particulièrement adaptées pour la description des systèmes dyna-

miques. Parmi les méthodes de ce type, on peut citer la méthode Event Driven

(ED) qui ne gère qu’une seule interaction à la fois en supposant qu’à chaque ins-

tant il se produit au plus une seule collision dans tous le système, cette méthode

est utilisée essentiellement pour la simulation des systèmes dilués tels que les gaz.

Pour les systèmes de corps où plusieurs interactions peuvent intervenir simulta-

nément (systèmes denses), la méthode Dynamique des Contacts (DC), initiée par
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Moreau et ses coauteurs ([Moreau 1994], [Radjaï 1998], [Jean 1999]) est mieux

adaptée.

Il faut signaler que le pas de temps d’intégration pour les méthodes de type Non

Smooth-DEM est beaucoup plus grand que celui des méthodes Smooth-DEM, puisque

pour ces dernières, la précision du calcul des forces de contact exige que la durée d’un

contact doit être discrétisée en un nombre suffisant de pas de temps. En conséquence,

ces méthodes sont plus coûteuses en temps de calcul. Néanmoins, les méthodes de type

Smooth-DEM, ont la faculté d’être flexibles et adaptables à plus de problèmes puisqu’il

est plus simple d’obtenir des modèles d’interaction réguliers.

Pour notre cas, l’objectif étant de coupler un modèle en éléments discrets avec

un modèle pour les écoulements d’un fluide inter-granulaire. Les calculs liés au fluide

représentent la partie la plus consommatrice de temps, donc le gain que peut appor-

ter une méthode du type Non Smooth-DEM pour la simulation des grains solides est

négligeable. De plus, les méthodes de type Smooth-DEM permettent d’intégrer plus

facilement des lois d’interaction pour tenir compte des différentes forces qui peuvent

intervenir aux contacts telles que les forces de lubrification par exemple. En consé-

quence, une approche Smooth-DEM est choisie.

Ainsi, la partie suivante est consacrée, à la description de la méthode Dynamique

Moléculaire, que nous utiliserons dans la suite de ce travail.

1.2 Description de la dynamique moléculaire

Bien que les grains que l’on rencontre dans les milieux granulaires naturels tels que

les sols ont des formes très diverses, nous les supposons, dans un but de simplification,

sphériques en 3D et circulaires en 2D. Les mouvements de translation et de rotation

d’un grain quelconque i sont gouvernés par la 2e loi de Newton :






mi#̈xi =
∑

j
#F contact

ij + #Fhi + mi#g (a)

Ii #̈ϕi =
∑

j
#M contact

ij + #Mhi (b)
(1.1)

où mi et Ii sont la masse et le moment d’inertie du grain, #̈xi et #̈ϕi sont les accé-
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Figure 1.1 – Composantes normale et tangentielle de la force de contact

lérations en translation et en rotation, #F contact
ij est la force d’interaction appliquée par

un grains j en contact avec le grain i, #Fhi est la force hydrodynamique appliquée au

grain i, #g est l’accélération de gravité. #M contact
ij et #Mhi sont les moments provoqués par

rapport au centre de gravité du grain i par les forces de contact #F contact
ij et la force

hydrodynamique #Fhi respectivement.

La force d’interaction au contact est décomposée en deux composantes, une com-

posante normale #Fn et une composante tangentielle #Fs comprise dans le plan π tangent

au grain au point de contact (figure1.1). Cette décomposition à pour but de simplifier

l’évaluation de la force d’interaction, en effet le calcul de chaque composante ( #Fn ou
#Fs) se fait habituellement selon une loi d’interaction appropriée. L’orientation de la

force tangentielle #Fs est donnée par la direction de la vitesse tangentielle relative entre

les deux grains au moment du contact.

En dynamique moléculaire, il est supposé que les grains admettent une légère dé-

formation sous l’effet des forces de contact. En conséquence, ces forces peuvent être

calculées à travers des lois explicites en terme de la déformation. Toutefois, cette dé-

formation doit être assez faible de sorte que la déviation des formes originales soit

négligeable.

1.2.1 Eléments de description cinématique du milieu granulaire

Le mouvement des éléments discrets (grains) est décrit par rapport à un re-

père cartésien global Rglob(O,#eX ,#eY ,#eZ) d’origine O et de base orthonormée directe

(#eX ,#eY ,#eZ). Pour un grain i, on note Gi le centre de masse, ri le rayon, #xi =
−−→
OGi la

position du centre de masse, #ui = #u(Gi) = d!xi
dt la vitesse de translation et #ωi = d!ϕi

dt

la vitesse angulaire autour du centre Gi (figure 1.2a). Le point de contact entre deux
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Figure 1.2 – (a) Description cinématique du milieu granulaire, (b) Repère local de
contact

grains est noté C.

La distance normale séparant deux grains i et j notée Dn est définie géométrique-

ment par :

Dn = ‖#xj − #xi‖ − ri − rj (1.2)

Le calcul de cette distance permet de détecter s’il y a contact ou non. Du fait de la

compressibilité supposée des grains, Dn peut être négative, dans ce cas elle est appelée

interpénétration. Un contact est donc établi si Dn ! 0.

Lorsqu’il y a contact entre deux grains i et j, les forces d’interaction normale et

tangentielle appliquées au grain i sont calculées selon les lois d’interaction, puis proje-

tées dans le repère global pour être introduites dans les équations du mouvement. Il est

donc utile de définir un repère local de contact lié au grain i ; Rloc
i (C,#n,#s) où #n est la

normale sortante, #s est le vecteur unité compris dans le plan tangentiel π, sa direction

est celle de la composante tangentielle de vitesse relative du grain j par rapport au

grain i au point de contact #urel,C (figure 1.2b).

Le vecteur #n étant de même direction que le vecteur branche
−−→
GiGj = #xj−#xi (vecteur

inter-centre des grains i et j), il peut être donc défini par :

#n =
#xj − #xi

‖#xj − #xi‖
(1.3)

Au moment du contact, les vitesses du point de contact C considéré comme ap-

partenant à la surface du grain i puis comme appartenant à la surface du grain j
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s’écrivent :






#uC,i = #ui + #ωi ∧
−−→
GiC

#uC,j = #uj + #ωj ∧
−−→
GjC

(1.4)

En tenant compte du fait que
−−→
GiC = ri#n et

−−→
GjC = −rj#n, la vitesse relative du

grain j par rapport au grain i au point de contact est :

#urel,C = #uC,j − #uC,i = #uj − #ui − (rj#ωj + ri#ωi) ∧ #n (1.5)

Les composantes normale et tangentielle de la vitesse relative sont :






Vn = #urel,C · #n

Vs = ‖#urel,C − (#urel,C · #n) · #n‖
(1.6)

Le vecteur #s s’exprime sous la forme :

#s =
#Vs

Vs
=

#urel,C − (#urel,C · #n) · #n
‖#urel,C − (#urel,C · #n) · #n‖ (1.7)

Il faut noter que lorsque la composante tangentielle de la vitesse relative est nulle, le

vecteur #s ne peut être déterminé à partir de l’expression 1.7. Dans ce cas, il n’est même

pas utile de le définir, puisque la composante tangentielle de la force d’interaction #Fs

est nulle, sa projection dans le repère global est donc automatiquement nulle.

On peut remarquer enfin que selon cette convention, la vitesse relative normale V n

est positive si les deux grains s’éloignent.

1.2.2 Lois d’interaction

Il s’agit des lois permettant de calculer les forces d’interaction au contact de deux

grains ou bien au contact d’un grain avec un mur extérieur. La modélisation complète

d’un contact est assez complexe et peut conduire à des lois d’interaction coûteuses en

matière de temps de calcul. En effet dans la simulation des milieux granulaires, ces lois

sont utilisées à chaque pas de temps pour tous les contacts, ce qui augmente rapidement

le nombre d’opérations de calcul. Par conséquence, les modèles simples sont souvent
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i

j

Figure 1.3 – Modèle de force de contact normale utilisé

favorisés tant qu’ils ne s’écartent pas beaucoup de la description du comportement réel.

1.2.2.1 Loi d’interaction pour la force normale

Le modèle d’interaction entre deux sphères le plus fameux est due à Hertz (1882)

[Johnson 1985], il est basé sur la théorie de l’élasticité linéaire. D’autres modèles

sont proposés par la suite afin de tenir compte de la nature non-linéaire et/ou plas-

tique du comportement du matériau aux points de contact, une étude détaillée de

ces modèles peut être retrouvée dans les références [Schäfer 1996], [Stevens 2005],

[Kruggel-Emden 2007]. Dans le présent travail un modèle simple est adopté, il s’agit du

modèle viscoélastique linéaire utilisé initialement par Cundall et Strack [Cundall 1979]

(figure 1.3). La force normale d’interaction est la superposition d’une force élastique

linéaire et d’une autre dissipative visqueuse. Cette force est répulsive et a pour expres-

sion :

Fn = −knDn − νnVn (1.8)

où kn est la constante élastique et νn est la constante d’amortissement visqueux.

Tant que le contact persiste, le système peut être vu comme un oscillateur harmo-

nique amorti de masse effective meff = mimj/(mi+mj), mi et mj étant les masses des

deux grains en contact. La durée d’un contact tc est la moitié de la période naturelle

de l’oscillateur et peut être exprimée :

tc =
π√

(kn/meff )− (νn/2meff )2
(1.9)

Cette durée de contact tc à une importance pratique, en effet l’intégration des
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équations de mouvement n’est stable que si le pas de temps d’intégration ∆t est suf-

fisamment faible devant tc, en d’autres termes l’évolution du contact doit être bien

décrite. Dans le cas contraire des instabilités de calcul peuvent se produire à cause de

la détection tardive ou même la non détection des contacts. Pour éviter ces instabili-

tés, il est courant de discrétiser la durée du contact tc au moins en dix pas de temps

[Richefeu 2005] :

∆t ≤ tc
10

(1.10)

La présence de l’amortissement visqueux a pour effet de réduire la valeur de la

vitesse relative normale des grains entre le début et la fin du contact. Cette réduction

est quantifiée par le coefficient de restitution qui est défini comme le rapport entre

la vitesse de séparation (vitesse de rebondissement) Vns et la vitesse d’initiation du

contact (vitesse d’impact) Vn0, il s’exprime dans ce cas :

εn =
Vns

Vn0
= exp

(
− πνn√

4knmeff − ν2
n

)
(1.11)

et qui a pour valeur 0 ! εn ! 1. Lorsque νn = 0, εn = 1, la collision est parfai-

tement élastique. Il faut noter que cette expression donne un coefficient de restitution

indépendant de la vitesse d’impact Vn0.

Le coefficient de restitution est une grandeur mesurable expérimentalement, ainsi

en pratique, il est courant d’introduire en données le coefficient de restitution εn au

lieu de la constante d’amortissement νn, cette constante peut être calculée ensuite à

partir de la relation :

νn = −
2lnεn

√
knmeff√

π2 + (lnεn)2
(1.12)

Notons que l’expression (1.8) peut donner une force normale attractive à la fin d’un

contact. En effet, dans ce cas l’interpénétration Dn devient faible devant la vitesse

normale Vn qui est de signe positif (séparation). Il résulte ainsi une sorte de cohésion

au moment de la fin du contact qui n’existe pas en réalité pour les milieux non cohésifs.

Pour corriger, la valeur de Fn n’est prise en compte que si elle est positive, l’expression
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Figure 1.4 – Modèle de la force de contact tangentielle

(1.8) est substituée donc par :

Fn =






−knDn − νnVn si Fn > 0

0 sinon
(1.13)

1.2.2.2 Loi d’interaction pour la force tangentielle

Comme pour la composante normale de la force d’interaction, il existe plusieurs mo-

dèles pour la composante tangentielle, une étude détaillée de ces modèles peut être re-

trouvée dans les références [Schäfer 1996], [Stevens 2005], [Kruggel-Emden 2008]. L’un

des modèles souvent utilisé pour la simulation des phénomènes dynamiques se base sur

la loi de frottement de Coulomb, qui stipule que si la vitesse relative tangentielle n’est

pas nulle la force d’interaction tangentielle est proportionnelle à la force normale Fn.

Le coefficient de proportionnalité étant le coefficient de frottement dynamique µd.

La force tangentielle appliquée par un grain j sur le grain i est orientée dans la

direction de la vitesse relative tangentielle (suivant le vecteur #s), elle s’exprime donc

comme suit (voir figure 1.4) :

#Fs = µdFn#s (1.14)

Il est évident que ce modèle est mal adapté aux cas statiques ou quasi-statiques

puisque la force tangentielle ne peut pas être définie lorsque la vitesse tangentielle

s’annule. Pour ces cas il faut recourir à des modèles plus compliqués où le déplacement

relatif tangentiel est pris en considération dans le calcul de la force tangentielle.
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Roulement
Pivotement

(a) (b)

Figure 1.5 – (a) Illustration schématique de la résistance au roulement, (b) Pivotement

Etant donné que l’objectif visé dans ce travail est la simulation de phénomènes

dynamiques, la loi de Coulomb est ainsi choisie pour sa simplicité d’implémentation et

pour son économie en temps de calcul.

1.2.2.3 Résistance au roulement

Pour un grain de forme sphérique, il est courant de considérer que le mouvement de

rotation est produit par les forces tangentielles de contact ainsi que d’éventuelles forces

tangentes extérieures telles que les forces hydrodynamiques. Les composantes normales

aux contacts ne sont pas considérées en admettant que les contacts sont ponctuels. Avec

cette modélisation le mouvement de roulement n’est pas amorti. A titre d’illustration

si un grain mis sur un plan horizontal, acquiert un mouvement de roulement uniforme

rien n’amortit son mouvement et en conséquence il ne s’arrête jamais.

En réalité, un contact n’est jamais ponctuel, mais il se fait plutôt sur une surface, et

ce à cause de l’état de surface du grain (présence d’aspérités) ou bien de sa déformation.

La distribution non uniforme des contraintes normales sur cette surface fait que leur

résultante (force normale de contact) peut produire un moment sur le grain (figure

1.5(a)).

Cette résultante naturellement décalée vers la direction du mouvement [Zhu 2003]

produit un moment résistant aux roulement Mr qui a effet d’amortissement. La discus-

sion faite ici au cas du roulement d’un grain sur plan est valable aussi pour le roulement

d’un grain sur l’autre.

Dans le cas 3D, en plus du mouvement de roulement, une sphère peut faire aussi
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un mouvement de pivotement pour lequel l’amortissement doit être considéré (figure

1.5(b)).

La quantification de l’amortissement de roulement et de pivotement reste un pro-

blème complexe. Pour la simulation de phénomènes dynamiques Zhu et Yu [Zhu 2003]

proposent une loi phénoménologique exprimant la résistance au roulement ou au pivote-

ment comme suit ; sur un grain i le moment amortissant de roulement ou de pivotement

provoqué par un contact est :

#Mr = −min
(
µrFn, µ′r ‖ #ω′i ‖

) #ω′i

‖ #ω′i ‖
(1.15)

où #ω′i est la vitesse angulaire relative de roulement du grain i, elle s’exprime dans le

cas général du roulement du grain i sur un grain j : #ω′i = #ωi− #ωj , µr est le coefficient de

frottement de roulement et µ′r est un coefficient d’amortissement visqueux de rotation.

Les auteurs suggèrent de prendre un coefficient de frottement µr = 0.004d à 0.006d, où

d est le diamètre du grain.

1.2.2.4 Choix des constantes et coefficients intervenants dans les lois d’in-

teraction

Le choix des constantes et coefficients à prendre en compte pour une simulation

numérique d’un phénomène donné reste difficile. En effet, ces grandeurs dépendent de

paramètres multiples, notamment des propriétés mécaniques des matériaux, de la vi-

tesse de choc, de la taille et de l’état de surface des grains ainsi que d’autres paramètres.

Dans la pratique de la simulation il est ainsi courant de choisir ces constantes et

coefficients de façon à approcher le comportement réel du problème traité. Toutefois

une importance particulière est donnée à la raideur élastique kn, du fait qu’elle est

d’un effet déterminant sur le pas de temps d’intégration ∆t. En effet elle doit être

choisie suffisamment élevée pour éviter des interpénétrations importantes qui peuvent

compromettre la qualité de la modélisation, mais pas trop élevée pour donner un pas

de temps pas trop petit conduisant à un ralentissement considérable de la simulation.
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1.2.3 Intégration des équations de mouvement

Les forces qui agissent sur les grains varient avec le temps d’une façon complexe,

en effet, il y a des contacts qui disparaissent, d’autres qui s’établissent, des variations

rapides des forces des fluides entourants ...etc. En conséquence l’intégration des équa-

tions de mouvement (Eqs. 1.1) nécessite des méthodes numériques incrémentales avec

un pas de temps ∆t suffisamment petit. L’idée de ces méthodes est : connaissant les

positions, les vitesses et autres variables dynamiques d’un grain à l’instant t, il faut

essayer de les estimer à l’instant (t + ∆t) avec une précision satisfaisante.

Nous décrirons deux méthodes permettant de calculer la trajectoire du grain nu-

mériquement, notamment l’algorithme “predictor-corrector” de Gear et l’algorithme

“Velocity-Verlet”.

Les développements qui seront présentés dans la suite concernent le mouvement

de translation, des expressions similaires peuvent être écrites pour le mouvement de

rotation.

1.2.3.1 Algorithme “Predictor-Corrector”

D’un point de vue mathématique, il est supposé que la trajectoire du grain est

continue, les variables dynamiques du grain peuvent donc être estimées à l’instant

(t + ∆t) à partir d’un développement limité de Taylor à l’instant t :






#xp(t + ∆t) = #x(t) + ∆t#̇x(t) + ∆t2

2
#̈x(t) + ∆t3

6
#...x(t) + ...

#̇xp(t + ∆t) = #̇x(t) + ∆t#̈x(t) + ∆t2

2
#...x(t) + ...

#̈xp(t + ∆t) = #̈x(t) + ∆t#
...
x(t) + ...

#...x
p
(t + ∆t) = #...x(t) + ...

(1.16)

avec #̇x = ∂!x
∂t = #u, #̈x = ∂2!x

∂t2 et #...x = ∂3!x
∂t3 .

L’ordre du développement (ici 4 termes) peut être augmenté ou diminué selon la

précision souhaitée. La taille mémoire mise en jeu et le nombre d’opérations de calcul

augmentent évidemment avec l’augmentation du nombre de termes retenus. L’exposant

“p” indique les valeurs prédites des différentes variables (position, vitesse, ...etc.) à
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l’instant t + ∆t. Ces valeurs doivent être corrigées puisque les forces agissantes sur le

grain évoluent entre les instants t et t + ∆t.

En utilisant les valeurs prédites à l’instant t+∆t, les forces extérieures sont calculées

(notamment les forces de contact sont calculées à partir des expressions 1.13 et 1.14).

L’équation de mouvement (1.1a) est ensuite utilisée pour déterminer l’accélération

corrigée #̈xc(t + ∆t). La différence entre les valeurs corrigée et prédite de l’accélération

∆#̈x(t + ∆t) = #̈xc(t + ∆t)− #̈xp(t + ∆t), donne une première approximation de l’erreur

sur l’accélération prédite. Cette erreur est utilisée pour corriger les valeurs prédites de

toutes les variables dynamiques comme suit [Allen 1987] :






#xc(t + ∆t) = #xp(t + ∆t) + c0A0∆#̈x(t + ∆t)

#̇xc(t + ∆t) = #̇xp(t + ∆t) + c1A1∆#̈x(t + ∆t)

#̈xc(t + ∆t) = #̈xp(t + ∆t) + c2A2∆#̈x(t + ∆t)

#...x
c
(t + ∆t) = #...x

p
(t + ∆t) + c3A3∆#̈x(t + ∆t)

(1.17)

où c0, c1, c2, c3 sont les coefficients de correction de Gear et A0, A1, A2, A3 sont

des facteurs tenant compte de l’adaptation de la correction à la variable considérée ;

A0 = ∆t2

2 , A1 = ∆t
2 , A2 = 1, A3 = 3

∆t .

Les coefficients de correction proposés par Gear pour un optimum entre la précision

et la stabilité des calculs, pour les différents ordres de développements sont donnés dans

le tableau suivant :

Nombre de termes du développement c0 c1 c2 c3 c4 c5

3 0 1 1

4 1
6

5
6 1 1

3

5 19
120

(
ou 19

90

)
3
4 1 1

2
1
12

6 3
20

(
ou 3

16

)
251
360 1 11

18
1
6

1
60

Pour les développements d’ordres 5 et 6 les facteurs supplémentaires d’adaptation

de la correction sont : A4 = 12
∆t2 et A5 = 60

∆t3 .

Les valeurs du coefficient c0 données entre parenthèses sont à utiliser lorsque la

résultante des forces extérieures évaluée à chaque pas de temps dépend de la vitesse en

plus de la position.
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Notons enfin qu’il est possible de refaire l’étape de correction plus d’une fois en

affectant à chaque fois aux valeurs prédites les dernières valeurs corrigées. Néanmoins

une seule correction est généralement satisfaisante.

1.2.3.2 Algorithme “Velocity-Verlet” :

C’est une version modifiée de l’algorithme adopté initialement par Verlet (1967)

[Allen 1987]. Cet algorithme est attractif, du fait qu’il est simple et qu’il nécessite peu

d’opérations de calcul. Les variables dynamiques qu’il faut stocker à chaque pas de

temps t sont les positions #x(t), les vitesses #u(t) et les accélérations #̈x(t) (9N variables,

N étant le nombre de grains). L’accélération #̈x(t) qui est calculée à partir de l’équation

de mouvement (1.1a) en connaissant la résultante des forces agissantes sur le grain en

un instant t, est supposée constante durant l’intervalle de temps
[
t− ∆t

2 , t + ∆t
2

]
. La

position et la vitesse d’un grain à l’instant t + ∆t sont alors exprimées par :






#x(t + ∆t) = #x(t) + ∆t#u(t) + ∆t2

2
#̈x(t) = #x(t) + ∆t#u(t + ∆t

2 )

#u(t + ∆t) = #u(t) + ∆t
[!̈x(t)+!̈x(t+∆t)]

2

(1.18)

L’algorithme se présente ainsi en pratique comme suit :

– Calcul de la vitesse à l’instant t + ∆t
2 ; #u(t + ∆t

2 ) = #u(t) + ∆t
2

#̈x(t)

– Calcul de la position à l’instant t + ∆t ; #x(t + ∆t) = #x(t) + ∆t#u(t + ∆t
2 )

– Calcul de la résultante des forces agissantes sur le grain
(∑ #F ext

)

t+∆t
en utilisant

les nouvelles positions #x(t+∆t) et éventuellement les nouvelles vitesses #u(t+ ∆t
2 )

– Calcul de l’accélération à l’instant t + ∆t ; #a(t + ∆t) =
(P !F ext)

t+∆t

m

– Calcul de la vitesse à l’instant t + ∆t ; #u(t + ∆t) = #u(t + ∆t
2 ) + ∆t

2
#̈x(t + ∆t)

Cet algorithme est équivalent à l’algorithme “Predictor-corrector” pour un ordre de

développement de 3 termes, lorsque la force calculée à chaque pas est indépendante de

la vitesse. Lorsque la force dépend de la vitesse, l’algorithme fait intervenir une erreur

théoriquement, puisque la vitesse utilisée dans le calcul de la force à l’instant t+∆t est

#u(t + ∆t
2 ) correspondante à l’instant t + ∆t

2 . Cependant l’expérience montre que cette

erreur à très peu d’effet sur le comportement global [Taberlet 2005]. Pour vérifier ce

fait, l’exemple de chute d’une bille sous l’effet de la gravité sur un plan horizontal est
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Figure 1.6 – Position d’une bille en chute sur un plan horizontal en fonction du temps ;
comparaison des différents algorithmes

étudié en utilisant les deux algorithmes. La figure 1.6 montre l’évolution de la position

de la bille en fonction du temps, cette position est calculée en utilisant l’algorithme

“Predictor-Corrector” avec un ordre de développement de 5 termes pour une seule

correction puis pour quatre corrections ainsi que l’algorithme “Velocity-Verlet”.

La force de contact avec le plan est calculée à partir du modèle viscoélastique

linéaire (Eq. 1.13). Le coefficient de restitution est pris εn = 0.9. Du fait que la force

de contact est fonction de la vitesse, la valeur du coefficient de correction c0 est prise
19
90 . Comparativement à l’algorithme “Predictor-Corrector” à 4 corrections, ce graphique

montre que l’algorithme “Velocity-Verlet” décrit avec une bonne précision le mouvement

de la bille. Il est même plus précis que l’algorithme “Predictor-Corrector” à une seule

correction (voir l’agrandissement de la 5e collision avec le plan sur la figure).

Ainsi, en tenant compte de sa précision et de sa simplicité en termes de calculs

nous utilisons dans ce travail essentiellement l’algorithme “Velocity-Verlet”, l’algorithme

“Predictor-Corrector” sera réservé pour d’éventuelles vérifications.

1.2.4 Détection des contacts

Les forces de contact sont déterminantes dans la description du mouvement d’un

grain. Leur calcul nécessite la recherche préalable de tous les contacts du grain en consi-

dération. Une manière directe pour rechercher ces contacts est de calculer la distance

normale (Eq. 1.2) du grain avec tous les grains du système. Ainsi, à chaque pas de
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temps il faut calculer cette distance pour toutes les paires possibles de grains soit au

total (N(N − 1)/2) fois (N étant le nombre de grains). Néanmoins, la majorité de ces

calculs ne sont pas nécessaires à chaque pas de temps, puisque pour deux grains éloi-

gnés si le contact aura lieu, il ne peut se produire qu’après un nombre considérable de

pas de temps.

Une idée pour diminuer le nombre de calculs d’une manière significative est d’utiliser

les listes de Verlet. En effet pour chaque grain i, on peut associer une liste de Verlet

(Li) composée des grains voisins les plus proches ; ce sont les seuls grains avec lesquels

les contacts sont recherchés pendant un nombre de pas de temps donné NactuList. Ces

listes ne sont donc actualisées qu’au bout d’un temps (NactuList ×∆t).

Les grains j formant la liste de Verlet associée au grain i sont tous les grains dont la

distance normale avec le grain i est plus faible qu’une distance pré-définie dite distance

de Verlet (DV erlet), soit :

j ∈ Li si ‖#xj − #xi‖ − ri − rj ! Dverlet (1.19)

La distance de Verlet (DV erlet) est une petite distance qui peut être choisie libre-

ment. Si cette distance est trop faible, le nombre de voisins à considérer pour chaque

grain est réduit mais la fréquence d’actualisation des listes doit être augmentée (i.e.

NactuList doit être diminué). Sinon, ils peuvent se passer des contacts non percevables

entre des grains non reconnus comme voisins. Une manière certaine pour éviter qu’un

tel fait se produise, est d’actualiser les listes à chaque fois que l’un des grains de l’échan-

tillon se déplace d’une distance au plus égale à 1
2DV erlet.

Le choix de la distance de Verlet (DV erlet) dépend de la vitesse des grains dans le

phénomène à simuler ainsi que du pas de temps de simulation, elle doit être choisie de

façon à obtenir le minimum de temps de calcul.

1.2.5 Conditions aux frontières

Les conditions aux frontières sont parmi les éléments de base qu’il faut définir dans

une simulation d’un milieu granulaire. Deux types de conditions sont généralement

utilisées notamment les murs fixes ou mouvants et les conditions périodiques. Chacune
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Période

Z

X

Mur

Figure 1.7 – Système de disques (2D) périodique dans la direction X

de ces conditions est utile pour des applications spécifiques.

La condition de mur peut être imposée en utilisant des lois de calcul des forces

d’interaction entre le mur et les grains similaires aux lois d’interaction grain-grain

discutées plus haut (Section 1.2.2).

La périodicité est un artefact de calcul utilisé pour réduire la taille du modèle. En

effet, lorsque les moyens de calcul ne permettent pas de simuler le problème dans sa

taille réelle et / ou le comportement est semblable sur l’ensemble du problème, l’analyse

peut être faite à travers la simulation d’un volume élémentaire représentatif supposé

à répétition périodique dans l’espace (figure 1.7). Les conditions aux frontières pério-

diques sont les conditions qui engendrent la duplication du volume élémentaire étudié.

Leur principe consiste à réintroduire tout grain qui sort par une frontière du système

par la frontière opposée. En conséquence les grains qui se trouvent sur deux frontières

opposées sont voisins et peuvent être en contact, dans quel cas il faut considérer les

forces d’interactions entre eux.

1.2.6 Contrainte intergranulaire moyenne

Dans certaines situations il se trouve utile de passer de la modélisation micromé-

canique par éléments discrets d’un milieu granulaire à la modélisation macroscopique

par milieu continu équivalent. Ce passage nécessite entre autres la définition du tenseur

de contraintes à partir des forces d’interaction intergranulaires. Ce sujet à fait l’objet

de nombreuses études et plusieurs définitions des contraintes ont été proposées dans la

littérature. Nous nous limitons ici à présenter la définition du tenseur de contrainte don-
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née dans la référence [Andreotti 2011], obtenue en utilisant un processus de moyennage

des forces intergranulaires.

Pour des problèmes statiques ou quasistatiques de milieux granulaire, la composante

σαβ (α, β = 1, 2, 3) du tenseur de contraintes moyen en un point M s’exprime sous la

forme :

σαβ =
1
V

Nc∑

nc=1

Fnc
α &nc

β (1.20)

avec V est le volume centré au point M , sur lequel la moyenne de la contrainte est

calculée, Nc est le nombre total de contacts dans le volume V , nc est le numéro du

contact, Fnc
α est la composante α de la force d’interaction au contact nc et &nc

β est la

composante β du vecteur #& reliant les centres des deux grains du contact nc (vecteur

branche). Lorsque l’un des grains est à l’extérieur du volume V , le vecteur #& est pris

égal à la portion du vecteur branche comprise dans le volume V .
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2.1 Introduction

La dynamique des fluides est l’étude du mouvement des fluides, qu’ils soient liquides

ou gaz. La résolution d’un problème de dynamique des fluides revient à calculer diverses

propriétés du fluide telles que la vitesse, la pression et la température en fonction de

l’espace et du temps. Ces calculs se basent principalement sur les lois fondamentales

de la physique et de la mécanique, notamment le principe de conservation de masse, le

principe de conservation de la quantité de mouvement (2e loi de Newton) et les lois de la

thermodynamique. Les expressions mathématiques de ces lois conduisent aux équations

gouvernant la dynamique du fluide, à savoir, l’équation de continuité, les équations de

la quantité de mouvement et les équations de l’énergie.

Ce chapitre est dédié à la présentation de quelques notions de base de la dynamique
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des fluides dans le but de faciliter la connexion avec les parties suivantes de la thèse.

D’abord, quelques concepts et définitions relatifs aux écoulements des fluides sont don-

nés, puis un rappel sommaire des équations de la dynamique des fluides est présenté

et enfin, comme exemple simple des solutions de problèmes de dynamique des fluides,

l’écoulement de Poiseuille est traité.

2.2 Quelques définitions relatives aux fluides et écoule-

ments

Les écoulements des fluides peuvent avoir différentes formes dépendantes de la na-

ture du fluide et des conditions entourantes. A titre d’exemples, il est facilement re-

marquable que l’écoulement d’huile est plus lent que celui de l’eau et que l’écoulement

d’eau dans un canal peut être doux en un point mais turbulent en un autre. Afin de

distinguer ces différentes situations, il est utile de donner les définitions suivantes :

• Viscosité, fluides Newtonien et non Newtonien : La viscosité est une grandeur

physique reliant la contrainte de cisaillement à la vitesse de cisaillement, elle

mesure donc la résistance à l’écoulement du fluide. Pour de nombreux fluides

(eau, gaz ...), la contrainte de cisaillement est proportionnelle à la vitesse de

cisaillement, ces fluides sont dits alors fluides Newtoniens. La constante de pro-

portionnalité entre la contrainte de cisaillement et la vitesse de cisaillement est

appelée viscosité dynamique du fluide, elle est notée µ. La viscosité cinématique

ν est le rapport de la viscosité dynamique à la masse volumique fluide ρ soit :

ν =
µ

ρ
(2.1)

Pour d’autres fluides tels que les émulsions, la viscosité n’est pas une constante

mais dépend de la vitesse de cisaillement, dans ce cas le fluide est dit non-

Newtonien.

• Fluide compressible et incompressible : lorsque dans un écoulement, sous l’effet

de la variation de la pression, la masse volumique du fluide change de façon

qu’elle ne peut pas être considérée constante, le fluide est dit compressible. Au
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contraire, le fluide est dit incompressible si la variation de sa masse volumique

peut être considérée négligeable. A titre d’exemples, l’eau en écoulements cou-

rants est considérée incompressible, tandis-que les gaz sont généralement considé-

rés compressibles. L’effet de la compressibilité sur les propriétés d’un écoulement

est caractérisé par le Nombre de Mach, défini comme le rapport de la vitesse de

l’écoulement u à la vitesse de propagation du son dans le fluide cs (i. e. vitesse

de propagation des ondes de compression) :

Ma =
u

cs
(2.2)

Dans la pratique, il est courant de négliger les effets de compressibilité pour

des nombres de Mach inférieurs à 0, 3, en fait ces effets n’excède pas 1% pour

Ma ! 0, 3 [LeQuéré 2010]. Presque tous les problèmes impliquant des liquides se

trouvent dans cette catégorie.

• Ecoulement laminaire et turbulent : la turbulence est un régime d’écoulement

dominée par des recirculations et des fluctuations de vitesses d’un aspect appa-

rent aléatoire. Le régime laminaire est le caractère de l’écoulement du fluide en

lames parallèles sans perturbation. Les deux régimes laminaire et turbulent sont

étroitement liés au Nombre de Reynolds défini par l’expression :

Re =
UL
ν

(2.3)

Le nombre de Reynolds défini l’importance des forces d’inertie par rapport aux

forces résistantes de viscosité, il peut être affirmé qu’un écoulement de nombre

de Reynolds très élevé est turbulent par-contre un écoulement à petit nombre de

Reynolds est laminaire.

En tenant compte que nous nous intéressons dans le cadre de cette thèse spéciale-

ment à la dynamique des sables saturés d’eau qui fait intervenir des écoulements dans

des pores interstitiels de petites tailles, Il peut être admis qu’il s’agit d’écoulements de

fluide newtonien, incompressible à faibles nombres de Reynolds.
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2.3 Equations de dynamique des fluides

Comme il est mentionné plus haut les équations gouvernant la dynamique des fluides

s’obtiennent à partir de principes fondamentaux de la physique notamment, les prin-

cipes de conservation de masse, de quantité de mouvement et d’énergie. Comme nous

nous intéressons à des écoulements isothermaux, les deux principes de conservation de

masse et de quantité de mouvement suffisent pour dériver les équations de mouvement.

Ces équations sont présentées dans ce qui suit d’une façon sommaire, les procédures dé-

taillées de leurs dérivation peuvent être retrouvées dans les ouvrage spécialisés comme

[Batchelor 1967].

Il convient de noter que les principes de conservation s’appliquent à des volumes

élémentaires de fluide. Un volume élémentaire peut être considéré comme un volume

infinitésimal dV au sens mathématique, mais suffisamment grand pour contenir un

grand nombre de molécules de façon qu’il peut être vu comme un milieu continu.

Le mouvement du fluide est décrit ici par rapport à un référentiel similaire au repère

global présenté au chapitre précèdent. Cependant, contrairement aux grains solides pour

lesquels le mouvement est décrit au sens de Lagrange, l’écoulement du fluide est décrit

au sens d’Euler où le vecteur #x désigne la position d’un volume élémentaire fixe dans

l’espace à travers lequel passent les particules du fluide.

Nous notons #u(#x, t) le vecteur vitesse, p(#x, t) la pression et ρ(#x, t) la masse volu-

mique du fluide.

2.3.1 Equation de continuité

C’est l’équation de conservation de la masse, elle s’obtient en exprimant que la

variation de la masse incluse dans le volume est égale à la masse nette qui traverse la

surface délimitante. Elle s’écrit en tout point :

∂ρ

∂t
+ #∇.(ρ#u) = 0 (2.4)

où #∇ est l’opérateur divergence ; #∇ = ∂
∂x#eX + ∂

∂y#eY + ∂
∂z#eZ

Pour des raisons de simplicité nous utilisons dans ce qui suit la notation indicielle,

l’équation de continuité (Eq.2.4) peut être exprimée :
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∂ρ

∂t
+

∂(ρuα)
∂xα

= 0 (2.5)

Rappelons que α peut prendre les valeurs 1, 2 ou 3 (i.e. x, y ou z) et ∂(ρuα)
∂xα

=
∑3

α=0
∂(ρuα)

∂xα

Pour un fluide incompressible la masse volumique est indépendante de la position

#x et du temps t, l’équation de continuité se réduit à :

#∇.#u = 0 oubien
∂uα

∂xα
= 0 (2.6)

2.3.2 Equations de Navier-Stokes

Ce sont les équations de conservation de la quantité de mouvement, elles peuvent

être obtenues à partir de la seconde loi de Newton exprimant l’équilibre dynamique

d’un élément volumique du fluide. Pour un fluide Newtonien incompressible de visco-

sité dynamique µ, en l’absence des forces de volume les équations de Navier-Stokes

correspondantes aux directions α (α = 1, 2 et 3) s’expriment :

ρ
Duα

Dt
= − ∂p

∂xα
+ µ∇2uα (2.7)

où p = −σαα
3 est la pression statique conventionnelle, σαα

3 étant la contrainte nor-

male moyenne,∇2 est l’opérateur Laplacien ;∇2 = ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ ∂2

∂x2
3

et Duα
Dt = ∂uα

∂t +uβ
∂uα
∂xβ

est la composante α de l’accélération particulaire en description Eulerienne 1.

2.3.3 Forme adimensionnelle des équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont souvent utilisées sous forme adimensionnelle

en introduisant une longueur et une vitesse caractéristiques de l’écoulement L et U

respectivement. Des grandeurs adimensionnelles sont alors définies :

1. L’accélération particulaire est composée de deux termes ; le premier ( ∂uα
∂t ) représente le taux de

la variation locale de la vitesse et le second (uβ
∂uα
∂xβ

) représente le taux de variation advective, liée au
changement de position de la particule pendant l’incrément de temps Dt
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




t̃ = tU/L,

x̃α = xα/L,

ũα = uα/U ,

p̃ = pL/µU

(2.8)

et l’équation (2.7) s’écrit sous la forme :

ρUL
µ

(
∂ũα

∂ t̃
+ ũβ

∂ũα

∂x̃β

)
= − ∂p̃

∂x̃α
+ ∇̃2ũα (2.9)

avec ∇̃2 = ∂2

∂x̃2
1

+ ∂2

∂x̃2
2

+ ∂2

∂x̃2
3

La constante résultante dans le premier membre de cette équation (ρUL
µ ) étant le

nombre adimensionnel de Reynolds. Cette équation montre que pour des problèmes de

différentes tailles, de géométries et conditions aux limites semblables, les écoulements

sont semblables lorsque leurs nombres de Reynolds caractéristiques sont égaux 2.

Notons enfin que pour décrire l’écoulement du fluide, l’équation de Navier-Stokes

doit être utilisée conjointement avec l’équation de continuité, soit pour un fluide New-

tonien incompressible les équations 2.6 et 2.7.

2.4 Exemple de solution : écoulement de Poiseuille

Les équations de Navier-Stokes sont résolubles analytiquement pour certains pro-

blèmes simples de dynamique des fluides tels que les écoulement de Couette et de

Poiseuille. Nous donnons ici comme exemple la solution de l’écoulement de Poiseuille

qui est souvent utilisée pour valider les modèles de calcul dynamique des fluides. Il

s’agit de l’écoulement permanent d’un fluide dans un tube uniforme à faible nombre

de Reynolds de sorte qu’il est considéré en régime laminaire. Il peut être causé par un

gradient de pression ou une force de volume.

Pour simplifier, nous nous intéressons à l’écoulement de Poiseuille plan qui se pro-

duit entre deux plaques planes parallèles et fixes (voir Fig. 2.1), c’est un cas d’écoule-

ment 2D, c’est à dire uz ≡ 0 et ∂uα
∂z ≡ 0 pour α = x, y ou z. L’écoulement est entraîné

2. Les conditions aux limites sont semblables si leurs valeurs adimensionnées sont égales.
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Ecoulement

 h

X

Y

Figure 2.1 – Ecoulement de Poiseuille plan

par un gradient de pression dans la direction #x soit ∂p
∂x .

En raison du caractère laminaire de l’écoulement, la vitesse normale à la direction

d’écoulement est aussi nulle (uy = 0). De plus, du fait que l’écoulement est stationnaire

et que la section du canal est uniforme (plans parallèles) alors ∂ux
∂t = 0 et ∂ux

∂x = 0 | 3.

Dans ce cas le terme relatif aux forces d’inertie dans l’équation de Navier-Stokes (Eq.

2.7) disparaît et l’équation gouvernant l’écoulement est appelée équation de Stokes, elle

s’écrit dans la direction #x :

µ
∂2ux

∂y2
=

∂p

∂x
(2.10)

C’est une équation à variables séparées dont l’intégration donne la pression p(x) et

la vitesse ux(y) :






p(x) = Kx + p0 (a)

ux(y) = K
2µy2 + Ay + B (b)

(2.11)

où K = ∂p
∂x et p0 est la pression à l’entrée du canal. Les constantes A et B sont

à déterminer à partir des conditions de non-glissement du fluide sur les parois solides.

Ce sont des conditions couramment utilisées pour des problèmes d’écoulements lami-

naires 4. Les parois solides du présent problème sont fixes, ces conditions s’expriment

alors sous la forme ux(−h
2 ) = ux(h

2 ) = 0, et les constantes qui en résultent sont A = 0

3. Cette équation résulte de l’équation de continuité d’un fluide incompressible en posant ∂uy

∂y =
∂uz
∂z = 0

4. Il est admis que le frottement fluide-solide est plus grand que le frottement fluide-fluide donc
les particules du fluide en contact direct avec un solide adhèrent à celui-ci et le mouvement du fluide
résulte du glissement des particules du fluide les unes sur les autres.
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et B = −K
2µ

(
h
2

)2. L’expression finale de la vitesse (ux) est alors :

ux(y) = − 1
2µ

∂p

∂x

[(
h

2

)2

− y2

]
(2.12)

L’expression de p(x) (Eq. 2.11a) montre que la pression varie linéairement le long

du canal et l’expression de ux (Eq. 2.12) montre que la variation de la vitesse est

parabolique dont le maximum est au centre (y = 0) (voir Fig. 2.2). Le signe "−" dans

l’expression de la vitesse indique que l’écoulement se produit dans la direction inverse

à la direction du gradient de pression ∂p
∂x .

Pour un écoulement dans un canal de longueur L produit par une différence de

pression ∆p = pL − p0, l’expression de la vitesse est alors :

ux(y) = − 1
2µ

∆p

L

[(
h

2

)2

− y2

]
(2.13)

et la vitesse maximale est :

uxmax = ux(y = 0) = − 1
8µ

∆p

L
h2 (2.14)

L’écoulement de Poiseuille peut être entraîner par une force de volume telle qu’une

accélération dans la direction x soit ax. Dans ce cas le gradient de pression équivalent

est ∂p
∂x = −ρax| 5. Par conséquence, l’expression de la vitesse d’écoulement devient :

ux(y) =
ρax

2µ

[(
h

2

)2

− y2

]
(2.15)

5. Cette équivalence s’établit en égalisant la force motrice produite par le gradient de pression sur
un élément volumique de section As et de longueur dx soit

`
− ∂p

∂xdxAs

´
à la force de volume (due à

l’accélération ax) agissante sur le même élément ρaxdxAs.
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Figure 2.2 – Profils de vitesse et de pression pour l’écoulement de Poiseuille plan
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3.1 Introduction

La méthode Lattice-Boltzmann ou méthode de Boltzmann sur réseau a émergé

comme un outil puissant de simulation en dynamique des fluides. Cette méthode est

basée sur le concept de modélisation du fluide par des particules mésoscopiques se

déplaçant à l’intérieur d’un réseau (une grille) fixe. C’est un concept originalement

adopté en simulation de dynamique des gaz par des automates cellulaires (Lattice Gas

Automata). Du point de vue formulation, la méthode peut être vue comme une discré-

tisation spéciale en différences finies de l’équation de la cinétique des gaz de Boltzmann.

Une telle discrétisation est choisie de sorte à conserver la dynamique macroscopique du

système, notamment la satisfaction des équations de Navier-Stokes.

La méthode a connu un succès considérable pour :

• sa capacité à modéliser différentes situations d’écoulements y compris les pro-

blèmes de géométries complexes et les écoulements polyphasiques.

• sa capacité à s’accommoder avec différentes conditions aux limites.

• sa facilité de mise en œuvre en raison de la simplicité de son algorithme de calcul.

Ce chapitre donne une brève présentation de la méthode Lattice-Boltzmann, notam-

ment la discrétisation de l’équation de Boltzmann, l’algorithme de calcul, les conditions

aux frontières ainsi que d’autres aspects relatifs à la mise en oeuvre de la méthode sont

discutés. A la fin du chapitre, une application de la méthode à la simulation de l’écou-

lement de Poiseuille est présentée.

3.2 Fonction de distribution et équation de base

Dans la méthode Lattice-Boltzmann la description du fluide se fait à travers la

fonction de distribution des particules f̃(#x, #ξ, t) telle que #x est la position dans l’espace,
#ξ est la vitesse des particules et f̃(#x, #ξ, t)d#xd#ξ représente le nombre de particules qui

se trouvent à l’instant t dans le volume [#x, #x+ d#x] et ayant des vitesses comprises dans

l’intervalle [#ξ, #ξ + d#ξ].

En supposant que chaque particule est d’une masse m0, on définit la fonction de

distribution massique :
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f(#x, #ξ, t) = m0f̃(#x, #ξ, t) (3.1)

La masse volumique macroscopique du fluide, qui est la somme des masses de toutes

les particules au point et au temps considérés indépendamment de leurs vitesses, peut

donc être exprimée :

ρ(#x, t) =
∫

f(#x, #ξ, t)d#ξ (3.2)

De même, la vitesse macroscopique du fluide est la moyenne des vitesses particu-

laires au point et au temps considérés, elle s’obtient à partir de la densité de quantité

de mouvement ρ#u(#x, t) =
∫

#ξf(#x, #ξ, t)d#ξ et s’exprime donc :

#u(#x, t) =
1
ρ

∫
#ξf(#x, #ξ, t)d#ξ (3.3)

La variation de la fonction de distribution est théoriquement gouvernée par l’équa-

tion de Boltzmann qui s’écrit en l’absence des forces de volume [Struchtrup 2005] :

∂f

∂t
+ ξα

∂f

∂xα
= Ωc (3.4)

où Ωc est le terme qui tient compte des collisions interparticulaires. Cette équation

qui peut être écrite sous la forme ∂f
∂t = −ξα

∂f
∂xα

+Ωc, montre que la variation locale par

rapport au temps de la distribution (∂f
∂t ) résulte de deux effets ; l’effet de l’advection

(−ξα
∂f
∂xα

) et l’effet de la collision des particules (Ωc) 1.

La résolution de l’équation de Boltzmann est difficile à cause de la complexité du

terme des collisions Ωc. De ce fait, cette équation est souvent abandonnée en faveur

d’autres modèles plus simples. Un modèle populaire souvent adopté pour la résolu-

tion numérique est le modèle BGK (Bhatnagar, Gross et Krook) [Struchtrup 2005] qui

1. Illustration : Si on imagine que toutes les particules se déplacent à la même vitesse ξx (ξy =
ξz = 0), il n’y a pas de collisions (Ωc = 0), la variation locale par rapport au temps de la distribution
( ∂f

∂t ) n’est due qu’à l’arrivée de particules (advection) qui étaient à la position (x − dx) à la position
(x), soit : df = ∂f

∂x (−dx)⇒ ∂f
∂t = −ξx

∂f
∂x
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s’exprime par l’équation :

∂f

∂t
+ ξα

∂f

∂xα
= − 1

λ
(f − f (0)) (3.5)

où λ est le temps de relaxation (temps de parcourt libre moyen des particules) et f (0)

est la distribution d’équilibre de Maxwell-Boltzmann telle que :

f (0) = ρ(2πθ)−D/2exp

[
−(#ξ − #u)2

2θ

]
(3.6)

avec θ = kBT/m0, kB, T et m0 sont la constante de Boltzmann, la température et la

masse d’une particule respectivement et D est la dimension de l’espace (D = 2 pour le

cas plan, D = 3 pour l’espace 3D).

f (0) est la distribution la plus probable des vitesses particulaires (#ξ) autour de la

vitesse moyenne (#u), qui conserve les densités de masse et de quantité de mouvement,

c’est à dire :

∫
f (0)d#ξ = ρ et

∫
#ξf (0)d#ξ = ρ#u (3.7)

L’équation 3.5 signifie que la variation due aux collisions interparticulaires
(
Ωc = − 1

λ(f − f (0))
)

est proportionnelle à l’éloignement de l’équilibre (f − f (0)). De

plus le retour à l’équilibre est d’autant plus rapide que la fréquence des collisions ( 1
λ)

est grande 2.

3.3 Discrétisation de l’équation BGK

Pour le calcul numérique de la fonction de distribution f , l’équation 3.5 est dis-

crétisée par rapport au temps puis par rapport au champs des vitesses [He 1997b]. La

discrétisation par rapport au temps donne l’équation d’évolution incrémentale :

f(#x + #ξ∆t, #ξ, t + ∆t)− f(#x, #ξ, t) = −1
τ

(
f(#x, #ξ, t)− f (0)(#x, #ξ, t)

)
(3.8)

2. On peut remarquer que la variation due aux collisions est nulle lorsque la distribution f est égale
à la distribution d’équilibre f (0) oubien lorsque λ→∞ ; cas pour lequel il n y a pas de collisions.
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où ∆t est le pas de temps et τ est le temps de relaxation adimensionnel tel que 1
τ = ∆t

λ .

En deuxième étape, les vitesses particulaires #ξ initialement en nombre infini, sont

réduites à un nombre fini de vitesses possibles #ei. Ces vitesses sont choisies de façon à

obtenir une structure de grille dans l’espace. A ces vitesses (#ei) sont associées des dis-

tributions discrètes fi(#x, t) = Wif(#x,#ei, t) avec Wi sont des coefficients de pondération.

fi(#x, t) peut être comprise comme la masse volumique des particules en mouvement à

la vitesse #ei.

L’équation décrivant l’évolution des distributions discrètes fi(#x, t) peut ainsi être

déduite de l’équation 3.8 et s’écrit 3 :

fi(#x + #ei∆t, t + ∆t)− fi(#x, t) = −1
τ

(
fi(#x, t)− f (eq)

i (#x, t)
)

(3.9)

La fonction clef dans cette équation est la distribution d’équilibre discrète f (eq)
i ,

elle est construite à partir de la distribution d’équilibre f (0) (Eq. 3.6) de sorte que les

densités de masse et de quantité de mouvement soient conservées, c’est à dire :

Q−1∑

i=0

f (eq)
i =

∫
f (0)d#ξ et

Q−1∑

i=0

#eif
(eq)
i =

∫
#ξf (0)d#ξ (3.10)

Q étant le nombre de vitesses discrètes choisies.

Pour construire f (eq)
i , un développement limité de la distribution d’équilibre f (0)

jusqu’à l’ordre O(u2) est utilisé. Ensuite les équations 3.10 sont utilisées pour détermi-

ner les fonctions f (eq)
i ainsi que les longueurs des vecteurs #ei.

Le développement limité jusqu’à l’ordre O(u2) est justifiée par l’hypothèse d’écou-

lement à faible nombre de Mach, c’est à dire la vitesse de l’écoulement (u) est faible

devant la vitesse de propagation du son dans le fluide cs donnée par :

cs =
√

θ =
√

kBT/m0 (3.11)

En terme des distributions discrètes la masse volumique et la vitesse macroscopique

3. Cette équation est souvent appelée équation LBGK (Lattice BGK) puisqu’elle décrit l’évolution
des distributions discrètes dans des noeuds d’une grille ou "lattice" en anglais.
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(Eqs. 3.2 et 3.2) s’expriment finalement :

ρ =
Q−1∑

i=0

fi (3.12)

#u(#x, t) =
1
ρ

Q−1∑

i=0

#eifi (3.13)

3.4 Exemples de modèles Lattice-Boltzmann

Afin d’illustrer la méthode nous décrivons dans la suite en détail deux modèles

utilisés en simulation d’écoulements 2D et 3D.

3.4.1 Modèle bidimensionnel "D2Q9"

Le modèle D2Q9 (2 Dimensions, 9 vecteurs vitesses) est largement utilisé en simula-

tion d’écoulements 2D. Dans ce cas les vecteurs vitesses discrets #ei sont choisis comme

suit (voir Fig. 3.1a) :






#e0 = c(0, 0)

#e2 = c(−1, 0),#e4 = c(0,−1),#e6 = c(1, 0),#e8 = c(0, 1)

#e1 = c(−1, 1),#e3 = c(−1,−1),#e5 = c(1,−1),#e7 = c(1, 1)

(3.14)

avec c est une vitesse caractéristique du modèle. L’ordre de numérotation des vitesses

peut être quelconque, mais l’ordre choisi ici permet de simplifier la mise en oeuvre de

la méthode.

Pour ce choix de vitesses, la résolution des équations (3.10) donne les expressions

de la vitesse caractéristique et des distributions d’équilibre discrètes :

c =
√

3θ = cs

√
3 (3.15)

et

f (eq)
i = ρwi

[
1 +

3
c2

#ei.#u +
9

2c4
(#ei.#u)2 − 3

2c2
#u.#u

]
(3.16)
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Figure 3.1 – (a) Modèle D2Q9, (b) Discrétisation du domaine d’écoulement selon le
modèle D2Q9

où wi sont des facteurs de pondération tel que :

wi =






4/9 pour i = 0

1/9 i = 2, 4, 6, 8

1/36 i = 1, 3, 5, 7

L’équation (3.9) décrit dans ce cas l’évolution des distributions discrètes fi dans les

noeuds d’une grille régulière (ou réseau régulier) (voir Fig. 3.1b), le pas de discrétisation

spatial ∆x étant défini par :

∆x = c∆t (3.17)

3.4.2 Modèle tridimensionnel "D3Q19"

Il existe plusieurs modèles pour la simulation d’écoulements 3D. Le modèle le plus

populaire est le D3Q19, étant donné qu’il représente bon compromis entre volume des

calculs et qualité des résultats [Mei 2000]. Pour ce modèle les vecteurs vitesses discrets

correspondants sont (voir Fig. 3.2) :
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Figure 3.2 – Modèle tridimensionnel D3Q19






#e0 = c(0, 0, 0)

#e1 = c(−1, 0, 0), #e2 = c(0,−1, 0), #e3 = c(0, 0− 1, )

#e4 = c(−1,−1, 0), #e5 = c(−1, 1, 0), #e6 = c(−1, 0,−1)

#e7 = c(−1, 0, 1), #e8 = c(0,−1,−1), #e9 = c(0,−1, 1)

#e10 = c(1, 0, 0), #e11 = c(0, 1, 0), #e12 = c(0, 0, 1)

#e13 = c(1, 1, 0), #e14 = c(1,−1, 0), #e15 = c(1, 0, 1)

#e16 = c(1, 0,−1), #e17 = c(0, 1, 1), #e18 = c(0, 1,−1)

(3.18)

c est la vitesse caractéristique du modèle qui s’obtient avec les distributions d’équilibre

discrètes f (eq)
i à partir des équations de conservation de la masse et de la quantité de

mouvement (3.10). Elles ont les mêmes expressions que modèle D2Q9 (Eqs. 3.15 et

3.16). Les facteurs de pondération wi correspondants sont :

wi =






1/3 pour i = 0,

1/18 pour les vitesses courtes comme : c(1, 0, 0),

1/36 pour les vitesses longues comme : c(1, 1, 0).

L’utilisation du modèle D3Q19 conduit à la modélisation de l’espace par une grille

tridimensionnelle régulière dont les noeuds sont espacés dans les trois directions d’un

pas ∆x = c∆t.
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Dans les sections suivantes nous présenterons les différents aspects et concepts rela-

tifs à la mise en pratique de la méthode en utilisant pour illustration le modèle D2Q9.

Ces concepts sont valables pour d’autres modèles tels que les modèles 3D.

3.5 Algorithme de calcul

Pour calculer les distributions fi, l’équation (3.9) est réécrite sous la forme :

fi(#x + #ei∆t, t + ∆t) = fi(#x, t)− 1
τ

(
fi(#x, t)− f (eq)

i (#x, t)
)

(3.19)

Les calculs peuvent donc être effectués en deux étapes :

• Etape des collisions :

fout
i (#x, t) = fi(#x, t)− 1

τ

(
fi(#x, t)− f (eq)

i (#x, t)
)

(3.20)

• Etape de propagation :

fi(#x + #ei∆t, t + ∆t) = fout
i (#x, t) (3.21)

fout
i représente la distribution de post-collision. L’exposant "out" est mis pour in-

diquer la distribution qui sera affectée (propagée) au pas de temps suivant au noeud

voisin suivant la direction i pendant l’étape de propagation.

Après l’étape de propagation les distributions discrètes fi sont obtenues dans tous

les noeuds, en conséquence, la masse volumique et la vitesse macroscopique peuvent

être calculées à travers les équations (3.12 et 3.13) et la pression p peut être calculée à

partir de la masse volumique en utilisant l’équation d’état 4 :

p = c2
sρ (3.22)

Notons que tous les calculs se font dans l’étape des collisions et sont locaux pour

chacun des noeuds. L’étape de propagation n’est que des affectations des distributions

de post-collision aux noeuds voisins.

4. Equation d’état des gaz : p.V = N.kB .T ⇔ p = N.m0
V

kB .T
m0

= ρc2
s
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Le processus de calculs peut donc être résumé en les étapes suivantes :

1. Etant données les distributions discrètes fi au temps t, les distributions de post-

collision fout
i sont calculées (Eq. 3.20) dans tous les noeuds du domaine fluide.

2. En utilisant les conditions aux frontières, les distributions (fout
i ) à propager à

partir des noeuds de frontières aux noeuds de fluide sont calculées.

3. L’étape de propagation (Eq. 3.21) est ensuite effectuée pour obtenir les distribu-

tions fi au temps t + ∆t.

La répétition de ce cycle permet d’obtenir les distributions et par conséquence les

pressions et les vitesses macroscopiques (à travers les équations 3.12, 3.13 et 3.22) à

chaque pas de temps.

Les distributions fi initiales sont calculées à partir des conditions de pressions et

de vitesses initiales. Pour cela il est courant d’utiliser les distributions d’équilibre (Eq.

3.16), soit fi_initiale = f (eq)
i (ρinitiale, #uinitiale).

3.6 Prise en compte de l’effet d’une force de volume

L’effet d’une force volumique induite par une accélération #a peut être pris en compte

dans la méthode Lattice-Boltzmann en introduisant un terme additionnel dans le calcul

de la distribution de post-collision [Luo 2000]. L’équation 3.20 devient par conséquence :

fout
i (#x, t) = fi(#x, t)− 1

τ

(
fi(#x, t)− f (eq)

i (#x, t)
)

+ 3ωiρ

(
∆t2

∆x

)
#a.

(
#ei

c

)
(3.23)

et l’algorithme de calcul reste inchangé.

3.7 Paramètres de discrétisation

La procédure de discrétisation de l’équation BGK (Eq. 3.5) présentée ci-dessus

aboutit à un pas de discrétisation spatial imposé si ∆t est choisi (∆x = c∆t). La vitesse

c étant une vitesse caractéristique du fluide. Néanmoins, il est possible de choisir ∆x et

∆t, dans ce cas c = ∆x
∆t devient imposée. cs = c√

3
(suite à l’Eq. 3.15) est appelée dans
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ce cas vitesse de propagation du son du modèle, autrement dit le fluide est substitué par

un milieu modèle ayant une autre vitesse de propagation du son. Les calculs restent

dans ce cas corrects à condition que le nombre de Mach de calcul soit faible (voir la

condition 3.25 suivante).

D’autres part, il est montré à travers l’analyse de Chapman-Enskog [He 1997a] que

les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible peuvent être retrouvées

à partir de la méthode lattice-Boltzmann si la fluctuation de la masse volumique peut

être supposée négligeable. La viscosité cinématique équivalente est :

ν = c2
s∆t

(
τ − 1

2

)
= c∆xν̄ (3.24)

ν̄ = 1
3

(
τ − 1

2

)
est dite viscosité adimensionnelle.

Il est claire de cette équation que la viscosité n’est positive que pour τ > 0.5.

Ainsi, afin de simuler un écoulement incompressible correctement, il faut s’assurer

que la fluctuation de la masse volumique est suffisamment faible, ce qui équivaut à

maintenir le nombre de Mach suffisamment faible. En d’autres termes, il faut utiliser

un modèle dont la vitesse du son (cs) est suffisamment grande par rapport à la vitesse

maximale dans l’écoulement simulé (umax). Dans la pratique, cette condition est vérifiée

à travers le nombre de Mach (Ma) de la simulation défini par rapport à la vitesse

caractéristique du modèle (c). Il est couramment considéré que les simulations sont

suffisamment précises si :

Ma =
umax

c
≤ 0, 25 (3.25)

De ce qui est avancé il ressort que les paramètres de discrétisation sont au nombre de

trois ; ∆x, ∆t et τ , cependant, du fait de la relation (3.24) et en tenant compte que c =
∆x
∆t , si la viscosité du fluide est donnée seuls deux de ces paramètres peuvent être choisis

librement. Dans la pratique, il est souvent avantageux de choisir τ et ∆x et calculer ∆t

à partir de l’équation (3.24). Ceci est dû au fait que τ est d’un effet déterminant sur

la stabilité des calculs et ∆x est souvent dicté par les détails géométriques du domaine

d’écoulement.

La méthode Lattice Boltzmann basée sur l’équation BGK est théoriquement conver-



Chapitre 3. Méthode Lattice-Boltzmann pour la dynamique des fluides 47

gente pour toutes les valeurs de τ donnant des viscosités positives, soit 0.5 < τ < ∞

[Wolf-Gladrow 2000]. Cependant pour des simulations précises τ est habituellement

choisi dans l’intervalle 0.5 < τ < 3 [Nourgaliev 2003].

3.8 Conditions aux frontières

Dans la pratique de simulation des fluides, les conditions aux frontières sont cou-

ramment données en termes de grandeurs macroscopiques telles que la vitesse et la

pression. Ces conditions ne peuvent être imposées directement dans la méthode Lattice-

Boltzmann puisque la pression et la vitesse ne sont pas des variables explicites dans la

formulation mais plutôt des résultats du calcul. Par conséquent, des conditions équiva-

lentes en termes de fonctions de distribution (fi) doivent être construites.

Cette section présente le traitement des frontières les plus fréquemment rencontrés

en simulation des fluides, notamment les frontières solides fixes ou mobiles, les frontières

de pression ou de vitesse imposée et les frontières périodiques.

3.8.1 Condition de frontières périodiques

Ce sont les conditions à utiliser pour la simulation d’un système à répétition pé-

riodique. Dans la méthode Lattice-Boltzmann la mise en oeuvre de ces conditions est

simple, en effet il suffit de traiter les noeuds de deux frontières opposées comme des

noeuds voisins qui s’échangent les distributions pendant l’étape de propagation. En

d’autres termes, les particules (distributions fi) qui sortent d’une frontière du système

doivent être réinjectées par la frontière opposée (Fig. 3.3).

3.8.2 Condition de non-glissement sur une frontière solide, condition

du "Bounce Back"

Il est couramment admis qu’il n’y a pas de glissement du fluide sur une surface so-

lide, en d’autres termes les particules fluides en contact d’une surface solide prennent la

vitesse de cette surface. Ce concept peut être pris en compte dans la méthode Lattice-

Boltzmann d’une façon simple à travers la condition de rebondissement parfait appelée
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Période
X

Y

Distribution sortante de la frontière

Distribution réinjectée par la frontière opposée

Frontières périodiques

Figure 3.3 – Exemple de frontières périodiques suivant la direction x

Noeud 

Noeud

solide

fluide

Figure 3.4 – Schéma standard la condition "Bounce Back"

communément condition du "Bounce-Back". Cette condition signifie que si une parti-

cule fluide percute une frontière solide, sa quantité de mouvement est inversée. Ceci

peut être réalisée comme suit : soit #xs un noeud solide (noeud couvert par un obstacle

solide) et #xf un noeud fluide voisin à #xs (Fig. 3.4), si fout
i (#xf , t) est la distribution

de post-collision au noeud #xf qui sera propagée au noeud #xs au cours de l’étape de

propagation, la condition de du Bounce-Back, est réalisée si la distribution qui sera

propagée du noeud #xs vers le noeud #xf est posée :

fout
î

(#xs, t) = fout
i (#xf , t) (3.26)

où î est la direction opposée à la direction i.

Il convient de noter que, en appliquant la condition du Bounce-Back, la frontière

entre les deux milieux se trouve située à mi-chemin le long des liens entre les noeuds
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Mur de fontière  

Domaine du fluide

Noeud fluide

Noeud solide de frontière

 Noeud fluide de frontière

Grain solide

Figure 3.5 – Représentation des frontières solide-fluide suite à l’application de la
condition du Bounce-Back

fluides et les noeuds solides de frontière 5 [Ladd 1994]. Il résulte donc qu’une frontière

d’un grain solide naturellement courbe, est représentée par une frontière en forme d’es-

calier (voir figure 3.5).

Lorsqu’une frontière solide est en mouvement à une vitesse #uw, la quantité de mou-

vement de la particule rebondissante se trouve modifiée, la condition du bounce-back

qui tient compte de cette modification s’écrit [Yu 2003] :

fout
î

(#xs, t) = fout
i (#xf , t) + 6wiρw

#eî.#uw

c2
(3.27)

où ρw est la masse volumique du fluide au niveau de la frontière.

3.8.3 Condition de pression ou de vitesse imposée

Plusieurs problèmes pratiques font intervenir des frontières à pressions ou à vitesses

imposées. Dans la méthode Lattice-Boltzmann, la pression (ou bien même la vitesse)

peuvent être contrôlées à travers la masse volumique par application de l’équation

d’état (Eq. 3.22) 6. La construction de distributions correspondantes à une pression

spécifiée, peut être faite selon différentes approches [Yu 2003]. Dans le présent travail

5. Un noeud solide de frontière est noeud solide ayant au moins un lien avec un noeud fluide.
Inversement un noeud fluide de frontière est un noeud fluide ayant au moins un lien avec un noeud
solide.

6. Il faut rappeler toutefois que la variation de la masse volumique doit rester suffisamment faible
afin de ne pas diminuer de la qualité de la modélisation. Par conséquence, pour des problème faisant
intervenir de grandes variations de pression, la vitesse de propagation du son du modèle cs doit être
suffisamment élevée.
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Figure 3.6 – Frontière à pression (ou vitesse) spécifiée pour le modèle D2Q9. Les
distributions qui restent inconnues après l’étape de propagation sont calculées de sorte à obtenir
la pression (ou la vitesse) souhaitée.

nous utilisons la méthode proposée par Zou et He [Zou 1997] que nous décrirons d’une

façon sommaire dans la suite.

Dans cette méthode, il est supposé que la frontière est droite, parallèle aux lignes

de la grille de discrétisation et passe par les noeuds (Fig. 3.6). La pression (ou la

vitesse) sur une frontière est spécifiée en donnant les distributions (fi) adéquates dans

les noeuds de cette frontière. Au niveau d’un noeud de la frontière, après l’étape de

propagation certaines distributions sont connues (voir Fig. 3.6), les distributions qui

restent inconnues sont calculées de façon à obtenir la pression (ou la vitesse) souhaitée,

la procédure de leurs calcul est présentée ci-après.

Soit ρm la masse volumique moyenne dans le système, une variation de la pression

∆p s’accompagne d’une variation de la masse volumique ∆ρ = ∆p
c2s

. La masse volumique

sur une frontière de pression spécifiée (∆p) est donc :

ρ = ρm +
∆p

c2
s

(3.28)

Soit #n la normale rentrante à la frontière du domaine discrétisé (Fig. 3.6). Pour un

noeud de frontière posons :

ρ1 =
∑

i|!ei.!n=1

fi (3.29)



Chapitre 3. Méthode Lattice-Boltzmann pour la dynamique des fluides 51

ρ−1 =
∑

i|!ei.!n=−1

fi (3.30)

ρ0 =
∑

i|!ei.!n=0

fi (3.31)

ρ1, ρ−1 et ρ0 sont des fractions de la masse volumique ρ.

Après l’étape de propagation seule ρ1 reste inconnue, elle peut être exprimée :

ρ1 = ρ− ρ−1 − ρ0 (3.32)

La vitesse dans la direction #n peut être exprimée à partir des équations 3.13 comme

un = c(ρ1 − ρ−1)/ρ, en tenant compte de l’équation 3.32, elle s’écrit en termes des

fractions de masses volumiques connues :

un = c

(
1− 2ρ−1 + ρ0

ρ

)
(3.33)

Ainsi, si la pression est donnée sur la frontière, la vitesse dans la direction normale à

la frontière peut être calculée. En conséquence les distributions d’équilibre aux noeuds

de frontière sont connues. A partir de là, la distribution inconnue normale à la frontière

est calculée en supposant que sa partie hors-équilibre est égale à sa correspondante de

direction inverse. Les autres distributions inconnues sont calculées à partir des équa-

tions des quantités de mouvement dans les différentes directions. Ceci s’exprime pour

l’exemple de la frontière du modèle D2Q9 montrée sur la figure 3.6, par les équations :






f6 − f (eq)
6 = f2 − f (eq)

2

c(f5 + f6 + f7 − f1 − f2 − f3) = ρux

c(f1 + f7 + f8 − f3 − f4 − f5) = ρuy

Ces équations donnent les distributions inconnues f5, f6 et f7 comme :






f6 = f2 + 2
3

ρux
c

f5 = f1 − 1
2(f4 − f8) + 1

6
ρux
c − 1

2
ρuy

c

f7 = f3 + 1
2(f4 − f8) + 1

6
ρux
c + 1

2
ρuy

c

(3.34)
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Notons enfin, que pour une frontière de pression imposée, la vitesse du fluide dans le

plan de la frontière est couramment supposée nulle, c’est à dire pour le cas de la figure

3.6, uy = 0.

Pour le modèle D3Q19, les équations de quantités de mouvement ne suffisent pas

pour déterminer toutes les distributions inconnues. Ainsi pour les calculer, il est d’abord

supposé que leurs parties hors-équilibre sont égales à leurs correspondantes de direc-

tions inverses, les expressions des distributions inconnues qui s’obtiennent sont ensuite

modifiées de sorte à obtenir des densités de quantités de mouvement correctes dans les

directions parallèles à la frontière (voir Annexe A).

Pour le cas de frontière à vitesse imposée, l’équation 3.33 peut être utilisée pour

calculer la masse volumique à la frontière et les distributions d’équilibre sont en consé-

quence connue aux noeuds de frontière. Les distributions inconnues sur la frontière sont

ensuite calculées d’une façon similaire à celle présentée ci-dessus.

3.9 Force hydrodynamique sur un obstacle solide, méthode

des échanges de quantités de mouvement

La procédure la plus directe pour le calcul de la force hydrodynamique sur un obs-

tacle solide dans la méthode Lattice-Boltzmann, part de la considération des échanges

de quantités de mouvement entre le fluide et le solide [Ladd 1994]. En effet, en appli-

quant la condition du Bounce-back (Sect. 3.8.2), le noeud solide (noeud d’un obstacle

solide) subit une force proportionnelle au changement de la quantité de mouvement de

la particule fluide réfléchie.

En se référant à la figure 3.4, les masses des particules fluides incidente et réfléchie

sur la frontière solide sont respectivement fout
i (#xf , t)∆x3 et fout

î
(#xs, t)∆x3 | 7. La varia-

tion de la quantité de mouvement d’une particule propagée puis réfléchie sur une fron-

tière solide peut donc être écrite
(
fout

î
(#xs, t).#eî − fout

i (#xf , t).#ei

)
∆x3. La force moyenne

sur un pas de temps ∆t, appliquée sur l’obstacle solide (grain solide par exemple), le

long du lien & défini par les noeuds de frontière #xf et #xs (Fig. 3.7) s’obtient à partir de

7. Rappelons que fi est la masse volumique de la particule se propageant dans la direction $ei et
∆x3 est le volume attaché à un noeud.
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Noeud fluide de frontière, Noeud solide de frontière

Grain solide 

Lien 

Liens coupés par la frontière solide

Figure 3.7 – Force et moment appliqués sur un grain solide par une particule fluide
propagée et réfléchie suivant le lien &

la 2e loi de Newton :

#F* = −∆x3

∆t

[
fout

î
(#xs, t).#eî − fout

i (#xf , t).#ei

]
(3.35)

La force #F* produit un moment autour du centre de gravité du grain solide :

#M* = #r* × #F* (3.36)

l’opérateur (×) indique ici le produit vectoriel et #r* est le bras de levier de la force #F*

par rapport au centre de gravité du grain solide tel que :

#r* = #xw − #xG (3.37)

#xw étant la position du point d’intersection de la frontière avec le lien &, en tenant

compte du fait que la condition du Bounce-back positionne la frontière au milieu du

lien, #xw = !xf+!xs

2 .

Les force et moment hydrodynamiques qui s’exercent sur le grain solide peuvent être

calculés par sommation sur l’ensemble des liens coupés par la frontière de la particule :
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#Fh =
∑

*

#F*, #Mh =
∑

*

#M* (3.38)

3.10 Unités Lattice boltzmann

Une longueur l dans le problème à simuler peut être représentée par un nombre

adimensionnel l̄ tel que l̄ = l/∆x. De même, un temps t, peut être représenté par un

nombre adimensionnel t̄ tel que t̄ = t/∆t. Une vitesse macroscopique adimensionnelle

ū peut aussi être définie par ū = u/c, c étant la vitesse caractéristique du modèle.

Le nombre de Reynolds caractéristique de l’écoulement, défini à partir de longueur

et de vitesse caractéristique L et U et de la viscosité du fluide (Eq. 2.3), peut donc être

écrit en termes de la longueur, de la vitesse et de la viscosité adimensionnelles (voir

Eq. 3.24) comme :

Re =
LU
ν

=
L̄Ū
ν̄

(3.39)

Il peut être remarqué à partir de cette expression que le nombre de Reynolds est

indépendant des pas de discrétisation (∆x et ∆t). Par conséquence, pour simplifier le

processus de calcul des pas unités sont utilisés (∆̄x = ∆̄t = 1), ce sont les unités Lattice

Boltzmann.

Une fois les calculs effectués, les grandeurs dimensionnées peuvent facilement être

retrouvées en utilisant les pas de discrétisation réels (∆x et ∆t). Les données physiques

d’un problème à simuler sont de même, introduites sous forme adimensionnée en utili-

sant les pas ∆x et ∆t. Le tableau 3.1 donne les relations de passage entre les variables

physiques et leurs correspondantes en unités Lattice-Boltzmann.

3.11 Application à l’écoulement de Poiseuille

Comme application illustrative, nous présentons dans cette section la simulation

de l’écoulement de Poiseuille plan dont la solution analytique est présentée en section

2.4. Nous considérons l’écoulement d’un fluide dans un canal plan (2D) formé par

deux plaques planes parallèles, écartées d’une distance h et de longueur arbitrairement

choisie L = 5h (Fig. 3.8). L’écoulement est entraîné par une différence de pression dans
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Tableau 3.1 – Tableau de passage entre variables physiques et leurs correspondantes en
unités Lattice-Boltzmann

Variable Physique Lattice-Boltzmann Relation

Pas de temps ∆t 1 −−

Pas spatial ∆x 1 −−

Vitesse du modèle c = ∆x
∆t c̄ = 1 −−

Vecteur vitesse discret #ei #̄ei #ei = c.#̄ei

Temps t t̄ = t
∆t = 0, 1, 2, ... t = t̄.∆t

Position #x #̄x = !x
∆x #x = #̄x.∆x

Bras de levier #r #̄r = !r
∆x #r = #̄r.∆x

Vitesse macroscopique #u #̄u #u = #̄u.c

Force volumique ρ#a ρ#̄a,
(
#̄a = #a∆t2

∆x

)
#a = #̄a ∆x

∆t2

Viscosité cinématique ν = 1
3(τ − 1

2)∆x2

∆t ν̄ = 1
3(τ − 1

2) ν = ν̄.∆x2

∆t

Pression p = 1
3ρc2 p̄ = 1

3ρ p = p̄c2

Force hydrodynamique #Fh
#̄Fh (voir en bas) #Fh = #̄Fh

∆x4

∆t2 (cas 3D)
#Fh = #̄Fh

∆x3

∆t2 (cas 2D)

Moment hydrodynamique #Mh
#̄Mh (voir en bas) #Mh = #̄Mh

∆x5

∆t2 (cas 3D)
#Mh = #̄Mh

∆x4

∆t2 (cas 2D)

A partir des équations 3.35, 3.36 et 3.38, #̄Fh = −
∑

!

[
fout

î
(#xs, t).#̄eî − fout

i (#xf , t).#̄ei

]

!
et

#̄Mh = −
∑

!
#̄r! ×

[
fout

î
(#xs, t).#̄eî − fout

i (#xf , t).#̄ei

]

!
,
∑

! indique que la sommation se fait sur

l’ensemble des liens coupés par la frontière.



Chapitre 3. Méthode Lattice-Boltzmann pour la dynamique des fluides 56

X

Y

Figure 3.8 – Caractéristiques géométriques de l’écoulement de Poiseuille simulé

la direction #x soit ∆p = p(L)− p(0). Le nombre de Reynolds caractéristique est fixé à

Re = 1. L’expression du nombre de Reynolds
(
Re = h.uxmax

ν

)
est alors utilisée avec la

solution analytique donnant la vitesse maximale (Eqs. 2.14) pour calculer la différence

de pression correspondante, soit :

∆p = −8ν2ρL

h3
Re (3.40)

Le fluide a simuler étant l’eau, les valeurs numériques de ses propriétés physiques,

des propriétés géométriques du canal ainsi que la différence de pression à appliquer

pour un nombre de Reynolds Re = 1, sont données dans le tableau 3.2.

Tableau 3.2 – Paramètres de l’écoulement de Poiseuille simulé

Masse volumique moyenne (ρm) 1000kg/m3

Viscosité cinématique (ν) 10−6m2/s

Largeur du canal (h) 9× 10−3m

Longueur du canal (L) 45× 10−3m

Différence de pression imposée (∆p) −40
81 × 10−3Pa

Avec ces données, la vitesse théorique d’écoulement ux(y) est connue (Eq. 2.13). La

vitesse maximale résultante est uxmax = u(y = 0) = 1
9 × 10−3.

Du fait du caractère 2D du problème, l’écoulement est simulé en utilisant le modèle

D2Q9. En suivant les indications données à la section 3.7, le temps de relaxation adi-
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mensionnel est d’abord fixé ensuite le nombre de pas de discrétisation dans la direction

de la largeur du canal (h̄) est choisi, le pas de discrétisation spatial est alors ∆x = h/h̄.

Le nombre de pas dans la direction de la longueur s’obtient ainsi automatiquement

L̄ = L/∆x, pour le cas spécial du présent problème L̄ = 5h̄ | 8.

La vitesse caractéristique du modèle (c) est calculée à partir de l’expression de la

viscosité (Eq. 3.24). La différence de pression ∆p est imposée sur les frontières d’entrée

et sortie (x = 0 et x = L) selon la procédure présentée dans la section 3.8.3, étant

déjà donnée la masse volumique moyenne du fluide ρm, à l’entrée du canal la masse

volumique est posée ρentree = ρm + |∆p|
c2s

et à la sortie ρsortie = ρm, ∆p étant connue et

cs = c/
√

3.

Sur les frontières latérales la procédure du Bounce-Back (Sect. 3.8.2) est utilisée

pour imposer la condition de non-glissement du fluide sur les plaques solides.

Les distributions initiales pour tous les noeuds du domaine discrétisé sont posées

égales aux distributions d’équilibre (Eq. 3.16), elles sont calculées en prenant comme

masse volumique initiale ρm et vitesse initiale #u = #0.

Etant donné que l’objectif est de comparer les résultats de la simulation avec la

solution analytique d’un écoulement stationnaire, le pas de temps n’est pas important,

il faut cependant, effectuer suffisamment de pas de calcul jusqu’à l’atteinte du régime

stationnaire. Du coté pratique, ce régime est supposé atteint lorsque la variation de la

vitesse d’un pas de temps au suivant devient négligeable.

Il convient de signaler enfin que, du fait que les frontières latérales sont modélisées

par des noeuds solides et que les frontières de pressions imposées passent par les noeuds

d’entrée et sortie, les dimensions correctes du problème a simuler (h̄ et L̄) s’obtiennent

en augmentant les nombres de noeuds de simulation de la façon : h̄simu = h̄ + 2 et

L̄simu = L̄ + 1.

La simulation est réalisée pour deux différentes discétisations de l’espace, le temps

de relaxation adimensionnel est fixé à τ = 0, 53. Le tableau 3.3 présente les différents

paramètres relatifs aux deux discrétisations. Sachant que la vitesse maximale d’écou-

lement est donnée, la vérification de la condition sur le nombre de Mach (Eq. 3.25),

8. Le nombre de pas dans la direction de largeur est choisi en priorité puisque c’est la direction
suivant laquelle la vitesse d’écoulement est variable.
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peut être efféctuée. La dernière colonne du tableau montre que le nombre de Mach est

maintenu faible pour les deux simulations.

Tableau 3.3 – Paramètres de discrétisation utilisés pour la simulation de l’écoulement
de Poiseuille

h̄(hsimu) L̄(Lsimu) ∆x = h
h̄

c = 3ν
∆x(τ−0.5)

∆ρ
ρm

= 3|∆p|
ρmc2

uxmax
c = Ma

5(7) 25(26) 1, 80× 10−3 0, 0555 4, 8× 10−4 0, 002000

15(17) 75(76) 0, 60× 10−3 0, 1667 5, 33× 10−5 0, 000667

La figure 3.9a présente les profils de vitesse (ux(y)) obtenus à travers les deux

discrétisations ainsi que celui de la solution analytique. Ces vitesses sont calculées à

mi-longueur du canal (x = L/2). Il peut être constaté que les profils obtenus numéri-

quement sont semblables à celui de la solution analytique et que la précision des calculs

augmente avec la résolution de la discrétsation.

La figure 3.9b montre la variation de la pression le long du canal. Cette pression est

calculée pour les deux discrétisations aux noeuds situés à mi-hauteur du canal (y = 0).

Il est claire que cette variation est linéaire en fonction de l’abscisse x, ce qui est en

accord avec la solution analytique.
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Solution analytique

(a)

(b)

Figure 3.9 – (a) Profils de la vitesse ux(y) à mi-longueur du canal pour les deux
discrétisations, (b) Variation de la pression calculée le long du canal par les deux
discrétisations.
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4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter des simulations d’écoulements à travers des

solides formés d’assemblages de grains, ce sont en d’autres termes les écoulements dans

des solides poreux. Afin d’avoir une idée préliminaire sur la précision de ces simulations

une étude des effets des paramètres de discrétisation sur la précision de la simulation de

l’écoulement de Poiseuille est d’abord effectuée. En effet, cette étude pourrait conduire

à des recommandations fructueuses, puisqu’un réseau d’écoulement dans un milieu

poreux peut être assimilé à une multitude de canaux de Poiseuille.

Comme suite à cette étude paramétrique, des écoulements ascendants à travers

des dépôts granulaires construits en utilisant la méthode aux éléments discrets "dyna-

mique moléculaire" sont simulés. La perméabilité de dépôts ayant différentes porosités

est d’abord étudiée, puis une procédure simple de calcul de la perméabilité de dépôts

granulaires cimentés est présentée. En dernière partie de ce chapitre, le gradient hydrau-

lique critique correspondant au début de boulance est estimé en analysant l’evolution

des contraintes intergranulaires en fonction du gradient hydraulique appliqué.

4.2 Effets des paramètres de discrétisation sur la précision

de la simulation de l’écoulement de Poiseuille

En se plaçant dans le contexte des écoulements dans les solides granulaires, le para-

mètre natuellement variable est la résolution de discrétisation spatiale. En effet puisque

les canaux d’écoulement dans un solide granulaire sont de dimensions variables, une

discrétisation spatiale uniforme conduit à une résolution de discrétisation des canaux

forcément variable. Ainsi, nous nous intéressons particulièrement dans cette section,

à l’effet de la résolution de discrétisation spatiale sur la précision de la simulation

de l’écoulement de Poiseuille. L’effet du temps de relaxation adimensionnel est aussi

examiné pour les différentes résolutions.
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Figure 4.1 – Caractéristiques géométriques de l’écoulement de Poiseuille étudié

Les phénomènes ciblés dans cette étude sont liés aux écoulements d’eau dans les

sables. Ces écoulements sont caractérisés par des faibles nombres de Reynolds (Re < 1)

à cause des petites dimensions des interstices sièges d’écoulements et de la viscosité de

l’eau. Ainsi le nombre de Reynolds sera fixé dans la suite à Re = 0, 1.

Soit un écoulement de Poiseuille plan dans un canal de largeur h et de longueur L

(Fig. 4.1). La résolution de discrétisation spatiale est définie par le nombre de noeuds

utilisés suivant la largeur du canal h̄ = h
∆x .

Etant déjà montré que la forme du profil de vitesse est bien reproduite par la

simulation (Sect. 3.11), la précision de la simulation est quantifiée à travers l’erreur

résultante sur la vitesse maximale umax (i.e. vitesse correspondante à y = 0). Cette

erreur est calculée en comparant la vitesse maximale adimensionnée
(
ūmax = umax

c

)

résultante de la simulation à sa correspondante théorique.

Les valeurs de la résolution (h̄) considérées sont : 1, 3, 5, 9, 15 et 25. Il peut être

remarqué que h̄ est choisi impaire pour toutes les simulations, et ce afin d’avoir des

noeuds à mi-hauteur du canal (y = 0) où la vitesse maximale est calculée.

Cette étude est menée en utilisant seulement des paramètres adimensionnels et pour

deux types d’écoulements ; les écoulements entraînés par différence de pression et les

écoulements entraînés par force de volume.

4.2.1 Ecoulement par différence de pression

La longueur du canal considéré est L = 3h. Une différence de pression est imposée

selon la procédure décrite en section 3.8.3, par imposition d’une variation de la masse

volumique ∆ρ entre l’entrée et la sortie du canal. La résolution dans la direction de
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la longueur est notée L̄. Les valeurs des résolutions h̄ et L̄ sont augmentées dans la

simulation de la façon : h̄simu = h̄ + 2 et L̄simu = L̄ + 1 et ce afin de tenir compte des

noeuds utilisés pour introduire les conditions aux frontières 1.

En tenant compte des expressions de la vitesse maximale, de la pression et de la

viscosité (Eqs. 2.14, 3.22, 3.24 respectivement), le nombre de Reynolds
(
Re = h.uxmax

ν

)

peut être exprimé en termes des grandeurs adimensionnelles h̄, L̄, τ et ∆ρ
ρ comme :

Re =
3

8(τ − 0, 5)2
∆ρ

ρ

h̄3

L̄
(4.1)

Pour cette étude le nombre de Reynolds étant fixé (Re = 0, 1), il reste alors de se

donner les paramètres de discrétisation h̄, L̄ et τ , et déterminer la différence de masse

volumique qu’il faut appliquer entre les bouts du canal qui s’exprime en conséquence :

∆ρ

ρ
=

8
3

L̄

h̄3
(τ − 0, 5)2Re (4.2)

Comme pour le nombre de Reynolds, la vitesse maximale théorique adimensionnée,

peut aussi être exprimé en terme des grandeurs adimensionnelles comme :

ūmax_theorique =
uxmax_theorique

c
=

1
3

Re

h̄
(τ − 0, 5) (4.3)

Pour chaque discrétisation la vitesse maximale adimensionnée est calculée
(
ūmax_simu = uxmax_simu

c

)
, l’erreur relative résultante de la simulation s’obtient alors

par :

Err(%) =
ūmax_simu − ūmax_theorique

ūmax_theorique
× 100 (4.4)

Il est à remarquer que l’expression de la vitesse maximale adimensionnée n’est

autre que celle du nombre de Mach, par conséquence la condition sur le nombre de

Mach (Eq. 3.25) peut être vérifiée directement pour chaque simulation en s’assurant

que
(

uxmax
c < 0.25

)

Le tableau 4.1 présente les paramètres ainsi que les résultats des simulations pour

différentes valeurs du temps de relaxation et différentes résolutions. Les valeurs du

temps de relaxation considérées sont τ = 0, 55 ; 0, 75 ; 0, 9 ; 0, 92 et 1, 0.

1. voir le détail en section 3.11
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Tableau 4.1 – Paramètres et résultats des simulations pour un écoulement par différence
de pression

τ h̄(h̄simu) L̄(L̄simu) ∆ρ
ρ ūmax_theorique ūmax_simu Err(%)

1(3) 3(4) 2, 000× 10−3 1, 667× 10−3 3, 318× 10−5 −98, 00

3(5) 9(10) 2, 222× 10−4 5, 556× 10−4 4, 955× 10−4 −10, 80

0, 55 5(7) 15(16) 8, 000× 10−5 3, 333× 10−4 3, 203× 10−4 −3, 90

9(11) 27(28) 2, 469× 10−5 1, 852× 10−4 1, 829× 10−4 −1, 21

15(17) 45(46) 8, 889× 10−6 1, 111× 10−4 1, 106× 10−4 −0, 43

25(27) 75(76) 9, 876× 10−7 6, 667× 10−5 6, 656× 10−5 −0, 16

1(3) 3(4) 5, 000× 10−2 8, 333× 10−3 3, 745× 10−3 −55, 06

3(5) 9(10) 5, 556× 10−3 2, 778× 10−3 2, 596× 10−3 −6, 54

0, 75 5(7) 15(16) 2, 000× 10−3 1, 667× 10−3 1, 626× 10−3 −2, 47

9(11) 27(28) 6, 173× 10−4 9, 259× 10−4 9, 186× 10−4 −0, 79

15(17) 45(46) 2, 222× 10−4 5, 556× 10−4 5, 539× 10−4 −0, 29

25(27) 75(76) 8, 000× 10−5 3, 333× 10−4 3, 333× 10−4 −0, 10

1(3) 3(4) 1, 280× 10−1 1, 333× 10−2 1, 324× 10−2 −0, 67

3(5) 9(10) 1, 422× 10−2 4, 444× 10−3 4, 405× 10−3 −0, 88

0, 9 5(7) 15(16) 5, 120× 10−3 2, 667× 10−3 2, 655× 10−3 −0, 42

9(11) 27(28) 1, 580× 10−3 1, 481× 10−3 1, 479× 10−3 −0, 15

15(17) 45(46) 5, 689× 10−4 8, 889× 10−4 8, 884× 10−4 −0, 06

25(27) 75(76) 2, 048× 10−4 5, 333× 10−4 5, 332× 10−4 −0, 02

1(3) 3(4) 1, 411× 10−1 1, 400× 10−2 1, 499× 10−2 7, 04

3(5) 9(10) 1, 568× 10−2 4, 667× 10−3 4, 666× 10−3 0, 00

0, 92 5(7) 15(16) 5, 645× 10−3 2, 800× 10−3 2, 797× 10−3 −0, 09

9(11) 27(28) 1, 742× 10−3 1, 556× 10−3 1, 555× 10−3 −0, 05

15(17) 45(46) 6, 272× 10−4 9, 333× 10−4 9, 331× 10−4 −0, 02

25(27) 75(76) 2, 258× 10−4 5, 600× 10−4 5, 600× 10−4 −0, 01

1(3) 3(4) 2, 000× 10−1 1, 667× 10−2 2, 295× 10−2 37, 7

3(5) 9(10) 2, 222× 10−2 5, 556× 10−3 5, 768× 10−3 3, 83

1, 0 5(7) 15(16) 8, 000× 10−3 3, 333× 10−3 3, 379× 10−3 1, 36

9(11) 27(28) 2, 469× 10−3 1, 852× 10−3 1, 859× 10−3 0, 41

15(17) 45(46) 8, 889× 10−4 1, 111× 10−3 1, 113× 10−3 0, 15

25(27) 75(76) 3, 200× 10−4 6, 667× 10−4 6, 670× 10−4 0, 05
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En dernière colonne du tableau est présentée l’erreur sur la vitesse maximale obtenue

par simulation, cette erreur est calculée à partir de l’équation 4.4. L’observation des

valeurs de l’erreur permet de ressortir les remarques suivantes :

• Pour toutes les valeurs du temps de relaxation (τ), la finesse de la discrétisation

entraîne une diminution de l’erreur.

• Le signe de l’erreur montre que la vitesse obtenue par simulation est sous-estimée

pour des temps de relaxation inférieurs à 0, 9 (Err < 0) et sur-estimée pour

τ = 1, 0. Pour τ = 0, 92 l’erreur est par excès pour des faibles résolutions (h̄ < 3)

et par défaut pour des resolutions superieures.

• Pour les faibles résolutions (h̄ ≤ 3), les erreurs les plus faibles s’obtiennent pour

des valeurs du temps de relaxation au voisinage de 0, 9. Pour les autres temps de

relaxation les erreurs peuvent être très grandes.

4.2.2 Ecoulement par force de volume

L’écoulement est entraîné par une accélération #a agissante dans la direction #x c’est à

dire ax /= 0 et ay = az = 0. Une telle accélération est prise en compte dans le calcul selon

la procédure présentée en section 3.6, en introduisant une accélération adimensionnelle

āx = ax
∆t2

∆x dans le calcul des distributions de post-collision. Il importe de mentionner

que la longueur du canal dans ce cas peut être quelconque puisqu’elle n’a pas d’effet

sur les propriétés de l’écoulement.

D’une façon similaire à la section précédente, en partant de l’expression de la vitesse

maximale (Eq. 2.15) et des expressions de la pression et de la viscosité, le nombre de

Reynolds est exprimé en termes des grandeurs adimensionnelles h̄, L̄, τ et āx comme :

Re =
9

8(τ − 0, 5)2
h̄3āx (4.5)

Etant donné que le nombre de Reynolds est déjà fixé (Re = 0, 1), l’accélération adi-

mensionnelle qu’il faut appliquer s’exprime aussi comme :

āx =
8
9

(τ − 0, 5)2

h̄3
Re (4.6)
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et la vitesse maximale théorique adimensionnée résultante est :

ūmax_theorique =
uxmax_theorique

c
=

1
3

(τ − 0, 5)
h̄

Re (4.7)

Les paramètres ainsi que les résultats des simulations pour les différentes valeurs

du temps de relaxation et les différentes résolutions sont présentés dans le tableau 4.2.

Les valeurs du temps de relaxation considérées sont τ = 0, 55 ; 0, 8 ; 1, 05 ; 1, 075 et 1, 1.

L’erreur sur la vitesse maximale obtenue par simulation est donnée en dernière colonne

du tableau.

L’observation des résultats permet de ressortir les remarques suivantes :

• La finesse de la discrétisation augmente la précision pour toutes les valeurs du

temps de relaxation.

• La vitesse obtenue par simulation est sous-estimée pour des temps de relaxation

inférieurs à 1, 075 et sur-estmée pour τ = 1, 1.

• Les erreurs les plus faibles s’obtiennent pour des valeurs du temps de relaxation

au voisinage de 1, 075. Pour les autres temps de relaxation les erreurs peuvent

être très grandes et en particulier pour les faibles résolutions (h̄ ≤ 3).

4.2.3 Remarques et conclusions

Les remarques et conclusions essentielles relevées de cette étude paramétrique

peuvent être résumées comme suit :

• L’étude paramétrique est effectuée par les deux modèles ; le modèle plan D2Q9

est le modèle tridimensionnel D3Q19. Pour ce dernier l’écoulement est considéré

tridimensionnel mais périodique dans la troisième direction (z). Les résultats

obtenus sont similaires pour les deux modèles.

• Dans le cas d’écoulement entraîné par différence de pression, la vitesse d’écoule-

ment étant dépendante de la longueur du canal, une tentative d’étudier l’effet de

la résolution de la discrétisation longitudinale L̄ sur la vitesse calculée est effec-

tuée. Les résultats obtenus montrent que pour de faibles résolutions transversales

(h̄ ≤ 3), la résolution longitudinales peut conduire à des erreurs importantes

quelle que soit la valeur du temps de relaxation τ . Pour des résolutions transver-
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Tableau 4.2 – Paramètres et résultats des simulations pour un écoulement par force de
volume

τ h̄(h̄simu) āx ūmax_theorique ūmax_simu Err(%)

1(3) 2, 222× 10−4 1, 667× 10−3 −0, 089× 10−3 −105, 34

3(5) 8, 230× 10−6 5, 556× 10−4 4, 905× 10−4 −11, 72

0, 55 5(7) 1, 778× 10−6 3, 333× 10−4 3, 193× 10−4 −4, 20

9(11) 3, 048× 10−7 1, 852× 10−4 1, 828× 10−4 −1, 30

15(17) 6, 584× 10−8 1, 111× 10−4 1, 106× 10−4 −0, 47

25(27) 1, 422× 10−8 6, 667× 10−5 6, 655× 10−5 −0, 17

1(3) 8, 000× 10−3 1, 000× 10−2 0, 08× 10−2 −92, 0

3(5) 2, 963× 10−3 3, 333× 10−3 2, 993× 10−3 −10, 22

0, 8 5(7) 6, 400× 10−5 2, 000× 10−3 1, 926× 10−3 −3, 68

9(11) 1, 097× 10−5 1, 111× 10−3 1, 098× 10−3 −1, 14

15(17) 2, 370× 10−6 6, 667× 10−4 6, 639× 10−4 −0, 41

25(27) 5, 120× 10−7 4, 000× 10−4 3, 994× 10−4 −0, 15

1(3) 2, 689× 10−2 1, 833× 10−2 1, 613× 10−2 −12, 00

3(5) 9, 959× 10−4 6, 111× 10−3 6, 030× 10−3 −1, 33

1, 05 5(7) 2, 151× 10−4 3, 667× 10−3 3, 649× 10−3 −0, 48

9(11) 3, 688× 10−5 2, 037× 10−3 2, 034× 10−3 −0, 15

15(17) 7, 967× 10−6 1, 222× 10−3 1, 222× 10−4 −0, 05

25(27) 1, 721× 10−6 7, 333× 10−4 7, 332× 10−4 −0, 02

1(3) 2, 939× 10−2 1, 917× 10−2 1, 910× 10−2 −0, 33

3(5) 1, 088× 10−3 6, 389× 10−3 6, 387× 10−3 −0, 04

1, 075 5(7) 2, 351× 10−4 3, 833× 10−3 3, 833× 10−3 −0, 01

9(11) 4, 031× 10−5 2, 130× 10−3 2, 130× 10−3 −0, 0

15(17) 8, 708× 10−6 1, 278× 10−3 1, 278× 10−4 −0, 0

25(27) 1, 881× 10−6 7, 667× 10−4 7, 667× 10−4 −0, 0

1(3) 2, 32× 10−2 2, 000× 10−2 2, 240× 10−2 12, 00

3(5) 1, 185× 10−3 6, 667× 10−3 6, 756× 10−3 1, 33

1, 1 5(7) 2, 560× 10−4 4, 000× 10−3 4, 019× 10−3 0, 48

9(11) 4, 390× 10−5 2, 222× 10−3 2, 226× 10−3 0, 15

15(17) 9, 481× 10−6 1, 333× 10−3 1, 334× 10−4 0, 05

25(27) 2, 048× 10−6 8, 000× 10−4 8, 002× 10−4 0, 02
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sales supérieures (h̄ > 3), l’erreur est perturbée mais reste faible (Err ≤ 5%).

La variation de cette erreur en fonction de la résolution longitudinale (L̄) n’a un

caractère monotone mais il semble qu’elle dépend de la parité de L̄. A notre avis

cette perturbation est liée aux conditions de pression utilisées (conditions de Zou

et He [Zou 1997]).

• Bien que cette étude n’est pas exhaustive 2, elle permet de conclure que :

– dans le cas d’écoulement entraîné par différence de pression, la valeur du temps

de relaxation conduisant à la meilleure précision sur la vitesse est au voisinage

de τ = 0, 9,

– dans le cas d’écoulement entraîné par force de volume, la valeur du temps

de relaxation donnant la meilleure précision sur la vitesse est au voisinage de

τ = 1, 075,

– l’utilisation des conditions de pression de Zou et He [Zou 1997] peut conduire à

des erreurs considérables pour les faibles résolutions. Ainsi, quand les conditions

du problème le permettent, les conditions de forces de volume sont préférables

par rapport aux conditions de pressions imposées.

4.3 Simulation de l’essai perméabilité sur un solide granu-

laire

La prédiction numérique de la perméabilité des dépôts granulaires a été l’objet de

plusieurs recherches [Guodong 2004], [Øren 2002], [Vidal 2009]. Les méthodes numé-

riques développées dans ce contexte font intervenir habituellement deux étapes essen-

tielles à savoir :

• la description quantitative de la géométrie microscopique du dépôt

• et la résolution des équations gouvernant les écoulements dans les interstices du

milieu.

La géométrie microscopique peut être définie à partir d’images tomographiques d’un

dépôt naturel ou bien à partir de modèles numériques de reconstruction [Øren 2002],

2. Il pourrait être intéressant d’analyser l’écoulement de Poiseuille dans un tube 3D en considérant
la variation de la taille du tube par exemple.
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[Guodong 2003].

Selon une stratégie similaire nous présentons dans la suite une procédure de simu-

lation numérique de l’essai de perméabilité sur des dépôts granulaires [Mansouri 2011].

L’éprouvette du dépôt sur laquelle la perméabilité est mesurée est reconstituée numéri-

quement suivant un processus semblable au processus naturel de diagenèse qui englobe

les étapes essentielles suivantes :

1. la construction du dépôt granulaire

2. la cimentation du dépôt granulaire par précipitation du ciment sur les grains.

Cette reconstitution permet de contrôler et de décrire numériquement la géométrie

microscopique.

Cette éprouvette est ensuite soumise à un écoulement vertical ascendant, sa per-

méabilité s’obtient après avoir mesuré le débit du fluide traversant.

4.3.1 Perméabilité d’un dépôt granulaire non-cimenté

4.3.1.1 Construction de l’éprouvette du dépôt

L’éprouvette du dépôt est une colonne verticale de section carrée construite au

moyen de la méthode des éléments discrets, par pluviation. Les grains sont initialement

disposés sur une grille régulière sous forme d’un échantillon dilué puis déposés sous

l’effet de la gravité. Des frontières périodiques sont introduites dans les deux directions

horizontales afin de s’affranchir des effets de bords et de tenter de simuler une éprouvette

illimitée horizontalement (Fig. 4.2).

L’éprouvette est constituée de grains sphériques monodisperses (c’est à dire de

mêmes diamètres) ou bien polydisperses. Dans ce dernier cas les diamètres des grains

sont obtenus à travers le modèle statistique de Voivret et al. [Voivret 2007] comme

suit :

d = dr × (dmax − dmin) + dmin (4.8)

où dmax et dmin sont les diamètres maximal et minimal de l’échantillon et dr est le

diamètre relatif de valeur comprise dans l’intervalle
[
0 , 1

]
. Le nombre de grains de



Chapitre 4. Simulations d’écoulements à travers des solides granulaires 70

Périodes

Figure 4.2 – Eprouvette périodique (les périodes sont montrées par des couleurs al-
ternées).
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Figure 4.3 – Courbe granulométrique d’un échantillon polydisprese pour des coeffi-
cients a = b = 2.

diamètres relatif dr est donné par la distribution β(dr) telle que :

β(dr) =
1

B(a, b)

∫ dr

0
ta−1(1− t)b−1dt (4.9)

avec a > 0, b > 0 et B(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a+ b) où Γ est la fonction classique Gamma.

Ce modèle a la capacité de générer des courbe granulométriques bornées sur les

deux cotés et ayant des courbures simples ou doubles en fonction des paramètres a

et b. Il permet ainsi d’obtenir des courbes granulométriques semblables aux courbes

expérimentales. Dans ce travail les coefficients sont pris a = 2 et b = 2, la forme de la

courbe granulométrique résultante en conséquence est montrée sur la figure 4.3.
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4.3.1.2 Mesure de la perméabilité

Une fois l’éprouvette est construite, elle est soumise à un écoulement ascendant pour

mesurer sa perméabilité. La modélisation de l’écoulement est réalisée par la Méthode

Lattice Boltzmann en utilisant le modèle D3Q19 présenté en section 3.4.2. Le volume

de l’éprouvette est entièrement discrétisé en voxels 3 dont les centres correspondent aux

noeuds du réseau Lattice Boltzmann. Ces voxels sont dits fluide ou solide en fonction

des positions de leurs centres (dans l’espace occupé par le fluide ou dans l’espace par

les grains solides). L’écoulement est entraîné par deux conditions différentes :

• Par application d’une différence de pression constante entre les surface d’entrée

et de sortie (bas et haut de l’éprouvette) en utilisant les conditions de Zou et He

(voir Annexe A). Dans ce cas des couches de fluide sont additionnées en bas et

en haut de l’éprouvette afin de permettre au fluide de se repartir librement sur

les différents canaux interstitiels pendant l’écoulement.

• Par application d’une force de volume équivalente à la différence de pression

souhaitée dans la direction de l’écoulement. Dans ce cas les couches de fluide

additives en bas et en haut de l’eprouvette ne sont pas utilisées.

Afin de suivre la périodicité du dépôt granulaire, les conditions périodiques sont uti-

lisée sur les quatre frontières latérales verticales. A l’intérieur du volume discrétisé la

condition de non-glissement du fluide sur le solide est imposée.

Le fluide est considéré initialement au repos, les distributions initiales sont alors

prises égales aux distributions d’équilibre à vitesse initiale nulle.

La perméabilité est définie pour un écoulement permanent à faible nombre de Rey-

nolds (Re < 1) à travers la loi de Darcy par :

ka =
Q

S

L

∆p
ρν (4.10)

où Q est le débit du fluide à travers une section S de l’éprouvette, ∆p est la chute

de pression sur une longueur L du milieu traversé par l’écoulement, ν est la viscosité

cinématique du fluide et ρ est la masse volumique du fluide 4.

3. voxels : élément cubique de base dans la numérisation d’image 3D
4. Notons qu’avec cette définition, la perméabilité ka est exprimée en (m2), elle est appelée dans

certains ouvrages perméabilité absolue. En mécanique des sols, il est plus courant de définir le coefficient
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En considérant les nombres de pas de discrétiation dans les deux directions hori-

zontales Nx et Ny, une section horizontale de l’éprouvette s’écrit :

S = Nx ×Ny ×∆x2

et le débit à travers la section S peut être estimer par :

Q ≈
Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

uz(i, j)×∆x2 (4.11)

uz(i, j) étant la vitesse du fluide dans la direction verticale au noeud (i, j) 5.

En tenant compte des expressions de la pression et de la viscosité (Eqs. 3.22 et

3.24 respectivement), la perméabilité peut alors être écrite en terme des paramètres de

discrétisation :

ka =
Nz

Nx ×Ny
∆x2 ρ

∆ρ
(τ − 0.5)

Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

ūz(i, j) (4.12)

avec ūz est la vitesse adimensionnée (ūz = uz
c ), ∆ρ est différence de masse volumique

imposée entre la surface d’entrée et de sortie du fluide et Nz est le nombre de noeuds

de discrétisation verticale de l’éprouvette hors les couches d’eau additives en bas et en

haut.

Il convient enfin de rappeler que cette expression est valable pour le cas d’écoulement

permanent, ainsi pour calculer la perméabilité il est nécessaire d’effectuer un nombre

suffisant de pas de temps jusqu’à ce que le régime d’écoulement permanent s’établisse.

4.3.1.3 Données numériques fixées dans les simulations

Dans toutes les simulations qui suivent, les éprouvettes utilisées sont composées

de 200 grains. Pour les échantillons polydisperses les diamètres des grains sont choisis

selon la distribution présentée plus haut (section 4.3.1.1) avec dmax = 2dmin.

de perméabilité k tel que Q
S = k × i où i est le gradient hydraulique (i = ∆p

ρg∆L ) qui est sans unité,
le coefficient de perméabilité k a alors l’unité d’une vitesse. La relation entre les deux grandeurs est :
ka = k ν

g

5. Il est évident que la précision de cette expression augmente avec la finesse de la discrétsation.
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La raideur élastique kn intervenant dans le calcul des forces normales aux contacts

des grains est fixée à 120000 N/m, les autres coefficients notamment le coefficient de

restitution εn, le coefficient de frottement dynamique µd et les coefficient intervenants

dans la résistance au roulement sont choisis de façon à varier la porosité du dépôt à

construire.

La section horizontale de l’éprouvette étant carrée, la période dans les deux di-

rections horizontales est prise égale 6 fois le diamètre minimal (periode = 6 × dmin).

L’épaisseur de l’éprouvette dépend du nombre de grains considéré et de son état de

compacité. Pour une éprouvette de 200 grains, cette épaisseur est d’environ 2,5 fois le

coté de la section 6.

La section horizontale est discrétisée en 100 × 100 noeuds Lattice-Boltzmann, le

nombre de noeuds dans la direction verticale étant fonction de l’épaisseur. Sous les

conditions déjà avancées, le diamètre minimal équivaut à environ 17 pas de discrétisa-

tion (dmin ≈ 17∆x).

4.3.1.4 Exemple de simulation

Dans cet exemple un écoulement permanent à travers un dépôt granulaire préala-

blement construit est simulé. L’écoulement est généré par une différence de pression,

les paramètres utilisés dans la simulations sont récapitulés dans le tableau 4.3.

Tableau 4.3 – Paramètres utilisés dans la simulation d’écoulement à travers l’éprouvette
granulaire

Nx = Ny dmin(mm) periode(mm) ∆ρ/ρ τ

100 0, 4 2, 4 0, 004 0, 9

∆x = periode/Nx. La hauteur résultante du dépôt est approximativement 5, 64mm, soit par
conséquence Nz = 235.

Les figures 4.4 et 4.5 montrent quelques aspects de l’écoulement obtenus par simu-

lation. Il peut être remarqué que la variation de la pression débute et se termine par des

paliers horizontaux, ces paliers correspondent en effet aux couches de fluide addition-

6. Cette situation est choisie volontairement pour avoir un nombre plus grand de grains dans la
direction verticale où la périodicité n’est pas considérée.
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z/hFigure 4.4 – Zooms dans une coupe verticale de l’éprouvette sous écoulement
Les vitesses d’écoulement à l’intérieur des pores sont montrées par des flèches de longueurs variables
indiquant leurs directions et valeurs. La variation de la pression est aussi montrée par des couleurs
variables.

nées en bas et en haut de l’éprouvette dans lesquelles il n’y a pas de chute de pression. A

l’intérieur du dépôt granulaire la variation de la pression a une allure moyenne linéaire.

Cette linéarité révèle que la perméabilité ne varie pas le long de l’échantillon et indique

par conséquence que l’échantillon est globalement homogène.

Afin de mieux évaluer l’homogénéité de l’échantillon, la porosité surfacique aux

différentes sections horizontales est calculée. Cette porosité qui est le rapport de la

surface des vides à la surface totale dans une section, est évaluée après discrétisation

comme le rapport du nombre de noeuds fluides au nombre total de noeuds dans une

section horizontale. La variation de cette porosité est montrée en figure 4.6.

Il est claire que cette porosité oscille autour d’une ligne moyenne horizontale, ce

qui veut dire que l’arrangement produit des sections plus poreuses que d’aures mais

l’échantillon est globalement homogène.

Le débit moyen à travers différentes sections horizontales, calculé sous la forme

adimensionnée comme Q̄ =
∑Nx

i=1

∑Ny

j=1 ūz(i, j) est de 0, 2289. En conséquence, la per-
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Figure 4.5 – Pression adimensionnée en fonction de l’ordonnée z
pentree est la pression à l’entrée (base de l’échantillon), la pression à la sortie de l’échantillon étant prise
nulle. Il peut être remarqué que la hauteur de l’échantillon hors couches d’eau additionnées en bas et en
haut est de 235 unités LB. Ce graphique est un nuage de points obtenus en calculant la pression le long
de plusieurs verticales dans l’éprouvette. En effet pour une seule verticale peu de points s’obtiennent
puisque la pression ne peut être calculée dans les noeuds solides des grains traversés.
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méabilité résultante calculée à partir de l’équation 4.3 vaut ka = 3, 098× 10−10m2.

4.3.1.5 Comparaison des résultats avec la corrélation de Karman-Kozeny

Plusieurs formules empiriques et semi-analytiques ont été proposées pour le calcul de

la perméabilité. Parmi ces formules, la corrélation semi-analytique de Carman-Kozeny

est bien connu par sa robustesse dans le cas de milieu granulaire à grains arrondis. Cette

corrélation est obtenue en partant de l’hypothèse que les vides interstitiels forment un

réseaux de canaux de poiseuille et exprime la perméabilité comme :

ka =
1

ckS2
0

n3

(1− n)2
(4.13)

où n est la porosité, ck est la constante de Kozeny (ck ≈ 5) et S0 est la surface spécifique

moyenne des grains, dans le présent cas les grains sont sphériques donc S0 = 6/〈d〉,

avec 〈d〉 est le diamètre moyen des grains.

Afin de comparer la perméabilité calculée par la méthode numérique présentée plus

haut (Eq. 4.12) avec celle donnée par la formule Carman-Kozeny des simulations sont

réalisées pour des éprouvettes ayant différentes porosités 7.

L’écoulement est généré par différence de pression ou bien par force de volume

ascendante, dans ce dernier cas la variation de la pression est supposée linéaire le long

de l’éprouvette 8. Le régime d’écoulement permanent est supposé atteint lorsque l’erreur

relative sur les vitesses d’écoulement devient négligeable, cette erreur est calculée au

sens de la norme L1, la condition de convergence s’exprime alors :

∑
(|ux(t)− ux(t−∆t)| + |uy(t)− uy(t−∆t)| + |uz(t)− uz(t−∆t)|)∑

(|ux(t)| + |uy(t)| + |uz(t)|)
< Tol (4.14)

où Tol est l’erreur tolérée, elle est prise dans toutes les simulations au moins 10−6.

Les paramètres utilisés dans les simulations sont similaires à ceux de l’exemple traité

plus haut pour l’écoulement généré par différence de pression. Dans le cas d’écoulement

7. Les éprouvettes à différentes porosités sont obtenues en variant les paramètres physiques inter-
venants dans la DEM, notamment la constante de rigidité kn, le coefficient de restitution εn et le
coefficient de frottement µd.

8. Avec cette hypothèse l’accélération verticale ascendante équivalente à une différence de pression
∆p est az = − 1

ρ
∆p

Nz∆x .
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généré par force de volume le temps de relaxation est pris τ = 1, 075 en se conformant à

la recommandation faite à la fin de l’étude paramétrique su l’écoulement de Poiseuille.

Le diamètre des grains des dépôts monodisperse est pris d = 0, 6mm.

Les porosités des échantillons soumis à la simulation ainsi que les perméabilités

calculées sont présentées sur le tableau 4.4.

Tableau 4.4 – Porosités et perméabilités obtenues des échantillons soumis à la simulation

Echantillon Monodisperse Polydisperse

N̊ 1 2 3 4 5 6

Porosité 0, 3639 0, 3804 0, 3872 0, 3480 0, 3539 0, 3786

Perméabilité(1)

2, 386 3, 190 3, 331 2, 074 2, 273 3, 099
(10−10m2)

Perméabilité(2)

2, 150 2, 985 3, 363 1, 936 2, 094 2, 911
(10−10m2)

(1)écoulement par différence de pression, (2)écoulement par force de volume

Sur le graphe 4.7 est représentée la perméabilité calculée par simulation ainsi que

celle obtenue par la formule Carman-Kozeny en fonction de la porosité. La perméabilité

calculée par la même procédure pour d’autres échantillons en imposant l’écoulement

par différence de pression et en prenant τ = 0, 6 [Mansouri 2011] est donnée aussi sur le

graphique juste pour montrer l’influence du temps relaxation τ . L’analyse des résultats

obtenus à travers ce graphe permet de ressortir les remarques suivantes :

• Pour les mêmes dépôts (tableau 4.4), il y a une différence qui atteint jusqu’à 10%

entre les perméabilités calculées à travers les deux conditions de génération de

l’écoulement, (i.e. par différence de pression ou par force de volume).

• Pour la même condition de génération de l’écoulement (i.e. par différence de pres-

sion), la comparaison des perméabilités obtenues pour τ = 0, 9 et τ = 0, 6, montre

la dépendance des résultats du temps de relaxation utilisé. Comparativement à

la corrélation de Karman-Kozeny, il semble que la valeur de τ = 0, 9 donne des

résultats plus précis. En effet le maximum d’écart avec la corrélation de Karman-
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La perméabilité représentée est rendue sans dimensions en la divisant par le carré du diamètre moyen
des grains de l’échantillon 〈d〉.

Figure 4.7 – Perméabilité en fonction de la porosité

Kozeny est de 11% pour τ = 0, 9 de 15% pour τ = 0, 6. Ce résultat est en accord

avec la recommandation faite pour l’écoulement de Poiseuille (sect. 4.2.3).

• En se basant sur l’étude paramétrique faite sur l’écoulement Poiseuille, la dépen-

dance de la perméabilité du temps de relaxation et de la condition génération

de l’écoulement, peut être attribuée à la faible résolution de discrétisation des

canaux d’écoulement à l’intérieur du dépôt granulaire qui peuvent être très fins

dans certaines zones.

• Du fait du caractère approché de la corrélation de Carman-Kozeny, il est difficile

de se prononcer sur la précision des calculs à travers cette comparaison. Néan-

moins à titre comparatif, il est claire que l’évolution de la perméabilité calculée

numériquement en fonction de la porosité a une allure très semblable à celle de

la correlation de Carman-Kozeny. De plus, l’écart maximal obtenu entre la per-

méabilité calculée et celle de la corrélation de Carman-Kozeny est au voisinage

de 12% pour des écoulements par différence de pression avec τ = 0, 9 et des

écoulements par force de volume avec τ = 1, 075.

• L’écart de la perméabilité calculée numériquement par rapport à celle calculée

par la corrélation de Carman-Kozeny est variable et n’évolue pas d’une façon
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Figure 4.8 – Quelques formes des dépôts de ciment existants en pratique.

régulière. Ce résultat peut être attribué en partie au fait que la perméabilité ne

dépend pas seulement de la porosité, mais aussi de l’arrangement des grains qui

a un effet sur la totuosité des canaux d’écoulement.

4.3.2 Perméabilité d’un dépôt granulaire cimenté

La cimentation est le processus de nucléation minérale et de précipitation qui a

lieu entre les grains d’un matériau granulaire. La distribution des ciments précipités à

l’intérieur des pores du matériau dépend des processus chimiques et cristallographiques

impliqués et peut avoir des formes multiples (Fig. 4.8).

Selon la forme et le volume des couches déposées, ces précipitations peuvent avoir

d’importantes influences sur la perméabilité du matériau.

4.3.2.1 Modèles de cimentation utilisés

Même si les formes réelles des dépôts de ciment peuvent être complexes, nous utili-

sons dans ce travail trois modèles simples de cimentation dans le but de montrer l’effet

du degré de cimentation sur la perméabilité. Dans le premier modèle il est supposé

que le ciment déposé a la forme de ponts coniques connectant les grains voisins suffi-

samment proches (Fig. 4.9a) . La distance maximale entre les grains qui peuvent être

connectés est choisie égale à une fraction des diamètres des grains. La variation du

rayon du pont étant linéaire, à chacune des extrémités, le diamètre du pont (dc) est
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Cp vc, Cc et sont les paramètres de contrôle de la taille du dépôt de ciment

dc =Cp d

dc

d ec

Figure 4.9 – Modèles de cimentation ; (a) dépôt sous forme de pont conique, (b) dépôt
à épaisseur uniforme autour des grains, (c) dépôt aléatoire.

proportionnel au diamètre du grain lié (d). La taille du pont est contrôlée à travers le

coefficient de proportionnalité (Cp).

Pour le deuxième modèle (Fig. 4.9b), il est supposé que le dépôt de ciment forme

une couche d’épaisseur uniforme (ec) autour des grains, cette épaisseur est choisie pro-

portionnelle au rayon moyen des grains de l’échantillon et est contrôlée par le coefficient

de proportionnalité (Cc).

Dans le troisième modèle, un volume contrôlé (vc) de ciment est déposé graduel-

lement de façon aléatoire dans les pores du matériau, avec la condition que le ciment

doit être déposé sur un solide (grain ou ciment déjà déposé) (Fig. 4.9c). Il résulte en

conséquence un dépôt de ciment poreux.

4.3.2.2 Evolution de la perméabilité avec la cimentation

Pour montrer l’effet de la cimentation sur la perméabilité, un échantillon granu-

laire à différent degrés de cimentation est soumis au test numérique de perméabilité.

L’échantillon initialement non-cimenté est similaire à ceux des tests précédents, sa po-

rosité initiale est n0 = 0, 3495. L’écoulement est imposé par force de volume avec

une valeurs du temps relaxation τ = 1, 075. La perméabilité obtenue après calcul est

ka0 = 1, 977× 10−10m2. Le ciment est ensuite déposé graduellement selon les modèles

de cimentation décrits plus haut, du point de vue numériques, les voxels initialement

fluides qui seront couvert par le dépôt de ciment sont convertis en voxels solides. La
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Figure 4.10 – Evolution de la perméabilité avec le degré de saturation en ciment

quantité de ciment déposé étant contrôlée pour les trois modèles par les coefficients rela-

tifs Cp, Cc et vs, le degré de saturation en ciment et défini comme le rapport du volume

du ciment déposé au volume total des pores interstitiels de l’échantillon non-cimenté.

La porosité d’un échantillon cimenté de degré de saturation en ciment Sc s’exprime

alors n = n0(1− Sc).

La figure 4.10 montre l’évolution de la perméabilité avec le degré de saturation

en ciment pour les trois modèles de cimentation présentés plus haut. La perméabilité

est normalisée dans ce graphe par la valeur initiale ka0 correspondant à l’échantillon

non-cimenté. L’évolution de la porosité avec le degré de saturation en ciment est aussi

représentée sur le même graphe afin de comparer la variation des grandeurs porosité et

perméabilité.

Ce graphique montre que la perméabilité diminue plus rapidement comparativement

à la porosité avec l’augmentation du degré de saturation en ciment. Ceci est due au

fait que le remplissage de l’espace poral par le ciment a un effet simple sur la porosité,

mais un effet double sur la perméabilité en rétrécissant les canaux d’écoulement et en

réduisant en conséquence la vitesse d’écoulement. L’évolution de la perméabilité pour

les trois modèle montre que le mode de précipitation du ciment peut avoir différents

effets sur le taux de changement de la perméabilité, il est claire que le dépôt sous forme
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de pont a le plus faible effet et en particulier pour les faibles degrés de cimentation.

En effet, pour ce modèle le dépôt débute au niveau des gorges qui sont peu utiles

à l’écoulement. Au contraire, le dépôt en couche autour des grains agit dés le début

sur l’espace utile pour l’écoulement ce qui fait que la cimentation selon ce mode a plus

d’effet sur la perméabilité. Le dépôt aléatoire crée rapidement des canaux d’écoulement

étroits, des bras morts et pores isolés, c’est pourquoi la perméabilité diminue très

rapidement.

4.3.3 Conclusions

Le modèle numérique présenté dans cette section permet le calcul de la perméabilité

d’un matériau granulaire cimenté, il utilise la Méthode des Eléments Discrets et des

modèles de cimentation pour construire l’échantillon granulaire et la Méthode Lattice

Boltzmann pour la mesure de la perméabilité.

Les applications réalisées en utilisant ce modèle ont montré que la perméabilité

calculée dépend légèrement du temps de relaxation introduit et de la condition utilisée

pour générer l’écoulement (i.e. par différence de pression oubien par force de volume).

Cette dépendance peut être attribuée essentiellement à la faible résolution de discréti-

sation des canaux d’écoulement qui peuvent être très fins dans certaines zones.

L’analyse rigoureuse de la précision du modèle n’a pas eu lieu, néanmoins pour des

échantillons granulaires non cimentés, la comparaison avec la corrélation de Karman-

Kozeny a montré que le modèle prédit une variation de la perméabilité en fonction de

la porosité très semblable à celle donnée par cette corrélation semi-analytique. De plus,

il est constaté que pour les valeurs du temps de relaxation recommandées dans l’étude

paramétrique sur l’écoulement de Poiseuille (i.e. τ = 0, 9 en écoulements par différence

de pression et τ = 1, 075 en écoulements par force de volume), l’écart maximal par

rapport à la corrélation de Karman-Kozeny est de 12%.

Pour les matériaux granulaires cimentés, l’étude de l’effet du degré de saturation en

ciment sur la perméabilité, a montré que comparativement à la porosité qui en dépend

de façon linéaire, la perméabilité diminue de façon non linéaire beaucoup plus rapide

avec l’augmentation du degré de saturation en ciment. De plus, le mode de précipitation

du ciment dans les pores du matériau est d’un effet déterminant sur la perméabilité.
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Il convient de noter enfin que la méthodologie proposée peut être utilisée avec

d’autres modèles de cimentation plus élaborés qui permettent une meilleure approxi-

mation des géomètries microscopiques des matériaux réels.

4.4 Estimation du gradient hydraulique critique de bou-

lance

4.4.1 Phénomène de boulance et gradient hydraulique critique

Lorsqu’un sol granulaire est soumis à un écoulement vertical ascendant (sens

contraire à la gravité), ses grains subissent des forces hydrodynamiques agissantes dans

la direction de l’écoulement. Le sol peut garder sa stabilité tant que le gradient hydrau-

lique appliqué est faible, mais lorsque ce dernier atteint ou dépasse une certaine valeur

dite critique, le sol devient instable et entre en état de boulance, c’est un état où les

grains du sol se trouvent entraînés par les forces hydrodynamiques et les contraintes in-

tergranulaires (ou effectives) deviennent nulles dans toute la masse du sol [Holtz 1991].

Le gradient hydraulique critique correspond à l’état où la résultante des pressions ap-

pliquées sous le sol équilibre son poids propre. Ainsi en se référant à la figure 4.11, la

valeur du gradient hydraulique critique s’obtient en écrivant l’équation d’équilibre :

γf

(
h + h′ + L

)
= γsatL + γfh′ (4.15)

où γf et γsat sont les poids volumiques de l’eau (fluide) et du sol saturé respectivement.

γsat peut être exprimé en termes de la porosité du sol n et des poids volumiques de

l’eau γw et des grains solides γs comme :

γsat = γs(1− n) + γf × n (4.16)

En posant hγf = ∆p et tenant compte de l’expression du poids volumique saturé,

le gradient hydraulique critique ic s’écrit alors :

ic =
∆p

γfL
=

(γs − γf ) (1− n)
γf

(4.17)
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Figure 4.11 – Schéma du dispositif de mise d’un échantillon de sol sous écoulement
ascendant à gradient hydraulique constant

ou bien en termes des masses volumiques de l’eau (ρf ) et des grains solides (ρs) :

ic =
(ρs − ρf ) (1− n)

ρf
(4.18)

En pratique, la valeur du gradient hydraulique critique pour les sables est approxima-

tivement égale à 1.

Remarquons enfin que l’équation d’équilibre 4.15 s’explique aussi de la façon :

l’état critique est atteint lorsque la résultante de la pression nette atteint le poids

déjaugé des grains solides, c’est à dire pour un échantillon de section A, ∆p × A =

((γs − γf )× L×A).

4.4.2 Estimation du gradient hydraulique critique par analyse de

l’évolution des contraintes intergranulaires

La modélisation par la méthode Lattice-Boltzmann d’écoulements de fluide à travers

un sol granulaire permet le calcul des forces hydrodynamiques subies par les grains. La

prise en compte de ces forces dans une modélisation par éléments discrets permet alors

d’évaluer la contrainte intergranulaire moyenne aux différents points de l’échantillon
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granulaire siège d’un écoulement de fluide (voir en sect. 1.2.6). L’analyse de l’évolu-

tion de ces contraintes avec l’augmentation du gradient hydraulique appliqué permet

l’estimation du gradient hydraulique critique [Mansouri 2009].

En application de cette procédure, un échantillon granulaire polydisperse similaire

à ceux utilisés dans la mesure de la perméabilité (voir en section 4.3.1.3) est construit

puis soumis à différents gradients hydrauliques. Pour chaque gradient les forces hydro-

dynamiques résultantes sur les grains sont calculées par la méthode des échanges de

quantités de mouvement (Sect. 3.9). Il est supposé que les grains gardent leurs positions

initiales (à l’état sans écoulement) quelque soit le gradient appliqué. Les forces hydro-

dynamiques sont calculées après l’établissement du régime d’écoulement permanent 9.

Les gradients hydrauliques sont imposés par la condition de différence de pression,

ils sont variés du zéro jusqu’à ce que la résultante des forces hydrodynamiques atteint

ou dépasse légerement le poids déjaugé du squelette solide. Les propriétés physiques

et géométriques du système étudié sont données sur le tableau 4.5. L’épaisseur de

l’échantillon L est obtenue après une courbe de la pression en fonction de l’ordonné z

(p = f(z)) similaire à la courbe 4.5, c’est la distance entre les paliers d’entrée et de

sortie de la courbe, c’est à dire la longueur de l’échantillon sur laquelle il y a chute

de pression. Les valeurs des différences de pression imposées ainsi que les gradients

hydrauliques correspondants sont donnés sur le tableau 4.6. Les forces résultantes des

pressions appliquées en sont aussi présentées pour donner une indication sur le début

de boulance en les comparant au poids déjaugé de l’échantillon (W ′).

La figure 4.12 montre l’évolution des forces hydrodynamiques agissantes sur les

grains avec l’augmentation du gradient hydraulique. Ces forces sont normalisées par

les poids déjaugés correspondants. La ligne du milieu représente la résultante verticale

des forces hydrodynamiques normalisée par le poids déjaugé du dépôt. Cette figure

montre que les forces hydrodynamiques sont proportionnelles au gradient hydraulique

appliqué. Bien que pas toutes les forces sont montrées sur le graphique, cette propor-

tionnalité a été confirmée pour tous les grains et pour toutes les composantes des forces

hydrodynamiques. Ce résultat indique que l’écoulement reste laminaire jusqu’à l’état

9. La boulance peut se produire sous un régime d’écoulement transitoire, dans ce cas la distri-
bution des forces hydrodynamiques dans l’échantillon reste perturbée ce qui complique l’analyse des
contraintes intergranulaires.
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Tableau 4.5 – Propriétés physiques et géométriques du système étudié

Masse volumique du fluide (eau) 1000kg/m3

Viscosité cinématique du fluide (eau) 10−6m2/s

Masse volumique déjaugée des grains solides (ρs − ρf ) 1600kg/m3

Nombre de grains du dépôt granulaire 200

Intervalle de variation du diamètre des grains 0, 4 – 0, 8 mm

Poids total déjaugé des grains solides (W ′) 3, 503× 10−4N

Section du dépôt granulaire (période×période) 2, 4× 2, 4 mm2

Epaisseur du dépôt granulaire (L) 5, 88 mm

Porosité moyenne du dépôt granulaire (n) 0, 341

La porosité est calculée dans ce cas à partir de l’expression W ′ = (γs − γf )(1− n)V , V étant le
volume du dépôt.

Tableau 4.6 – Valeurs des différences de pression imposées, des résultantes des pressions
et des gradients hydrauliques correspondants

Pression (N/m2) Gradient hydraulique i Résultante de la pression (N)

5, 208 0, 092 0, 3× 10−4

15, 625 0, 277 0, 9× 10−4

26, 042 0, 461 1, 5× 10−4

36, 458 0, 645 2, 1× 10−4

46, 875 0, 830 2, 7× 10−4

52, 083 0, 922 3, 0× 10−4

57, 292 1, 014 3, 3× 10−4

62, 500 1, 106 3, 6× 10−4

67, 708 1, 198 3, 9× 10−4

72, 917 1, 290 4, 2× 10−4

78, 125 1, 383 4, 5× 10−4

83, 333 1, 475 4, 8× 10−4
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Ensemble des grains (Echantillon)

 Grain le moins sollicité

Grain le plus sollicité

 Gradient hydraulique i

10

1
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0,0001
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Fhz force hydrodynamique verticale, W ′ poids propre déjaugé.

Figure 4.12 – Evolution des forces hydrodynamiques verticales avec le gradient hy-
draulique appliqué.

critique de boulance pour l’échantillon en question. En conséquence pour étudier l’évo-

lution des contraintes intergranulaires avec l’augmentation du gradient hydraulique, il

est suffisant d’introduire dans la modélisation par éléments discrets les forces hydrody-

namiques résultantes d’un faible gradient hydraulique, puis les augmentées d’une façon

proportionnelle au gradient souhaité sans recourir à les recalculer pour chaque gradient.

Il est à noter qu’il est vérifié que la résultante des forces hydrodynamiques calculées

est égale à la résultante des pressions appliquées (pression×section).

En étape suivante, les grains de l’échantillon sont libérés et modélisés par élé-

ments discrets, les forces hydrodynamiques correspondantes à un gradient hydraulique

i = 0, 092 sont introduites comme des forces extérieures aux grains, puis augmentées

proportionnellement au gradient appliqué. L’échantillon est divisé en cinq tranches

horizontales de contrôle où les contraintes sont calculées. La figure 4.13 montre les

contraintes intergranulaires verticales moyennes dans ces tranches pour différents gra-

dients hydrauliques appliqués. Ces contraintes sont normalisées par la contrainte effec-

tive à la base de l’échantillon qui s’obtient en divisant le poids propre déjaugé par la

section de l’échantillon. Des lignes droites en sont représentées pour montrer l’évolution

moyenne approchée des contraintes en fonction du gradient hydraulique.
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 Gradient hydraulique i
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σz contrainte intergranulaire verticale, σb
z contrainte intergranulaire verticale à la base de

l’échantillon.

Figure 4.13 – Evolution des contraintes intergranulaires verticales avec le gradient
hydraulique appliqué.

Ce graphique montre que l’augmentation du gradient hydraulique provoque une

décompression de l’échantillon granulaire traduite par la diminution des contraintes

intergranulaires moyennes dans les différentes tranches. Il est claire que ces contraintes

convergent suivant une allure linéaire vers une faible valeur non nulle indépendante de

la position dans l’échantillon. Cette contrainte donnée par le point d’intersection des

droites représentées sur le graphique, subsiste même pour les gradients hydrauliques

élevés, elle peut être expliquée par les collisions continues entre les grains qui se trouvent

en suspension à cause de la boulance. En conséquence, le gradient hydraulique corres-

pondant au début de boulance peut être vu comme le point d’intersection des droites

représentant la variation moyenne des contraintes intergranulaires dans les différentes

tranches. Le gradient hydraulique critique qui s’obtient alors à partir du graphique est

approximatievement ic ≈ 1, 055.

D’autres part, en tenant compte des valeurs de la porosité et des masses volumiques

des grains solides et de l’eau données au tableau 4.5, l’expression classique (Eq.4.18)

donne la valeur du gradient hydraulique critique ic = 1, 054. Il est ainsi claire que le

gradient hydraulique critique obtenu par l’analyse micromécanique de l’évolution des
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contraintes intergranulaires avec l’augmentation du gradient appliqué est le même que

celui donné par l’analyse globale de mécanique des sols classique. Un résultat similaire

est obtenu pour un autre dépôt [Mansouri 2009].

4.4.3 Conclusion

La procédure simplifiée présentée pour l’estimation du gradient hydraulique critique

de boulance est basée sur l’analyse de l’évolution des contraintes intergranulaires avec

l’augmentation du gradient hydraulique. Les contraintes intergranulaires sont calculées

au moyen de la méthode des éléments discrets et en utilisant la méthode Lattice–

Boltzmann pour évaluer les forces hydrodynamiques agissant sur les grains. Ces forces

sont supposées proportionnelles au gradient appliqué. Cette analyse micromécanique

peut alors être utilisée dans le cas d’échantillons de grains de faibles dimensions où

l’écoulement reste laminaire jusqu’au début de la boulance. L’application à un échan-

tillon de grains de diamètres variant dans l’intervalle [0, 4 ; 0, 8 mm] a permis de noter

les remarques suivantes :

• il est vérifié que la résultante des forces hydrodynamiques agissant sur les grains

est égale à la résultante de la pression appliquée (pression×section),

• les contraintes intergranulaires sont inversement proportionnelles au gradient hy-

draulique ascendant appliqué,

• le gradient hydraulique critique de boulance estimé à partir de cette analyse est

le même que celui donné par la théorie classique basée sur l’analyse globale.

Ces remarques permettent de conclure que les forces hydrodynamiques sont correcte-

ment évaluées par la procédure des échanges de quantités de mouvement dans la mé-

thode Lattice–Boltzmann. L’utilisation conjointe des deux méthodes éléments discrets

et Lattice–Boltzmann pourrait donc permettre l’analyse micromécanique de problèmes

plus complexes tels que les cas de dépôts non-homogènes qui sont difficiles à traiter par

les méthodes globales classiques 10.

10. A titre d’exemple, l’évaluation des contraintes effectives dans un sol soumis un écoulement as-
cendant se base sur l’hypothèse de distribution uniforme des forces d’infiltration, cette hypothèse peut
ne pas être valide dans le cas où la géométrie microscopique du sol est variable.
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5.1 Introduction

La mécanique des milieux granulaires saturés fait intervenir deux types d’interac-

tions à savoir les interactions grain-grain et les interactions fluide-grains. En effet, le

mouvement de chacun des grains est influencé par les forces de contact avec les grains
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voisins ainsi que la force hydrodynamique résultante des écoulements du fluide satu-

rant. Ces écoulements ne sont évidemment pas indépendants du mouvement des grains.

Par conséquent, la simulation de la mécanique de ces milieux, nécessite un modèle qui

peut prendre en compte ces deux types d’interaction. Une approche directe du pro-

blème consiste à modéliser chacune des deux phases du milieu par la méthode qui lui

est adéquate tout en prenant en compte leur interaction à travers une procédure bien

construite. C’est dans ce contexte que s’inscrit la présente partie de cette thèse. Il s’agit

de réaliser un couplage des deux méthodes Elément Discrets et Lattice-Boltzmann dans

le but de modéliser l’hydromécanique des milieux granulaires saturés.

En s’intéressant à ce couplage, le premier problème qui surgit vite est la façon

de traiter le mouvement d’un solide dans un fluide modélisé par la méthode Lattice-

Boltzmann, ce problème sera discuté dans la section 5.2. Une fois, les choix du trai-

tement de ce problème faits, les aspects relatifs au couplage proprement dit seront

présentés en section 5.3.

5.2 Solide en mouvement dans un fluide modélisé par la

méthode Lattice-Boltzmann

Comme avancé aux chapitres précédents, la modélisation d’un fluide par la méthode

Lattice-Boltzmann consiste substituer le volume à étudier par une grille régulière dont

les noeuds représentent les points discrets où se calculent les vitesses et les pressions.

Ces noeuds sont liés par des liens définissant les chemins de déplacement des particules

fluides entre les noeuds à chaque pas de temps. Le nombre de liens attachés à chaque

noeud dépend du modèle Lattice-Boltzmann utilisé. La présence d’un obstacle solide

dans le fluide tel qu’un grain par exemple ne modifie pas la discrétisation, mais elle

change le statut des noeuds couverts par le grain solide, ils sont appelés alors "noeuds

solides". Les noeuds solides qui ont des liens avec des noeuds fluides sont des noeuds

solides de frontières, c’est à travers ces noeuds que l’interaction fluide-solide est prise en

compte. Les noeuds solides intérieurs ne sont pas considérés dans les calculs. L’interac-

tion fluide-solide implique la prise en compte instantanée de deux paramètres à savoir ;

(1) les conditions aux frontières du domaine fluide (dont les frontières des grains font
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partie) et (2) les forces hydrodynamiques appliquées par le fluide sur le solide. Cette

interaction peut être prise en compte à travers la condition du rebondissement par-

fait "Bounce Back" discutée en section 3.8.2. Il convient de rappeler que l’application

de cette condition conduit à situer la frontière aux milieux des liens entre les noeuds

fluides et les noeuds solides de frontière, et de représenter en conséquence les frontières

courbes par des frontières en escalier. Cette représentation conduit évidemment à des

erreurs qui peuvent être minimiser en augmentant la résolution de discrétisation au

prix d’élever la quantité de calculs. Un autre inconvénient apparaît lorsque la condition

de rebondissement parfait est appliquée aux solides en mouvement, en effet le déplace-

ment du solide induit des changements brusques de statuts des noeuds qui se trouvent

à sa frontière (du solide au fluide ou inversement). Il s’ensuit alors que la géométrie du

domaine d’écoulement se trouve en modification de façon non-régulière (à la manière

de sauts) et le calcul des forces hydrodynamiques est soumis à des fluctuations qui

peuvent être importantes [Ladd 1994, Ladd 2001].

Les problèmes qui viennent d’être signalés qui sont inhérents à la condition de rebon-

dissement parfait, ont incité la recherche d’autres conditions permettant d’approcher la

courbure réelle des frontières et d’éviter les fluctuations dans le calcul des forces hydro-

dynamiques. Noble et al. [Noble 1998] ont proposé la condition de la "frontière immer-

gée", pour laquelle la condition de non-glissement fluide-solide est imposée à travers une

condition de rebondissement modifiée. Cette modification fait intervenir le taux de rem-

plissage en matière solide du voxel entourant le noeud solide de frontière. La condition

de frontière immergée a été utilisée par la suite, par plusieurs chercheurs pour la modé-

lisation de solides en mouvement dans un fluide [Cook 2004, Feng 2004, Strack 2007].

Elle a été aussi employée dans le modèle couplé DEM-LBM proposé par Feng et al.

[Feng 2007] pour la simulation des milieux granulaires saturés.

Suivant une approche différente, d’autres chercheurs ont proposé, des conditions

de rebondissement interpolées [Filippova 1998, Mei 1999, Bouzidi 2001, D.Yu 2002,

Kao 2008]. Ces conditions font intevenir les parties des liens "noeud solide"−"noeud

fluide" de frontière, qui sont couvertes par le solide. Comparativement à la condition

de frontière immergée, ces conditions sont plus simples à mettre en oeuvre, puisque

elles font appel à un calcul de longueurs. Par contre la condition de frontière immergée
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fait intervenir un calcul de volume plus compliqué et plus coûteux (calcul de surface

en 2D).

Parmi les conditions de rebondissement interpolées, la condition de Bouzidi et al.

[Bouzidi 2001] semble être très acceptée par les chercheurs travaillant sur la LBM.

Lallemend et al. [Lallemand 2003] l’ont utilisé pour la simulation d’une sphère solide

en mouvement par rapport à la grille Lattice-Boltzmann, de très bons résultats sont

obtenus. Cette condition est choisie alors pour le modèle couplé DEM-LBM présenté

dans ce travail, elle sera présentée en détail dans la section 5.2.1.

Un autre problème apparaît dans le cas de mouvement d’un solide par rapport à

la grille Lattice-Boltzmann. En effet, les noeuds solides qui deviennent fluides au cours

du mouvement, nécessitent une définition de leurs distributions. La façon de définir ces

distributions a une influence importante sur le calcul de la force hydrodynamique, elle

sera discutée en section 5.2.3. Ce problème ne se pose pas pour les noeuds fluides qui

deviennent solides puisqu’ils sont de suite exclus des calculs.

5.2.1 Condition de rebondissement interpolée

Cette section présente le schéma de rebondissement interpolé proposé par Bouzidi

et al. [Bouzidi 2001]. Le scénario typique du rebondissement est illustré sur la figure

5.1 pour une configuration simple unidimensionnelle. La distance entre le noeud fluide

de frontière et la frontière solide est notée q∆x, où q = |xw − xf |/∆x est la fraction

située dans le fluide du lien intersecté par la frontière. En tenant compte du fait que

dans la discrétisation Lattice-Boltzmann toute particule fluide parcourt un lien complet

pendant le pas de temps ∆t et en supposant que la collision de la particule fluide avec

la frontière est instantanée, la distance parcourue par une particule propagée du noeud

fluide vers la frontière est alors de même égale à ∆x pendant le pas de temps ∆t.

Ainsi lorsque la frontière est située au milieu du lien, c’est à dire q = 1/2 (Fig. 5.1a),

la particule retourne au noeud d’où elle est propagée après un pas de temps, ceci est

en accord avec la condition de rebondissement parfait. Rappelons que cette dernière

condition est réalisée en affectant avant l’étape de propagation au noeud solide de

frontière une distribution dirigée vers le noeud fluide égale à la distribution du noeud

fluide dirigée vers le noeud solide (Eq. 3.26). Donc après propagation tout ce passe
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Noeud hors-réseau impliqué dans les interpolations

Noeud fluide, Noeud fluide de frontière, Noeud solide de frontière,

mur

(a)

(b)

(c)

mur

mur

Figure 5.1 – Rebondissement d’une particule fluide sur un mur de position quelconque
par rapport à la grille Lattice-Boltzmann.

comme si la particule propagée du noeud fluide est réfléchie à mi-chemin du lien entre

les deux noeuds.

Pour les cas où la frontière n’est pas située au milieu du lien, les distributions à

affecter aux noeuds solides de frontière sont construites à travers des interpolations

spéciales. Lorsque q < 1/2 (Fig. 5.1b), une particule propagée du noeud fluide xf , doit

terminer son parcourt en une position intermédiaire xi. Cependant si le point de départ

de la particule est supposé en xi, son point d’arrivée après l’étape de propagation sera

en xf comme montré par la flèche en trait discontinu. La distribution f à la position

xi peut être construite à partir d’une interpolation avant l’étape de propagation. En

pratique cette interpolation peut être linéaire en utilisant les distributions f(xf ) et

f(x′f ) ou bien quadratique en considérant en plus la distribution f(x′′f ). Lorsque q > 1/2

(Fig. 5.1c), la distribution arrivante au noeud fluide xf peut être construite par une

interpolation après propagation en utilisant les distributions résultantes aux positions

xi, x′f et éventuellement x′′f pour une interpolation quadratique. Cette interpolation

peut être exprimée en termes des distributions de post-collision avant la propagation.
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De cette façon, elle est calculée à la même étape que le cas où q ! 1/2 dans le processus

de calcul.

Il convient de rappeler la remarque que l’interpolation quadratique nécessite l’exis-

tence de trois noeuds fluides au droit du noeud solide de frontière tandis que l’inter-

polation linéaire ne nécessite que deux. Du coté précision, l’interpolation quadratique

est meilleure mais du point de vue quantité de calculs l’interpolation linéaire est plus

économique. D’autres part, du fait que l’interpolation linéaire nécessite un noeud en

moins, elle est mieux adaptée dans le cas de milieux granulaires. En effet dans ce cas

le domaine fluide voisin à un grain est souvent rétrécie à cause de la présence de grains

voisins et l’existence d’un nombre suffisant de noeuds fluides pour effectuer l’interpo-

lation n’est pas toujours sure. Donc l’utilisation de l’interpolation quadratique est plus

contrainte.

Ainsi dans le présent travail les interpolations linéaires sont utilisées dans tous les

cas où il existe au moins deux noeuds au droit du noeud solide de frontière, dans le

cas où il n’en existe qu’un seul noeud la condition de rebondissement standard est

appliquée, l’interpolation est ainsi abandonnée.

Les expressions des distributions à affecter aux noeuds solides de frontière pour

être propagées vers les noeuds fluides voisins qui s’obtiennent partir d’interpolations

linéaires sont [Bouzidi 2001] :






fout
î

(xs, t) = 2qfout
i (xf , t) + (1− 2q)fout

i (xf ′ , t) + 6wiρw
!eî.!uw

c2 , q ! 1
2

fout
î

(xs, t) = 1
2qfout

i (xf , t) + 2q−1
2q fout

î
(xf ′ , t) + 3

qwiρw
!eî.!uw

c2 , q " 1
2

(5.1)

Dans ces expressions #uw étant la vitesse de déplacement de la frontière.

5.2.2 Application de la condition de rebondissement interpolée aux

grains solides en mouvement

Etant donné qu’il supposé dans ce travail que les grains sont de formes sphériques,

pour tenir compte de la frontière réelle d’un grain il est procédé à chaque pas de temps

par les étapes suivantes :

• définir les noeuds couverts par le grain c’est à dire les noeuds solides,



Chapitre 5. Couplage Eléments Discrets Lattice-Boltzmann, modélisation des milieux
granulaire saturés 96

Noeud initialement solide rentrant dans le domaine fluide au bout un pas de temps

Grain solide !

en mouvement

Noeud fluide , Noeud fluide de frontière, Noeud solide de frontière,

Figure 5.2 – Grain solide en mouvement par rapport à une grille Lattice-Boltzmann

• calculer pour chaque lien coupé par la frontière sa fraction tombant dans le do-

maine fluide q = ‖!xf−!xw‖
‖!xf−!xs‖ ( voir Fig. 5.2),

• appliquer pour les noeuds solides de frontière la condition de rebondissement

interpolée exprimée par les équations 5.1.

La vitesse de la frontière #uw impliquée dans ces équations est calculée à partir de

l’expression #uw = #uG + #r × #ωG, où #uG et #ωG sont les vitesses de translation et de

rotation du grain respectivement et #r = #xw − #xG avec #xG et #xw sont respectivement

les vecteurs positions du centre du grain et du point d’intersection de la frontière avec

le lien considéré 1 (voir Fig. 5.2).

5.2.3 Distributions inconnues des noeuds réintégrant le domaine

fluide suite au mouvement des grains

Lorsqu’un grain se déplace par rapport à la la grille Lattice-Boltzmann, certains

noeuds de statut solide à l’instant t réintègrent le domaine fluide au pas de temps

suivant t + ∆t (ils sont indiqués en figure 5.2 par des #). Les distributions en ces

noeuds ne sont alors pas définies et doivent être spécifiées au moment où ces noeuds

1. Dans la pratique $xw est calculé à partir de l’expression $xw = $xs + (1− q)× ($xf − $xs) en tenant
compte que $xf − $xs = $e/c.
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deviennent fluides. Il existe plusieurs méthodes pour définir ces distributions, certaines

utilisent des extrapolations à partir des noeuds fluides voisins et d’autres adoptent

les distributions d’équilibre en choisissant convenablement les valeurs des vitesses et

des masses volumiques à introduire. Toutes ces méthodes produisent pratiquement

les mêmes résultats [Lallemand 2003]. Dans ce travail la procédure adoptée consiste à

utiliser les distributions d’équilibre calculées à partir de la masse volumique moyenne du

fluide dans tout le système et de la vitesse de la frontière au droit du noeud considéré.

Cette vitesse est supposée égale à la vitesse du grain au niveau du noeud juste avant

de le quitter.

Il peut être intéressant de rappeler qu’en vertu de la condition 3.25 sur le nombre

de Mach, la vitesse de la frontière (#uw) est beaucoup plus faible devant la vitesse

caractéristique du modèle 2, par conséquent, une frontière en mouvement traverse un

lien de la grille Lattice-Boltzmann en plusieurs pas de temps.

5.3 Couplage Eléments Discrets – Lattice-Boltzmann

Le couplage Eléments Discrets – Lattice-Boltzmann consiste en la mise en oeuvre

simultanée des deux méthodes, les principes de discrétisation attachés à ces méthodes

sont donc maintenus. Le domaine spatial est alors entièrement discrétisé par une grille

régulière fixe définissant les noeuds Lattice-Boltzmann, le mouvement éventuel des

grains solides entraîne des déplacements par rapport à ces noeuds et peut modifier

leurs statuts. Ce mouvement de grains qui sont modélisés par Eléments Discrets, est

gouverné non seulement par les forces de contacts intergranuliares, mais aussi par les

forces hydrodynamiques appliquées par le fluide saturant. Ces forces sont évidemment

variables, par conséquent, elles doivent être réévaluées en permanence.

2. Pour une simulation précise, la condition sur le nombre de Mach impose que la vitesse du fluide
simulé soit faible devant la vitesse caractéristique du modèle (c), et la vitesse maximale de la frontière
d’un grain est au plus égale à la vitesse du fluide du fait qu’il est supposé qu’il n’y a pas de glissement
entre le fluide et le solide.
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5.3.1 Résolution de la discrétisation spatiale

La résolution de la discrétisation spatiale est conditionnée dans ce cas par les dia-

mètres des grains, en effet le pas de discrétisation spatial doit être suffisamment faible

devant le diamètre du grain pour que la géométrie de celui-ci soit correctement repré-

sentée par rapport au fluide et l’évaluation des forces hydrodynamiques soit faite avec

une précision suffisante. Yu et al. [Yu 2003], en utilisant une condition de rebondisse-

ment interpolée, ont étudié l’effet de la résolution de discrétisation sur l’évaluation des

forces hydrodynamiques pour des disques (2D) et des sphères (3D) dans un écoulement.

Ils ont conclu que pour des nombres de Reynolds modérés, une précision satisfaisante

est acquise au delà de résolutions d’environ dix pas (10×∆x) / diamètre pour un grain

circulaire (2D) et sept pas (7×∆x) / diamètre pour un grain sphérique (3D).

5.3.2 Procédure d’incrémentation du temps

Etant donnée que chacune des deux méthodes couplées a un pas de temps approprié,

le processus d’incrémentation pendant le calcul doit être détaillé. Comme mentionné

précédemment (Sect. 3.7), le pas de temps dans la méthode Lattice-Boltzmann noté

dans la suite (∆tLB) dépend des autres paramètres de discrétisation, notamment le

temps de relaxation addimensionné (τ) et le pas de discrétisation spatiale (∆x), si ces

deux paramètres sont spécifiés et la viscosité du fluide est donnée le pas de temps se

trouve alors imposé et il est calculé à partir de l’équation 3.24.

Quant au pas de temps relatif à la Méthode des Eléments Discrets 3 noté dans la

suite (∆tDE), il doit être suffisamment faible devant la durée de contact minimale entre

les grains, sa valeur maximale s’obtient à partir de la condition (Eq. 1.10), elle est notée

(∆tDEmax).

La valeur de (∆tLB) est en général plus grande que (∆tDEmax), l’idée est alors

d’effectuer un certain nombre de pas de calcul pour la Méthode des Eléments Discrets

contre un seul pas de calcul Lattice-Boltzmann.

Du fait que le pas de temps relatif à la Méthode des Eléments Discrets (∆tDE)

peut prendre toute valeur sous la condition (∆tDE ≤ ∆tDEmax), il est alors choisi

3. La dynamique moléculaire étant la Méthode aux Eléments discrets utilisée dans ce travail.
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de sorte à effectuer un nombre entier de pas ∆tDE contre un pas ∆tLB, c’est à dire

∆tDE × nd = ∆tLB, avec nd est un entier dont la valeur minimale est :

nd = Int

(
0tLB

0tDEmax

)
+ 1 (5.2)

où Int() indique la partie entière.

Le pas de temps ∆tDE peut alors être pris :

0tDE =
0tLB

nd
(5.3)

De cette façon, les forces hydrodynamiques sur les grains ne sont actualisées dans la

Méthode des Eléments Discrets qu’au bout de chaque pas de temps ∆tLB, elles sont

supposées constantes pendant ∆tLB. De même, l’actualisation des positions des grains

dans la Méthode Lattice-Boltzmann ne se fait qu’au bout de chaque pas de temps

∆tLB.

5.3.3 Prise en compte de la poussée d’Archimède

La poussée d’Archimède sur les grains est prise en compte dans les calculs en mul-

tipliant l’accélération de gravité par le coefficient réducteur (1− ρf/ρs), où ρf et ρs

sont les masses volumiques du fluide et des grains solides respectivement. Cette procé-

dure permet de conserver les vraies valeurs des forces d’inertie des grains. En effet la

procédure courante qui consiste à substituer la masse volumique des grains solides par

sa correspondante déjaugée, provoque une réduction des forces d’inertie et par consé-

quence une modification du comportement dynamique, cette procédure reste néanmoins

correcte dans le cas statique.
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente des applications de validation du modèle couplé et des

simulations numériques de certains phénomènes de dynamique des milieux granulaires

saturés. Les premières validations ont porté essentiellement sur le calcul des forces

hydrodynamiques sur un grain fixe ou mouvant par rapport à la grille de discrétisation

Lattice–Boltzmann. Le modèle est ensuite utilisé pour la simulation du phénomène

"Drafting-Kissing-Tumbling" qui se produit en sédimentation de deux grains dans un

fluide. Les résultats obtenus sont comparés avec ceux obtenus par d’autres méthodes

numériques.

Comme application du modèle couplé à des problèmes liés aux sables saturés, des

simulations du phénomène de la boulance de dépôts granulaires sont réalisées. Les

résultats obtenus sont présentés sous forme de visualisations graphiques permettant

une meilleure compréhension du processus de boulance sous les différents gradients

hydrauliques provoquants.

6.2 Simulations de validation

6.2.1 Force et moment sur une sphère dans un écoulement de Poi-

seuille

En première étape dans la validation, il serait intéressant de vérifier que les force et

moment hydrodynamiques sur un grain fixe sont correctement calculés par le modèle.

Pour cela les solutions analytiques établies par Wakiya (1957) sont utilisées pour la

comparaison, ces solutions donnent la force de traînée et le moment sur une sphère

fixe dans un écoulement de Poiseuille rampant ; c’est un écoulement entre deux plaques

parallèles infinies à très bas nombre de Reynolds.

6.2.1.1 Description du problème à simuler

La configuration du problème en question est schématisée en figure (Fig. 6.1) et les

expressions analytiques de la force hydrodynamique Fh et du moment Mh résultants

sur la sphère sont [Clague 2001] :
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Ecoulement

Figure 6.1 – Grain sphérique fixe dans un écoulement de Poiseuille entre deux plaques
parallèles

Fh = 6πµrUzG
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Mh =
8
3
πµr2UzG
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) [
1 + 0.0758
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r
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)
+ 0.0490

(
r

zG

)2
]

(6.2)

où µ est la viscosité dynamique du fluide, r le rayon de la sphère, UzG est la vitesse

du fluide à la position zG pour un écoulement de Poiseuille (en l’absence de la sphère),

elle a pour expression :

UzG =
1
2µ

(
zGh− z2

G

) (
−dp

dx

)
(6.3)

où dp
dx est le gradient de pression dans la direction x.

L’expression 6.2 donne la valeur absolue du moment hydrodynamique autour de

l’axe y, le sens de ce moment est donné par la vitesse la plus élevée dans les espaces en

bas et en haut du grain, celle-ci est évidemment plus grande du coté le plus large. Le

moment hydrodynamique est alors positif (dans le sens des aiguilles d’une montre) si

zG ! h
2 et négatif si zG " h

2 .

Dans nos simulations l’écoulement est généré par une force de volume équivalente

ρax = − dp
dx et la condition de non glissement sur les plaques horizontales est introduite.

Du fait qu’il est impossible de simuler le problème sous sa forme infinie, des frontières

périodiques sont utilisées dans les deux directions x et y. Le problème simulé alors est

une cellule périodique dont les dimensions sont les périodes dans les deux directions

Dx et Dy (Fig. 6.2). Ces périodes sont augmentées graduellement afin de montrer la

convergence vers le cas infini. Les paramètres géométriques du problème simulé sont

pris r/h = 0.11, zG/h = 0.25 et des périodes égales dans les deux directions soit
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Figure 6.2 – Cellule périodique simulée

Dx = Dy = D.

Le calcul des forces hydrodynamiques avec une résolution minimale de discrétisation

(voir Sect. 5.3) est aussi testé dans ces simulations, la résolution étant caractérisée dans

ce cas par le rayon de la sphère en unités Lattice-Boltzmann r̄ = r/∆x. Trois séries de

simulations sont alors réalisées à savoir ; pour des résolutions r̄ ≈ 3, r̄ ≈ 3, 5 et r̄ ≈ 5, 5.

Les valeurs précises des rayons r̄ sont calculées à partir de la condition r/h = 0.11

tout en tenant compte que h̄ = h/∆x doit être un entier du fait que les conditions de

rebondissement parfait sont utilisées sur les plaques horizontales.

Le Nombre de Reynolds particulaire
(
Re = UzG×d

ν

)
calculé sur la base du diamètre

du grain (d = 2r), de la viscosité du fluide (ν) et de la vitesse du fluide à la position zG

en l’absence du grain (Eq. 6.3), est fixé dans ces simulations à Re = 0, 0006. Par consé-

quence, la valeur adimensionnelle de l’accélération à introduire dans une simulation

peut être calculée à partir de l’expression :

āx =
16
27

(τ − 0, 5)2

r̄h̄2
Re (6.4)

Les valeurs des paramètres adimensionnels utilisés sont récapitulés dans le tableau

6.1, deux valeurs du temps de relaxation adimensionnel sont utilisées à savoir τ = 1, 0

et τ = 0, 7, le rapport de la période de la cellule simulée au rayon du grain D/r est

varié entre les valeurs 3 à 32 environ.
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Tableau 6.1 – Paramètres addimensionels utilisés dans les simulations

h̄ 28 32 50

r̄ 3, 08 3, 52 5, 50

āx (τ = 1, 0) 3, 681× 10−8 2, 466× 10−8 6, 465× 10−9

āx (τ = 0, 7) 5, 890× 10−9 3, 946× 10−9 1, 034× 10−9

3010 20
0

0,75

1,25

1,5

0,5

1,0

Solution de Wakiya 
(cas                 )0,25

Figure 6.3 – Evolution de la force de traînée subie par le grain avec l’augmentation
de la période de la cellule simulée.

6.2.1.2 Résultats et discussions

Les figures 6.3 et 6.4 montrent l’évolution de la force de traînée et du moment

subis par le grain sous l’écoulement avec l’augmentation du rapport D/r. Sur ces deux

graphiques sont représentés la force et le moment addimensionnés F̄h = Fh/ (6πµrUzG)

et M̄h = Mh/
(
(8/3)πµr2UzGr/zG

)
respectivement. Les lignes discontinues passant par

les points des résultats du calcul sont représentées juste pour guider l’oeil. Afin de

permettre la comparaison avec la solution de Wakiya (cas D/r = ∞), des lignes droites

obtenues des équations 6.1 et 6.2 sont aussi représentées.

Ces graphiques montrent clairement que la force de traînée et le moment hydrody-

namiques augmentent avec l’augmentation de la distance entre les grains (période de

la cellule). Ce résultat s’explique par le fait que l’éloignement des grains ou autrement
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Figure 6.4 – Evolution du moment subi par le grain avec l’augmentation de la période
de la cellule simulée.

dit la diminution du nombre d’obstacles dans l’écoulement entraîne une augmentation

de la vitesse du fluide au voisinage du grain et par conséquence une augmentation des

forces hydrodynamiques, au contraire le rapprochement des grains réduit les forces hy-

drodynamiques selon un raisonnement inverse. Pour de grandes valeurs de la période,

il est claire que la force et le moment calculés tendent vers la solution de Wakiya qui

correspond au cas du domaine infini (D/r = ∞).

Ces graphiques montrent aussi que la valeur du temps de relaxation τ = 0, 7 donne

des résultats plus précis relativement à la solution de référence (solution de Wakiya),

il a été vérifié par ailleurs que l’augmentation du temps de relaxation (i.e. τ > 0, 1)

provoque une légère diminution des forces hydrodynamiques, au contraire sa diminution

provoque légère une augmentation de ces forces.

Il peut être constaté aussi pour les deux graphiques que la résolution la plus élevée

(r̄ = 5, 50) produit les résultats plus proches à la solution référence. Néanmoins il est

claire qu’à τ = 1, 0, la diminution de la résolution conduit à une augmentation de

l’erreur par défaut sur les forces hydrodynamiques, par contre à τ = 0, 7 la diminution

de la résolution s’accompagne d’une légère augmentation des forces hydrodynamiques.

Cette augmentation est plus marquée pour le moment hydrodynamique, ceci est pro-

bablement due à l’augmentation de la différence de vitesse entre le haut et le bas du
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grain où la vitesse du fluide se trouve sous-estimée du fait que la résolution devient

faible dans cet espace 1.

Si on ne s’intéresse qu’à la force hydrodynamique, il convient de noter que l’apport

maximal ramené en passant de la résolution r̄ = 3, 08 la résolution r̄ = 5, 50 reste faible

(2, 7% pour τ = 1, 0 et 0, 44% pour τ = 0, 7), ceci permet de conclure qu’une résolution

r̄ ≈ 3 est suffisante dans la pratique. Ce résultats est en accord avec les conclusions

de Yu et al. [Yu 2003] qui recommandent une résolution r̄ ≈ 3, 5 pour des nombres de

Reynolds faibles à modérés.

Pour le moment hydrodynamique la différence maximal entre les résultats des ré-

solutions r̄ = 3, 08 et r̄ = 5, 50 est de 7, 35% pour τ = 1, 0 et 1, 29% pour τ = 0, 7, il

est claire que l’erreur est relativement importante pour τ = 1, 0, par conséquent il est

recommandé d’utiliser un temps de relaxation au voisinage de 0, 7 dans les simulations

où les le moment hydrodynamique intervient.

6.2.1.3 Conclusion

A l’issue de cette étude, il est convenable de noter les remarques essentielles sui-

vantes :

• La procédure mise en oeuvre pour le calcul des forces hydrodynamiques notam-

ment l’utilisation de la méthode des échanges de quantités de mouvement avec

une condition de rebondissement interpolée, donne des résultats qualitativement

satisfaisants.

• La précision du calcul dépend de la valeur du temps de relaxation adimensionnel

τ , il semble que la valeur τ = 0, 7 donne des résultats précis.

• En recoupant les résultats obtenus avec ceux de la référence [Yu 2003], il est pos-

sible de conclure que la résolution minimale nécessaire pour un calcul satisfaisant

des forces hydrodynamiques pour des nombres de Reynolds faibles à modérés

correspond à la condition que le pas de discrétisation soit inférieur au septième

(1/7) du diamètre de la sphère approximativement, c’est à dire r ≈ 3, 5∆x. De

1. En effet la résolution dans cet espace est de 4 noeuds pour r̄ = 3, 08 et r̄ = 3, 52 et il est montré
lors de l’étude paramétrique sur l’écoulement de poiseuille généré par force de volume que l’erreur par
défaut sur la vitesse maximale est bien marquée pour les faibles résolutions lorsque la valeur du temps
de relaxation τ est petite.
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plus, il est recommandé d’utiliser un temps de relaxation au voisinage de 0, 7

pour un calcul précis du moment hydrodynamique.

6.2.2 Force hydrodynamique sur un grain en mouvement

Il est montré dans la section précédente que les forces hydrodynamiques sur un

grain fixe sont correctement calculées par le modèle, cependant cette validation n’im-

plique pas le mouvement du grain par rapport à la grille de discrétisation. L’objectif de

cette section est alors de montrer la robustesse du calcul des forces hydrodynamiques

dans le cas où le grain effectue un mouvement par rapport à la grille de discrétisation

Lattice-Boltzmann. Le test de validation utilisé pour cette fin, consiste en la vérifica-

tion de l’invariance Gallelienne, stipulant que la force hydrodynamique sur un grain en

mouvement uniforme dans un fluide, est la même que celle du cas inverse, ou le grain

est fixe est le système se déplace à la même vitesse dans le sens inverse

6.2.2.1 Description du problème à simuler

La configuration géométrique du problème à simuler est similaire à celle de la section

précédente (Figs. 6.1 et 6.2) avec les spécifications r/h = 0.11, zG/h = 0.5, Dy/r = 6

et Dx/r = 45. Des conditions périodiques sont utilisées dans les deux directions x et y

et la condition de non-glissement du fluide sur les plaques est imposée.

A l’instant t = 0, le fluide dans le canal est au repos et le grain entame de façon

instantanée un mouvement de vitesse constante uG = U0 dans la direction x. La po-

sition initiale du grain étant (xG0 , yG0 , zG0) = (Dx/10, Dy/2, h/2). Ce problème doit

théoriquement être équivalent au problème suivant : le canal avec le fluide sont en mou-

vement dans la direction x à une vitesse constante −U0, à l’instant t = 0, le grain est

placé à sa position et est maintenu fixe. La vitesse des plaques de haut et de bas est

maintenue uW = −U0.

Dans le premier cas le grain est en mouvement par rapport à la grille de discréti-

sation Lattice-Boltzmann. Par contre dans le second, le grain est fixe mais le fluide est

en écoulement imposé par le mouvement des plaques supérieure et inférieure, le grain

se trouve alors fixe par rapport à la grille de discrétisation.
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Figure 6.5 – Force de traînée en fonction du temps, le temps est en unité Lattice-
Boltzmann (t̄ = t/∆t)

Les paramètres adimesionnels des simulations sont : le rayon du grain en unités

Lattice-Boltzmann r̄ = 5, 5, la vitesse adimensionnelle imposée Ū0 = 0, 04 et le nombre

de Reynolds Re = 10. En tenant compte de l’expression Re =
(
2r̄Ū0

)
/ν̄, le temps de

relaxation nécessaire pour produire un tel nombre de Reynolds est alors τ = 0, 632.

6.2.2.2 Résultats et discussions

La figure 6.5 montre la force de traînée appliquée sur le grain en fonction du temps.

La force représentée est en unités Lattice-Boltzmann (sans dimensions) qui a pour

expression F̄h = Fh/(∆x2c2ρf ).

Deux courbes sont montrées, la première est fluctuante (en trait fin), elle correspond

au cas du grain en mouvement par rapport à la grille de discrétisation à une vitesse

ūG = 0, 04 et la deuxième est lisse (sans fluctuations, en trait épais), elle correspond au

cas du grain fixe subissant une force hydrodynamique suite au mouvement des plaques

supérieure et inférieure à une vitesse ūW = −0, 04.

Ces courbes montrent que la force de traînée suit une même allure de variation pour

les deux cas. Les fluctuations constatées pour le cas où le grain effectue un mouvement

par rapport à la grille de discrétsation sont globalement faibles comparativement à

la valeur moyenne de la force. Ces fluctuations peuvent être attribuées à la manière

d’estimer les distributions pour les noeuds quittant le domaine solide pour rejoindre le
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domaine fluide pendant le mouvement du grain 2 (voir discussion en sect. 5.2.3).

6.2.3 Sédimentation de deux grains, phénomène du “drafting, kissing

and tumbling”

Les deux validations réalisées plus haut ne font pas intervenir le mouvement libre du

grain et le couplage effectif des deux méthodes Eléments Discrets - Lattice-Boltzmann

puisque les contacts intergranulaires ne sont pas impliqués. Dans cette application les

collisions intergranulaires sont considérées simultanément avec les réactions hydrody-

namiques en simulant la sédimentation de deux grains dans une colonne de fluide. Il

est connu que la chute de deux particules situées approximativement sur une même

verticale dans un fluide Newtonien reproduit le phénomène “drafting, kissing and tum-

bling”. En effet, une fois les grains sont en mouvement (Fig. 6.6), le premier grain (grain

inférieur ou frontal) subit plus de résistance du fluide que le second, par conséquence

sa vitesse se trouve relativement réduite, donc il se produit un rapprochement des deux

grains où autrement un entraînement du deuxième grain par le grain frontal. Cet en-

traînement fini par le contact des deux grains, qui poursuivent le mouvement de chute

l’un derrière l’autre à la même vitesse. Cet état n’est pas stable, en effet après un cer-

tain moment, le deuxième grain empêché d’avancer par le grain frontal dépasse celui-ci

en le contournant, ce contournement se produit comme si les deux grains effectue une

acrobatie.

Ce phénomène a été montré expérimentalement par Fortes et al. [Fortes 1987] et

capté par des simulations numériques à travers différentes méthodes [Patankar 2000,

Patankar 2001, Feng 2004, Qi 1999, Strack 2007].

Bien que le phénomène peut être capté par une simulation 3D comme par une

simulation 2D, cette dernière est plus attrayante du fait qu’elle permet une visualisation

plus facile, en effet, dans le cas 3D, un grain peut passer derrière l’autre et devenir

invisible.
2. Il est vérifié par ailleurs que les chutes la plus élevées sur la force calculée se produisent lorsque

les noeuds qui se trouvent sur la droite horizontale orientée suivant x, passant par le centre de gravité
du grain changent de statut (solide à fluide).



Chapitre 6. Validation du modèle couplé et simulations de dynamique des milieux
granulaires saturés 110

Drafting Kissing Tumbling

Grain frontal

Figure 6.6 – Illustration du phénomène “drafting, kissing and tumbling”

6.2.3.1 Description du problème à simuler

Afin de comparer le couplage présenté avec les méthodes numériques précédentes,

une simulation 2D du phénomène est réalisée. Les conditions de l’expérience simu-

lée sont similaires à celles de simulations numériques présentées par Patankar et

al. [Patankar 2001] en utilisant une méthode d’éléments finis et Feng et Michaelides

[Feng 2004] en utilisant un modèle de frontières immergées avec la méthode Lattice-

Boltzmann.

Les propriétés géométriques du système à simuler sont montrées sur la figure 6.7,

la colonne du fluide est de largeur Lx = 2 cm (direction x), de hauteur Ly = 8 cm

(direction y). Le fluide a les propriétés de l’eau, de viscosité dynamique µ = 0.01 g/cm.s

et de masse volumique ρf = 1 g/cm3. Les grains solides sont de formes circulaires de

même rayon r = 0.1 cm et de masse volumique ρs = 1.01 g/cm3. Initialement les deux

grains sont positionnés au centre de la colonne, le premier à la hauteur de 6, 8 cm et

le second à la hauteur 7.2 cm. La sédimentation des deux grains commence à l’instant

t = 0 sous l’effet de la gravité. Il convient de signaler que l’accélération de gravité

agissante dans le sens négatif de l’axe y, prise g = 980m/s2, est modifiée selon la
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1
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Figure 6.7 – Données géométriques initiales de l’expérience simulée du phénomène
“drafting, kissing and tumbling”

procédure présenté en Sect. 5.3.3 afin de tenir compte de la poussée d’Archmède.

La colonne est discrétisée dans les deux directions x et y en 100 × 400 noeuds

respectivement, de cette façon le rayon du grain en unités Lattice-Boltzmann est de

r̄ = 5, 0. La valeur du temps de relaxation utilisée est τ = 0, 75.

6.2.3.2 Résultats et discussions

La figure 6.8 montre les positions des grains à différents instants, des lignes droites

(rayons) attachées aux grains sont représentées pour montrer leur rotation pendant

la sédimentation. Il est claire que le phénomène "drafting, kissing and tumbling" est

bien capté par le modèle couplé Lattice-Boltzmann–Elément Discrets. Du point de vue

qualitatif, le processus de sédimentation observé est semblable à celui obtenu par Feng

and Michaelides [Feng 2004].

La figure 6.9 montre l’évolution en fonction du temps, des vitesses verticales des

grains obtenues à partir de la simulation réalisée ainsi que celles obtenues par Patnakar

[Patankar 2001] et Feng et Michaelides [Feng 2004]. Il convient de remarquer que les
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Figure 6.8 – Processus de sédimentation obtenu par la simulation numérique
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Figure 6.9 – Vitesses verticales des grains en fonction du temps

résultats de ces derniers auteurs, qui ont utilisé un modèle basé sur la méthode Lattice-

Boltzmann, sont obtenus avec une résolution double par rapport à celle utilisée dans

notre simulation (c’est-à-dire L̄x × L̄y = 200× 800).

Ce graphique montre une claire similarité de l’évolution des vitesses obtenues par

les trois méthodes, en effet les différentes phases du phénomène se produisent à des

temps quasiment identiques pour les trois méthodes. Du point de vue quantitatif, des

écarts plus ou moins importants entre les résultats des trois méthodes sont observés

pendant les différentes phases. Cependant l’explication de ces écarts reste difficile du

fait qu’il n’y a pas de solution exacte qui peut servir de référence 3. Des simulations du

3. Dans un souci de faire une comparaison quantitative crédible, nous avons pensé à comparer la
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problème en utilisant des discrétisations plus raffinées et différentes valeurs du temps

de relaxation sont testées, les résultats obtenus sont les mêmes avant la phase d’entraî-

nement "drafting", mais des perturbations sont remarquées pour les phases suivantes.

Il convient de mentionner cependant que les écarts résultants après la phase du bas-

culement "tumbling" sont naturellement irréguliers puisqu’ils se produisent après une

phase d’instabilité.

6.2.3.3 Conclusion

La sédimentation de deux grains voisins situés approximativement sur une même

verticale fait apparaître le phénomène "drafting, kissing and tumbling". Ce phénomène

qui fait intervenir les deux interactions fluide-grain et grain-grain est simulé par le mo-

dèle couplé présenté Lattice-Boltzmann–Elément Discrets. Les résultats obtenus sont

qualitativement similaires à ceux provenant d’autres méthodes numériques donnés dans

la littérature. Par ailleurs, il est vérifié que l’augmentation de la résolution des grains

au delà de celle recommandée par Yu et al. [Yu 2003] qui est de r̄ = 5∆x dans le cas

2D, n’a pas d’apport considérable sur les résultats.

6.3 Simulation de la boulance du sable

Comme application du modèle couplé présenté à des problèmes liés aux sables

saturés, des simulations du phénomène de la boulance des sables sont réalisées. Du fait

de sa nature micromécanique, il est évident que ce modèle ne permet pas la simulation

du phénomène dans sa taille réelle. Ces simulations représentent alors, une approche

d’analyse permettant de mieux comprendre le phénomène qui se produit dans la nature.

Le phénomène de boulance doit théoriquement être approché par un modèle 3D,

en effet la modélisation 2D n’est pas adaptée à un tel comportement hydromécanique

puisqu’elle ne permet pas d’écoulements entre les grains qui sont en contacts. A titre

indicatif, dans le cas de dépôt granulaire cette modélisation génère des pores intergra-

nulaires non inter-connectés et le milieu simulé est alors imperméable.

vitesse de sédimentation d’un grain avec la vitesse de Stokes, néanmoins une telle comparaison est
difficile puisqu’elle fait appel à un modèle de grande taille pour éliminer l’influence non négligeable
des bords du domaine du fluide
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Les dépôts granulaires soumis à la boulance dans la suite, sont polydiperses, com-

posés de grains sphériques de diamètres minimum et maximum 0, 4 et 0, 8 mm res-

pectivement, ils sont construits d’une façon similaire à celle utilisée en section 4.3.1.

Une fois le dépôt de grains est construit, il est mis dans une colonne d’eau de même

section et de hauteur plus grande, puis soumis à un gradient hydraulique ascendant

sous l’effet d’une différence de pression appliquée entre les surfaces inférieure et supé-

rieure de cette colonne. La viscosité dynamique et la masse volumique de l’eau sont

prise µ = 0.01 g/cm.s et ρf = 1 g/cm3 et la masse volumique des grains solides est

approximativement celle des grains de sable ρs = 2.6 g/cm3.

6.3.1 Simulation 3D de la boulance

Plusieurs simulations 3D ont été réalisées, la simulation décrite dans la suite n’étant

qu’un exemple. Le dépôt utilisé est composé de 100 grains et périodique dans les deux

directions horizontales, de période 2, 4 mm. Les discrétisations dans les deux directions

horizontales sont de 40∆x× 40∆x, de cette façon la résolution du plus petit grain est

d̄min = 6, 67. Le gradient hydraulique critique étant celui correspondant à une pression

provoquant une force verticale égale au poids total déjaugé du dépôt, ainsi le gradient

appliqué est calculé comme le rapport du produit de la pression appliquée par le carré

de la période au poids déjaugé du dépôt.

Afin de voir son comportement en fonction du gradient hydraulique appliqué, ce

dépôt est soumis à différents gradients hydrauliques i variant au voisinage du gradient

hydraulique critique ic, il est en général constaté que :

• Pour i << ic rien ne se produit, le dépôt reste à son état initial.

• Pour i légèrement inférieur à ic, il se produit dans certains cas mais pas pour

tous, une sorte de relâchement qui commence du bas du dépôt puis les grains

commencent à subir un charriage vers le haut, la figure 6.10 montre ce compor-

tement pour un gradient i ≈ 0, 92ic.

• Pour i = ic, le dépôt entame un mouvement vers le haut avec sa forme initiale

conservée mais il se relâche à partir de la base, au fur et à mesure du mouvement.

• Pour i > ic, le dépôt est transporté par le fluide vers le haut avec sa forme initiale

conservée mais au fur et à mesure du mouvement il y a des grains qui se détachent
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Figure 6.10 – Images prises dans un ordre chronologique pendant la simulation 3D
de la boulance d’un dépôt de grains pour i ≈ 0, 92ic. L’image (1) correspond à l’état
initial du dépôt non soumis à l’écoulement.

du bas.

Ces constats indiquent à priori que la boulance se produit pour tous les cas ou i " ic,

mais aussi pour certains cas avec i < ic !. Des résultats semblables sont obtenus pour

d’autres échantillons avec de plus grands nombres de grains, mais le gradient minimal

au dessous du gradient critique qui provoque la boulance est variable, il semble qu’il

dépend de l’état de compacité du dépôt et de la vitesse d’application de la pression.

Du point de vue théorique la boulance pour i " ic est justfiée mais pour i < ic elle

n’est pas prévue, c’est pourquoi, il est intéressant d’en trouver une explication. Une

façon directe pour comprendre ce qui se passe dans ce cas est de visualiser le mouve-

ment des grains du dépôt, néanmoins pour une modélisation 3D cette visualisation est
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difficile. Cette difficulté nous a conduit à chercher une façon de simuler la boulance en

2D qui permet une visualisation facile.

6.3.2 Simulation 2D de la boulance

L’idée qui pourrait permettre une modélisation 2D de la boulance consiste à laisser

des espaces de liaison des pores intergranulaires. Ces espaces peuvent être crées en

augmentant légèrement les rayons des grains dans la modélisation par éléments discrets

et en maintenant les vrais rayons dans la discrétisation Lattice-Boltzmann. De cette

façon les forces de contact entre les grains prennent effet avant que le contact se produit

réellement, ce qui permet de laisser un espace pour l’écoulement entre les grains. Dans

cette étude, la distance ajouté au vrai rayon dans le calcul par éléments discrets est

prise égale au pas de discrétisation spatiale Lattice-Boltzmann (∆x). Par conséquence,

l’espace libre entre chaque deux grains doit contenir au moins un noeud de la grille

Lattice-Boltzmann.

Le dépôt utilisé est composé de 300 grains et périodique dans la direction horizon-

tale, de période 14, 4 mm. La hauteur moyenne résultante est d’environ 8, 8 mm et le

poids total déjaugé est de 1, 265 N . La discrétisation dans la direction horizontale est

de 400∆x, de cette façon la résolution du plus petit grain est d̄min ≈ 11.

Tout au début, il est vérifié que pour le cas d’un dépôt stable soumis à un écoule-

ment stationnaire la résultante des forces hydrodynamiques sur les grains est égale à la

résultante de la pression appliquée. Une pression verticale de résultante 1, 144000 N est

lentement appliquée 4 et la résultante des forces hydrodynamiques sur les grains est cal-

culée à chaque pas de temps. Le dépôt est resté tous le temps stable et la force calculée

a montré des perturbations qui se sont atténuées au fur et à mesure de l’avancement

du temps. Ces perturbations résultent du régime transitoire provoqué par l’application

de la pression. La valeur moyenne de la résultante des forces hydrodynamiques obtenue

sur plusieurs pas temps est de 1, 144026 N .

Le dépôt est soumis ensuite à trois gradients hydrauliques différents notamment :

i = 1, 1 × ic, i = ic et i = 0, 968 × ic. Les figures 6.11, 6.12 et 6.13 montrent des

visualisations de l’évolution du dépôt en fonction du temps sous l’effet des trois gradient

4. Le gradient hydraulique correspondant est de i ≈ 0, 90ic
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Figure 6.11 – Images prises dans un ordre chronologique pendant la simulation 2D de
la boulance d’un dépôt de grains pour i = 1, 1ic, δt = 0, 065 s.

hydrauliques i = 1, 1× ic, i = ic et i = 0, 968× ic respectivement. L’incrément de temps

utilisé dans les figures (δt = 0, 065 s) est choisi arbitrairement, il est utilisé juste pour

simplifier la comparaison entre les trois cas. Ces figures montrent que la boulance se

produit pour les trois gradients appliqués.

Les figures 6.11 et 6.12 correspondantes aux gradients i = 1, 1×ic et i = ic montrent

que la boulance se produit d’une façon semblable pour des gradients i " ic, en effet

le dépôt est totalement soulevé initialement, mais pour un faible gradient i = ic, il se

relâche rapidement par contre pour un gradient élevé, le dépôt peut être soulevé comme

un bouchon, la cause peut être attribuée à la valeur élevée de la pression appliquée en

bas du dépôt, qui ne permet pas le relâchement. D’autres parts, il peut être constaté
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Figure 6.12 – Images prises dans un ordre chronologique pendant la simulation 2D de
la boulance d’un dépôt de grains pour i = ic, δt = 0, 065 s.
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Figure 6.13 – Images prises dans un ordre chronologique pendant la simulation 2D de
la boulance d’un dépôt de grains pour i = 0, 968ic, δt = 0, 065 s.
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que la vitesse de soulèvement est plus importante pour le gradient élevé, puisque les

grains arrivent à la fin de la colonne d’eau dans un temps plus faible ; 4, 7δt pour i = ic

et 3δt pour i = 1, 1× ic.

Pour le cas i = 0, 968× ic, la figure 6.13 montre que la boulance se produit sur plu-

sieurs étapes ; d’abord il se produit un réarrangement des grains dans certaines zones

en bas du dépôt qui permet la création de canaux localisés plus larges où il n’y a pas

de chute de pression (zone entourée sur la figure). En conséquence, le gradient hydrau-

lique dans la zone surmontant le canal devient plus important. Cette augmentation du

gradient initie un soulèvement de cette zone qui conduit à la décompression de la zone

inférieure qui grandit au fur et à mesure pour arriver en fin à la boulance. Il peut être

remarqué par ailleurs, que dans ce cas (i.e. i = 0, 968 × ic) le processus de dévelop-

pement de la boulance est beaucoup plus lent que les cas i " ic, et l’étape initiale de

réarrangement des grains est la plus consommatrice du temps.

Ce résultat a permis d’expliquer ainsi les remarques faites pour les simulations 3D,

en effet pour les dépôts lâches, le réarrangement des grains en bas du dépôt qui se

produit sous l’effet des écoulements conduit à l’augmentation du gradient hydraulique

en haut, c’est ce qui conduit à la boulance.

6.3.3 Conclusion

Le modèle couplé Lattice-Boltzmann–Elément Discrets développé, a permis de si-

muler correctement le phénomène de boulance de dépôts granulaires soumis à des gra-

dients hydrauliques ascendants. Les simulations réalisées ont permis d’obtenir des illus-

trations permettant une meilleure compréhension du phénomène. En particulier, il est

montré à travers ces simulations, que ce phénomène ne se produit pas seulement pour

des gradients hydrauliques supérieurs au gradient hydraulique critique, mais aussi pour

des gradients plus faibles, lorsqu’il est possible de développer une zone plus perméable

en bas du dépôt suite à un réarrangement des grains ou une érosion interne par exemple.



Conclusions et perspectives

Les travaux présentés dans cette thèse ont été orientés sur la modélisation du com-

portement mécanique de matériaux granulaires saturés. Pour cela, le choix était de pri-

vilégier le couplage de la méthode Lattice–Boltzmann du calcul dynamique des fluides

avec une méthode de type éléments discrets ; la dynamique moléculaire étant la mé-

thode choisie à cette fin. L’objectif final était donc d’aboutir à un outil de simulation

numérique qui permet de modéliser le comportement hydromécanique des matériaux

granulaires saturés, soumis à des gradients hydrauliques ou à des excitations méca-

niques.

Initialement, sur la base de la méthode aux éléments discrets "dynamique molécu-

laire", un code de simulation numérique des milieux granulaires secs est mis au point.

Les éléments utilisés sont des disques dans le cas 2D et des sphères dans le cas 3D.

Le code permet de prendre en compte des frontières périodiques dans les directions

horizontales.

De façon indépendante, la méthode Lattice–Boltzmann est d’abord étudiée, puis

mise en oeuvre dans un code de calcul qui permet la simulation d’écoulements de

fluides. Pour cause de simplicité, la méthode adoptée étant celle basée sur le modèle

BGK utilisant un terme de collisions à un seul temps de relaxation. Le code mis au

point, permet la simulation d’écoulements en 2D et 3D, avec différentes conditions aux

frontières, notamment les conditions périodiques, les conditions de non-glissement sur

les obstacles solides et les conditions de pression et de vitesse imposées.

Les deux codes obtenus à ce stade, ont été utilisés pour la simulation d’écoulements

ascendants à travers des dépôts granulaires modèles construits en utilisant la dynamique

moléculaire. Notamment, la perméabilité a été calculée pour des dépôts granulaires

ayant différentes porosités ; les résultats obtenus sont en bon accord avec la formule

semi-analytique de Karman-Kozeny. Une procédure de calcul de la perméabilité de

dépôts granulaires cimentés moyennant de simples modèles de cimentation a été ensuite

construite. L’étude de l’effet du degré de saturation des pores du matériau en ciment

sur la perméabilité, a montré que comparativement à la porosité qui en dépend de
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façon linéaire, la perméabilité diminue de façon non linéaire beaucoup plus rapide avec

l’augmentation du degré de saturation en ciment. De plus, le mode de précipitation du

ciment dans les pores du matériau est d’un effet déterminant sur la perméabilité.

D’autres part, sous l’hypothèse qu’un dépôt granulaire reste stable sous l’effet de

l’écoulement imposé, la variation des contraintes intergranulaires en fonction de l’aug-

mentation du gradient hydraulique est étudiée. Cette étude a montré que pour des

dépôts composés de grains de petites tailles où les écoulements restent laminaires jus-

qu’à l’état critique de boulance, les contraintes intergranulaires sont inversement pro-

portionnelles au gradient appliqué. Le gradient hydraulique critique correspondant au

début de boulance estimé à partir de cette analyse est très proche de celui qui s’obtient

de l’analyse globale de mécanique des sols classique.

Ces deux applications, notamment le calcul de la perméabilité et du gradient hy-

draulique critique de boulance, montrent que les vitesses d’écoulement à travers des

dépôts granulaires fixes et les forces hydrodynamiques qui en résultent sont globale-

ment bien calculées par la méthode Lattice–Boltzmann.

Le couplage des deux méthodes Eléments Discrets et Lattice–Boltzmann a nécessité

le regroupement d’un ensemble d’éléments dans une procédure complète, qui permet

de prendre en compte de façon correcte les interactions des deux phases fluide-grains.

Le traitement de la frontière d’un grain en mouvement par rapport à la grille Lattice–

Boltzmann, est fait dans le modèle proposé selon la condition de frontière de Bouzidi et

al [Bouzidi 2001]. Après avoir établi cette procédure, des codes de simulation numérique

2D et 3D du comportement hydromécanique de matériaux granulaires saturés sont mis

au point.

Le modèle couplé est soumis dans une première étape à certains tests de validation.

Le premier test a porté sur le calcul de la force et du moment hydrodynamiques subis

par un grain sphérique fixe dans un écoulement de Poiseuille, les résultats obtenus

sont satisfaisants pour des résolutions de discrétsation suffisantes. En particulier il est

vérifié que la résolution suffisante dans le cas 3D, correspond à la condition que le pas de

discrétisation soit inférieur au septième (1/7) du diamètre du grain approximativement.

Ce test est suivi de la vérification de l’invariance Gallelienne, stipulant que la force

hydrodynamique sur un grain en mouvement uniforme dans un fluide, est la même que
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celle du cas inverse, ou le grain est fixe et le système se déplace à la même vitesse dans

le sens inverse. Ces deux tests indiquent que les forces hydrodynamiques sur des grains

isolés sont bien calculées que se soit pour des grains fixes ou mouvants.

Le troisième test a consisté en la simulation du phénomène "drafting, kissing and

tumbling" qui se produit en sédimentation de deux grains voisins situés approximati-

vement sur une même verticale dans un fluide. Les résultats obtenus très proches de

ceux donnés dans la littérature et obtenus par d’autres méthodes numériques.

Comme application à des milieux granulaires saturés, des simulations du phénomène

de boulance de dépôts granulaires soumis à des gradients hydrauliques ascendants sont

réalisées. Ces simulations sont qualitativement très satisfaisantes, de plus, elles ont

montré que la boulance ne se produit pas seulement pour des gradients hydrauliques

supérieurs au gradient hydraulique critique, mais aussi pour des gradients plus faibles,

lorsqu’il est possible de développer une zone plus perméable en bas du dépôt par un

réarrangement des grains ou une érosion interne par exemple.

Perspectives

Comme toute modélisation, l’outil numérique développé dans ce travail présente

certaines faiblesses qui peuvent induire une réduction de la précision des calculs. Les

effets de ces faiblesses peuvent être minimisés dans l’avenir moyennant quelques recti-

fications. Les travaux envisagés dans ce sens sont discutés ci-après :

• Les tests de validation réalisés ont montré une certaine dépendance des résultats

obtenus du temps de relaxation introduit. De plus, la bonne précision sur le calcul

des vitesses d’écoulement et sur le calcul des forces hydrodynamiques ne s’obtient

pas pour la même valeur du temps de relaxation. Il semble que cette faiblesse

est inhérente à la méthode Lattice–Boltzmann basée sur le modèle BGK. Des

études récentes [Wang 2013], ont montré que ce problème ne se pose pas pour

la formulation alternative Lattice–Boltzmann à temps de relaxations multiples

(LB-MRT). Il serait ainsi intéressant d’introduire cette formulation dans l’outil

numérique réalisé.
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• Lorsque des grains solides deviennent très proches, des erreurs sur le calcul des

forces hydrodynamiques peuvent surgir, en effet, il peut y avoir le cas où les deux

frontières de grains voisins coupent le même lien de la grille de discrétisation,

dans ce cas tout se produit comme si la petite zone découverte du lien coupé est

dépourvue de fluide, et la force hydrodynamique se trouve sous-estimée. Afin de

minimiser cet effet, il pourrait être intéressant d’introduire des termes correctifs

à ces forces. Ces corrections peuvent être définies à partir de la théorie des forces

de lubrification.

Enfin, les tests de validation et les simulations effectuées montrent que même avec les

points faibles qui viennent d’être soulevés, les résultats obtenus sont très satisfaisants.

Par conséquent l’outil de simulation numérique réalisé peut être utilisé dans de futurs

travaux, pour apporter plus d’explications à beaucoup de phénomènes liés aux milieux

granulaires saturés, tels que la liquéfaction des sables, les érosions dans les sols, etc.



Annexe A

Frontière de pression ou de vitesse

imposée, modèle D3Q19

Soit la frontière de pression (ou de vitesse) imposée d’un domaine discrétisé par le

modèle D3Q19 représentée sur la figure A.1.

Après l’étape de propagation, les distributions qui restent inconnues sont f7, f9,

f12, f15 et f17. En supposant que leurs parties hors-équilibre sont égales à leurs corres-

pondantes de directions inverses, ces distributions peuvent avoir les expressions :


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(A.1)

En utilisant ces expressions, les densités de quantité de mouvement dans les trois

directions peuvent être calculées à partir de l’équation 3.13 :

ρux =
Q−1∑

i=1

eixfi = c(f10 + f13 + f14 − f1 − f4 − f5) +
1
3
ρux (A.2)

ρuy =
Q−1∑

i=1

eiyfi = c(f5 + f11 + f13 − f2 − f4 − f14) +
1
3
ρuy (A.3)

ρuz =
Q−1∑

i=1

eizfi = ρuz (A.4)

eix, eiy, eiz étant les composantes des vecteurs vitesses discrètes #ei.
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Figure A.1 – Frontière pour le modèle D3Q19

On peut remarquer que les expressions (A.1) des distributions inconnues conduisent

à des densités de quantités de mouvement incorrectes dans les directions x et y, par

conséquent, il est nécessaire d’en introduire des corrections.

Soit errx et erry les erreurs sur les quantités de mouvement dans les directions x

et y, qui résultent des équations A.2 et A.3 :

errx = ρux −
(

c(f10 + f13 + f14 − f1 − f4 − f5) +
1
3
ρux

)
(A.5)

erry = ρuy −
(

c(f5 + f11 + f13 − f2 − f4 − f14) +
1
3
ρuy

)
(A.6)

Ces erreurs peuvent être éliminées en introduisant des corrections sur les expressions

des distributions (Eqs. A.1) de la façon suivante :

• ajouter et retrancher errx
2c à f15 et f7 respectivement

• ajouter et retrancher erry

2c à f17 et f9 respectivement



Annexe A. Frontière de pression ou de vitesse imposée, modèle D3Q19 127

Les expressions corrigées des distributions inconnues sont finalement :






f12 = f3 + 1
3

ρuz
c

f7 = f16 + 1
2(f10 + f13 + f14 − f1 − f4 − f5) + 1

6
ρuz
c − 1

2
ρux
c

f9 = f18 + 1
2(f5 + f11 + f13 − f2 − f4 − f14) + 1

6
ρuz
c − 1

2
ρuy

c

f15 = f6 − 1
2(f10 + f13 + f14 − f1 − f4 − f5) + 1

6
ρuz
c + 1

2
ρux
c

f17 = f8 − 1
2(f5 + f11 + f13 − f2 − f4 − f14) + 1

6
ρuz
c + 1

2
ρuy

c

(A.7)

Il faut noter enfin, qu’il est courant de supposer que sur une frontière de pression

imposée, les vitesses du fluide dans le plan de la frontière sont nulles, c’est à dire pour

le cas de la figure A.1 ux = uy = 0.
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Applications à la géotechnique
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Résumé :
Les travaux présentés dans cette thèse sont orientés sur le développement d’un modèle numérique pour

la simulation du comportement mécanique de matériaux granulaires saturés. Pour cela, le choix a été fait sur
le couplage de la méthode Lattice–Boltzmann du calcul dynamique des fluides avec une méthode du type
éléments discrets, la dynamique moléculaire étant la méthode choisie pour cette fin. Initialement, des codes
de simulation de milieux granulaires secs et d’écoulements de fluides sont élaborés de façons indépendentes.
Ces codes ont été utilisés pour construire des dépôts granulaires modèles et simuler des écoulements tra-
versants, en particulier la perméabilité et le gradient hydraulique de boulance sont calculés. Les résultats
obtenus sont en très bon accord avec les résultats classiques connus. En deuxième étape, après avoir mis
une stratégie du couplage des deux méthodes, un code de calcul tenant compte du couplage a été mis au
point. Ce code est d’abord soumis à certains tests de validation puis appliqué à la simulation de la boulance
des sables. Les résultats obtenus sont très satisfaisants. Cet outil numérique peut être utilisé pour la simu-
lation des milieux granulaires saturés soumis à des gradients hydrauliques ou à des excitations mécaniques,
il pourrait ainsi permettre d’apporter une contribution à la compréhension de certains comportements hy-
dromécaniques relatifs à ces milieux .

Mots clés : Milieux granulaires saturés, simulation, Lattice Boltzman, éléments discrets, perméabilité,
boulance des sables.

Abstract :
The works presented in this thesis are focused on the development of a numerical model to simulate

the mechanical behavior of saturated granular materials. For this, the choice has been done is to couple
the Lattice - Boltzmann method for fluid dynamics modeling with a discret element method, molecular
dynamics is the method chosen for this purpose. The computer code developed in this framework was
submitted to validation tests and applied to simulate flows through granular deposits models, permeability
and critical hydraulic gradient corresponding to quick condtion (boiling) are thus computed. The code is
also used to simulate the sand boiling, the obtained results from all applications are very satisfactory. This
computer code can be used to simulate saturated granular materials submitted to hydraulic gradients or
mechanical excitations, it could hence contribute to the understanding of some hydromechanical behaviors
related to these materials.

Keywords : Saturated granular materials, simulation, Lattice-Boltzmann, discret elements, permebility,
sand boiling.
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