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Introduction générale

Un procéde réel est sous l'influenceldsieurs sources de signaux comme le bruit, le
signal de commande, le signal de consigne, etdhjdctf d'une loi de commande est de
produire un signal de commande, en utilisant dgisasix de mesure pour obtenir une certaine
performance désirée comme par exemple le rejeedarpations ou la poursuite désirée. Ces
performances sont souvent représentées par desuzgigherreur et l'objectif de la loi de
commande est décrit comme la minimisation d'unéaiter norme du signal d'erreur. Des
exemples de normes sont I'énergie de l'erreurplirde de I'erreur ou la variance de I'erreur,
l'objectif est de trouver une loi de commande $itaite qui minimise l'effet de bruit ou de
consigne dans le signal d'erreur. Pour minimiséfet du bruit ou du signal de consigne dans
le signal d'erreur, le choix d'une norme des sigrestl important. Par exemple, si l'objectif de
commande est de minimiser le dépassement ou derrégffet de la perturbation dans le
signal d'erreur, la normhk est préférable. Dans ce cas une approche pireatepour le
probleme de commande est de trouver un correcteuue la normé; de systéme entre la
sortie et I'entrée soit minimale. Cependant, poumimiser I'énergie du signal d'erreur, la

minimisation de la normeH_ de la fonction de transfert nécessaire. Pour maamla
variance du signal d'erreur (quand le signal dé bsi blanc) il est préférable de minimiser la
normeH; de transfert entre la sortie et I'entrée qui misemégalement I'énergie de la réponse
impulsionelle de cette fonction de transfert. L’'aggghe mono-objectif apparait bien dans la
commandéi _, ou le critére de performance de la norhhg qui assure la stabilité robuste du
systeme en boucle fermée, est indépendant de lessaperformances, et aussi dans la
commandéi, qui assure la performance optimale de stabilitéusucritére unique dépend de
la sortie de systeme étudié. Mais lorsque nous msixoces objectifs concurrents, nous
trouvons nouvelles approches traitent plusieureatiig et spécifications en méme temps,
appelée la commande multiobjectls, /H . .

Le probleme de contrdle multi-objectifs peut étédimit comme un probleme d'optimisation
mixte de norme. Apres avoir développer un certaimlore de syntheses mono-formelles :
H., H,, LQG, I,... etc, les automaticiens se sont intéressés attxoeh&s mixant plusieurs
formalismes. En effet pour décrire un probléme @dant plusieurs contraintes, parfois

antagonistes, le mono-formel se révele bien souieptiissant. Le contréle multiobjectif




tend donc a intégrer le plus grand nombre de nompussible dans sa résolution. Nous
intéressons dans ce chapitre par les deux typenaatases les plus populaires : la noring
(cas LQG) et la normi,,, utilisés pour définir des objectifs concurrents.

Les méthodes multiobjectif peuvent étreisdis en deux familles : les méthodes
frequentielles et les méthodes mixtes frequengiglgiorel. On retrouve essentiellement dans
les méthodes multiobjectifs fréequentielles le coletr H,/H_ . Ce probléme est
majoritairement résolu par l'utilisation de formudes LMIs, et dans la catégorie des

méthodes mixtes fréquentiel-temporel on retrouve &yntheses:I,/H_ |, /H,/H_,
l,/H,/H, ...etc. Cette fois, encore on rencontre une majearéepdes formulations en
LMIs, alors que les résultats spécifiques de larieéles approches mixaht, /H_ exposent

des difficultés d'unification de ces objectifs. Lescherches montraient qu'on peut
réinterpréter ce type de problémes a un problémptidiisation convexe, depuis des dix
années passeées l'optimisation convexe pénétraitsdes nouveaux domaines d’automatique,
elle est connue par la programmation semi défial@R), qui considere comme un probléme
d'optimisation convexe utilise les formulations deégalités matricielles linéaires (LMIs)
pour contréler plusieurs spécifications et contsanonvexes. De cette maniére et a grace les
concepts des LMIs l'unification des contraints tifopsation multiobjectifs est devient
possible.

Avec le développement de recherche sur les méthaldesésolution d'un probléme
d’optimisation multiobjectifs, il apparait une fdlei des algorithmes appelés algorithmes
évolutionnaires, parmi ces algorithmes nous ing&ems dans ce travail par :

«Les Algorithmes génétiques multiobjectifsgui donnent des meilleures solutions pour ce
type des problemes. Les algorithmes génétiquesdamimeéthodes stochastiques basées sur
une analogie avec des systémes biologiques. lléténihtroduits par Holland (1975) pour des
problémes d’optimisation complexe. Contrairemernt enéthodes d’optimisation classique,
ces algorithmes sont caractérisés par une granmetesse et possedent la capacité d'éviter

les minimums locaux pour effectuer une recherchbajeé.

L'objectif de ce travail est traité le probléme cemmande multiobjectif en utilisant la
technique des inégalités matricielles linéaires IR)Mt les algorithmes génétiques.
Cette mémoire est organisée comme suivant : uradirction générale, cing chapitres et une

conclusion générale:




Le premier chapitre est concerné I'étude des iitégahatricielles linéaires (LMIs) et leurs

applications en commande des systemes. Dans laedeeichapitre, nous présentons Les
concepts de 'optimisation multicriteres et sefédiintes méthodes de résolution.

Le troisieme chapitre, montre l'approche des atbores geénétiques multiobjectifs qui

résoudre le probleme de commande multiobjectife guatrieme chapitre montre le contrdle
multi-objectif Ho/H., en utilisant I'approche LMI. Enfin nous renforgonstre étude par un

exemple de simulation et une conclusion résumerivail.




Chapitre | Etude des inégalités matricielles linéaires LMIs

Etude des inégalités matricielles linéaires LM s

1. Introduction :

Les inégalités matricielles linéaires sontliagtes pour résoudre plusieurs problemes
d'automatique, (problemes d’optimisation en thédrtecontréle, identification de systeme,...)
qui sont généralement difficiles a résoudre derdfagualytique. L'intérét des méthodes basées sur
les LMIs vient du fait que ces derniéres peuverg &solues en utilisant la programmation
convexe. Avec cette approche, on n’est plus limig problemes ayant une solution analytique.
En résolvant ces inégalitées, on obtient un domadi@esolutions faisables, c’est-a-dire de
solutions satisfaisant ces LMIs, plus vaste quelicgénéré par la recherche de solutions
analytiques. En utilisant le fait gu’'une inégali@ssede davantage de solutions qu’une équation,
il est possible d’employer les degrés de libertgpgtmentaires pour inclure d’autres objectifs
gue ceux initialement retenus.

Les notions des LMIs se retrouvent dans plusiearsatix depuis de nombreuses années. Ainsi
Lyapunov a conditionné la stabilité d'un systeme lpisll. Plus tard, Kalman, Yakubovich et
Popov ont géenéralisé le résultat de stabilité psépoar Lyapunov. La terminologie des LMis a
été utilisée par Willems en 1971. En 1994, Nest@toMemirovski ont trouvé une solution pour
résoudre les LMIs de maniére efficace en utilista®t méthodes basées sur les points intérieurs.
Ce chapitre présent un ensemble des notions etigiégp concernent les inégalités matricielles
linéaires LMIs et leurs applications en commandg systemes.
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2. Définition :( inégalité matricielle linéaire LMI) :

On appelle une inégalité matricielle linéaire nqiedl) le probleme suivant : étant données les

matrices réelles, carrées et symétriquess F,' OO™", i =0..m etxOO™ telles que :
F(X)=F, +> xF >0 (I-1)
i=1

L'inégalité (I-1) implique que:F (x) est une matrice définie positive c'est-a-dire :

OzOO"et z#0: z' F(X)z>0De maniére équivalente, la valeur propre la phti ge F(x)

est positive.

Les matrices symeétriques sont fixées (connues) at= [x1 xz,...xm] T est un vecteur de valeurs
inconnues (variables). On dit geéx) > 0 est une LMI affine des élémentsxle

Remarque :
L'inégalité (I-1) est une LMI stricte siF(x) est seulement définie positive (non négative)

autrement LMI est dite non stricte.
Le succes des LMIs vient du développement des rdéthditesiu point intérieurqui permettent

de résoudre ces problémes de maniéere efficace [1].

3. Probléeme de faisabilité :

Le probléme de faisabilité d’'une LMI est le prabkde trouver I'ensemble des pointsiC ou
C={xO00"/F(x) >0} qui vérifient LMI:F (x) >0 alors le problémg (x) > @st dit faisable

(ou réalisable) et ces points appelées pointsifasd?].

Exemple :

Les LMIs ne se présentent pas souvent directenmrg & forme (I-1) prenons un exemple

classiqgue de l'automatique: la stabilité au senslLgapunov pour un systeme linéaire

X(t) = Ax(t) . Il s'agit de trouver une matrice réelfe= P' >0 de méme dimensions qéetelle

que: ATP+ PA<O0
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Considérons a titre d'exemple le casfoest une matric2x 2:

S

La matrice symétriquP dépend alors de 3 parametrgsi - 1, 2, 3. on peut s'écrire :

P:Plxﬂ (1-3)

X X3

La condition de positivitd® >0 s'écrit :

[1 o} [o 1} [o o}
X, + X, + X, >0 (1-4)
00 10 01

L'inégalité de LyapunoA" P + PA< 0, peutse réécrire sous la forme suivante:

X 2a, &, +X ata; ata, +X 0 a <0 (I-5)
la, 0] “la+a, a+a] |la 2a,

Cette inégalité est une LMI affine des élémemisx,, x, [3].

4. Propriétes:
Parmi les propriétés les plus importantes des litéganatricielles linéaires, on peut mentionner:
4.1. Propriété 1 : (LMIs multiples peuvent étre édtes comme une seule LMI)

Parmi les propriétés remarquables des LMIs, laipitiss de regrouper plusieurs LMIs

F.(X) >0, F,(x) >0,...,F,(x) >0 en une seule LMI bloc diagonale [1]:
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F(x) O 0 . O

0 F(X 0 . O

0 .. . . |so0 (1-6)
0 0 . 0 F(x]

4.2. Propriété 2 :( La convexité)

La convexité est une propriété geométrigugoitante, qu’'on trouve dans la théorie
d'optimisation globale.

4.2.1. Définition :(Un ensemble convexe):

Un ensembleC est dit convexe si pour toutes les poinfg,; x,) JC et0< A <1, alors:

(M +@-A)x,)0C

P

(a) Ensemble non convexe (b) Ensemble convexe

Figure 1.1 Représentatiod’'un ensemble convexe et non convexe.

4.2.2. Définition : (Fonction convexe)

Soit une fonctionf avec :f : 0" - O la fonction f est convexe si:
O(x,y)00",0<A<1 Alors :
f(AX+@QA=-A)y)<AF(X)+ @-A)f(y) (I-7)

La fonction f est convexe si pour tous les p&issy) : f (Ax+ (1-A)y) est toujours en bas de

AF(X)+ A=A f(y),
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f()

4

f(x)
A (X)+ L=A) f (y)

f(y)
f(Ax+d-1)y)

AX+(@Q-A)y

Figure 1.2 Graphe d'une fonction convexe.

4.2.3. Définition: (contrainte LMI convexe)

Une importante propriété des LMIs est que I'emsle : C :{x: F(X) >0} est convexe. C'est a

dire LMI (I-1) définit un ensemble convexe sur kiablex [4].

Prenons X et y deux vecteurs, aveE(x) >0, F(y) >0 et0<A <1 si
F(Ax+(@-A)y) >0 (1-8)

Donc on peut écrire [5] : AF(X)+ L-A)F(y) >0 (1-9)
4.3. Propriété 3 :(I'intersection de deux ensemblenvexes)

Soit: F(x) >0 et G(x) >0 deux LMls, lieées respectivement avec les deuxrabkes
convexes suivantsC, = {x Ood™/F(x) > 0} etC, = {x O0™/G(x) > O}

Alors l'intersection deC, et C, est définie par 'ensemble convexe suivant:

Clnsz{xDDm/{F(X) 0 }o} (1-10)
0 G(x

Alors l'intersection de deux ensembles convexeseom ensemble convexe [6].
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5. Lemme du complément de Schur :

Le lemme du complément de Schur conves classe des inégalités non linéaires a des
inégalitées matricielles linéaires LMIs convexes capparaissent regulierement dans les
problemes de commande.

Les inégalités non linéaires convexes sont:

R(x) >0

Q(X) - S(YR*(X)S"(x) >0 (-11)

Ou: Q(x) =QT (), R(X) = R"(x) et S(x) dépend d’une maniere affine xle
Le lemme du complément de Schur converti ces iitégahon linéaires convexes a une LMI

équivalente [5] :

X)  S(X
QT( ) (x) >0 (1-12)
S (x) R(x)
Exemple :
Soit I'inégalité matricielle quadratique suivante :
R>0
(1-13)

A'P+PA+PBR'B'P+Q<0

Ou: A B, Q=Q",R=R" >0 sont des matrices donnéesket P' est la variable.

On peut reformuler cette inégalité matricielle gadidue sous forme d'une inégalité matricielle

plus simple, en utilisant le lemme du complémen$deur [7]:

~A"P-PA-Q PB|_

0 -14
B'P R (-4
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6. Les applications des LMlIs:
Nousallons donner quelques problemes qui font appelLais :

6.1. Analyse de Stabilité au sens de Lyapunov:

La méthode de Lyapunov proposée en 1982 dans fte dad’étude de stabilité des systémes

linéaires. Etant donné un systéme LTI:

%(t) = AX(t), x(0) = X, (I-15)

Ce systéme est stable s'il existe une foncii@w) définie positive telle que sa dérivée est définie
négative :
V(x) = x" (t)Px(t) (I-16)

Ou: P est une matrice symétrique et définie positive= P >0
V(x) = X" (ATP+ PA)X (1-17)
La condition de stabilité consiste a trouver lanmaP qui vérifie I'inégalité matricielle :

AP+ PA<O0 (I-18)
On peut écrire :

V(x)>0 P>0
) R 1-10)
V(x) <0 A'P+PA<O
Donc il résulte :
P 0 >0 (1-20)
0 -A"P-PA

Le systéme (I-16) est stable lorsque I'inégalitérivielle (I-20) est faisable [5]

6.2. Probleme de stabilité quadratique des systemegertains:

La notion de stabilité quadratique est le prolongeihde la notion de stabilité de Lyapunov
lorsque 'on considere des systemes incertainss sapposons que les matrices incertafds

modéele d’état appartiennent a des ensembles cosgpact

10
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Nous considérons le systeme linéaire incertainasuiv

X(t) = A(t).x(t) (1-21)
Ce systeme est dit stable quadratiquement lorsexiste une matric® = P™ > 0 telle que

quelle que soit la matriok appartenant a I'ensemb{2 nous avons/(x) <O :

x" (AT ()P + PA(t))x<0 (1-22)
Nous pouvons alors montrer qu’une condition nédessasuffisante de stabilité quadratique du

systeme incertain (I-21) est :

+« Dans le cas des incertitudes bornées en normd’amseemble compacts :

Q :{Ab +DF()E, |F()], s]} avec :|F|, = A, (F"F) ol A, représente la valeur

propre maximale dé&'F

Qu'il existe une matrice® = P" > 0 telle que l'inégalité matricielle :

AlP+PA +PDD'P+E'E<0 (1923
Soit vérifiée, pour une matrice nominaget des matrices constant@st données.

< Dans le cas des incertitudes polytopiques a@e:Co{A,, ..., A }
Co: représente I'ensemble convexe[A;, An} une série de matrices constantes données.

Qu'il existe une matrice® = P" >0 telle que l'inégalité matricielle :

A"P+PA <0, 0Oi=1...,n »
Soit vérifiée.
Notons que ces conditions sont uniquement suf@sapour assurer la stabilité robuste du
systeme incertain (I-21), c’est a dire sa stabpitéir toute incertitude admissible. De maniere

générale la stabilité quadratique implique la ditéhiobuste mais I'inverse n’est pas vrai [8].

6.3. Stabilité des modeles Takagi-Sugeno (TS) :

L’étude de la stabilité des modeéles Takagi-Sugepffestue principalement en utilisant la

méthode directe de Lyapunov. Soit le modele TaKagjeno continu suivant en régime libre :

11
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X(0) = Y h (Z) A X0 (1-25)

h(z(t)) 20, Y h(z(t)) =1, Ti O{L...r} (1-26)
i=1
Les matricesA OO™ représentent un ensemblerdaodeles linéaires.
Les fonctions d’appartenandg(.) ont la propriété de somme convexe (I-26) et som¢tions

d’'un vecteurz(t) O 0O* appelé vecteur des prémisses.

La stabilité quadratique du modéle TS (I-25) revéenésoudre le probléeme suivant :
Trouver une matric® > 0, telle que [9]:

A"P+PA <0, Oz(t)ODO* 1-2@7)
6.4. Probleme de Stabilisation :

Les LMIs permettent également de générer des ®thmande stabilisantes. La condition

nécessaire et suffisante de stabilisabilité duesystcommande :

Xx=Ax+Bu (1-28)

Par un retour d’étatu = K.x est I'existence des matricBstK telles que :

A+BK)'P+P(A+BK) <
(A+BK)"P+P(A+BK) <0 (129
P=P" >0
Cette inégalité est bilinéaire @etK mais a I'aide du changement de variatflesW ™ et
K = RW™ elle devient une LMI eR etW:
AW+WA' +BR+R'B" <0
-30)

wW=W">0

6.5. Problemes d’optimisation sous contraintes LMIs

Beaucoup de problemes d'Automatique et pdigiement les problemes de contrdle des
systemes peuvent se formuler comme des probléropsnaisation sous contraintes LMIs. Et
plusieurs problémes sont mieux écrits en termesed&imple ou multiple fonction objectif avec

un ensemble des contraintes LMIs, car les problédieptimisation convexe apparaissent

12



Chapitre | Etude des inégalités matricielles linéaires LMIs

souvent en pratique. Ceci est la force de I'utiisades formulations LMIs dans les applications
réelles qui concernent les lois de commande dessisystemes.
L’introduction des contraintes LMIs permet de d&fim ensemble de problemes d’optimisation

suivants:

6.5.1. Programmation Semi Définie (SDP):

La programmation semi définiSDP appelé aussi probleme d’optimisation LMI, ese u
généralisation de la programmation linéaire (LR),lI'égalité de contraint remplacer par une

LMI, un probléme SDP formulé comme suivant:

Min (c"x)
m (1-31)
FX)=F,+XxF >0
i=1
xOO™ : vecteur des variables de décision.
¢’ : vecteur ligne donnée

F(x): contraint LMI [5].

6.5.2. Problemes des valeurs propres (Eigenvaluedbiem EVP):

Un large nombre de propriétés de commande peuvenicélculés comme un probleme de
valeur propre (EVP) qui est le probléme de minitgade la valeur propre maximaled;
d’'une matrice:A(x) >0 qui dépend affinement de la variailesoumise a une contrainte LMI
F(x)>0.

Plusieurs tests d’analyse de performance, tel g@alcul de la normid , peuvent étre écrit sous

forme d’un probléeme des valeurs propres (EVP) @oatrainte LMI.
On écrit la forme générale d’'un probleme des valpuopres (EVP) comme suivant [5].

Min A
Al = A(X) >0 (1-32)
F(x)>0

13
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6.5.3. Problemes des valeurs propres généralisé&EVP):

Le probléme de valeur propre généralisée consistminiser la plus grande valeur propre d’'une

paire de matrice$ (x) et G(x) dépendant linéairement de la variaklsous contraintes LMIs.

Le probléeme GEVP est exprimé par:

Min 4 (1-33)
Tel que AF(x)-G(x)>0
F(x)>0etH(x)>0

F (x),G(x) etH(x) sont des matrices symétriques [10].

6.5.4. Minimisation du déterminant :

Le probléeme de minimisation du déterminant estiexgpar:

Min {log[det(G *(x)]} (-34)
Tel que [F(x) >0 et G(x) >0

Ou F(x) etG(x) sont des matrices symetriques et affinex{sj.

Ces problemes d’optimisation peuvent étre réscduglfférents types de méthodes :

* méthode des points intérieurs (méthode des cemtetbode primale-duale, méthode
projective de Nemiroviskii).

» Méthode des plans sécants.

» Méthode de l'ellipsoide.

» Méthode du type simplex [10].

6.6. Probleme de commande Linéaire Quadratique (LQ)

On parle de commande linéaire quadratique : LQ@R l(linear quadratic regulator). Le systeme
est linéaire et la commande est quadratique.

Dans le cas d'un systeme linéaire a temps invariBinsuivant :

X(t) = Ax(t) + Bu(t) (1-35)

14
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On écrit la loi de commande optimale a horizonniefi(t, , — +oo) par retour d'état comme

final
suivant :u(t) = —-K.x(t) ol: K=—-R™B"P avec les matrices’®=R" >0 et P=P" >0 vérifie

I'équation algébrique de Riccati (ARE) suivante :

ATP+PA-PBR'B"P+Q =0 (-36)

Q : est une matrice symétrique fixée et définie fpa=s [3].

Les équations algébriqgues de Riccati (ARE) sonkessiwement utilisées dans la commande
optimale, un résultat nécessitant une ARE peut &nmeplacé par un résultat équivalent ou
I'égalité est remplacée par une inégalité. Plusipéinent ces contrdleurs optimaux peuvent étre
construits en calculant une matrleeymétrique définie positive qui satisfait I'inédéli

algébrique de Riccati (ARI) :

A"P+PA-PBR'B'P+Q<0 (1-37)

L'ARI est quadratique & mais elle peut étre exprimée comme une LMI enigpaht le lemme

du complément de Schur [5]:

— T — —
A PTPA Q PBl_, (-38)
BTP R

6.7. Probleme de commande LQG (Quadratique Linéair&aussienne) :

Le probleme d’atténuation des perturbatiosisteité par les méthodes de la commande
optimale ou une certaine mesure de I'amplitude alesdrtie est minimisée soumise a des
suppositions sur les perturbations. Une procédaralard connue sous le nom du probleme de la
commande LQG (quadratique linéaire Gaussienne)sesvent utilisée, ou la somme des
variances de sortie est minimisée soumise a laosifign que les perturbations sont caractérisées
comme des processus stochastiques [5].

Soit le systeme LTI stable suivant :

%(t) = AX(t) + Bw(t)
G(9) :
© {y(t) = ox(t) 8

Ou: w est un bruit blanc gaussien unitaire.

15
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La commande LQG peut se mettre sous une formecpketie dite forme standard. Il s'agit alors
de synthétiser un correcteur minimisant une nokesur les signaux de transfert.

La fonction du co(t minimisée est donnée par :
ez LR
J=lel, = jw G(jw)|” dw (140

La normeH, est une mesure de la moyenne du carré de gaisyrtsutes les frequences.
Voici la formulation LMI de la normeH, :
Soit la solutionP, = P} <0 qui vérifiant 'équation de Lyapunov :

AP, +P,AT +BB" =0 -41)
Alors toute matriceP > P, verifiant :

AP+ PA" +BB' <0 -4@)

Le systémes(s) stable, vérifié :|G||§ <y, si et seulement s'il existe une matrice symétrique

positive P >0 vérifiant LMI (1-42) et :

Tracg(CPC") < y, (1-43)

L'ensemble des inégalités (I-42) et (I-43) constittn systéme LMI qui peuvent formuler le

probleme LQG H,) comme suivant [3]:

Min { TraceCPC") } (1-44)
AP+ PA" +BB" <0

6.8. Commande Prédictive Robuste:

La commande prédictive du modele est devémumréthode la plus populaire des méthodes
de conception des contrdleurs multivariables a eales sa capacité de traiter les contraintes
linéaires des processus variables. Les formulatiens commande prédictive en programmation
standard linéaire et quadratique peuvent étreedcen termes des LMIs. Le principe de la

commande prédictive du modele est I'utilisationrdufonction quadratique définie positive de
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I'état pour borner ou limiter la fonction objectide performance elle est basée sur l'utilisation
d’'un modele pour prédire par le comportement futlresystéeme sur un horizon du temps fini et
puis utiliser le lemme du complément de Schur pzhanger ces contraintes a une contrainte
LMI [5].
Considérons le systéme linéaire variant danshpsereprésenté par les équations d'état
Suivantes:

x(k+1 = A(k)x(k) + B(k)u(k)

y(K) = C(k)x(k) (1%45

Ou chaque matrice d'état est arbitraire et se wod&ns un pontope[A(k) B(k)]DQ. En
considérant que les incertitudes sont définies par:
Q=Cq [A,Bl],[AZ,BZ]...,[A,BL]} , avec :[A(k) B(k)]DQ Peut étre exprimé comme:

[A,B]:ZL:/L [A.B] 0420, iAi = (1-46)

Définissonsx(k|k) comme l'état d’'un systeme incertain mesuré attinsd’échantillonnagé,
x(k +i[k) comme I'état du systéme a linstakt+i prédit a linstantk, u(k +ik) comme la

commande a l'instank +i calculée a l'instank et W, et R sont des matrices de pondération
définies positives. Pour ce probleme de commaridkjettif est de calculer la matricé du

retour d'état :
u(k +i[k) = Fx(k +i[k) I-47)

Pour minimiser la borne supérieure d’une fonctibjective quadratique a horizon infini
3K) = 3 [x(k + k) "Wk + k) + u(k + k)T Ru(k + k)] (1-48)
i=0

On définit une fonction quadratiqu&(x) = x' (t)Px(t) ou: P=P" >0 et y sa borne supérieure.

u(kl\i//lmizo{y}

V(x(k/k)<0 (1-49)
J(K) <V (x(k/k)

Max
[A(k+i) B(k+i)|0Q,i=0
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Le systeme (I-45) est asymptotiquement stabiliseé ypa contréleur de retour d’état, tout en

minimisant une borne supérieure du colt quadratifjk® sous contraintes, si a chaque instant
d'échantillonnage K= 0,1,...) il existe une matrice symétrique définie positi@e et une
matriceY solutions du probleme suivant:

F=YQ" (1-50)

Le probléme de contrdle prédictif robuste peut Bisolu a chaque itération par le probleme LMI

suivant [1]:
Min{y} (1-51)
soumis a :
1 x'(kk)
XKk Q = (1552
Q QAT +YT BiT QWJ/Z YTRY2
AV?/LS‘Y g :: 8 >0, Oi=1...,L. (1-53)
| R%Y 0 0 n

6.9. Séquencement de gain :

Une nouvelle approche de conception des controbirisgquencement de gain est de représenter

le processus comme étant linéaire a paramétremwsuiLPV) :

x(k+1) = A(p(k))x(k) + B(p(k))u(k)

(1-54)
y(k) = C(p(k))x(k) + D(p(k))u(k)

Ou les matrices de I'espace d'état sont des fomstexplicites d’'un vecteup(k) de paramétres
variants dans le temps. Nous supposons que lewetdeparametres est mesuré en temps réel et
gue ses composantes appartiennent a priori a wegdhes donnés.

Un processus LPV se réduit & un processus lin@aitemps variant pour une trajectoire donnée
et il se réduit a un systeme linéaire a temps iamtrpour un vecteurp(k) de parametres

constants. Cette représentation du modéle formeat®e pour un cadre théorique solide de
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conception de controleurs a séquencement de gdilsant les LMIs. C'est une pratique
commune de supposer que les matrices de I'espatat dont des fonctions affines ggk) et
que le paramétre variant en tempggk) varie dans un polytope. Alors le contréleur a

séquencement de gains (LPV) a la forme

K(k +1) = A(p(k)X(K) + B(p(k) y(K)

) MR (I-55)
u(k) = C(p(k))x(k) + D(p(k)) y(k)

Similaire a celle du processus. Le processus ggiosg étre capable de mesurer ou d’estimer
p(k) en ligne, pour que cette information soit utilispar contrdleur pour produire une
performance améliorée par rapport aux contrbleursngxploitent pas une telle information.
Les matrices du contrbleur qui garantissent lailg@alasymptotique globale et minimisent une
norme 2 induite de la fonction objective de perfante peuvent étre calculées comme une EVP.
Les LMIs sont développées utilisant une fonctioadratique de Lyapunov et une généralisation

du lemme réel borné [5].

6.10. Probleme de Commandd :

La synthésél est un probleme d'atténuation de perturbatiorgrikiste a minimiser I'effet d'une

perturbationn(t) sur le comportement du systeme.

Ce probleme est représenté schématiquement pgute {1.5) suivante :

u G

K

Figure 1.3 ProblemeH_ standard
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SoitG(s) un systeme LTI représenté par les équatiotestd'é

X(t) = AX(t) + Bw(t) + B,u(t)
G(s) 19 2(t) = C;x(t) + DyyW(t) + Dy,u(t) (1-56)
y(t) = Cox(t) + DpyW(t)

xgoo",wooa™,uoo™,zod™,yoo™
Les matrice®\, By, B, C1, Cy, D11, D12, €tD2; sont de dimensions appropriées
L’objectif d’'un probléeme de commané, est de trouver un contrdled(s) pour synthétiser

une loi de commande qui stabilise le proce$a(ss

Le contréleuK(s) défini par :

K(9): {x () = Acxc (0 + B y() (1-57)
u(t) = Cy X () + D y(b)
Avec G(s) etK(s) définis ci dessus, la boucle fernM{g) admet la réalisation
% (1) = Ay () + Byw(t)
N {z(t) = C.%, () + Dyw(d) o

Le but est celui de trouver des matrides Bk, C« et Dk telles que la norméd_ de la boucle

fermée soit la plus petite possible, c’est a dire:

Yoot =Miny (I-59)
tel que:||N(9)|, <y

La résolution du probléntd_ par LMIs, fondée sur I'utilisation des lemmes anig [5] :

Lemme 1 (Valeur singuliere maximale):

La valeur singuliere maximale mesure le gain makigian systéme multivariable, ou les

amplitudes des vecteurs d’entrée et de sortieqaanttifiées par la norme Euclidienne.
La valeur singuliere maximale d’'une matric® qui dépend d’'une maniére affine de est

dénotée parg(A(X)) qui est la racine carrée de la plus large valeoprer de: A(x)AT (x)
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L'inégalité o(A(X)) <1 est une contrainte convexe non linéairexdelle peut étre écrite comme

une LMI utilisant le lemme du complément de Schur :

o(AX) <1l =  AXA (X <I (1-60)
= 1=-AXAT(X)>0 (1-61)

I A(X)
- {AT 0 | } >0 (1-62)

Lemme 2 (systéemes réels bornés):
Le lemme des réels bornés peut étre appliqué @ranande des systemes linéaires et non
linéaires, le résultat actuel est basé sur la sgmtétion en variables d’'état d’'un systeme linéaire

suivant;

{)‘( = Ax+Bu, x(0)=0
(1-63)

y =Cx+Du

Oou: ADO™", BOO™P, CcOOP" etDOOP sont données.
Supposons queéd est stable et quéA, B, C) est minimal. La fonction de transfert matricielle
est:

G(s)=C(sl-A)'B+D a4

La performance du pire cas d’'un systeme mesuréereres de l'intégrale des erreurs carrées de

I'entrée et de la sortie est quantifiée par la reokd), :

|G|, = sup{a(G()} = f_gmr{a—(e(jw»} (1-65)

su
Re(s)>0
La norme H_ peut étre écrite en termes d'une LMI. Pour celeemprunte un résultat de la

littérature de la commande robuste que la nof@¢s)| <y si et seulement si la valeur

singuliére maximale dB inférieure ou égalg : D'D < y?1 et qu'il existeP =P" >0 tel que :

(ATP+PA+C'C)+(PB+C'D)(y’l -D'D)(B"P+D'C) <0 (1-66)
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Le lemme du complément de Schur implique que ¢eégalité algébrique de Riccati (ARI) est

équivalente a I'existence de=P' >0 tel que LMI suivante est valide [5].

A"P+PA+C'C PB+C'D

<0 I-67
B'"P+D'C D'D- )l (1-67)

Donc N(s) est stable de maniéere interne et de notrhe< )y si et seulement s'il existe une

matrice symétriqud® >0 telle que [5]:

AP+PA, PB, Cj
B P -} D] |<0 (1-68)
Ccl Dcl - M
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7. Conclusion :

Ce chapitre a été contenu quelques rappelslesurpropriétés générales des inégalités
matricielles linéaires LMIs, avec certain problemdgpendent essentiellement par les
formulations LMIs comme le probléme des valeursppee EVP et la programmation semi
définie SDP, ainsi nous avons présenté aussi geglgpplications des LMIs en commande et
analyse des systemes.

Nous nous intéressons dans ce mémoire a dehxidggies importantes pour résoudre un
probleme de commande multiobjectifs, la premiéhneue est les formulations LMIs qui
apparait depuis 1892, a grace les études de Lyamumd’'analyse de stabilité asymptotique d’'un
Systeme linéaire, les formulations LMIs utiliseind plusieurs applications tels que les lois de
commande des divers systémes ainsi, ils formukestcbntraints de probleme d’optimisation

multicritere, et la seconde technique est les Allgores Génétiques (AGS).
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Etude des méthodes d'optimisation Multicritéres

1. Introduction :

Les ingénieurs se heurtent quotidiennement a deblgmes technologiques de complexité
grandissante, qui surgissent dans des secteursdivess. Le probleme a résoudre peut
freqquemment étre exprimé sous la forme générale pgfabléme d’optimisation, dans lequel on
définit une fonction objectif, ou fonction Codt,ejlion cherche a minimiser (ou maximiser) par
rapport a tous les paramétres concernés.

Il existe deux types de méthodes d’optimisatiorpriamiere est I'optimisation mono-objectif, qui
se base sur la minimisation (ou la maximisationnd’ seule fonction objectif ou le but est de
trouver la meilleure solution appelée solution matie qu'est facilement définie suivant une seule
performance du probleme étudié (temps de répomsaps de monté, la robustesse, taux
d'erreur,...etc). D'autre part, I'optimisation mutiibjectif optimise simultanément plusieurs
fonctions objectives qui sont souvent contradieiron cherche a trouver la meilleure solution
suivant un ensemble de performance du problemepéaa réponse plus la robustesse, temps de
réponse plus temps de monté plus la robusteste)...Ou le résultat d'un probléme
d'optimisation multicritere est généralement uroessent de solutions, qui se distinguent par
différents compromis realisés entre les objec@fst assortiment est connu gareto-optimal
Donc le but de I'optimisation multicritére, est Qitenir les solutions dearetq par conséquent, a
connaitre I'ensemble des compromis possibles desr@bjectifs. La résolution d’'un probléeme
d’optimisation multicritére, a conduit les cherctea proposer des méthodes de résolution de
plus en plus performantes.

Dans ce chapitre, nous présentons les principdsase de I'optimisation multiobjectif, et nous

donnerons aussi une présentation de différentsadéshd’optimisation multiobjectif.
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2. Principaux concepts emptimisation:

Tout d’abord nous définissons les notions commuénesmporte quelle méthode d’optimisation

multicritére :

2.1. Fonction objectif : Une fonction objectif est une fonction qui modélie but a atteindre
Dans le probléme d'optimisation sur I'ensembleadigééres. Il s'agit de la fonction qui doit étre
optimisée. Elle est notée(x) de maniere géenéralé(x) est un vecteur :

F(X) =[f,(x), f,(x),....,f,(X)]. Elle est aussi appeléecritere d’optimisation fonction coQt

fonction d’adaptationou encorgerformancdg3].

2.2. Parametres :Un paramétre du probleme d’optimisation, est uagable qui exprime une

donnée quantitative ou qualitative sur une dimenstu probleme: codt, temps, taux
d'erreurs,...etc. [3]. Ces parametres corresporaentvariables de la fonction objectif. lls sont
ajustés pendant le processus d’optimisation, pbtenir les solutions optimales. On les appelle

aussi variables d’optimisation, variables de cotioepou de projet.

2.3. Vecteur de décision Un vecteur de décision est un vectearrespondant a I'ensemble des

variables du problémejl est noté : X =[x,,X,,...,.X.]' avec:n le nombre de variables ou

dimension du probleme e{, la variable sur la dimensidt

2.4. Critere de décision :est un critére sur lequel sont jugés les vecteersiécision pour
déterminer le meilleur vecteur. Un critere peu¢ &mne variable du probleme ou une combinaison

de variables.

2.5. Contraintes : Une contrainte du probleme est une condition quieedd respecter les

vecteurs de décision du probléme. Une contrairiteatge :g. (X) avec:i=1...,q

g : le nombre des contraintes [4].

2.6. Espace de recherchereprésentant I'ensemble des valeurs pouvant éisesppar les

variables.
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2.7. Espace réalisable rreprésentant I'ensemble des valeurs des variaddésfaisant les

contraintes. Dans la figure Il.dn a :

X, et X, , représentent la borne inférieure et supérieure paur

C :représente I'espace de recherche égal au prodiéisies des domaines des variables.

X : représente I'espace réalisable délimité pazdagraintes. Cette figure illustre en dimension
deux(C=02) le fait que :X ={%X/g, (%) < 0, xOC}

L’espace réalisabl¥ (délimité par des contraintes) est un sous-ensedds, I'espace de
recherche[11]

X
A (

R

| %

> X
X X

Figure 11.1. Escape de recherché et escape réalisable.

2.8. Espace des objectifsensemble image de I'espace de recherche, détepamtoutes les

valeurs possibles des fonctions objectifs [4].

2.9. Minimum local : Un point x[J X est un minimum local du probleme si et seulement si
Ox' OV (X), f(x) < f(x)ouV(X) définit un voisinage de.

2.10. Minimum global : Un point X [1 X est un minimum local du probléme si et seulement si
Ox' O X, f(x)< f(xX) (il appartient alors a I'ensemble des minimisefirs).
3. Probleme d'optimisation multicritere :

Le probléeme de l'optimisation multicréera été étudié auparavant par les deux

communautés suivantes : la communauté de contaolelz, 1963, Gembicki et Haimes 1975 Lin
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1976, Giesy 1978, Tabak et al 1979) et la commuéndetrecherche opérationnelle (Cohon 1978)
[4].

Les problémes réels invoquent souvent de multipiesures de performance ou objectifs, qui

doivent étre optimisés simultanément. En pratiqeexi n'est pas toujours possible car les

objectifs peuvent étre conflictuels, du fait quiitesurent différents aspects de la qualité de la
solution. Dans ce cas, la qualité d’'un individu @&trite non pas par un scalaire mais par un
vecteur. La performance, la fiabilité et le colntsdes exemples d’objectifs conflictuels [12]

Un probléme d'optimisation multicritére consisteauver le vecteur de décision idégltel que

les contraintegy, (X Pt h; (X) soient satisfaites et dot(X") est optimal [13].

En conséquence, le probléme d’optimisation mutéoei peut étrééfini formellement comme suit :

Optimiser E(%) ={f,(X), f,(X),...,f(X)} (m: fonctions & optimiser) (11-1)
tel quexd X

0,(X)<0 i=1..9
X =< X h(X)=0 j=1..|

X : est un vecteur devariables de décisions.

g;(X), h;(X) sont les fonctions des contraintes qui détermifeedomaineX des solutions.

X :représente le domaine réalisable.

Ces objectifs multiples sont souvent corents ou I'amélioration de l'un entraine la
détérioration de l'autre ou des autres, Ce coeflitre les objectifs s’explique facilement: de
facon générale, des structures de haute perforntandent a avoir un codt élevé, alors que des
dispositifs plus simples et usuellement peu coltainont des performances moindres. Selon les
contraintes du cahier des charges, une soluti@mnnédiaire (performance satisfaisante et co(t
acceptable) peut étre optimale [13]. Dans les prabs multiobjectifs, I'optimum n'est plus une
simple valeur comme pour les problemes mono-olbjetiais un ensemble de points, appelé

I'ensemble des meilleurs compromis ou le front tegf2].
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Tous les énonceés et définitions seront donnés @anadre de problemes de minimisation. En
effet un probleme de maximisation peut étre aisémmansformé en un probléme de

minimisation en considérant I'’équivalence suivante

MaximiserF (X) - Minimiser -F (X)

4. Méthodes d’optimisation multicritere :

Les approches de résolution des problemes multbtgg@euvent étre réparties en classes

suivantes :

¢ Les méthodes Métaheuristiques.

*
0.0

Les méthodes non Pareto.

R/
°

Les méthodes Pareto.

*
0.0

Les méthodes hybrides.

4.1. Méthodes Métaheuristiques :

Les meétaheuristigues sont un ensemble d’algorithdieptimisation visant a résoudre les
problemes d’optimisation difficiles. Elles sont seat inspirées par des systémes naturels, qu’ils
soient pris en physique (cas du recuit simulé)pefogie de I'évolution (cas des algorithmes
génétiques) ou encore en éthologie (cas des digwme de colonies de fourmis ou de
I'optimisation par essaims particulaires). Dansdation qui suit, on essayera de donner un bref

apercu sur les méthodes métaheuristiques de tsaplitepopulaires [12].

4.1.1. La Méthode deRecuit Simulé :

Cette méthode a été inspirée du procegbysique du recuit utilisé en métallurgie. Ce
processus consiste en une suite de cycles de disBement lent pour obtenir un matériau
homogéne et de tres bonne qualité. En effet, ériadt des cycles de refroidissement lent et de
réchauffage (recuit) qui tend & minimiser I'énerdie matériau. Cette méthode s'appuie sur
I'algorithme de Metropolis [14] qui permet de déetiévolution d'un systéme thermodynamique.

Par analogie avec le processus physique, la fondtix) a minimiser deviendra I'énergiedu

systeme oWk est un état donné de la matiere. Un parametrié ést également introduit : la

températurel’ du systéeme. Partant d'une solution donnée nousr@gés une solution voisine en
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utilisant une transformation qui changen x' Si celle-ci améliore le critére que I'on cherche a
optimiser, c'est-a-dire Af = f(x')- f(x)<0 on dit alors qu'on a fait baisser I'énergie du
systeme, sinon elle la dégrade. En acceptant Ungosoaméliorant le critére, nous tendons ainsi
a chercher l'optimum dans le voisinage de la swiutie départ, alors que l'acceptation d'une
solution moins bonne, c'est-a-ditd = f (x') — f (x) =0 permet alors d'explorer une plus grande
partie de l'espace de solutions et tend a évites'eldermer trop vite dans la recherche d'un
optimum local. La solution voisinéest acceptée avec une probabihitéSi x' n'est pas meilleur

Af

quex, alors X' est accepté avec une probabilité suivarmep{—?

} [15].

4.1.2. Méthode de recherche Tabou :

La recherche Tabou est une métaheuristigueldppée par Glover. Elle est basée sur des
idées simples, mais elle est néanmoins tres efficele combine une procédure de recherche
locale avec un certain nombre de regles et de risfnan pour surmonter I'obstacle des optima
locaux. Elle a été appliquée avec succes pour désode nombreux problemes difficiles
d’optimisation combinatoire [16]. Dans une premiphase, la méthode de recherche Tabou peut
étre vue comme une généralisation des méthodegliaation locale. En effet, en partant d'une
solution quelconquex appartenant a I'ensemble de solutidhisnous nous dirigeons vers une
solution X' appartenant au voisinayx) dex. L'algorithme explore donc itérativement I'espace
de solutionsX. Afin de choisir le meilleur voisirnk' I'algorithme évalue la fonction objecEfen
chaque pointX' et retient le voisin qui améliore la valeur Beou celui qui la dégrade le moins
[15].

4.1.3. Les Algorithmes Génétiques (AGS)

Les algorithmes génétiques (AGs) ontiétéoduits par Holland comme un modéle de
méthode adaptative. lls ont été efficacement @éslipour résoudre plusieurs problémes
d’optimisation multicritere.

L’algorithme génétique est une technigl@ptimisation basée sur les concepts de la
sélection naturelle de Darwin et la procréatiomisdés régles de Mendel. La sélection naturelle
gue Darwin appelle I'élément "propulseur” de I'@tioh, favorise les individus d'une population

qui sont les mieux adaptés a un environnement. Beaiuer les individus d'une population on
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utilise unefonction d'évaluatiorcette fonction est souvent une transformation déometion
objectif, appelé aussi la fonctiditness le résultat fournit par cette fonction va permeetie
sélectionner ou de refuser un individu pour ne gagiie les individus ayant le meilleur colt en
fonction de la population courante La sélectionsestie de la procréation, réalisée a l'aide de
croisements et de mutations au niveau du patrimgéretique des individus (ou "génotype")
constitué d'un ensemble de genes. Ainsi, deux iohgsv"parents”, qui se croisent transmettent
une partie de leur patrimoine génétique a leursatetants. Le génotype de l'enfant fait que
celui-ci est plus ou moins adapté a I'environnemsfit est bien adapté, il a une plus grande
chance de procréer dans la génération future. Aetfa mesure des générations, on sélectionne
les individus les mieux adaptés, et I'augmentationnombre de ces individus fait évoluer la
population entiere.

Dans les algorithmes génétiques, nous simulongdeepsus d'évolution d'une population. On
part d'une population initiale d&l solutions du probléme représentées par des individ
judicieusement choisis. Le degré d'adaptation mfidividu a I'environnement est exprimé par la
valeur de la fonction colit (x), ou x est la solution que l'individu représente. On giitun
individu est d'autant mieux adapté a son enviroremgue le colt de la solution qu'il représente
est plus faible ou plus important selon le(s) cetg) d’optimisation choisi(s). Au sein de cette
population, intervient alors la sélection au hasdith ou deux parents, qui produisent une
nouvelle solution, a travers les opérateurs génésigtels que le croisement et la mutation. La
nouvelle population, obtenue par le choix Meindividus parmi les populations (parents et
enfants), est appelée génération suivante. Emitéemprocessus, on produit une population plus

riche en individus mieux adapteés. [15].

Le chapitre 3 fera I'objet d’'une présentation ppprofondie des algorithmes génétiques.
D’autres Métaheuristiques ont été adapté au cagtidisation multiobjectif et ont prouveé leur
succes :

¢ Les colonies de fourmis.

¢ L’Optimisation par essaim de particules.

¢ Les réseaux de neurones artificiels [16].
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4.2 Méthodes non Pareto:

Les méthodes non Pareto ne traitent pas Iblgge comme un véritable probléme
multiobjectif. Elles cherchent a ramener le prol@eimtial & un ou plusieurs problemes mono

objectifs. Parmi ces approches nous citons :

4.2.1. Les méthodes Agrégees:
Cette approche, consiste aux nombreuses nmeshoe résolution, parmi les méthodes qui
utilisent cette approche, nous pouvons citer lethaties suivantes :
» Méthodes d’'agrégation par pondération.
* Méthodee-contraintes.
* Meéthode de but & atteindre
* Méthode de min-max.

* Méthode de Goal programming.

4.2.1.1.Agrégation par pondération:

Dans cette approche, le but consiste a ramen@robléme multicritere a un probleme
monaocritere plus simple a traiter. Cette méthoddaeplus simple des méthodes d’optimisation

multi-objectif. La transformation que 'on effectest la suivante :
m
Minimiser > w.f, (x) (1-2)
i=1

Avec :XO X, w, D[Ol] eth:Wi =1

k=1
X : représente le domaine réalisable.
w, : Appelé le poids, est une pondération associémitare, cette pondération permet d'exprimer

des préférences sur les criteres de décision [4].
Cette méthode est trés efficace du point de vuaridtignique, mais elle ne permet pas de trouver

les solutions enfermées dans des concavités. uaefilf-2 illustre ce cas en dimension 2. En

effet pour un vecteur de poid?sz [wl wz]T fixé la valeur optimale atteignable pour la foonti

objectif crée estp. Les deux points Pareto optimaux trouvés gort C. En faisant varier le

vecteurw il est possible de trouver d'autres points Pasptomaux. Seulement tous ces points se
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trouveront sur les parties convexes de la surfaceothpromis. Il n'existe pas de valeur possible

pour w permettant de trouver par exemple le p&ift1].

A —Front de Paret

> /i

Figure II-2 Interprétation graphique de la méthode d’agrégatmar pondération

Il existe une autre méthode d’agrégation appelééAgrégation par L'intégrale de Choquet »
c’est une deuxiéme technique pour l'agrégationrderes, plus sophistiquée que la premiere.
Son intérét est qu'elle permet de décrire destsinsdifficilement modélisables. Cette technique
utilise une mesure floue (capacité) sur l'ensendeleritére€, ={c,,c,,....c,}, qui représente

I'importance des sous ensemble de critéres danmida de décision. Il y a deux notions
importantes pour I'analyse sémantique de l'intégilal Choquet: La notion d'importance globale

d'un critére et l'interaction entre les critere3][1

4.2.1.2. Méthodes -contrainte :
Elle est aussi dite méthode du comprofiike transforme un probléme d'optimisation
multiobjectif en un probleme d’optimisation monojediif de la facon suivante :
¢ Choisir un objectif a optimiser prioritairement.
¢ Choisir un vecteur de contraintes initiades
¢ transformer le probleme en gardant I'objectif ptaire et en transformant les autres objectifs

en contraintes d’inégalités comme suit :

Minimiserf, () (11-3)
Tel que :f,(X)< &,.... T (X)< &,
x X
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Cette approche a l'avantage par rapport a la peét@dians les problemes non convexes, mais

présente plusieurs inconvénients a savoir :

¢ la formulation des préférences utilisateur estodédi et nécessite une connaissance
approfondie du probleme de départ.

¢ Les contraintes rajoutées compliquent la résolutioprobléme [16].

4.2.1.3. Méthode Min-Max :

Cette méthode consiste a transformer ablpme multiobjectif en un probleme a un seul
objectif ou I'on cherche a minimiser I'écart reélatr rapport & un point de référence appelé but
fixé par la méthode ou le décideur. Il existe muss maniéres de caractériser la distance entre un
point de référence (le but) et un autre, notamraelfdide de normes. Une norme est définie de

maniere suivante :

L, (F(X)) = |:i|Bi - f; (X)| r] (11-4)

Les principales normes utilisées sont,(F(x)) = >'|B, - f,(x)| la distance classique, et la
i=1

normeL, (F (X)) = maxy,, (B, = f;(x) ). C'est cette derniére qui est utilisée dans lagy

min-max appelée aussi approche de Tchebychev:

Minimiser : maxB, — f,(x) ) (11-5)
tel que :g,(x)<0
Avec :x00", g,(x)00% F(x)OO™

Dans cette approche, le point de référence jou r6le fondamental, s'il est mal choisi la
recherche peut s'avérer étre trés laborieuse.duaefill-3illustre, en dimension 2, le cas d'une
recherche avec un b@& fixé. Il est clair que l'approche permet de traiess problemes non

convexes a condition que le point de référencechmiisi judicieusement [15].
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A — Front de Paret

»

Figure II-3 Interprétation graphique de I'approche Min-Max

4.2.1.4. Méthode de but a atteindre :

On définit un ensemble de buts qu'on espere atteiqmbur chaque fonction obijectif.

L’algorithme tente de minimiser I'écart entre ldwimn courante et ses buts. Cette approche,
comme celle de min-max, utilise un point de réféeepour guider la recherche. Mais elle

introduit aussi une direction de recherche, si ljar le processus de résolution devra suivre
cette direction. A la différence de I'approche mmax, qui utilise des normes pour formaliser la
distance au point de référence, l'approche du kattedndre utilise des contraintes, comme de
I'approche -contrainte, pour déterminer la position du poiatréférence L'écart par rapport a ce

but est contr6lé grace a la variableintroduite a cet effet :

Minimiser :A (11-6)
Tel que :
f,(x)-w.A <B
Avec :
g,(x)<0
xoo", g,(x 00, F(x oo™

Ainsi en minimisantd et en vérifiant toutes les contraintes, la redmenea s'orienter vers le
but B et s'arréter sur le poidt faisant partie de la surface de compromis (vitiudtration en 2
dimensions de la figure lI-4)Cette approche permet comme l|'approche garontrainte et

I'approche min-max, de trouver les parties non emas des fronts Pareto.
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A — Front de Paret

> fi
Figure II-4 Interprétation graphique de I'approche but a atdie

Cependant, cette approche comme les pré@xatuit étre itérée plusieurs fois dans le but

d'obtenir un ensemble de points Pareto optimaw.plaeamétregv etB doivent étre bien choisis
par l'utilisateur. Bien que ces parametres permiettme grande flexibilité de la recherche
(orientation et but), s'ils sont mal choisis, ilsugent, dans certains cas extrémes, donner des

résultats non cohérents [15].

4.2.1.5 Méthode de Goal Programming :

Dans cette méthode le décideur fixe unThdt atteindre pour chaque objectjf Ces valeurs
sont ensuite ajoutées au probleme comme des auesaupplémentaires. La nouvelle fonction
objectif est modifiée de fagcon a minimiser la sonohes écarts entre les résultats et les buts a

atteindre :
minZ|fi (X) —Ti| (1-7)
i=1
Ti: représente la valeur a atteindre poufTéobjectif.

Nous pouvons reprendre la critique faite pour lam@ pondérée. La méthode est facile & mettre
en ceuvre mais l'efficacité de la méthode dépendadaiéfinition des poids et des objectifs a
attendre. Cette méthode a I'avantage de fournirésaltat méme si un mauvais choix initial a

conduit le décideur a donné un ou plusieurs biit(s)on réalisable(s) [17].
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4.2.2. Méthode lexicographique :

Fourman a proposé une méthode dans laqgieslliebjectifs sont préalablement rangés par
ordre d'importance par le décideur. Ensuite, fopth est obtenu en minimisant tout d'abord la
fonction objectif la plus importante puis la deur&et ainsi de suite.

Soient les fonctions objectifsaveci = 1, ..., k supposons un ordre tel que:>~f, ~...>- f,_ Il

faut :

Minimiserfy(X) (11-8)

avec :gj(x) satisfait : j =1,...,m

Soitx., la meilleure solution trouvée aved,”’ = f,(x) f, devient alors une nouvelle contrainte.

L'expression du nouveau probléme est donc :

Minimiser f,(x) (11-9)

avec gj(x) satisfait : j =1,...,met : f,(x) = f,”
Soit x; la solution de ce probléme. [¥"probléme sera le suivant :

Minimiser f, (X) (1I-10)

avec gj(x) satisfaitj =1,...,m, et: f,(x)=f°, f,(x) = f,,....f_,(x) =2

La procédure est répétée jusqu'a ce que tous Jestifd soient traités. La solution obtenue a
I'étapek sera la solution du probleme. L’inconvénient e8skde cette méthode est la grande
importance attribuée aux objectifs classés en menhia meilleure solutionf,” trouvée pour
I'objectif le plus important va faire convergerd@ithme vers une zone restreinte de I'espace
d'état et enfermer les points dans une niche (dnseditindividus situés dans un espace restreint)
[17].
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4.2.3. Vector evaluated genetic algorithm (VEGA):

En 1985 Schaffer propose une extension dgorigthme génétique simple pour la résolution
d’un probléme multiobjectif. Cette méthode est #p&/ector Evaluated Genetic Algorithm. La
seule différence avec un algorithme génétique sirapt la maniere dont s’effectue la sélection.
L'idée est simple. Si nous avoksobjectifs et une population dil individus, une sélection
deN/ K individus est effectuée pour chaque objectif. shiK sous-populations vont étre créées,
chacune d’entre elles contenant MsK meilleurs individus pour un objectif particulieretK
sous-populations sont ensuite mélangées afin divhiee nouvelle population de taild. Le

processus se termine par I'application des opé&agenétiques de modification (croisement et

mutation).
Geénératiort Geénératiort +1
Sous- population
— > sélectionnée en
fonction de
Population I'objectif n°1 Population Population apres
initiale de N apres mélange application des
individus  |----» ' — desKsous- |—» opérateurs

populations génétiques

Sous- population

sélectionnée en
fonction de
l'objectif n°K

Figure 1.5 : Schéma de fonctionnement de Vi

La méthode VEGA a tendance a créer des sous-pamdationt les meilleurs individus sont
spécialisés pour un objectif particulier. L'évatutide la population favorise l'apparition des
especes. En effet, comme la méthode de sélectidiemecompte que d'un seul objectif, elle
privilégie les individus qui obtiennent une bonrexfprmance pour cet objectif. Des lors ces
individus ne seront sélectionnés que lorsqu'onceféza la sélection sur cet objectif. Les
individus que Schaffer appelle les individus "miligparce qu'ayant une performance générale
acceptable mais ne possédant aucun critere famt,&toe éliminés car ils ne seront sélectionnés

dans aucune sous-population. Cette disparitionakmdrla spécialisation des individus pour
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chaque objectif. Ce résultat est contraire au bitiai de la méthode qui était de trouver un

compromis entre les différents criteres [17].

4.3. Les approches Pareto :

Les approches Pareto ne transforment pasbjestiis du probléme, ceux-ci sont traités sans
aucune distinction pendant la résolution.
Dans les paragraphes suivants, nous définissohgldword la notion de dominance au sens de
Pareto, la frontiere de Pareto, Pareto optimal. ulEgs nous présentons les techniques

évolutionnaires utilisant cette notion.

4.3.1. La dominance au sens de Pareto :

L'idée d'utiliser la dominance au sens detaa été proposée par Goldberg pour résoudre les
problemes multiobjectifs. Il suggére d'utiliserdencept d'optimalité de Pareto pour respecter
l'intégralité de chaque critere car il refuse deparer a priori les valeurs de différents critéres.
L'utilisation d'une sélection basée sur la notienddminance de Pareto va faire converger la
population vers un ensemble de solutions efficaGesconcept ne permet pas de choisir une
alternative plutét qu'une autre mais il apporte aide précieuse au décideur.

Vilfredo Pareto est un mathématicien italien (Rar&896). Il a posé les bases de la solution d’'un
probleme économique multiobjectif : « Dans un peofd multiobjectif, il existe un équilibre tel
gue I'on ne peut améliorer un critére sans dét@riau moins un des autres ». Cet équilibre est
appeléoptimum ParetoDonc une solutiox est ditePareto optimalesi elle n’est dominée par
aucune autre solution appartenant a I'espace ab#&iX. Ces solutions sont appelées solutions
non dominéeyu non inférieuresf17].

Définition (La dominance au sens de PapetoConsidérons un probléme de minimisation
Soient : u :[ul,...un]Tet v:[vl,...,vn]T deux vecteurs de décisio@n dit que le vecteur de

décisionu domine le vecteuv (dénotéu <v), si et seulement si :

vie {12, ..k}, fi(w) < fi(wv)ATi€{1,2,..N}, f;(w) < f;(v) (n-11)

Dans le processus d’optimisation multi-objectif,clencept de dominance du Pareto est utilisé

afin de comparer et ranger le vecteur de variaidssdécisions :
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u domine v dans le sens du Pareto, signifie gBéu) est mieux queF(v)pour tous les
objectifs, et il y a au moins une fonction objegitfur laquelleF (u) est strictement meilleure que
F(v) [12]

Définition (Pareto optimal: Soit x = [xl,..xn]T un vecteur de décision avex{l X (L'espace

réalisable)x est ditPareto optimal s'il n'existe pas une solutignrdominex. Une solution Pareto

optimal appelée aussi : solution efficace, nonriaté ou non dominée solution.

Définition (front de Paretr Le front (frontiere) de Pareto est I'ensemble stdstions Pareto
optimales qui sont composées des points, ne soninds par aucun autre Le front de Pareto
appelé aussi surface de compromise ou I'ensemslsaligtions efficaces [13].

La figure 1.6, représente le Front du Pareto pguprobleme de minimisation et maximisation

de deux fonctions objective [12]

Front de Paretc

—> 4—
Meilleure Meilleure

> /i

Figure 11.6 le front de Pareto.

fi

v
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4.3.2. Exemple : Pour mieux expliciter les notions précédemment niggi considérons

I'exemple suivant :

f:

A
f
_________________________ .
a |
------ 4 b :
_______ .L_______. 1
| ! d
-------- e
cta®l

» fi

Figure 1l -7 Exempl de dominance et d’optimalité au sens de P«

Soient six vecteurs de décision :
a=(a,a,),b=(0,b,), c=(c,c,),d=(d;,d;), e=(e,&), f =(f,f,)
Soit la fonction objectiF (x) =[ f,(x), f,(X)]. La représentation graphique de I'image de ces six

vecteurs par la fonctioR est fournie dans la figure 1I-3. Dans cet exengpigoeut écrire :

» f:estdominé par tous les autres vecteurs.
> b est dominé uniquement par c.
» d: est dominé pas este.

> a, cete: ne sont dominés par aucun vecteur.

Par conséquent les solutions, €, € sont Pareto optimaux Donc le front de Paretoest

I'ensemble { ac.e[4].

4.3.3.Multiple Objectives Genetic Algorithm (MOGA) :

Cet algorithme, proposé par Fonseca etiRlgi993), utilise la notion de dominance pour
ranger les individus de la population. Il differe Balgorithme génétique standard uniquement
dans la maniére dont la fithess est assignée pmagque solution. Pour démarrer I'algorithme, les
relations de domination sont d’abord calculées phague solution. Puis, pour une solutioan

rang égal a un plus le nombre de solutions ni qaiident la solution est attribué. Une fithess
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est ensuite attribuée a chaque solution en fonct®son rang, les individus avec les rangs les
plus faibles ayant les meilleures fitness. Afinrdaintenir la diversité entre les solutions non

dominées, les auteurs utilisent une fonction deagarSharing [18].

4.3.3.1. Maintenir la diversité :

Maintenir un certain degré de diversité dans laupatn d'un algorithme évolutionnaire consiste
a éviter que la population ne converge prématuréraers une petite zone de l'espace de
recherche ou de I'espace des objectifs. En effeh'existe pas de mécanisme de contrdle de la
diversité, les opérations de sélection vont prgi@é trop vite certains individus meilleurs a eett
étape de la recherche. Cette convergence prémawémme effet de limiter la recherche a un
sous-ensemble plus restreint de l'espace de rémhequi peut ne contenir aucune solution

optimale [11].

4.3.3.2. Le sharing :

Le sharing consiste a ajuster la fithess des indévigbur éviter qu’ils se concentrent dans une
niche principale (optimum globale). La technique mhletage de la fithess (fitness sharing),
introduite par Goldberg et Richardson, réduit laefts de chaque individu d'un facteur

correspondant environ au taux d’agrégation de falation autour de son voisinage [18].

Pour déterminer les bornes du domaine ouvert adg@ilindividu choisi, on définit une distance

maximale, appelées, . au dela de laquelle les individus ne seront plossidérés comme

‘shar
faisant parti du domaine ouvert.

La distance séparant deux individuet j est calculée grace a la fonctid, j).

La valeur d'adaptatioR(i) d'un individui O] P (populations) est égale a son céui) divisé par

sa valeur de niche :

. F' (i)
F(i)) = 0—m——— 11-12
@ Yjep Sh(d(i,j)) ( )
Ou la fonctionShest définie comme suit [11]:
ain\? . ..
Sh(d(i, ) ={1‘(ashm) st d(0,)) < Isnare (11-13)
0 sinon
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La figure 1.8 montre deux exemples de répartitienpdpulations dans le cas d’'une fonction
multimodale: le premier sans sharing et le deuxiawee sharing.
La méthode permet d’obtenir des solutions de bauadité et s'implante facilement. Toutefois,

les performances sont tres dépendantes de la vdileparamétreo,, . utilisé dans le sharing

shar
[18].

4.3.4. Non dominated Sorting Genetic Algorithm (NS@®):

Dans l'algorithme NSGA proposé par Srinivas et DE®O93), le calcul de fitness s’effectue en
divisant d’abord la population en plusieurs froatsfonction du degré de dominance au sens de
Pareto de chaque individu. Les individus non dosiidé la population courante constituent le
premier front de Pareto. On attribue alors a t@ssihdividus de ce front la méme valeur de
fithess factice. Cette valeur est supposée donnerchance égale de reproduction a tous ces
individus. Mais pour maintenir la diversité de lapplation, il est nécessaire d’appliquer une
fonction de partage sur cette valeur. En suitgreenier groupe d’individus est temporairement
supprimé de la population. On recommence cetteégroe jusqu’a l'identification des solutions
du deuxieme front. La valeur factice de fitnessitaite a ce second groupe est inférieure a la
plus petite fitness, apres application de la famctie partage sur le premier front. Ce mécanisme
est répété jusqu’a ce que I'on ait traité tousndévidus. L'algorithme se déroule ensuite comme
un algorithme génétique standard. Grace a sa puoe@tiassignement de fithess basée a la fois
sur la notion de dominance et la fonction de paitdg NSGA semble le plus approprié a
maintenir la diversité de la population et a rapatus efficacement les solutions sur le front de
Pareto. Néanmoins, cet algorithme présente quelgaefisances en raison de sa complexité de

Calcul et de sa sensibilité au choix de la valeyyr, [18].

4.3.5 Niched Pareto Genetic Algorithm (NPGA):

Cette méthode proposée par Horn et Napfliotis (12@4ise une sélection par tournoi en se
basant sur la notion de dominance de Pareto. LeANEX&cute les mémes étapes que I'AG
standard, la seule chose qui differe étant la nu&thde sélection. A chaque tournoi, deux
individus candidats A et B sont pris au hasard danmpulation courante. Au lieu de limiter la
comparaison aux deux individus (comme c’est lepmg 'AG standard), une sous population

(ou ensemble de comparaison) de tailig est également choisie au hasard. Les deux camdidat
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sélectionnés sont comparés a chaque individu dsrgauwpe. Si I'un des candidats est dominé
par I'ensemble de comparaison et le second nepast ce dernier est alors positionné dans la
population suivante. Dans les autres cas, uneitonde partage est appliquée pour choisir le
candidat gagnant. Le paraméttg, permet de contrOler la pression de sélection ou de
dominance. L’algorithme NPGA est considéré comnaatdtalgorithme le plus rapide parmi les
approches précédentes car a chaque générationmpacaison n’est appliquée que sur une
portion de la population. Le principal inconvénielat cet algorithme est qu’il nécessite, en plus

de spécifier le parametre de shaong,. Un autre paramétre supplémentaire qui est |k tail

tournoitgom [18].

4.3.6. Non dominated Sorting Genetic Algorithm-Il NSGA-II):

Toutes les méthodes que nous venons de présentawnservent pas leurs solutions Pareto-
optimales trouvées au cours des générations. Eties dites non élitistes. Pour résoudre cette
difficulté, de nouvelles techniques ont été apmiegi Nous avons choisi de présenter uniguement
le NSGA-II. En proposant le NSGA I, le chercheugtD(Deb et al. 2002) a tenté de résoudre
toutes les critiques faites sur NSGA: non élitisamplexité de calcul et utilisation de sharing qui
impligue le réglage d’'un ou plusieurs paramétremdcet algorithme, & chaque génératione
population de parentsd{ de taille N et une population d’enfantf) de méme taille sont
assemblées pour former une populati®}) de taille 2N, Cet assemblage permet d’assurer
I'élitisme. La populationR) est ensuite répartie en plusieurs frofis F»,...) par une procédure
de tri, plus rapide que celle proposée dans la iprenversion de NSGA. Une nouvelle
population parentR1) est formée en ajoutant les fronts au completnfpe front F;, second
front F»,... etc) tant que ce ceux-ci ne dépassentNoaSi le nombre d’individus présents dans
(Pw+1) est inférieur aN, une procédure de crowding est appliquée. La rdi¢iu8 illustre

le principe de fonctionnement de NS@GIA18].
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Tri selon le Tri selon le
critére de non crowding
Front 1 »| Front ]
Front Z Front Z
Solutions
rejetée

Figure Il. 8 : Principe de fonctionnemer de NSGA-II.

4.3.6.1. Procédure d€rowding :

Une procédure de crowding, basée sur urukdk distance (distance de crowding) qui ne
nécessite aucun paramétrage et qui est égalemamd domplexité algorithmique moindre que
celle de sharing. La distance de crowding d’'unetsmi particuliere se calcule en fonction du
périmétre de I'hypercube ayant comme sommets léstptes plus proches desur chaque
objectif. Sur la figure 11.9, est représenté I'hypdre en deux dimensions associé au poibé
calcul de la distance de crowding nécessite, atoatf le tri des solutions selon chaque objectif,
dans un ordre ascendant. Ensuite, pour chaquetibbjes individus possédant des valeurs
limites se voient associés une distance infinier Rsuautres solutions intermediaires, on calcule
une distance de crowding égale a la différence alisge des valeurs des fonctions objectifs de
deux solutions adjacentes. Ce calcul est réalisg ploaque objectif. La distance de crowding

d’une solution est obtenue en sommant les distacaresspondantes a chaque objectif [18]
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» fi

Figure 1. 9: Distance de Crowding (les points noirs sont des
Solutions appartenant au méme front)

4.3.7. Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA:

En 1998 Zitzler et Thiele proposent une nouvell¢hmde d'optimisation multiobjectif qui

posséde les caractéristiques suivantes:

¢ Utilisation du concept de Pareto pour comparestdstions.

¢+ Un ensemble de solutions Pareto-optimales est srairdans une population externe appelée
archive

¢ La fitness de chaque individu est calculée paraogmux solutions stockées dans l'archive

¢ Toutes les solutions de l'archive participent séi@ction.

¢+ Une méthode de clustering est utilisée pour red@nsemble de Pareto sans supprimer ses
caractéristiques

¢ Une nouvelle méthode de niche, basée sur Paretatjlesee afin de préserver la diversité.

L'avantage essentiel est qu'elle n'exige pas dagégle parametres de sharing [17].

4.3.7.1. Fonctionnement général :

Le passage d'une génération & une autre commenda pé@se a jour de l'archive. Tous les
individus non dominés sont copiés dans l'archiveegtindividus dominés déja présents sont
supprimés. Si le nombre d'individus dans l'arcléxeede un nombre donné, on applique une
technique delustering pour réduire l'archive. Ensuite la fithess de cleamdividu est mise a

jour avant d'effectuer la sélection en utilisarst deux ensembles. Pour terminer, on applique les
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opérateurs génétiques de modification. La méthdeASimplémentée par Zitzler et Thiele est
lillustration méme d’'un algorithme évolutionnaiéitiste. SPEA maintient un archive externe

contenant les meilleurs fronts de compromis reréosiirant la recherche [17].

4.3.7.2. Réduction par clustering :

Lorsque le nombre d'individus de l'archive exteese grand, les performances de l'algorithme
peuvent se dégrader signicativement. En effet,olmbre d'individus influe sur le calcul de la
valeur d'adaptation, celui-ci devient moins fialdé peut tromper la recherche en la focalisant,
par exemple, sur des zones déja explorées. Pdiar@ate défaut, une solution consiste a utiliser
des techniques dgustering Ces techniques ont été étudiées intensivemaerst ldacontexte des
analyses de cluster et ont été appliquées aveesysour déterminer des partitions d'une
collection relativement hétérogéne d'éléments.dcarique de clustering utilisée par SPEA est
assez intuitive. Au début de la procedure, chaqd&idu constitue son propre groupe, puis on
fusionne deux a deux les groupes les plus prochdsreme de distance. Cette étape est itérée
jusqu'a l'obtention du nombre désiré de groupe f0is les groupes identifiés, il ne reste plus
gu' a choisir un representant par groupe. Ce reptaést peut étre détermine de plusieurs facons,
par exemple en prenant le barycentre du groupst C&ereprésentant qui sera garde, les autres
éléments étant tout simplement supprimeés. Les gtdpda méthode de clustering sont illustrées
alafigure 11.10 [11].

Figure 11.10: lllustration du Clustering en dimension 2.
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4.3.8. Pareto Archived Evolution Strategy (PAES):

Cette méthode a été deéveloppée initialemente®ome méthode de recherche locale. Les

premiers travaux de Knowles et Corne ont montréogtie® méthode simple objectif fournissait

des résultats supérieurs aux méthodes de recheaskes sur une population. Par conséquent, les

auteurs ont adapté cette méthode aux problemegbjatitifs. Les particularités de cette

méthode sont les suivantes :

¢ Elle n'est pas basée sur une population. Elldisitju’'un seul individu & la fois pour la
recherche des solutions.

¢ Elle utilise une population annexe de taille déiada permettant de stocker les solutions
temporairement Pareto-optimales.

¢ L'algorithme utilisé est trés simple et inspirén@'stratégie d'évolutiomtl).

¢ Elle utilise une technique de crowding basé suidénoupage en hypercubes de I'espace des
objectifs [18]

4.4. Les méthodes hybrides :

Afin d’améliorer les performances d’'un algorithnoe essaye de le combiner avec une autre
méthode. Ce principe général appelé hybridatient p’appliquer a plusieurs méthodes. Un cas
particulier de I'hybridation entre deux méthodesigsiste & combiner un algorithme génétique
avec une méthode de recherche locale. Dans ure hghridation on substitue souvent la
mutation par une méthode de recherche locale. [Bacas des problemes multiobjectifs on peut
citer les méthodes hybrides suivantes :

e La méthode MOTS combinant une population et unkeethe Tabou,

» La méthode PSA combinant un algorithme génétiqle refcuit simulé,

* La meéthode M-PAES intégrant un schéma gésardll'implémentation d’'un grand

nombre d’algorithmes hybrides pour I'optimisatimultiobjectif [16].
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5. Conclusion :

Nous avons présenté dans ce chapitre les paaxiconcepts de I'optimisation multiobjectif et
les travaux de recherche sur les méthodes d'optiimmsde problemes multiobjectifs. Nous avons
VU que cette problématique est divisée en troisrcaghyes. La premiére approche appelée
L’approche Métaheuristique, qui utilise des métlsosiuvent inspirées par des systemes naturels
comme le recuit simulé et les algorithmes évolutares telle que : les algorithmes génétiques
pour apporter une réponse a leurs problémes. Laigtaa approche appelée : L'approches non
Pareto, cette approche tente de ramener un probtartimbjectif a un probleme simple objectif
au risque d'enlever toute signification au probleme troisieme approche est: L'approche
Paretoqui elle adopte un point de vue plus global en anéen compte I'ensemble des critéres et
en utilisant la notion de dominance au sens det®ax®us avons vu aussi L'approche hybride

quifait I'nybridation entre deux méthodes différentes.
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Les Algorithmes Génétiques Multiobjectifs

1. Introduction :

Les méthodes des algorithmes génétiques ahjdtitifs connaissent un intérét croissant
depuis le début des années 1990 car elles somtybi@rement bien adaptées au traitement de
problémes multiobjectifs ou I'on recherche un ernslemde solutions. Les algorithmes
génétiques travaillent sur une population de smiuttette caractéristique leur permet de
trouver plusieurs solution potentiellement Pargibnoales. Donc I'approche des algorithmes
génetiques peut étre capable de résoudre le preblgen contrble multiobjectif. Nous

présentons dans ce chapitre les concepts princigfamxalgorithme génétique multiobjectif.

2. Les Algorithmes Génétiques (AGS):

Les algorithmes génétiques ont été déeveloppédiplland en 1975. lls sont basés sur la
théorie de I'évolution naturelle des especes érmma Darwin en 1859 et la procréation
selon les regles de Mendel. lls ont été efficacémtlisés pour résoudre plusieurs problemes
d’optimisation multicritéres. L’algorithme génétigest une technique d’optimisation basée
sur les concepts de la sélection naturelle et gpreét L'algorithme commence avec un
ensemble de solutions possibles du probleme (itha)i constituant une population. Les
individus sont formés par des variables, qui seatdarametres a ajuster dans un dispositif.
Cette population est concue aléatoirement a lieterde limites prédéfinies. Certaines
solutions de la premiere population sont utilispesr former une nouvelle population, a
partir d’'opérateurs génétiques (croisement, muiattc.). Ceci est motivé par I'espoir que la
nouvelle population soit meilleure que la précédehes solutions qui serviront a former de
nouvelles solutions sont sélectionnées aléatoirediapres leurs mérites (représentés par une
fonction objectif spécifique au probleme posé, davra étre minimisée ou maximisée) :
meilleur est l'individu, plus grandes seront searaes de se reproduire c’est-a-dire, plus
grande sera sa probabilité d’étre sélectionné pabir les opérateurs génétiques. Ceci est
répété jusqu’'a ce qu'un critere de convergence stisfait (par exemple, le nombre de

générations ou le mérite de la meilleure solut[@s].
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Comme indiqué auparavant, plusieurs travaux deereble sont en cours, qui utilisent les
AGs, pour les problemes I'optimisation multicréér On peut résumer ce qui différencie les
AGs des autres approches d’optimisation en quairgs:

* Les AGs utilisent un codage des paramétres etegpdrameétres eux-mémes.

* Les AGs travaillent sur une population de pointsat sur un point particulier. Ce qui
permet la recherche sur un espace multi dimensionne

* Les AGs ne posent aucune condition sur la natusdaietions a optimiser.

» Les AGs utilisent des regles de transitions prdises et non déterministes

2.1. Les opérateurs des algorithmes génétiques :
2.1.1. Population initiale :

L’AG démarre avec une population composéeNdmdividus dans le codage retenu. Le
choix des individus conditionne fortement la ragdde I'algorithme. Si la position de
'optimum dans l'espace de recherche est totalenma&tinnue, il est intéressant que la
population soit répartie sur tout I'espace de regte Si par contre des informations a priori
sur le probleme sont disponibles, il parait évidémtgénérer les individus dans un espace
particulier afin d’accélérer la convergence. DispbsHune population initiale souvent non
homogene, la diversité de la population doit étrtedenue aux cours des générations afin
d’explorer le plus largement possible I'espace etzherche. C’est le réle des opérateurs de
croisement et de mutation [18].

2.1.2. Codage des éléments d’'une population:

Premierement, il faut représenter les différétass possibles de la variable dont on cherche
la valeur optimale sous forme utilisable pour un &€st le codage. Ou a chaque parametre
Xi on doit faire correspondre un gene.

Pour les algorithmes génétiques un des facteurpllssimportants est la facon dont sont

codées les solutions (ce que I'on a nommé icihesncosomes), c'est-a-dire les structures de
données qui coderont les genes. Un chromosomeuggan ensemble d’attributs ordonnés

appelés genes. Un géene prend pour valeur l'uneipagies possibles : ces valeurs sont les
alleles. L’'emplacement d’'un gene s’appelle locuan®le cas d’'un codage binaire les alleles
possibles sont {0, 1}. Le codage se base sur detions importantes : le génotype et le

phénotype [19].

Un génotype représente I'ensemble des valeurs des genes diomosome.
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Un phénotype c’est la représentation de la solution du prolémgui traduit les données
contenues dans le génotype. Par exemple, si ungosok’exprime naturellement sous forme
d’'un vecteur de nombres entiers, le phénotype seraecteur. Le génotype sera ainsi une
chaine de symboles binaires qui code ce vecteur.

Cela permet d'établir une connexion entre la valéerla variable et les individus de la
population, de maniere a imiter la transcriptiona@gpe-phénotype qui existe dans le monde
vivant [18].

Il existe principalement trois types de codagecddage binaire, le codage réel (appelé aussi
codage symbolique) et le codage sous forme daatwes que le plus utilisé est le codage

binaire.

2.1.2.1. Codage binaire :

Ce codage a été le premier a étre utilisésde domaine des AGs. Il présente plusieurs
avantages : alphabet minimum {0,1}, facilité de en&u point d’opérateurs génétiques et
existence de fondements théoriques (théorie swcledmas).

Néanmoins ce type de codage présente quelquesvégments :

1. Les performances de l'algorithme sont dégradéesnt les problemes d’optimisation de
grande dimension a haute précision numérique. Beuels problémes, les AG basés sur les
chaines binaires ont de faibles performances.

2. La distance de Hamming entre deux nombres \®{giombre de bits différents) peut étre
assez grande dans le codage binaire : I'entierrégond a la chaine 0111 et la chaine 1000
correspond a I'entier 8. Or la distance de hamraimtge ces deux chaines est de 4, ce qui crée
bien souvent une convergence, et non pas I'obtexigola valeur optimale [18].

Cet inconveénient peut étre évité en utilisant utlage de Gray par exemple [20].

2.1.3. L'évaluation:

L’évaluation permet de s'assurer que nesvidus performants seront conserves, alors
gue les individus peu adaptés seront progressivieétieminés de la populatio.'évaluation
d'un individu ne dépendant pas de celle des airtddgdus, pour calculer le co(t d'un point
de l'espace de recherche, on utilise fometion d'évaluation, fcette fonction est souvent une
transformatiorg de la fonction objectiff (xX) = g (P (X)), appelée aussi la fonctiditness le
résultat fournit par cette fonction va permettresdiectionner ou de refuser un individu pour

ne garder que les individus ayant le meilleur aatfonction de la population courante [21].
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L'évaluation de chaque individu consiste a tramséor la chaine binaire 0 et 1 du

chromosome en une valeur réelle, appeddeur d'adaptatiofl1].

2.1.4. La Sélection:

Une opération de sélection est nécessaire pouvoir choisir les chromosomes qui
garantiront une amélioration de la qualité destsmis. La sélection est un processus qui
consiste a choisir parmi tous les individus de dg@ydation ceux qui vont participer a la
construction d’une nouvelle génération ou ce clesk basé essentiellement sur les valeurs
d’adaptation de chaque individu. Un membre ayaet gnande valeur de la fonction objectif
aura plus de chance d'étre sélectionné pour paetica la reproduction de la prochaine
génération. Nous citons quelques méthodes utiligéas la sélection des individus, qui vont
se reprodulire :

» Sélection par roulette (RWS : Roulette Wheel Selat

o Sélection par (SUS : Stochastic Universal Sampling)

» Sélection par Rang.

» Sélection par Tournoi [15].

2.1.4.1. Sélection par roulette (RWS : Roulette Wiet Selection):
La sélection par la roulette (RW&)nsiste a affecter une probabilité de sélectiohague
individu. Cette probabilité est proportionnelleaashleur d’évaluation, soient :
Fp: I'évaluation de l'individyp.
Ps: Probabilité de sélection de l'indivigu
Pour maximiser la fonction d’évaluation, la probidide sélection d’un individu est la

suivante :

(I11-1)

Pour minimiser la fonction d’évaluation, la prod@éide sélection d’'un individu est la

suivante :

1
Fp
P

Se voyant affectés ces probabilités, tous les idds/de la population peuvent participer a la

PS P

(I11-2)

'n‘,_‘

P

reproduction. En effet, une roulette divisée ennombre de secteur égal au nombre des

BN

chromosomes est lancée. L’aire de chaque sectéupreportionnelle a I'évaluation de
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individu correspondant, ainsi un indicateur sette roulette indique I'individu sélectionné
apres l'arrét de roulette.

L’inconvénient de cette méthode réside dans lagmess probable d’'un Super individu. Le
Super individuest un individu dont la probabilité de sélectioh tesssupérieure a celle des
autres individus. Il risque alors d'étre toujourBoisi ce qui peutlimiter le champ
d’exploration [15].

On préfére souvent des méthodes qui n‘autoriseatienn cas I'apparition de super-individu.

Par exemple, la sélection par tournoi.

2.1.4.2. Sélection par Tournoi :

La sélection par tournoi consiste a companer paire d’'individus choisis au hasard, ou le
meilleur de ces deux est gagnant et sera déclaré& gournoi,avec une population dd
chromosomes, on form¢ paires de chromosomes pour la reproduction.

L’avantage de cette méthode est d’éviter d’avosuper individu qu’on peut rencontrer dans
la méthode de sélection précédente. Par contrendileur individu peut ne pas étre

sélectionné par cette méthode, et ainsi le chamyptbration est réduit [15].

2.1.4.3. Sélection par Stochastic Universal Sampgr(SUS) :

Cette méthode de sélectianle méme principe de sélection par roulette, raaexc des
indicateurs multiples et équidistants.
Ces méthodes proportionnées de choix, ont un prabtie graduation (scaling problem), ce
probléme peut étre également évité en employantthodede sélection par ranfy].

2.1.4.4. Sélection par rang :

La sélection par rang d'un chromosome astmEme que par roulette, mais les
proportions sont en relation avec le rang plutéavgc la valeur de I'évaluation. La sélection
par rang trie d'abord la population par fithesssuie, chague chromosome se voit associé un
rang en fonction de sa position. Ainsi le plus nasichromosome aura le rangl, le suivant 2,
et ainsi de suite jusqu'au meilleur chromosomeagua le randN (pour une population o

chromosomes) [21].

2.1.5. Le Croisement :
L’'opérateur de croisement est un opératémetique qui permet a deux chromosomes

parents de donner deux chromosomes enfants. Cedtepese produit selon une probabilité
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P. fixée par l'utilisateur selon le probleme a opsen. A travers cette reproduction les

chromosomes enfants héritent parties de patringgnétique de leurs parents.

L'opérateur de croisement permet de créer de ntmsveiéquences de genes pour les
chromosomes enfants a partir d’'une base de coafigar des séquences héritées des
chromosomes parents.

Il existe plusieurs opérateurs de croisement gpeddent essentiellement du type du codage
et de la nature du probléme a traiter. Pour le gedainaire, nous distinguons plusieurs

opérateurs de croisement tels que le croisementpdint, le croisement multipoints [15].

A. Croisement en un point :

Pour chaque couple, on choisit au hasard umtpdé croisement (figure lil.1). Le
croisement s'effectue directement au niveau binatenon au niveau des genes. Un
croisement peut étre coupé au milieu d'un gene.

Site de croisement Site defrmsement

10001101

Parens I:> Enfant:

1212Q0Q0pPppPC( 1 O 01111

Figure I11.1. Représentation schématique du croisement en it po

B. Croisement en deux points :
On choisi au hasard deux points de croisenmrisessifs. Cet opérateur est généralement

considéré comme plus efficace que le précéed@it

Site de croisement

Parens |:> Enfant:

Figure Il 1.2. Représentation schématique du croisement en dentsp
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C. Croisement uniforme :

Il opére a l'aide d’un masque qui représeete tirages aléatoires, pour décider de la
transmission de la valeur de l'allele a I'un owtie@ des descendants. Si, a la méme position
gue l'allele, la valeur du masque est égale aallgle du parent 1 passe a celui de I'enfant 1 et

l'alléle du parent 2 passe a I'enfant 2. Sinonstlénverse qui se produit (Tableau I11.[93].

Parent1| 1| O| O| O 1| 1 1 1 1 (¢
Parent2| 14 1, 1 1 0 O D 0O |0 1

Masque |1]| 0| 0| 1] 1) 1] O 0@ 1 Q
Enfant1| 1| 1| 1 11 1|{0|0|1
Enfant2{1| 0| 0{12|0|0|1|1|0|0O0

o
=

Tableau Ill.1. Exemple de croisement uniforme.
2.1.6. Mutation :

La mutation est un changement aléatoirensaehe certaine regle probabiliste qui doit
faire sur les génotypes, avec une faible probathilit(fixée par I'utilisateur) de la valeur d’'un
ou plusieurs alléles d’'un chromosome. En génémamuitation ne permet pas I'obtention de
meilleures solutions, mais elle permet de garderdiversité dans I'évolution des individus et
d’éviter les optimums locaux, et se protege conire perte irrécouvrable dans les
caractéristiques des individus.

La mutation classique consiste a transformer danshromosome binaire un 1 en un 0 ou le
contraire. (Figure 111.3) [15].
Geéne a muter

|

Chromosome initiale | 1| 1[{0| C| O| O O] (

Chromosome mutant| 1| 1|0| 0] 1| O] 0] (

Figure I11.3. Représentation schématique de la mutation.

La probabilitéP,, de mutation selon Fonseca est calculée commerguiva

P =1-0' (I11-3)

| : est le longueur du chromosome.

O : est la pression sélective, ou sa valeur recordémest: 1,8 [7].
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Cependant, il existe plusieurs opérateurs de noutati

* Transposition de deux alleles consécutifsCette mutation consiste a choisir deux alléles
consécutifs au hasard et d’échanger leurs valespectives.

» Transposition de deux alléles quelconquesCette mutation consiste a choisir deux
alleles au hasard et d’échanger leurs valeurs cégps

* Inversion d'alléles : Cette mutation consiste a choisir deux allélebasard et d’'inverser

I'ordre des alleles contenus dans la zone sélaati®fl5].

3. Fonctionnement d’un Algorithme Génétique :

Un Algorithme GénétiqudAG) est un processus itératif de recherche eafme dont les
étapes sont les suivantes :
1. Initialisation de la population initiakg, (population de génération 0).
2. Evaluation des chromosomes de la populd®jon
3. Sélection des meilleurs chromosomedPdqui vont constituer les « procréateurs » de la
génératiorP;, ;.
4. Croisement deux-a-deux des chromosomes sélaégBomour générer de nouveaux
individus, les « descendants ».
5. Mutation opérée aléatoirement sur un chromoseégelement choisi au hasard pour
apporter de la diversité dans le patrimoine génétite la population.
6. Remplacement et génération de la nouvelle ptpaolB;. ;.
7. Répéter le processus a partir de 2 tant quetésecd’arrét n’est pas satisfait (i.e.

génératiorN terminale non atteinte, solution optimale non we1..)[24].
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( Début )

A 4

Création de la Population
Initiale Py

'

Evaluation

A

\ 4
Sélection

A 4
Mutation Nouvelle Populatior;+1

A

A 4
Croisement

Non

Critere d’'arrét

Figure 11l .4. Schéma de principe d’'un Algorithme Génétique.

4. Les paramétres de I'AG :
Les opérateurs de I'AG sont guidés par un semambre de parametres généralement
fixés a I'avance et dont dépend tres fortement laonne » convergence de I'algorithme.

Présentons brievement les principaux parametrés@e

> La taille de la population et la longueur du coddgechaque individu. Il est conseillé de
prendre comme taille de la population la valeuregpondant a la longueur du codage des
individus. En effet, si cette taille est trés gmantiévaluation de tous les individus de la
population peut s’avérer trop longue. Par contrells est trés petite, I'algorithme peut
converger trop rapidemefs].

> La probabilité de croisemeRt dépend de la forme de la fonction d’évaluatiom Slooix

est généralement expérimental et sa valeur essddgent prise entre 0.5 et 0.9. Plus elle
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est élevée, plus la population subit des changemmemortants. Ainsi, la convergence est
trés rapide si le taux de croisement est prochke de

» La probabilité de mutatioRy, : le taux de mutation est généralement faibleistgue d’'un
taux élevé étant de modifier les meilleurs indiwdi ainsi, de s’éloigner de 'optimalité
[26].

5. Algorithmes Génétiques MultiObjectifs (MOGA) :

En 1993 Fonseca et Fleming ont proposé unbadétdans laquelle chaque individu de la
population est rangé en fonction du nombre d'intdisi qui le dominent. Ensuite, ils ont
utilisé une fonction de notation permettant de greren compte le rang de l'individu et le
nombre d'individus ayant le méme rang.

Soit un individux; a la génératioty dominé papi(t) individus. Le rang de cet individu est :

Rang & , 1) = 1 +pi(t) I1-4)

Tous les individus non dominés sont de rang 1.
Dans l'exemple ci-dessous, les points 1,3 et Hnedominés par aucun autre. Alors que le
point 2 est dominé par le point 1, et que le pdiest dominé par les points 3 et 5.

-4
H
N

1
1
1
1
1
|
|

-

D

e ccececececede-

___ﬂ______
1
|
1
R T,
|
1
1
1
|
1
----®
ol

»F,

Figure Ill. 5. Exemple de dominan
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Dans cet exemple, le tableau de dominance eshlargu

Point Dominé par| Rang

aucun
1

3eth

1
2
aucun 1
3
1

gl | W N

aucun

Tableau I1l.2 : Tableau de dominance

Fonseca et Fleming (1993) calculent la fithesshdeae individu de la facon suivante :

a) Calcul du rang de chaque individu.

b) Affectation de la fitness de chaque individu gpplication d'une fonction de changement
d'échelle (On parle aussi de fonction de scalisgy.)a valeur de son rang. Cette fonction est
en général linéaire. Suivant le probléme, d'auiess de fonction pourront étre envisages
afin d'augmenter ou de diminuer l'importance desleues rangs ou d'atténuer la largeur de
I'espace entre les individus de plus fort rangeeplds bas rang.

Discussion :

L'utilisation de la sélection par rang a tendancépartir la population autour d'un méme
optimum. Or cela n'est pas satisfaisant pour urddéc car cette méthode ne lui proposera
gu'une seule solution. Pour éviter cette dérivealgeurs utilisent une fonction de sharing.

lls espérent ainsi répartir la population sur kenble de la frontiere de Pareto.

Le sharing utilisé dans cette méthode agit supdles des objectifs. Cela suppose que deux
actions qui ont le méme résultat dans I'espaceodgstifs ne pourront pas étre présentes
dans la population. Cette méthode obtient des isolut de bonne qualité et son
implémentation est facile. Mais les performanced sépendantes de la valeur du parameétre

dshareUtilisé dans le sharing [17].

L’adaptation des algorithmes génétiques a I'optatis multi-objectifs se fait principalement
au niveau de I'étape d’évaluation de I'efficacitére solution qui est alors divisée en deux
étapes :

» évaluation de l'efficacité de la solution en terndesconvergence.

» évaluation de I'efficacité de la solution en terrdesdiversification.
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Le schéma de I'algorithme génétique avec ajoutedephases est représenté dans la (figure
l11.6). L'étape 2a correspond au calcule de I'éffitté par rapport a la convergence et I'étape
2b correspond au calcule de la diversité de latisol. Les principaux mécanismes employés
pour ces taches sont présentés dans les soumsegtiosuivent. Il est a noter que selon les
mécanismes employés il est possible d’obtenir deftigacités différentes pour une méme
solution un pour la convergence et l'autre pouddéaersification.il est alors nécessaire de
prendre en compte ce fait dans la phase de séleldisqu’il s’agit de comparer deux

solutions .un autre mécanismes, I'élitisme esterEsdans cette partie.

Boucle

o=@~~~

Figure 111.6 Etapes d'un algorithme génétique multiobjectif

Les étapes de I'algorithme génétique multi-objectibnt les méme que celles de la (figure
[11.6). L'étape scindée en deux sous étapes la igrenf2a) correspond a I'évaluation de la
gualité de la solution en termes de la convergente seconde (2b) correspond a I'évaluation
de la qualité de la solution en termes de la ditéers

1. initialisation de la population.

. Sélection.

. croisement.

. mutation.

o O b~ W

. remplacemenR7].

5.1. Sélection multicritére:

Le probléme posé consiste a sélectionnenldigidus mais en tenant compte de plusieurs
critéeres au lieu d’'un seul. On considéere que lartepie de base consistant a réunir tous les
critéeres sous la forme d’'une somme pondérée nendépas correctement a ce probleme. Il
faut donc adapter les opérateurs de sélection.gderaiére méthode consiste a sélectionner
tour a tour les individus sur chacun des critékdsis il est encore plus efficace d'utiliser la
notion de Pareto-optimalité. Cette notion de paogtimalité permet d’établir une relation de
dominance entre les individus portant sur plusietniteres. ou seuls deux individus se
confrontent, I'individu finalement sélectionné seedui qui domine l'autre au sens de pareto.

L’ordre induit par I'optimalité selon Pareto étgpartiel, il arrive qu’il soit impossible de
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décider si un individu domine l'autre. Dans ce dasut utiliser des techniques plus avancées
On peut choisir par exemple de ne sélectionnetegimdividus non dominés. Cependant, s'il
est nécessaire de fixer un ordre sur les individlass plusieurs approches sont possibles. Par
exemple, on peut utiliser une dominance de rang laowelle on prend en compte le nombre
d’individus dominant un individu. D’autres approshatilisent la profondeur de dominance,
dans ce cas la population est divisée en plusieninss, chacun correspondant a I'ensemble
des individus n’étant dominé par aucun autre. Eunfi@ autre technique consiste a utiliser le
nombre d’individus dominés par un certain indivitdas individus non dominés peuvent alors

étre ordonnés entre e(28].

5.2. Assignation de l'efficacité :

L'idée de calcule I'efficacité d’un individwneutilisant la dominance Pareto a été introduite
par Goldberg. En général on parle alors du rangjim#ividu. Plusieurs approches ont été
proposées pour assigner un rang aux différenfesi@ts. La premiere technique consiste a
attribuer a chaque solution un rang de dominanceagtespond au nombre de solutions dans
la population qui domine lindividu. Le rang d'umdividu est alors égal au nombre
d’individus de la population qui le domine plus @ette technique est notamment employée
par I'algorithme de Fonseca et Flemming.

Une autre possibilité est d'attribuer une proforrdda dominance. Il s’agit de diviser la
population en plusieurs fronts et le rang d’unausoh correspond a la profondeur du front
auquel elle appartient. Le rang d’un individu esdtalé par I'algorithme. Les individus qui ne
sont dominés que par des solutionsEjerecoivent le rang 2 et forme par I'ensentbje De

maniere générale un individu ne recoit le rang & gl est dominé par des individus de la

population appartenant a 'ensemdg 0 E, [J...0 E, , .cette est notamment utilisée dans

I'algorithme NSGA II.

Une derniére possibilité, le compte de dominangesiste & compter le nombre de solutions
gu’un individu domine cette mesure ne donne pasdewsuite une information sur I'efficacité
de la solution et doit étre utilisée, a l'instar ce qui est fait dans SPEA et SPAE 2, en
conjonction avec une autre technique.

Les différentes techniques sont illustrées danfiglare 111.7, leur intérét par rapport a des
méthodes scalaires ou autres est qu'elles permett@valuer I'efficacité d’'une solution par
rapport a tout 'ensemble de la population et de&he sont pas affectées par la forme ou la

continuité de la frontiere Pareftd7].
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5.3. Préservation de la diversité :
Les méthodes présentées précédemment tendent dséavia convergence vers le front
Pareto optimale en avantageant les individus gnif peu ou pas dominés. Cependant ces

meéthodes ne sont pas capables de garantir quedd@pmation obtenue sera de bonne qualité

Alfl Alfl
.................. o4 93
""" +»l 2 ! -9l 2 !
----------- AR R [ AR T
------ et bt L
----- e N S O SO
! | o | > F, ! | o : »F,
Rang de dominance Profondeur de dominance
i
.................. o0
""" »l 1
----------- Pl g O
------ g3
----- .
: ! : [N} ! =F2

Compte de dominance

Figure II.7. Assignation de I'efficacité d’un point de vue dieminance

En termes de diversification. Ainsi les algorithmggnétique incorporent des méthodes qui
évaluent la diversité d’'une solution par rappork autres solutions de la population les
différentes approches prennent en compte une nddomisinage qu'il est possible de définir
de trois maniéres differentes comme suggéré pdieZiet al, les trois catégories sont basées
sur celles utilisées en estimation de densitéssigtie.

Les méthodes a noyau définissent le voisinage daahgtioni par rapport a une fonctidd

qui prend en parametre la distameentrei et les autres poingssont calculées et la somme

desK(d;) effectuée cette somme représente la densité radéolindividu i le fithess sharing
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utilisé notamment dans MOGA, NSGA et NPGA est ceement la technique la plus
populaire dans les algorithmes évolutionnaire.

Les techniques de voisin le plus proche calculemligtance entre un point donné et kGHe
voisin le plus proche pour estimer la densité damsvoisinage. Cette technique a notamment
éteé utilisée dans SPEA 2

k . b
k
k
.
Noyau Voisin le plus proche
L L
L
.

Histogramme

Figure 111.8 lllustration des techniques de la préservationadiversité.

Une troisieme catégorie utilise les histogrammassccette technique, I'espace est divisé en
voisinage par une hypergrille. La densité autound’solution est estimée par le nombre de
solutions se trouvant dans la méme case de la.gGktte technique a été employée dans
PAES.

Les différentes approches sont illustrées dangylad 111.8, pour toutes ces méthodes il est
nécessaire de définir une métriqgue qui peut étiulée sur le génotype et/ou le phénotype

dans I'espace décisionnel et/ou dans I'espacelgestds[27].

5.4. Elitisme :

La stratégie élitiste consiste a conservemédlleur individu a chaque génération. Ainsi
I'élitisme empéche lindividu le plus performant disparaitre au cours de la sélection ou que
ses bonnes combinaisons soient affectées par kErateprs de croisement et de mutation.
Aprés chaque évaluation de la performance des ithdiva une génération donnée, le
meilleur individu de la génération précédertel] est réintroduit dans la population si aucun
des individus de la génératiom’est meilleur que lui. Par cette approche, lagremnce du
meilleur individu de la population courante est wiome de génération en génération. I

apparait que I'élitisme améliore considérablemestderformances de I'algorithme génétique
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pour certaines classes de problemes, mais peutldgsader pour d'autres classes, en
augmentant le taux de convergences prématurées.

L’algorithme génétique multiobjectfMOGA) a été appliqué avec succes aux problémes de
contréle des systemes, par exemple : contr6leun ditsteme MIMO et 'optimisation des
parametres, contrble des systémes par la comntinde

MOGA est un algorithme évolutionnaire emploie lpgmteurs suivantes :

* le rang de Pareto optimal.
* Fitness Sharing.
» restriction d'accouplement (Mating Restriction).

» sélection, croisement et mutation.

La philosophie de MOGA est de développer une padiomales solutions Pareto optimales ou
proches de Pareto optimales dans tout le procel&sptsmisation [7].
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( Débu )
!

v
Initialisation de population

v

Population initialePq

Critere d’'arrét <

Fin |«
Non
Evaluation Multiobjectif
Rang de Pareto optimal
Assignation| noyau de la densité d’estimatiqr
de fitness , i
gen=gen+1
g Fitness Sharing A

o g Sélection

= \
share mate \
\
\
AY
v

Y Restriction d’accouplement

:

Croisement

\ 4
Mutation

Figure Il .9 Algorithme Geénétique Multiobjectifs

Dans MOGA, la population initiale est choisie abdéi@ment dans une marge définie et alors
décodée (en cas de chromosome non réel). Et paiséehacun individu de population
initiale par un ensemble de valeurs de fonctioredtid} Alors la séquence des opérateurs

génetiques est appliquée, ayant un résultat pogeiteration suivante, Noté que la tache
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d’assigner fitness est un processus plus raffinénportante (voir la région ombreuse sur le
Figure I11.9).

5.5. Rang de Pareto optimal

En absence d'information concernant l'impa¢ades objectifs, la dominance de Pareto
est la seule méthode de déterminer I'évaluatiopatormance. Donc tous les individus Non
dominés sont considéré les meilleurs individusiesiasont assignés la méme fitness, par
exemple zéro. Cependant, la détermination d'ureuvale fithess pour les individus dominés
est une question plus subijective.
Les individus sont rangés, en un vecteur but effaiinla préférence (but, priorité). La
considération du but et de la priorité sélectivel@ixdes objectifs selon leurs priorités et s'ils
atteignent aux leurs buts, l'information de priorét de but peuvent étre souvent extraite
directement & partir de la description de problebs. priorités sont des valeurs de nombre
entier qui déterminent auxquels ordre d'objectifsivent étre optimisés, selon leur
importance. Fréequemment dans le contréle des sgstela stabilité en boucle fermé a la
priorité la plus élevée et il est d'abord minimiksr valeurs de buts indiquent le niveau désiré
de performance dans chaque dimension d’'objectifvéeteur de but trace la région de
I'échange ou MOGA concentre son effort de calcUlee fois le rang est tri€, cet opérateur
géneétique assignera la fitness aux individus paetpolation du meilleur au plus mauvais,
selon une régle exponentielle. Alors une valeurpgnde fithness est dérivée pour chaque

groupe d'individus avec le méme colt, en utilisamhoyenne.

5.6. Fitness Sharing et noyau de la densité d’estation

Bien que la population puisse rechercher poteatigint a beaucoup d'optimums locaux, une
population finie tendra a évoluer vers une petfgian de l'espace de recherche méme s'ils
existent d'autres optimums équivalents. Ce phéneménhconnu par la migration génétique.
Un remede pour ce probléme a proposé par fonsddarmatng (1995) avec [Eitness Sharing

C'est une technique comportant I'estimation desfesitié de population, aux points définis par

chacun individu. Une taille de nicha

<are @PPropriée a été développée par Fonseca et
Fleming en employant une méthode semblable paimason de densité connue sous le nom
de noyau d'Epanechnikov, est employée pour pénalies individus selon la proximité

d'autres individus [7].
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5.7. Technigue de niche

Cette technique permet I'exploration de régiondiriges qui constituent des optimums
locaux. En pratique, la détection de solutionsédéhtes donne a I'ingénieur la possibilité
d’'un choix final pas seulement a partir des obfjgegbrédéfinis, mais aussi par exemple a
partir de la facilité de construction de I'une aulthutre solution. Nous proposons de calculer
des indices de niche, ou de ressemblance, dandolaaines des objectifs @) et des
parametres (par), de facon a prendre en compte les deux domaes.indices sont les
distances entre individus pris dans l'ordre desewa de chaque objectif. L'opérateur
géneétique de sélection ira travailler avec cescegliet pas avec les évaluations du probleme.
Le but est de détecter des niches distinctes (Hesigace de parameétres), c’'est-a-dire de
détecter des optimums locaux et/ou globaux danmzaisiéme multimodal.

Le processus est constitué de deux étapes. Premeetepour chaque objectf on met la
population en ordre croissant (ou décroissantnsédlabjectif analysé (il faut sauvegarder un
vecteur qui indique 'ordre initial) et on calcués distances entre les individus dans les deux
espaces, Njx et Noar, par rapport a l'ordre établi. La deuxieme étapesiste a joindre des

deux indices de ressemblance par une fonctioragefert [4].

5.8. La restriction d’accouplement

Cette issue de restriction est de garder la divessir le long de la surface du compromis,

Ceci evite une combinaison arbitraire des pairededtors d'une distance donne ag, . cela

qui pourrait conduire a la formation d'un grand boende génération incapable. La distance

est généralemenu, .. =0

share

En outre, la diversité de population est encowragé

mate
appliguant un opérateur de mutation a un nombteeiesd'individus existants.
L'approximation de Pareto optimal est particulieeaindifficile parce qu’il est inconnu. La
maniere traditionnelle est d'expérimenter et déottleemployant la connaissance a priori ou
en rivalisant avec les résultats d'autres méthsdés front de Pareto disponible s'améliore
vers Pareto optimal. Généralement doit étre prateehtion en employant des algorithmes
évolutionnaires. Méme si un bon choix des paramme&® trouvé pour une application
particuliere ; cet ensemble sera sous-optimal peaucoup d'autres problemes. La réalisation

du choix faux des parametres peut produire excesgnt des mauvaises résultats [7]
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6. Conclusion
Les algorithmes génétiquésG’s) semblent étre une solution intéressante pésoudre le
probléme d’optimisation multiobjectifs. Ce chapitr®ntre les principes et l'intérét des AG’s

a la recherche du Pareto optimale pour un probEoimisation multiobjectifs.
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Contrile multi-objectifs H,/H en utilisant

[approche LMI

1. Introduction :

Depuis la fin des années 80, les théories dgrthéseH, et de la synthéesd,, sont bien
établies. Ce sont principalement les applicatiansaltype de synthése dans I'espace d’'état a
des cas pratiques de plus en plus complexes qargedéveloppées ces derniéres années. La
confrontation de ces théories tres élégantes nmaigaetie fermées a conduit a faire deux
constats complémentaires. D’'une part, il est bmma depuis les travaux présentés, que le
régulateur LQG peut présenter des marges de rdsestevis-a-vis d’incertitudes
paramétriques, dramatiquement et arbitrairemerle®mi D’autre part, les nombreuses
applications récentes des compensatelyrs des problémes pratiques ont également montré
gu’il est relativement difficile d’obtenir avec ¢tgpe de correcteurs un niveau satisfaisant de
performances mesurées par exemple par la nét€ela provient en partie du fait que la
syntheseH,, est essentiellement fondée sur I'analyse de lBeance dans le pire des cas
alors que la normél, refléte une performance moyenne. Face a ces dewstats, 'idée
d’associer ces deux types de performance est dopar@e relativement naturelle d’autant
gue les approches; etH,, partagent le méme formalisme fondé sur le probletandard.

Pour cette raison, nous avons choisi de focalieerattention sur le probleme mixte/H,,

qui est également un probléme trés largement auvert

2. Théoriede la synthéseH,, :

La synthésel,, a été initiée par Zames au debut des années &Velobgpée, en particulier
par Doyle, Glover, Khargonekar et Francis. Elle dstenue ces dernieres années une des
méthodes phares de la « commande robuste ». Ldeprelt.,, consiste a concevoir une
commande assurant la stabilité asymptotique duésystbouclé avec un certain taux
d'atténuation de l'influence des entrées exogamekes sorties du systeme. Ces entrées sont

BN

constituées des signaux de consignes et éventwltendes perturbations liees a
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I'environnement du systéme. La synthésefournit une commande robuste vis-a-vis de ces

perturbations et les incertitudes.

Définition (NormeH,,) : on appelle norméi,, du transferfl(s) entrew; et z; le réel positif

définit par :
. _ llzyll2 )
TGl = suPuyzo (212) (IV-1)
On peut écrire aussi:
ITGw)llo = sup 6 (T(Gw)) (IV-2)

Oua représente la valeur singuliere maximale [29].

La normeH., représente la valeur maximale du rapport entreefgie du signal de sortie et
I'énergie du signal d’entrée. Il est clair que laimmisation de cette norme est nécessaire pour

optimiser le rejet de perturbations et le suivcdasignes.
3. ProblemeH., standard :

Sous sa forme la plus simple, le probléreest un probleme de réjection de perturbation. I
consiste a minimiser I'effet d’'une perturbatmrsur le comportement du systéme. Le signal
est supposé d’énergie finie et sa taille est mesemésormed,. Son effet sur le systéme est
mesuré par la normk d’'un vecteur (colt). Enfin, on peut agir sur letéyge par une
commandeu et on dispose d'une observatign Il s’agit donc de synthétiser une loi de

commandei = K(s).y qui minimise I'impact dev surz. On mesurera cet impact par le rapport

llzll2

i, La stabilité interne du systeme bouclé devra bierétre assurée.
2

Ce probleme standard est représenté schématiqueardatfigure IV-1.

W— Py [—*?

K

Figure. IV -1. ProblémeH,, standard.
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Dans cette figur®(s) représente le modele augmentékKé&t) le correcteur. Le systenés)
est formé des quatre transferts multivariablestaxisentre les entréas (commande du
systeme) etv (entrées exogeénes: consignes, perturbatiores,.les sortiey (mesures) et z

(sorties régulées, ou grandeurs a surveiller) :

Z(S) _ W(S) _ P11(5) P12(5) W(S)
Y(S)] _P(S)'[U(S) N [P21(s) Pzz(g)]' U(S)] (IV-3)

Cette représentation permet de calculer, avecutds approprié€s, le correctedrde maniére
a optimiser, selon un critere donné, la fonctiortrdasfertT,(S) entre les entrées exogenes
w(t) et les sorties régulée). Par ailleurs, pour une loi de commande K.y connue,T(S)

peut se calculer de la fagon suivante :

Tow(s) = F(P,K) = Py1(s) + P12(8). K(s)(SI — P12 (S)K($)) ™' Pp1(s)  (IV-4)
Ou:K = Dy + Cx(sI — Ag) By
Une réalisation dg&, (P, K) est donnée par:

F,(P,K) = Dgr + Cgr(sI — Agr)™ "B (IV-5)

La stabilité interne de la boucle fermée est édenta a la stabilité defgr, c’est-a-dire a
R(2;(Apr)) < 0 Cette expression, généralement ndi¢€P, K), est appelée Transformation
Fractionnaire Linéaire inférieure (LFT). Rappel@msoutre, qué,x(s) = G(s), ou G(s) est la
fonction de transfert du systeme.

AP

En observant que le rapp g
2

est dans le pire des cas donné par:

SUPzo 2 = ||Fy(P, K) ., (IV-6)

lIwll2

Le probléme décrit ci-dessus peut se formuler nmagttiguement comme suit:

3.1. ProblémeH., Optimal: minimiser||F;(P, K)||., sur 'ensemble des compensateki(s)

qui stabilisent le systeme de maniére interne.

Le minimum est notg.,: appelé gain (ou atténuation) ctéptimal”. Le probléme sous-

optimal associé joue également un réle important:

3.2. ProblémeH,, Sous-Optimal:étant donné > 0, trouver un compensatedfs) qui

stabilise le systeme de maniére interne et assuge BF; (P, K)|l, < y [19]
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Cette performance garantit que le ghirdu transfertw; — z; est inférieur ay d’'une part
d’autre part que la stabilité asymptotique estgmé=e quelque soit une perturbation bornée,
et en fin que la valeur singuliéere maximale de laricea de transfert pour le couple de

sorties/entrész{/w;) est inférieure & pour toutes les fréquences [30].

4. Résolution du ProblémeH., :

Une réalisation minimale du systees), est associée a la description interne suivaouie

la représentation d’état étant le vecteur d’état &, = 0) :

X(t) = AX(t) + B,w(t) + B,u(t)
P(s) : 1 z(t) = C,x(t) + D, ;w(t) + Dy,u(t) (IV-7)
y(t) = C,x(t) + D,yw(t)

SoitK(s) un contréleur dynamique LTI défini par :

- {x (1) = A (0 + By()

(IV-8)
u(t) = Cy X (t) + D, Y(t)

Avec P(s) etK(s) définis ci dessus, la boucle fermgg(s) admet la réalisation :

| X (€) = Ay X (1) + By w(t)
Tl {Z(t) = Cy Xy (1) + Dyw(t) (V-9)

X

On supposera que,, € RP1*™Mz2; D, € RP2*™M1,

Avec :my > p, etp; > mp. Enfinn désignera la taille d&, ('ordre du systeme(s)).
La solution par variable d’état n’est applicable gous les hypotheses suivantes :

Hypotheses 1.:

(A1) (A By, C)) est stabilisable et détectable. Cette conditsimécessaire et suffisante pour

'existence d’'un compensateur qui stabilise leé&y& de maniére interne.
(A2) Les matrice®;, etD,1 sont de plein rang.

jwl — A —Bz)_ (ij—A —Bl>
(A3) rang( C D, =n+m, et rang ¢, D,,
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Pour tout :w € R Autrement dit,P1(s) et P,1(s) n'ont pas de zéro sur I'axe imaginaire. Ces
deux derniéres hypotheses sont appelées hypotdésesgularité. Dans un premier temps,

nous ferons en plus les hypothéses simplificatsoasantes dites de “normalisation”:
(A4) normalisation: DT, (D;, ,C;) = (I,0) et D,;(DI,,BT) = (1,0)
(A5) Dy, =0etD;3=0 [23]

5. Techniques LMI pour la syntheseH,, :

En dehors de I'approche fondée sur les équatfgebriques de Riccati et des techniques
utilisant des représentations en transfert, iltexime approche plus récente pour la résolution
du problémeH... Il s’agit des techniques LMI (Linear Matrix Inegjities). Ces dernieres
utilisent une formulation du probleme en termeséljalités matricielles linéaires en les
variables X et Y. Du fait de la linéarité, I'ensemlainsi décrit est convexe et il résulte de
cette propriété que I'on peut aisément et avecgnarde efficacité calculatoire extraire une
solution particuliere [30].

Dans le cadrél., les techniques LMI utilisent le lemme fondamestal/ant.

Lemme : La solution du problémid., est alors fondée sur I'utilisation du Lemme Réming.

T, (s) est stable de maniere interne[[€f,(s)| <y si et seulement si il existe une matrice

symétriqueP > Otelle que:

AJP+PA, PB, Cj
BIP - D] |<0 (IV-10)
C Dcl - J’{

cl

P : représente la matrice de Lyapunov définie pasit8O0].
Les matrices inconnues de I'inégalité (IV-9) sBret A¢, Bk, Ck etDk. Par conséquent
(IV-10) n’est pas une LMI, c’est une inégalité naglle bilinéaire BMI enP et A, Bk, Ck et

Dk. Ce sont des inégalités difficiles a résoudre.rRBeuwramener a un ensemble de LMI, nous
effectuons un changement de variable linéarisdijt [3

La matriceP peut étre obtenue en effectuant une décomposiidmon déduit deux matrices

non singuliere®!, N € R™*™ de rang plein vérifiant
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MNT = — XY. En partitionnanP etP™* comme suit :

X M

p=[t. D] pr=[] V] ou:ixes,ves,.

S, : sous-espace vectoriel des matrices symétrigaielngensiom [29].

Théoréme 1 : Il existe un compensateuf(s) solution du problemdl, sub-optimal de

performancey, si et seulement si il existe des matrices syopéds X et Y solution du

probleme LMI :
Iy OT'XA+ATX XB, CT] N 0
T Bix -y on|[Tr <o (IV-11)
¢y D1 —vij
'YAT + AY YCT B, ]
Ny 017 S V|
[oy 1] .Y -yl Dy [ ) 1]<0 (IV-12)
B1T D1T1 —yI]
X 1
[ ; Y] >0 (IV-13)

Ou Ny et Ny sont des bases des noyaux des matricepi] et [ B Di,].

Le systéme de LMI ci-dessus peut étre aisémenhr@so des algorithmes de programmation
(convexe) semi-définie. Lorsqu’on dispose d’'une tsmtudes contraintes LMI  (IV-11), (IV-

12) le compensateur associé est directement op@ndes relations algébriques de Théoreme

(2).
Théoréme 2 :Supposons (Al1)-(A5) et sojt> yop. Alors le compensateur

K, = C.(sI — A.)"B, (IV-14)

Avec :

Ay =A+ (y2BBT — B,BD)X — (I —y~2vyX)"'vrclc, (IV-15)
By =(U—-vy2yxX)"vclI, Cx=-BIx

Stabilise le systeme de maniere interne et satisfai

IF(P, K)o < ¥ (V16

Cette solution particuliere du problerde sous-optimal est appelée compensateur central.
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On notera que le compensateur central est strictepnepre et d’ordre égal a celui du

systémeP(s), et I'optimum est caractérisé gaiX Y) = y5p;

p . désigne le module de la plus grande valeur propre

Ces formules deviennent singuliéres au voisinage.fd€—y ~2YX n'est plus inversible a
'optimum). Cependant, on montre gle tend alors vers un compensateur d’ordre réduit, la
chute d'ordre étant égale a la chute de rang-dg, 7 YX). Cette réduction d’ordre provient

de la simplification de p6le(s) a l'infini.

Pour conclure cette section, notons que lorggueto, le compensateur central tend vers le
compensateur de parametres:
Ay = A+ B,BIXx —-vClc, (IV-17)
By =YCI, Cx=-Blx
Ou X etY sont les solutions stabilisantes des équatioriazati[30]
ATX + XA+ XB,BIX +clc, =0 (IV-18)
AY + YAT +YCIC,Y + ByBT =0 (IV-19)
Le but est celui de trouver des matriées Bk, Cx et Dk telles que la norméT, ()|, de la

boucle fermée soit la plus petite possible :
Yo = Min y (IV-20)

tel que [T, ()], <¥

Donc (IV-10) peut étre remplacée par les LMIs @V}, (IV-12) les nouvelles inconnues

matricielles sontA, é,é, 15, XeyY

M, * * *
My, My, * *
<0 IV-21
M3, Mg, -yl * ( )
My, My, M,y 141
X I
I Y] >0

On trouve la matrice (*) par le symétrique tran€pos
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__________________________________________________________________________________________________________________________|

(M;; = AX + XAT + B,C + (B,0)T
My, = A+ (A+ B,DC,)T
M,, = ATY + YA + BC, + (BC,)T
M3, = (By + B,DD,;)"
Ms, = (YBy + BDy,)"
M, = C;X + D;,C
M,, = C; + D;,DC,

\ My3 = D11 + D12§D21

(IV-22)

Commey entre linéairement dans (IV-21) et (IV-22) il pétite directement minimisé par

une optimisation LMI pour chercher la plus petiteme H  atteignable.

Une fois les matrices& é,é,lﬁ,XetY obtenues, la procédure de construction du contrdleu

consiste a trouver des matrices non singulidviest N satisfaisantMN” =1 — XY (une
décomposition orthogonale triangulaire QR peut éittdisée), et ensuite a calculer le

contrbleur paf32].

{DK - D
4 Cx = (C + D C,XH) (M~ DT
K(s): L i(B
By = N"Y(B —YB,Dg)
Ag = N"Y(A = NByC,X — YB,CxMT — Y(A + ByD C)X)(M™H)T

(IV-23)

Remarque. La méthodologie de synthése d'un régulateurgfoposée ci-dessus n'est pas la
seule, ce probleme peut étre résolu avec un ausen®le de LMI en passant par des

compléments orthogonaux de certaines matrices

6. Probleme de performanceH; :

Historiquement, l'utilisation de la nornid,, est apparue dans les années 1960 avec la
théorie de la commande Linéaire Quadratique GaussiLQG). La norme Hd'un transfert
w, — Z, est une mesure précise de la puissance du signsbriiez, pour un bruit blanc
unitaire en entrée. Il s’agit d’'un critere qui mesuda performance d’atténuation de la

puissance des perturbations.

Définition (Norme Hy) : on appelle normel, du transferG entrew etz le réel positif définir

par :

2 _ 1 [t i NT _ 1Z()ll2 ]
16 () 113 = 5= [ trace[G(—jw) G (j)ldo = supwaoioa  (IV-24)

La normel|G(s) ||, est finie si et seulement&(s) est strictement propr®(= 0).
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6.1. Calcul de la norme H:

Pour calculer la norme#ti'une fonction de transferiG(s) = C(sI — A)~'B, avecD = 0.
on supposera queX est stable. En remarquant dBgjw) est la transformée de Fourier de :

Ce“'B, I'identité de Parseval donne[21]:

[, BTetTCTC etBdt = — [ 6T (—jw)G (jw) dw (IV-25)

On peut obtenir une expression algébrique préada dormeH,. Pour son calcul on emploie
les grammiens d'observabili¥éet de commandabilité, qui sont solutions des inégalités de

Lyapunov suivantes:

ATX+XA+C"C <0
T T (1V-26)
AY+YA +BB <0
Si le systemé& (s) est strictement propr®(= 0) on écrit:
IG(s) |13 = trace[BT f0+°°eATtCTC e4tdtB| = trace(BTXB) (IV-27)
. to tAT ~T ~ tA
Avec: X = [ e CT Ce*dt
et:
S = trace ® e e t = trace -
G(s) 13 C [ eBBT e4 tdeCT (crc™) IV-28
Avec:Y = [ e4BBT e tdt
Donc[7] :
IG(s) |I5 = trace(BTXB) = trace(CYCT) (IV-29)

Le critere de performance, assure que pour un bruit blanc Gaussienla variance de
réponsez est bornée pay, que pour une entrée scalaivadu type impulsion, I'énergie de la
sortie z est inférieure &, et que pour une sortie scalaire la déviation dstzbornée en

amplitude pay quelque soit une entr@ed’énergie unitairg33].
6.2. Probleme de Synthésd,:

Le but est celui de trouver des matriégs Bk, Cx et Dx du controleuK telles que la norme

H, de la boucle ferm&, (s) estinférieure ay, :

[T (), <7 (IV-30)
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Proposition: Supposons que le systéme LTI de fonction de tranSis)

{X(t) = Ax(t) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Dw(t) (IV-31)

Ce systeme est asymptotiquement stable et strictgpnepre (D = 0), les propositions

suivantes sont équivalentes :
LIGGw)llz <y

2. il existeX = XT > 0 avec :

Trace(BTXB) < v3

ATX+XA+CTC<0

3. il existeY = YT > 0 avec :

Trace(CYCT)

AY + YAT + BBT < 0

4.l existeP, = PI > 0 etZ ol les LMIs suivantes sont faisables :

Trace(Z) < yz

ATP, + P,A P,B
[ 2T+2 2]<0
BTP, —1
T
[PZ C]>O
c Z

5.l existeP, = P} > 0 et Z avec les LMIs suivantes sont faisables :

Trace(Z) < y3 (IV-32)

ATP, + ,A P,CT
CP, —1

P, B]
>0
[BT Z

<o

On peut écrire le probleme de contréleer boucle fermé comme suit [32]

Trace(Z) < y3 (IV-33)
lAIIPz +PRBAg P Bcll
. <0
BTP, =
P, CZI]
>0
Ca Z
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Théoréme 3 :La norme H d’'un systemés, est obtenue par le probleme d’optimisation

suivant [34] :

Min Trace(Z)

ATP, + P,A+ CCT <0
BTP,B < Z

P,>0

Soit la boucle de synthése optimalgddivante :

w —» Modele généralisg_____,

u G

Correcteur

K

Figure IV.2 : La synthése optimaleH

G(s) est donné par la représentation suivante :

A B, B,
G(s)=|Ci 0 Dy (IV-34)
C; Dy O

La synthese optimaleddonsistea déterminer le correcteldrminimisant une norme 4tu

transfert entre les sorties exogénes les entrées exogengs

minKEJC”TZW ”2 (BB)

* y>0etG(s) étant donnés, déterminer un correctetel que ||T,, [|l2 < vy

XK : est'ensemble des compensatdUgabilisant I'interconnexion de maniere interne ou

ensemble des compensateurs admissibles.

Hypotheses 2:
1- (A, By) et (A, By) stabilisables,@;, A) et (C,, A) détectables.

2-DL[C; Dix]=1[0 Iet[BT DLIDI, =[0 I .

3- s0itG etK rationnelles, réelles et propres.
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A—jwl B A—jwl B,
4 [ ] ot [
CZ D21 Cl D12

] sont de rang pleM o

Définissant les deux équations de Riccati algébsiguales :
A’XZ + XzA - XszBéXZ + C{Cl = 0
AYZ + YzA, - YchICZYZ + BlB:,l = 0

Avec :

F,=—-BjX,, L,=-Y,C, et A, =A+B,F,+L,C,

Théoreme 3:L’'unique compensateurjtbptimal est donné par:
A, -L
K} ~[ 2 2] IV-36
w5 o (1V-36)

Ou:
Yy = Mmingesx || Tow ”%

Théoreme 4:Si les hypotheses 2 sont vérifiégs, 0 et G étant données, I'ensemble de tous

les correcteurbl, sous-optimaux i.g|T,,, ||, < y sont données p§B5] :

y —— K, —u

\ 4

Q

Figure IV.3 correcteuH, sous optimal.

KHZ = Ll(Q;Kz); avec : Q € :R:]_[mZsz

Le compensateur +bous optimal est donné par

AAZ _LZ BZ
K,=|F, 0 I, (IV-B7
—C, Ip, O
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6.2.1. Solution du probleme de synthede, par les formulations LMIs:

On trouve le correcteuk(s) qui résous le probleme de synthése par retour de sortie

dynamique, si et seulement si il existe les ma&nﬁcé,é,f),Xethui vérifiet lesLMIs

suivantes pour minimise, :

Trace(Z) <y,

-Mll Mgl
M21 MZZ
_M31 M32
-Nll Nérl
N21 NZZ
_N31 N32

Avec :

(M;; = AX + XAT + B,C + (B,0)T
My, = A+ (A+ B,DC,)T
M,, = ATY + YA + BC, + (BC,)T
Ms; = (B; + B,DDyy)”
Ms, = (YBy + BDyy)"

{ M33 = —1Iyy
N11 = X
Ny =1,
NZZ = Y

_~

N31 = C1X + D12C
N32 = Cl + DIZBCZ
\ N33 = Z

(IV-38)

ML <0

NL| <O

(IV-39)

On trouveK(s) par l'utilisation de formulation (1V-23) [32].

7. Probleme multi-objectifs mixteHo/H,, :

Cette idée a été étudiée a la fin des annéesrBPrenant la forme de la définition du

probleme mixteH,/ H,, dont le schéma standard est représenté par lafigut

Weo ) Zoo
w,———» P —> 2,
u y

K

Figure IV .4. Modele standard du probléerie/H.,
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La matrice de transfeR est usuellement partitionnée suivant les signaemtiée et de sortie.

Poo Pooz Poou
P(s) = |[Paw Po  Pyy (IV-40)
P Py, By

La réalisation du modele d’état généralisé est derpar :

A B, B, B
Co Do O Doy

En définissant les matrices de transfert obtenussme des transformations fractionnaires

linéaires de&K sur la partition adéquate &e

{Tzoowoo(K) = Po + POOuK(I - PyuK)_lpyoo (|V-42)

TZZWZ(K) =P, + P, K(I — PyuK)_lpyz
7.1. Probleme H/H., avec retour de sortie dynamique d’ordre plein :

Etant donné un niveau de performaHceadmissibley, déterminer un retour de sortie
admissible tel que:
inf (K) ”TZZWZ(K)HZ (IV'43)
Sous || T w, (K| <¥

L'objectif est de résoudre un probléme d’optimigatides performances nominales de la
boucle fermée, mesurées par la nothe sous une contrainte de stabilité robuste exprimée
par la normeH,. Le probleme mixteH,/H, permet d'intégrer ainsi I'exigence de

performances optimisées et de robustesse en us@eetteur.

Le systeme bouclé par un tel correcteur s’écritsalo

X = AX + BoyWoo + Baw,
Zoo = Coo X + DouWeo + Do Wy (IvV-44)
Zy = sz + Dsz + DlooWZ

Avec: X =[x xx]Te R?"

Xk . Le vecteur d’état du correctekiy xxe R™

Oou;
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A - A+ BDyC BCK] 3 _[Boo+BDKDyoo] B - Bz+BD1<Dyz]
T | BkC Ag |7 7 BxDyeo 2= BkD,,

Coo = [Coo + Doou_DKC DoouCK], 62 = [CZ + DZ‘LLDKC DZ‘U.CK]
Do = [Doo + DeouuDkDyo], Doz = [Dooz + Doy D Dy |

DZoo = [DZOO + DZUDKDyoo]: Dz = [Dz + DZuDKDyZ]

7.2. Formulation par la théorie de Lyapunov :

La théorie de Lyapunov permet de reformuledteeparamétrer le probleme 7.1 a l'aide de
variables matricielles additionnelles solutions gqiiétions de Riccati et de Lyapunov ou

d’inégalités matricielles.

7.2.1. Formulation par inégalités matricielles:

Etant donné un niveau de performance adimissibley, le probleme mixte est de

déterminer un correctelfr et deux matrices de Lyapund € S;', P, € S solutions de :

Ming p, p,, Trace(P,C; C;) (N6}

AP, + P,A' B,

B, <o

AP, + Py A’ Boy  P.Co
B, —1 0 <0
cLP, 0 —y2I

OU DZ = DZ + DZ'U.DKDyZ = O
La formulation (IV-44) fait clairement apparaitre Icaractéere bilinéaire du probleme

d’optimisation associé au probléme mixte a travessmultiplications entre les variables de

décision définissant le correcteur et les variatdedécision liées a la théorie de Lyapunov.

7.3. Approches par relaxation convexe

Comme nous venons de le voir, les approchagriques directes ne sont pas réellement
bien adaptées a la solution du probléme mixte. &€htamn nombre d’approches fondées sur
des relaxations convexes obtenues par la défind®rproblémes associés permettent de

donner des solutions sous-optimales au problertialini
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La modélisation comprend un signal d’entrée exogemamun et deux sorties exogenes

distinctes. Le compensateur recherché est choisieshent proprel§x = 0) d’ordre fixé

N =n
p Zoo
W ——p
P >
u y
K

Figure IV .5. Problemes bH., & une entrée - deux sorties.

Le modeéle du systeme est le méme que précédemreawa= w., et par conséquent :
Boo = Bz = BOOZr Dyoo = Dyz = Dyooz, Dz = Doo = 0
La réalisation minimale d’état du modéle en bodetenée est :

X = AX + BoyWw
Zoo = CooX + Doow (AB)
ZZ = sz + Dzw
Il est possible dans le cadre le plus général ddeheo(IV-42) de proposer une relaxation
convexe du probléme mixte initial par l'utilisati@monjointe d’'un changement de variables
linéarisant et la relaxation connue sous le nom Hgapunov Shaping Paradigm ». Pour cela,

nous reprenons la formulation du probléme mixteipagalités matricielles.

Les inégalités présentées dans (IV-45) ne sontcpapintement linéaires el, P, et P,
L’idée principale de la relaxation consiste a nehezcher qu’une seule et unique matrice de

Lyapunov attestant de la performartteet de la contrainte H
P,=P,=P (IV-47)

Ce choix introduit un certain degré de pessimismaesmermet par ailleurs de montrer a I'aide
d’'un changement de variables linéarisant que le/@aw probléme ainsi posé est un probleme

d’optimisation LMI. En éfet, en partitionnar® etP™* comme :

SIS

Ou:XeS, YeES, MeR™, NeR™"
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S, : sous-espace vectoriel des matrices symétrigaielngensiom

Le changement de variables inversible est défini par

I{ﬁ = DK
C = CxyM + D CX

] €= G+ D (IV-48)
B = NBy + YBDy

LA = NAxMT + NBxCX + YBCxM + Y (A + BDxC)X

Apres application du changement de variables ligéar et de la relaxation « Lyapunov
shaping paradigm », la relaxation convexe du problénixte est définie par

Minyy z 25p¢ Trace(Z) (\sx
AX + XAT + BC + C"BT * % %
A+ (A+BDCO)T ATY + YA+ BC + (BO)T * * 0
(Bo + B;DD,yo)" (YB, + BD,,)T —yl « | <
CooX + Doy C Co + Doy DC Do + DeoyyDDyoe —yI
AX + XAT + BC + C"BT * %
A+ (A+BDCO)T ATY + YA+ BC+ (BOT =+ |<o0
(B, +BDDy,)" (YB, + BD),)" —I
X * *
I Y x| <0

P

C,X+D,,C C,+D,,DC Z

OU DZ + DZu IijZ = O
X €St Yest,Z e St A e R B € R, C € R™™, D € R™*"

S+ . Cone convexe des matrices symétriques semi défitisitives de dimension

Donc on écrit le contréleu(s) comme suif31]:
DK = B
Cx = (C+ DCX)(M~ DT
By = N"Y(B —YBDyg)
\Ax = N"2(A = NBxCX — YBCxMT — Y(A + BDxC)X)(M™1)T

K(s): (IV-50)
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8. Exemple (Probléme de Benchmark)

Le systeme se compose de deux masses et un @asodes parametres incertains

comme le montre la figure V.6

— X —> X

Kk

Uu——>»

dp—»
HIOERON _O—O__I

Figure 1V.6. Deux masses - ressort avec parametres incertains

Supposantquem; =m, =1, k=1

Le systeme défini par la représentation suivante :

X1 0 0 1 0 x4 0 0
; 0 0 0 1
Xy _ X2 0
io| S| kmy kim0 of|xs| T 1/m, (u+d)+| o |42 (Iv-51)
X4 -k/m, -k/m, 0 0]|xs 0 1/m
X1
X2
y=[0100]f’ (IV-52)
X4

X1, X2 positions des deux masses 1 et 2 respectivement
X3, X4 correspondent les vitesses de masse 1 et 2

u laforce de contréle appliqué sur la masse 1

di, do entrées de perturbation

y la position mesurée de la masse 2
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soit la représentation d’état du systeme précédant
X(t) = Ax+B,u+B,d
(IV-53)
y=C,x+D,u+D,d

0 0
0 0
1/m; O
0 1/my

avec .y, =1,D,=0etDy;=[0 0] , Bg;=

En utilise la correction par retour de sortie avec= Ky
Ou: y=x, et 05<k<2

Le paramétrd et varie entré.5 < k < 2 donck est une incertitude paramétrique

k : paramétre incertain.

Avec d;, d, entrées de perturbation.

La régulation de notre systeme, est un cas pasdratli suivi ou le signal de référence est nul,
c’est-a-dire on I'on désire maintenir la sorfiest les états du systemeBR (X1, X, X3, X4) @

zéro.
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8.1. Solution de probleme Havec LMI :

Pour 1y, = 0.7

U avecd,; U avecd,

Figure IV.7 : les réponses Impulsionelle et la commahidavec LMI
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8. 2. Solution de probleme H avec LMI :
Pour :y, = 0.7

Pour un niveau d’atténuation de perturbations $igéciy,, > 0.7 , on veut synthétiser un
correcteur pour le systeme (IV-51), tel que le &ys global résultant en boucle fernid€é )

soit stable et vérifie {IT (K)o < Yoo

temps (s) temps (s)

U avecd; U avecd,

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
temps (s) temps (s)

Figure IV.8 : les réponses Impulsionelle et la commahideavec LMI

On constate que la synthesg fdurnit une commande robuste vis-a-vis des peatiobs
di, do. De plus, le correcteur K est pris en compte €mitude paramétriqué du modele du
systeme, donc en peut dire que la commangaddure la stabilité en boucle fermé de

systeme étudié et également, il est robuste vis-&es incertitudes et les perturbations.
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8.3. Solution de probleme Havec MOGA :

Population de 200 -500

U avec d; U avecd,

temps (s)

Figure IV.9 : les réponses Impulsionelle et la commahkidavecMOGA
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8.4. Solution de probleme H avec MOGA :

Population de 200 -500

U avec d; U avec d;
T iR
i i i ! ! !
o LA i i N i '
i i i i i i
i | i ! i 1
i i i i i
i | i [ i 1
i i i | i i
-4 | | i -4 ! | i
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
temps (s) temps (s)

Figure IV.10 : les réponses Impulsionelle et la commahideavec MOGA
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|
8.5. Probléme multi-objectifs H/H., :
8.5.1. Solution de probleme KHH,, avec LMI :

Pour:y =y, =y, =0.7

Ho

Figure IV .11 résolution du probléeme,HH,, avec LMI
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__________________________________________________________________________________________________________________________|

8.5.1.1. Les réponses du systéme avec I'approche LM

y avecd,
1 T T
050 e e SUUR
| | |
o xS :
| ; ;
-0.5 ;
0 5 10 15
temps (s)
U avec d; U avec d,
2 2 T
Iﬁl
0 f- III -- -II_./T"H—-—---—- --------- I, 0 'II".'-\'\q.;.-'-""“
| "-v.f“ |
| : ;
s -2 1---------5----------; ----------
-4 ' -4 . .
0 5 10 15 0 5 10 15
temps (s)

temps (s)
Figure V.12 : les réponses Impulsionelle et la commande avec LMI
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8.5.2. Solution de probleme KHH., avec MOGA :

Population de 50-100 et de 200 -500

6 T T T T
. . MOGA pop 200 : 500
- O MOGA pop 50: 10C
5 oo e |
: 0 : :
R B TP PSR
Ly : :
e : :
S
Hy - ; :
B 5 E
P30 AESURNIN T SO SOUNUUOF SOPUURUE SOUUUUE SOUURUUN SOURRUNN SR
. ghm@mﬁ-m«@b@m belc] 0 Q
1 1 1 i 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2.5 3 3.5 4

Figure IV.13: résolution du probleme #H., avec MOGA
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__________________________________________________________________________________________________________________________|

8.5.2.1. Les réponses du systéme avec I'approche K8 :

y avecd; y avecd,
' 1 5 :
A WS ] 0.5 || ......... SOV e
? RN
= : I|I f \_&"" .
' W ! !
. . -0.5 : :
0 5 10 15 0 5 10 15
temps (s) temps (s)
U avec d; U avec d,
2 : : 2 5 :
o W N
| o - m e T T rer— B |
0 |,'| ..... froreee et 0 II|' . /
AN ' :
i I|
2 R T O S S e R PR
1 | II
i )
| | ' : |
4 W -4 ; H
0 5 10 15 0 5 10 15
temps (s) temps (s)

Figure IV.14 : les réponses Impulsionelle et la commande avec MOGA
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8.6. Comparaison entre les résultats de la command#l et MOGA :

6 T T T T
o 0 LMI solutions
O MOGA solution
3 N ) SN E—
O
o0
4 _':'D ...........................................................
O
O
e
T
2 —C' T I T . e
e, : . : : : ;
. f O f . f f
: ; . O & 4 : ; ;
%&m o : D0 oo o 