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Notations.

C le plan complexe.

D = {z € C: |z| < 1} le disque unité ouvert de C.

T ={z¢€C:|z| =1} le cercle unité de C.

du(z) = % la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité T.
LP(T, du) P'espace de Lebesgue usuel.

f(n) le n-iéme coefficient de Fourier de f.

HP(T) ~ H?(D) l'espace de Hardy.

H(DD) Iespace des fonctions analytiques sur D.

H>°(D) I'espace des fonctions analytiques bornées sur D.

dA(z) = %d:z:dy = %Td?"d@ la mesure de Lebesgue normalisée sur D.
LP(D, dA) Tespace des fonctions p-intégrables sur D par rapport a la mesure dA(z).
1f1l, = (fy | £(2)]P dA(2))7 la norme sur LP(DD, dA).

< f.g >= [, f(2)g(z) dA(2) le produit scalaire sur I'espace de Hilbert L*(DD, dA).
LP(D, dA) 'espace de Bergman.

P, la projection orthogonale.

dAq(2) = (e +1)(1 — |2[*)*dA(2) la mesure de Lebesgue a poids sur D.
LP(D,dA,) l'espace de Bergman pondéré.

f la transformée de Berezin de la fonction f.

M, Vopérateur de Laurent (de multiplication).

M, Topérateur de translation bilatére (de shift bilatére) dans L*(T).

‘P I'ensemble des polyndmes.

T, Topérateur de Toeplitz a symbole .

S,(Hy, Hs) la classe de Schatten-von Neumann.

L(Hy, Hy) Vespace des opérateurs linéaires bornés de H; dans Hs.

¢, la fonction moyenne de .



Introduction.

L’étude des opérateurs de Toeplitz est un sujet important dans la théorie moderne des
opérateurs. Dans les années quarante du dernier siécle, la recherche était concentrée sur les
opérateurs de Toeplitz sur les espaces de Hardy (voir Nikolski [30]). Depuis le milieu des
années quatre-vingt, 'intérét s’est déplacé vers des opérateurs définis sur différents espaces
de fonctions analytiques, comme les espaces de Bergman,les espaces de Fock et d’autres
espaces. Par exemple, nous citons les articles de Axler [5]|, Luecking [28, 29|, Zhu [40] et
en suite des travaux de Ahern-Cuckovic [3|, Cuckovic-Rao [10], Grudsky-Vasilevski [21],
Grudsky-Karapetyants-Vasilevski [22], Stroethoff [36], Korenblum-Zhu [24] et Zorboska [38].
Ces articles ont porté sur I’étude des caractéristiques analytiques de 'opérateur de Toeplitz

(voir (2.5.1)), (i.e., sa bornitude, compacité, etc..) lite aux propriétés de son symbole.

Le présent travail s’intéresse a la détermination d’une série de conditions suffisantes pour
que les opérateurs de Toeplitz a symboles complexes radiaux appartiennent aux classes dites
de Schatten-Von Neumann. En particulier, nous nous intéressons aux symboles qui ne sont ni
réels ni de signe-défini, et n’ayant pas été étudiées auparavant. Notre contribution porte sur
la proposition d’'une méthode pour résoudre des problémes spectraux (direct et inverse ) pour
ces opérateurs. La méthode proposée se base sur des techniques de la théorie d’approximation

en utilisant les polynémes orthogonaux de Legendre sur un intervalle convenable.

Plus précisément, nous introduisons les notations suivantes et donnons quelques défini-
tions. Soit D = {z € C: |z| < 1} le disque unité ouvert, T = {2z € C : |z| = 1} le cercle
unité et

dA(z) = %dxdy

la mesure de probabilité sur ID. Pour 1 < p < oo, considérons

LP(D) = LP(D,dA) = {f - [IfI[; = /D [f(2)|P dA(2) < 400},
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et les sous-espaces correspondants des fonctions analytiques
LH(D) = LE(D,dA) = {f analytique sur D, |[f[]F = / |f(2)|PdA(2) < 4o00}.
D

Ces espaces LP?(ID) sont appelés espaces de Bergman, (voir Hedenmalm-Korenblum-Zhu [17]

et Zhu [39] ).

Nous sommes principalement concernés par le cas Hilbert avec p = 2. Comme d’habitude,

le produit scalaire de L?(DD) est défini par
(1.9) = [ $(a)aAe), g€ P)
D

Il est bien connu qu’il existe une projection orthogonale bornée (appelée projection de

Bergman) P, : L*(D) — L?(D). Cette projection posséde la représentation intégrale

(o) = [ G HD A, fe D),

(voir [17]).

Il est facile de voir que les polynémes par rapport & z (notés P) forment un sous-ensemble
dense de L2(DD).

Soit ¢ € L*(D). On définit Popérateur de Toeplitz & symbole ¢ par

T,:L:(D) — L2(D), T,p=Pi(¢p), peP.

Nous disons que l'opérateur T;, est borné si I'on peut le prolonger par continuité dans
'ensemble L?(D) et 'opérateur résultant reste toujours borné. On note I'opérateur prolongé

aussi par T,.

Les classes de Schatten-Von Neumann sont définies comme suit :

Sy ={AeSu:||All% = sk(A)P < oo}, 0<p< o0,
k

ou S est la classe des opérateurs compacts, et {si(A)} sont les nombres singuliers de

l'opérateur A. Pour plus d’informations nous nous référons a Simon [35|, Gohberg-Goldberg-

Kaashoek [20].

On note z = |z]e?? = re? € D. On dit que le symbole ¢ de 'opérateur de Toeplitz T,

est radial (ou homogene), si p(z) = ¢(|z]) = @(r), i.e., ¢ est symétrique par rapport a
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lorigine. On dit que le symbole est quasi-radial (ou quasi-homogene), si ¢(z) = o(|z|)e™?

pour certains m € Z fixes.

Comme nous 'avons déja mentionné, nous souhaitons comprendre quand un opérateur
de Toeplitz T, avec un symbole radial appartient a la classe Schatten-von Neumann S,,0 <
p < oo. Nous portons une attention particuliére a I’étude des symboles & valeurs complexes

ou de signe quelconque. Le cas de symbole quasi-homogéne se traite de la méme fagon.

Le spectre d’un opérateur de Toeplitz & symbole radial est facile a calculer. En effet,
en prenant la base orthonormale canonique e,(z) = v/n + 12" pour L2(D), on voit que les
éléments de la matrice (T,)nm = (T ,€n, €m) sont donnés par (3.1.1), et donc le spectre o(7,)

est donné par {c,(¢)}, ou

(@) == (Tp)un = 2(n + 1)/0 v*o(x) do.

Nous donnons un schéma ou bien une idée sur la construction des fonctions spectrales
pour les opérateurs de Toeplitz radiaux, voir les sections 4.1, 4.2 pour plus de détails. A cet
effet, nous considérons les polynémes de Legendre {P,(x)}, , i.e., les polyndémes qui sont

orthogonaux dans L?[—1,1] = L%([-1, 1], ds), voir aussi la section 1.1.

Soit ¢ € L*([0,1], zdx) le symbole d’un opérateur de Toeplitz radial. On pose 1(s) =

p(Vs), s €[0,1] et

_ ) v, zefo1], o Y@, zelod],
bels) {¢(—x), z € [-1,0], bols) { —ip(—z), x€[-1,0).

Il est clair que 1,1, € L*([—1,1],ds) et on peut écrire aussi

te(s) = ZG%P%(S)7 bo(s) = Za2k+lp2k+1(3)a
k=0 k=0
ou
1 4k +1
agy = e (Ye, Pok) 21,1 = g(l/)e, Pog) -1y,
2
||P21€||L2[_171] 2
1 4k + 3
a2k+1 Iz 5 (Yo, Poky1)r2[-1,1] = %(%, Popy1)r21-1,1)-
[Pt ll72p-1
Ici, ||]]r2i=1) et (., .)r2(-1,1) sont la norme usuelle et le produit scalaire sur L*[—1,1], res-
pectivement.
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Nous avons alors

{en()} = D{ar}),  {ar} = Z({enlp)}),

ol les applications D et Z sont données par 4.1.5, 4.1.6, voir 4.1.2, 4.1.4 pour les définitions

des coefficients correspondants.
En application de cette construction, nous prouvons le théoréeme suivant.

Théoréme. (=Théoréme 4.1) Soit d, > 0 arbitraire. Il existe p € L?([0, 1], zdx) tels

que

L ¢ ¢ L2([0,1]),

2. Topérateur de Toeplitz T, a symbole radial ¢ appartient a Sj,.

Notons que ce théoréme donne un point de vue différent des résultats dans la Proposition

3.2, la Proposition 3.4 et les exemples associés.

Le travail est organisé comme suit. Le premiér chapitre contient un rappel sur les notions
lices aux espaces de Hardy et les espaces de Bergman, et un résumé des propriétés sur les
polynomes de Legendre. Le chapitre 2 est consacré aux notions des opérateurs de Toeplitz,
en particulier les calculs de base sur les opérateurs radiaux de Toeplitz sur I'espace de
Bergman. Pour mettre ces notions en perspective, nous donnons également un bref compte
rendu des résultats connus sur le sujet. Le chapitre 3 présente certaines conditions suffisantes
pour que les opérateurs de Toeplitz radiaux se situent dans les classes S, 0 < p < oo et un
exemple en particulier. La section 4.1 du chapitre 4 explique la construction des fonctions
spectrales 4.1.5, 4.1.6, et 4.2 traite la preuve du théoréme 4.1. A la fin de ce mémoire, nous

faisons une discussion des questions ouvertes qui découlent de notre travail.
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Chapitre 1

Préliminaires.

1.1 Polynémes de Legendre.

Les polynomes de Legendre constituent la suite la plus simple des polynémes orthogo-
naux sur un intervalle donné [a, b], de nombreux problémes font intervenir tout naturellement
des suites de cette nature. Le théoréme de Weierstrass (voir [34], [23]) montre que l'espace
des fonctions polynomiales est dense dans l'espace de Hilbert L?([a, b], dz). Une famille or-
thogonale de polyndémes {pn}nzov avec p, de degré n, est alors une base hilbertienne de
L*([a, b], dx).

Définition 1.1. Soit L*([a,b], dx) 'espace de Hilbert de fonctions réelles définies sur l'en-
semble [a,b], muni de produit scalaire noté (.,.), et w(x) une fonction strictement positive
et intégrable sur cet intervalle. Une suite de polynomes {pn(x)},_q, . est dite orthogonale

par rapport a la "fonction poids” w(x), si

(P> Pm) = /Qw(l’)pn(x)pm(x)dx =0, Vn # m.

Autrement dit, pour tout n

(Pnspr) =0, Vk < n.

Considérons maintenant espace L?[—1,1] = L*([—1, 1], dz), muni du produit scalaire

by = [ wla)f@alode.

Nous allons chercher des polynémes p,, de degré n sur [—1, 1], orthogonaux a tous les

polynomes de de degré k inférieur & n. Alors p,, est orthogonal a 2, Vk < n, il en suit que

/1 po(z)w(x)z*de = 0.

1

11



1.1. Polynémes de Legendre.

Par intégration par parties en posant f™(z) = p,(x)w(z), on obtient
1
FOD) + (DI <k [ D @)t e =0,
-1

Il en suit que 1 et —1 sont des racines de f™~Y ainsi f~Y s’écrit sous forme (1 —22)w(x).
De plus
pue)w(a) = [(1 - )u(@)] = ~2eu(z) + (1 — ) (2),
alors

(@) — 2.

Pour n =1, on a py(x) de degré 1, on résoud 1'équation

—acQM— r = Ax
(1 )w(ilf) 2 Ax + B,

et on obtient la solution sous la forme
w(z) = A1+ 2)*(1 —z)”,

avec «, (3, et A des constantes arbitraires.

En posant po(z) = &, on obtient

Fa) = o) = p(1 +2)*(1 — 27,

Cherchons maintenant p,(x). Le calcul de la dérivée d’ordre n de f par la formule de

Leibniz donne

FO ) = 3 ( Z ) L;‘l—;u +x)a} {Z:k(l - x)ﬁ} |

Remarquons qu’on ne peut mettre (1 — 22) et w(z) en facteur de f™ () que si a et 3
soient supérieurs a n, avec n un entier strictement positif.

Posons alors a =n+a' et f=n+ ['; avec o/, > —1, on a
fl@) =1 =21 +2)"(1-2)" = (1 - 2°)"w(z).

Finalement, on obtient la formule de Rodrigues

1 d"

pa(x) = w() dzn (1= 2%)"w(z)] . (1.1.1)

12



1.1. Polynémes de Legendre.

Définition 1.2. La suite des polynomes de Legendre notée { P, (x)}, dans lespace L*([—1,1], dx),

est caractérisée par la formule de Rodrigues quand o/ = 3 = 0, dans ce cas w(zx) = 1,

= (Q—nlgr' Chaque polynome s’écrit sous la forme

(_1)11 dn
2nn! dxm

P,(z) = [(1—2*)"].

On peut aussi écrit P,(z) sous la forme

1o
ol dan

Po(z) (22— 1)7].

Nous donnons maintenant les premiers polyndémes suivant le degré n = 0,1, ...

P()(ZL’) = 17

P(z) = =z

Poa) = S35 1)
Psy(z) = %(51:2 —3x),...

On peut vérifier facilement que P,(1) = 1, pour tout n.

Théoréme 1.1. Pour tout entier n >0, on a | P, = T

Démonstration. En utilisant la formule de Rodrigues 1.1.1 et par intégration par parties,

on obtient

! 2 ! dn 2 n dn 2 n
/ Pi(z)dx = 22”(1n!)2 /1 e [(x —1) }% [(m —1) ]dx

- [t o " 2 n
%/(x—l)dxﬁ[(x—l)}dx,

-1

la dérivée d’ordre 2n de (22 — 1) est (2n)! car (2% — 1)" est de degré 2n. Alors,

- -nrEn)! 1o,
/_Pn(a:)dx:%/(x —1)"dz.

1 -1

En faisant le changement de variable s = ”T”, et on obtient le résultat

1P = /Pg(@dx:%/ (s — 1)"s"ds

(—1"@n)! ()’ *
2 ()2 (20 + 1!
2
on—+1

13



1.1. Polynémes de Legendre.

Comme on a (P,, Pm>L2[_171] = 0, pour tout n # m, alors

1
S 2
(o P ot 11y = /_ P Poa)de = 5, (1.1.2)
ol 0y, est le symbole de Kronecker
1 in=
S = sm=m (1.1.3)
0 sin #m.
L’équation 1.1.2 montre que les polynémes {p,}n>0
(@)= /51 Palo)
n\T) = n\L
b 2n+1
forment une base orthonormée de L?([—1,1],dz). O

Le théoréme suivant est une conséquence immeédiate du théoréme d’approximation de
Weierstras (voir [34], [23]), qui affirme que I’ensemble des polyndomes définis sur [—1, 1] est

dense dans C'([—1,1]). Et est aussi dense dans L*([—1, 1], dz).

Théoréme 1.2. La famille des polynomes de Legendre { P, },>0 est une base orthogonale de
Uespace L*([—1,1],dz). Toute fonction f de L*([—1,1],dx) se développe de fagon unique

sous la forme

F=> el f)P,

n=0
avec
cn(f) = 2n2—|— ! (f, Pn>L2[—1,1] )
ol la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique
N
dim || f — %cnaf)Pn = 0.

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (voir [14, Ch. 3]) permet de construire
a partir de la base canonique {z"},>¢ de I'ensemble des polynomes, une famille orthogonale

de polynémes {p,}n>0. Ces polynéomes vérifient la relation de récurrence suivante

Pt (T) = (T — 5n)pn(x) - Vnpn—l(x)'

Pour montrer ce résultat on remarque que zp,(x) est un polynéme de degré n + 1 et

admet donc un développement sous la forme

n+1

oon@) = 3 an23(2),
k=0

14



1.1. Polynémes de Legendre.

avec

2
an llpill" = (xpn,py)
= (Pn, zpj)

2
= ajnllpall”

alors a,; = 0, pour j < n — 1. En posant a,n+1 = p, Gnyn = By €t appo1 = Yn, DOUS
obtenons

P () = nPrt1(2) + Bupn(T) + Ynpn-1(x). (1.1.4)

d’ou le résultat.
En examinant ce résultat pour les polynomes de Legendre en faisant x = 1, on obtient
Bn =0, et a,+7v, = 1, et par simple comparaison des termes des deux membres de ’équation

(1.1.4) on trouve
n+1 n

An = o

"o+ 1’

On obtien la relation de récurrence pour les polynoémes de Legendre
(n+1)Pii(x) = 2n+ D)zP,(z) —nP,—1(z), n>1. (1.1.5)

Nous avons aussi pour les dérivés P! (z) (voir [14, Sect. 10.10])

2
Fra(z) = Z 1Bl Py ok () (1.1.6)
k>0, n—2k>0 """ T
= > (20— 2k) +1)Pa(z).
k>0, n—2k>0

Il est important de mentionner que les systémes {z"},>0 et {P,(x)},>0 peuvent étre
recalculés I'un en termes de ’autre, de maniére simple.

Soit E(x) la partie entiére de x € R, et soit m!! le factoriel impair (ou pair), i.e. |
Cm+1DI=02m+1)2m—1)...1, 2m)!!' = (2m)(2m — 2)...2.

Proposition. 1.3 (|14, Sect. 10.10]). On a

Po(z) = 2% kz_o (—1)k<Z) (2” . 2’“) P (1.1.7)
’ Po(z) = 2% k; (Z)z(x — 1)+ 1)" (1.1.8)

15



1.1. Polynémes de Legendre.

Il est assez remarquable que ces formules puissent étre inversées explicitement. Malgré
sa forme élégante, nous n’avons pas pu trouver ce résultat dans la littérature, et pour cette
raison nous préférons en apporter la preuve; voir aussi une bréve note Hui [18] et Schmied

[32] sur cette question.

Proposition. 1.4 ([18],[32]). Pourn>1, on a

\ (26 + )n!
=D - )/2)(k+n+1)!!Pk(w)' (1.19)

k=n,n—2,...

Démonstration. La relation (1.1.9) donne évidemment Py(z) = 1 et Py(z) = x. Par récur-
rence, nous supposons que la formule (1.1.9) est vrai. Nous voulons montrer que

n+l 2k +1)(n+1)!
D e[S wys Yoy T TS

k=n+1n—1,...
Rappelant (1.1.5), on voit que

k k+1
P_ -
1 @) o

Ecrivons 2" = z(2™) et remplagons ™ ci-dessus; par sa valeur de (1.1.9), on obtient

il (2k + 1)n!
s, G- arnH

)!
B (2k + 1)n! k+1
N Z 20-k)/2((n — k) /2)/(k +n + 1)1 2k + 1

ka(x) - Pk+1((lf).

(Prs1()

k=n,n—2,...

k
" p
Tor g1 @)

B knl(k +n +2)
= 2 TR (0 + 1= 8)/2) (k + 2y o)

k=n+1n—1,...

(k+1nl(n+1—k)
" k:n%;g,,,, 20-1=R2((n+ 1 —k)/2)!(k +n + 2)!! Fi(e)
(n+ 1)n!(2n + 3)

(2n +3)! i

Ly (2k +1)(n + 1)! B

A 20 R (n 1 — k) /2)(k +n + 2)

aprés une série de transformations élémentaires. La proposition est prouvée. O

Pour la suite, il sera utile de spécifier la formule de la proposition ci-dessus au cas ou n

est pair et impair. Autrement dit, pour n = 2m, nous avons

om e (4k + 1)(2m)!
T ;QW—k(m—k)!(Qk—l—Zm—l—1)!!P2k(x)
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1.2. Espaces de Hardy.

B (4k + 1)(2m)!
B Z(2m — 2k (2k +2m + 1

)!!sz(x)

k=0
= szm,%%k(l’),
k=0

o (4k + 1)(2m)!

b m - ) 07 y 1.
2m2k = om — 2k)1(2k + 2m + D! "
De méme, pour n = 2m + 1,
it _ N~ (kE3)CmAD
v Z2m—'~f(m—k;)!(Qk:+2m+3)!! bi1 ()

k=0
m

(4% + 3)(2m + 1)!
= > @ — 2012k + 2m 3y 2 @)

k=0

m
= E b2m+1,2k+lp2k+1<x>7
k=0

ou
(4k + 3)(2m + 1)!

k=0,..,m.
2m — 2k)11(2k + 2m + 3)II’ peea 1Y

bom+1,26+1 = (

1.2 Espaces de Hardy.

On considére le plan complexe C. Soit D = {z € C : |z| < 1} le disque unité ouvert de C,
T = {z € C: |z| = 1} le cercle unité de C, la mesure de Lebesgue normalisée p sur le cercle
unité T est définie par : du(z) = %, pour 1 < p < 400. On note par LP(T, du) I'espace de
Lebesgue usuel

LA(T, dp) = {f = A1l = /If(Z)Ide(Z) < o0},

et
L=(T) = {f | fllzoe(ry = esssup|f(2)| < +oo}.

J2l=1

Pour f € LP(T,du),1 < p < 400 nous notons

Fn) = / F()Zdp(z) = % / F(e®)e 0, € Z.
T 0

le n-iéme coefficient de Fourier de f.
On note par H(ID) 'ensemble des fonctions analytiques sur D, et par H>°(ID) I'espace
des fonctions analytiques bornées dans ID. On définit les espaces de Hardy H?(T) par

~

HP(T) = {f € LP(T), f(n) =0, pour tout n < O}; 1 <p<oo,

17



1.2. Espaces de Hardy.

H(®) = {1 € HD), sup [y <0} 1< p< o0,
<r<

0
ou f,(z) = f(rz) pour |z| < .

Les travaux de Fatou et de Riesz (voir [13], [30], [31]) montrent que pour 1 < p < oo les
espaces HP(T), H?(ID) sont isomorphes, Vf € HP(D), il existe bf € HP(T), telle que :

£(8) = (bf) * P(§) = D Janr™¢" VEET,

n>0

et
lim ||f |r =bf]] =0, si 1 <p < oo,
r—1-

ou P, le noyau de Poisson donné par la fonction suivante :
1—1r?

—————, pour 0 <r <1, et z réel,
|1 — rei|

P.(z) = P(re™) = ereim =

nez

et

2w
1
fxglx)= Z—/f(x —y)g(y)dy, Vx € (0,2m), (la convolution de f et g).
T
0

Pour p = oo la limite est faible* pour la topologie-faible* o(L>°, L'). L’application f — bf
est donc une bijection isométrique entre HP(D) et HP(T). Ainsi, lorsque f € HP(D), nous
pouvons voir f comme une fonction analytique sur D et aussi comme une fonction dans
HP(T), (voir |30, Ch. 3]).

Dans la suite, nous identifions f € H?(D) et sa limite bf € HP(T) par

fr=f*xP., f= Zf(n)z”
n>0

Proposition. 1.5. Soient z € D, et f : H?(D) — C. L’évaluation ponctuelle f — f(z) dans

D est une fonctionnelle linéaire bornée sur H' (D) (et par conséquent sur HP(D), 1 < p < 00).

Démonstration. Si z=re? 0<r <1,ona

1+7r
1—7

[f() = [fre)| =[]+ P(e)] < If I 1Pl < I1FIly
O

La propostion précidente montre que I'espace H?(DD) est un sous-espace fermé de LP(T)
pour tout 1 < p < oo et donc Banach, en particulier 'espace H?*(ID) est un Hilbert, alors la

projection orthogonale de L?*(T) sur H%(D) est bien définie. On la note par P, .
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1.3. Espaces de Bergman.

Le produit scalaire de H?*(ID) est donc induit par celui de L*(T), et défini par :
(f.9) = / e = L7 pemateman
’ 27

0
= § anbm
n=0

pour f(z) = ianz" et g(z) = Zb 2",

Il est clalﬁ_aue la famille (en(z))nzo = (2™),>0 est une base hilbertienne de H?*(D), le
théoréme de représentation de Riesz (voir [34, 1]), montre alors que H?(D) posséde un
noyau reproduisant appelé le noyau de Cauchy ou le noyau de Cauchy-Szego K, tel que
f(z) = (f, K.), pour tout z € D. Nous donnons maintenant la formule du noyau K.

Si f € H*(D) alors

Pif(z) = Y (f(©).enl&)) en(2)

Donc

1.3 Espaces de Bergman.

Un exposé détaillé sur les espaces de Bergman peut étre trouvé dans Hedenmalm-
Korenblum-Zhu [17] and Zhu [39].

On note dans la suite par dA(z) la mesure normalisée sur C. Cette mesure s’écrit en

10

coordonnées rectangulaires et polaires pour z = x + iy = re'” comme suit

1 1
dA(z) = —dzdy = —rdrdf.
7r 7r
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1.3. Espaces de Bergman.

Pour 0 < p < oo, on considére I'espace des fonctions p-intégrables sur D par rapport a

la mesure dA(z)
(D, dA) = {f - || f|l2 = / F(2)PAA(z) < +oo}.

L’espace LP(D,dA), pour 1 < p < +o00 est un espace de Banach muni de la norme
1l = (Jp |f(z)|pdA(z))% Et pour 0 < p < 1, l'espace LP(D,dA) est un espace métrique
complet muni de la distance

d(f,g) = Ilf = gll5-

Comme d(f,g) = d(f —g,0), la métrique d est invariante. Elle est également homogéne,
c’est-a-dire
d(\,0) = [P d(£,0), ¥A € C.

Pour le cas p = 2 'espace L*(ID,dA) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire
< f,g>= / f(2)g(2)dA(z), pour tous f,g € L*(D,dA).
D

On note par L>*(ID) I'espace des fonctions bornées par la norme essentielle ||.||s sur D,

[ flloe = esssup {[f(2)] - [2] < 1}.

L’espace L>(ID) est donc un espace de Banach.

Définition 1.6. L’espace de Bergman noté LE(ID,dA) est le sous espace de LP(D,dA) des

fonctions analytiques

LA(D,dA) = {f: [ analytiques sur D, ||f|} = / |f(2)]P dA(2) < +oo}
D
= H(D)N LP(D,dA).

Proposition. 1.7. Soit f une fonction de LF(D,dA), et soit K un compact de D. Alors, il

existe une constante positive C' telle que

sup {|f™(2)],z € K} < O||fl],-

Démonstration. Soit r € (0,1), on pose K ={z€ C: |z| <r}.

Montrons le résultat pour n = 0. Soit o = %, et soit B(z, o) la boule de centre z et de
rayon o.

La formule intégrale de Cauchy donne

_ b fletw)
f(Z) B /t;B(z,cr) dw

211 wW— 2
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1.3. Espaces de Bergman.

1 .
- — f(z + se)do.
2m OB(z,0)

Alors ,
/ f(z)sds = — / f(z+ se)dh)sds,
0

et

flz) = 7r(72/ /fz+se )sdsdo

= — fw)dA(w).
) S
IL en résulte que
1
el = | % [ rwiaaw)
0% JB(z,0)
1
< — fw)| dA(w).
. 1fldaw
Soit ¢ le conjugué de p (% + é 1). Par I'inégalité de Holder
1 p
p .
< (o [, sy
By 1 17p
< <—2) [( | f(z+iy)|” dxdy) (/ dxdy) ]
o B(z,0) B(z,0)
p
<

1 P
< no? ‘1/ fx + i) |? dody.
(WUQ)p( ) B(z,cr)| ( )
Comme p — 2 =1, alors
1
fEF < = |f (w)|” dA(w)

B(z,0)

< —/|f )P dA(w

Ainsi pour tout z € K, il existe M > 0 tel que

|f(2)] < MI[fl],-

D’aprés le cas (n = 0), il existe M > 0 tel que : | f(Q)| < M||f]],, ¥ [<]

ainssi si z € K, et par la formule intégrale de Cauchy on a :

) =g [

ICI=R

21

(71_0.2)19 [(/B(w) \f(z +iy)| dxdy); (/B(M) dxdy) }1]

= Ravec R =

147
2
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1.3. Espaces de Bergman.

on obtient alors

n!MR

O—nJrl

|FM(2)] <

[|fllp,Vz € K et Vf € L2(D,dA).

[]

Proposition. 1.8. Pour tout 1 < p < +oo, l'espace de Bergman L?(D,dA) est un sous
espace fermé de LP(D, dA).

Démonstration. Soit (f,), une suite d’¢léments de L2(ID, dA) convergente vers f dans LP(D, dA),
d’aprés la proposition 1.7 on a pour tout r € (0, 1), et pour tout z tel que |z| < r, il existe

une constante M positive, telle que

(@) = fm ()] < M| fu(2) = fin ()] |5,

mais la suite (f,), est de Cauchy dans LP(ID, dA), c’est a dire ||f.(z) — fi(x)||, = 0 quand
n,m — +o00, alors la suite (f,), est convergente uniformément vers f sur tout compact K

de D, ainsi f est analytique sur D, et f € L2(ID,dA). O

Cette proposition montre que l'espace LE(DD, dA) est un espace de Banach, en particulier
'espace L(D,dA) est un Hilbert. Et chaque évaluation ponctuelle f +— f(z) dans D est une
fonctionnelle linéaire bornée sur L2(DD,dA). Le théoréme de représentation de Riesz (voir
[34, 1]), montre alors que L2(ID, dA) posséde un noyau reproduisant K, € L?(D,dA) tel que

f(z) = (f, K.), pour tout z € D. Dans la suite nous allons donner sa formule.

Lemme 1.9. Les fonctions e,(z) = vV/n + 12", (n € N), constituent une base orthonormale
de L2(D, dA).

Démonstration. Pour n,m € Net z €D, on a

(€nsem) = /(\/n—i-lz”) (\/m+1zm>dA(z)
D
2m 1
= \/n—HM/ /r”emgrmeimelrdrdﬁ
0 0 m

1 1 2 1 )
_ \/(n + )(2771’ + ) / / Tn+m+lez(n—m)9drd9
Q o Jo
0

2 n—+m+ 2
B (m+1)* 2«
B 72 2m+2 """
= 5n,m-
ol Oy, est le delta de Kronecker (1.1.3). O
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1.3. Espaces de Bergman.

Comme L2(D, dA) est fermé dans L?(ID, dA), alors la projection orthogonale de L*(ID, dA)
sur L2(D, dA) est bien définie. On note par Py cette projection.
Soit f € L*(D,dA), d’aprés le lemme (1.9) on a :

“+oo

Pf(z) = Y (f(w),en(w))en(z)

= Z<f(w), n+ 1w”> Vn+ 12"

n=0
+o0

= Z(n +1) (f(w), w") 2"

:mm /f a2 dA(w)

[ (Zm 1) @z)") dA(w)
7f(w);dfl(w)
| (1 —wz)? '
Dans ce cas, pour toute fonction f de LZ(D,dA), on a
f(z) = / f@)ﬁm(w) VzeD
:/f Kz wdAw) VYzeD,

La fonction K, (w) = K(z,w) = = iw)
de Bergman L2(ID,dA), ou simplement noyau de Bergman au point z de L?(ID,dA).

5 s’appelle le noyau de reproduction de 'espace

On peut vérifier facilement que le noyau de Bergman vérifie les propriétés suvantes :
1. K. (w) = Ku(z), pour tout z,w € D.

2. K.(2) = ||K.||7, -

Le noyau normalisé est alors

K.(w) — K.(w) _ K(w)  1—]z

IK.ll (K., K.) E.(z) (1-7zw)?

De la méme fagon on peut définir pour —1 < a < 400, 'espace de Bergman pondéré ou

k,(w) = Vz,w e D.

a poids, c’est I'espace des fonctions analytiques, p-integrables par rapport a la mesure dA,,

1

LP(D,dA,) = {f: f analytiques sur D, ||f||p0 = (/D |f(z)|pdAa(z))p < 400}
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1.4. Transformée de Berezin.

— H(D)N LP(D, dA,).

ou
dAL(2) = (a+1)(1 — |2]*)*dA(=).

On peut montrer, de la méme fagon que dans la proposition 1.8, que l'espace L?(D, dA,)
est un sous espace fermé de LP(D,dA,) et il est donc un espace de Banach. En particulier
L3(D,dA,) est un espace de Hilbert.

Une base orthonormée de L2(D, dA,) est donnée par

(F(a +n+ 2))1/2 .
ep=|——"7-—7>- 2",
n!
Le noyau reproduisant de L?(DD, dA,) est donné par la formule (voir [36], [39]).

1

K(zgw)zm.

1.4 Transformée de Berezin.

1.4.1 Transformation homographique.

Définition 1.10. Une transformation de Mdbius (transformation homographique), est une
fonction ratinnelle o : C — C avec C = CU {oo} définie comme suit

(2)_az+b
14 ez +4d

ot a,b,c,d € C et ad — be # 0. On écrit par convention

Notons que si ad — bc = 0, alors

ad — bc
o(z) = T d? 0, VzeC,

i.e., i est constante et  n’est pas une transformation. Pour cela on donne la condition
ad — be # 0.
Notons aussi que la fonction ¢ a un pdle simple z = _—Cd, et limp; 100 0(2) = &, ice.,

(¢(00) = %), et v a un zéro z = %b.

Proposition. 1.11. Soit ¢ : C — C une transformation M
"obius. Alors, ¢ est la composée de la translation (z — z + a), la dilatation (z — pz,p >

0,p € R), la rotation (z — €z,0 € R) et de Uinversion (z — 1).
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1.4. Transformée de Berezin.

Démonstration. 1) Sic=0alors ad = 0et ¢(z) = 22+ 2. i.e., p = a0y, avec 1(z) = %z
une rotation ou dilatation et po(2) = z + g une translation.
2)Sic#0ona:
az+b a ad, 1
=404 1
cz+d ¢ ccz+d
et o = p3 0y 0 avec p1(2) = cz+d, pa(z) =L et p3(2) = (b— 9)z + 2. O

Proposition. 1.12. Soit ¢ : C — C une transformation de Mdbius, alors ¢ posséde le

caractere circulaire : elle transforme les cercles-droites en cercles-droites.

Démonstration. Notons que les translations, les dilatations, les rotations et les inversions
elles possédent toutes ce caractére. Alors la composition d’une fonction de ce type posséde

également ce caractére. O

Définition 1.13. On dit que 21, 2 € C sont symétriques par rapport au cercle C
C={ze€C/|lz— 2| =1},

s’il existe p,0 € R : 0 < p <1 tel que : (2, — 20) (22 — 20) = 1%

Remarque 1. Le centre zy du cercle C et le point oo sont symétriques par rapport a C.

Proposition. 1.14. Soit ¢ : C — C une transformation Mdbius, et soit le cercle
C={z€C/|z—z|=r}.

Les deux points z1, 2z, € C sont symétriques par rapport au cercle C si et seulement si o(z;)

et p(za) sont symétriques par rapport a o(C).

Démonstration. Notons que ¢ transforme les cercles-droites en cercles-droites d’aprés la

proposition précédente, et préserve ainsi I’'orthogonalité. O

Proposition. 1.15. Toute fonction Mdbius qui transforme le disque D en lui méme et le le

cercle T en lui méme est de la forme :

w—a a—w

:A pu—
o) aw — 1 1 —aw’

avec |A| =1, et |a] < 1.

Démonstration. 1) Soit ¢ une transformation de Mébius de C dans C telle que p(w) =

A= avee [N =1 et |a] < 1.

l—aw
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1.4. Transformée de Berezin.

Si |w| =1 alors

(a —w)(a —w)
(1 —aw)(l — aw)

la|” — aw — aw + 1 B

p()l” = |\

= ) 1.

1—aw—aw+ |a]*

De méme si |¢(w)| = 1 on obtient |w| =1 d’ou
p(T) =T.

Eton a:

— a®W — aw + |w|?

Ja?
w < 1<)
o(w)] M s 7o v 1aP ul

& o' +fwl” <1+ Jaf* [w]?

2 2 2
& a[" (1= w[) = (1 = [w[7) <0
& (1=|w)(1~la") >0
=

lw| < 1.

car |a* < 1. Donc (D) = D.

2) Soit a 'unique point (¢ est une bijection) de C tel que ¢(a) = 0. Alors |a| < 1 (car
(D) = D), et soit b € C tel que a et b sont symétriques par rapport a T. Alors ¢(a) et p(b)
sont symétriques par rapport & ¢(T) = T, en plus p(a) = 0 (i.e. p(b) = oo le symétrique
par rapport a ¢(T)) (d’aprés (1.14)), d’ott a est un zéro de ¢ et b est un pole de ¢, on résulte

que
W —a

@(w):)\w_b.

Notons que la symétrie de a et b par rapport a T affirme que ab =1 i.e., b= % Et donc

wW—a a—w
=\Na =\ )
go(w) awz—l 1 —aw

Rappelons que si |¢(w)| =1 alors |w| = 1, donc pour z = 1 on obtient

— A= 1.

U

a—w’

]

L’ensemble des transformations de la forme précédente forme un groupe par la loi des

compositions des fonctions, noté Aut(D) (respectivement Aut(T)), et appelé groupe des
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1.4. Transformée de Berezin.

automorphismes de D (respectivement de T), dont I’élément neutre est la fonction identique
Id: z — z. Et appelé aussi groupe des Mobius.

En particulier la fonction définie par :

Z—Ww

p=(w) = 1—zw’

qui transforme D en lui méme et T en lui méme, et le point z en 0 et 0 en z, est une
transformation de Mobius.
Dans la suite, nous allons présenter quelques propriétés de cette dérniers fonction sur le

disque D, qui & un role important dans la notion de transformation de Berzin.

Proposition. 1.16. La fonction Mébius ¢, définie sur D (ou sur T) par ¢, (w) = 22 4

1—zw

les propriétés suivantes :

1. Qoz_l = Pz,

2. Le déterminant réel Jacobien de ¢, en w est

\ (1—12[*)?
J, = |@:(w)]? = ———,
)] = () = S E
L—[2) (A = |wf)
3. 1—|p, 2:(
[o-(w) et
Démonstration. 1) On a
o Z_QDZ(M)
(@zo%)(w) - 1—Eg0z(w)
z—w
P
. 1—Zzw
B zZ—w
1-%2 —
1—2w
= w.
2) On a
. (1 =zw) +2Z(z —w)
pa(w) = (1-zw)?
=l zw+ |2 —Zw
N (1 —zw)?
1P
(1 -zw)?’
et donc ( o)
1—-]z
N 2
|¢Z“U)|'_ |1__Eu44‘
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1.4. Transformée de Berezin.

De plus si on pose ¢, (w) = P(z,y) + iQ(x,y) on obtient :

D 0P 0@ L
ay (’LU) - 83/ (x?y)—i_zay (agy) - Z<1_§w)27
., 0P .0Q 1=z

or W) = WV TG Y = Ty

Donc

0ps, .0p,
ax (w) =1 8y (w)7

les conditions de Cauchy-Riemann étant satisfaites, alors la matrice réelle Jacobienne de ¢,

op 9P or _ 0Q
roo-( % %)= (% )
br Oy dr Oz
oP\* [0Q\*
| Jp. (w)| = (67) +<6_x)
(0P 0Q\ (0P 0Q
B <8$+283§)(8:B+Z8x)
I el I A el i
(1 —Zzw)? (1 —Zw)?
L— 2 | (=2
(1 —zw)?

est donnée par :

et

= zw|t
3/ On a

Lo A= RO = wP) L —zwf = (= (=)~ Jwl’)
|1 — zZw|? |1 — Zw|?

11— Zw|?
lw|? + |z|> — zw — 2w

]

Dons la suite on donne une transformée analogique dans I’espace de Bergman a celle de

Poisson, appellée transformée de Berzin.
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1.4. Transformée de Berezin.

1.4.2 Transformée de Berezin.

Définition 1.17. Soit f € LY(D). La transformée de Berezin de la fonction f notée f est

la fonction donnée par :

f(z) = (fks k)
e ARR
—/f TR frdA(w).vz €D,

Soit ¢, € Aut(D), telle que

z - s Y eD
?:(w) 1—2w v
Dapreés la proposition (1.16) on a
(1 —|z*)?
J —
| @z(w)‘ |1_2w|47

et
fz) = / F ()|, (w)]dA(w), ¥z € D
_ /D(f 5 0.)(w)dA(w), V= € D.

Le résultat suivant est une propriété fondamentale qui fait le lien entre les fonctions

harmoniques et la transformée de Berezin.

Lemme 1.18. Si f € LY(D,dA) est harmonique, alors

f=1r

Démonstration. Si f € L'(D,dA) une fonction harmonique sur D, alors f o ¢, est aussi

zZ—w
. La

harmonique pour tout ¢, € Aut(D). Ainsi f o, est harmonique, avec ¢, (w) = T
— Zw
propriété de la valeur moyenne donne

(f 0 0.)(0) = / (f o p2) (w)dA(w)

D

Et comme
Z = sz(o)

On obtient

f2) = Fles(0) = / F (o2 (w))dA(w)
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1.4. Transformée de Berezin.

Donc
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz.

2.1 Matrice d’un opérateur.

Soient £ = (e;);es et £ = (€]);er des bases orthonormales dans les espaces de Hilbert
H et H', respectivement (les ensembles d’indices ne sont pas nécessairement les mémes), et
soit
T :Vect(€) — H'

une application linéaire. La matrice de T' par rapport a £, £’ est
(tij)ig = ((Tej, €1))ig,
de sorte que la j-iéme colonne représente les coefficients de la décomposition

Te;=> (Tej€l)e; (2.1.1)

dans la base £&'. Si H = H' et £ = &', on parle de la matrice de T par rapport a £.

Réciproquement, une matrice (t;5);; sur I x J telle que, pour tout j € J,
Z ’tij‘2 < "—OO,

engendre une application linéaire de I'enveloppe vectorielle Vect(£) dans H’,

T . Vect(§) — H'

r(Yae) - % (zajtij>

i J

Il est clair que la continuité et la norme de I'opérateur 7T,

1T} = sup {|Tz[| : 2 € Vect(E), [l«]| <1}
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2.2. Matrices et opérateurs de Laurent.

ne dépendent que de la matrice (¢;;);;, et non du choix des bases orthonormales &, &£’
De plus, si U : Vect(£) — H' est une autre application linéaire, alors 7" = U si et

seulement si leurs matrices coincident (¢;; = u;; pour tous 1, j).

2.2 Matrices et opérateurs de Laurent.

Définition 2.1. Soit ¢ une fonction dans L*(T), l'opérateur de multiplication par ¢, no-

tée par My (ou encore opérateur de Laurent) sur l'espace L*(T), est l'opérateur défini par
My(f) = ¢f pour tout f € L*(T).

Notons que cet opérateur est bien défini si le produit ¢f est dans L*(T). On note par
D(M,) le domaine de définition de My

D(My) ={f € L*(T): ¢f € L*(T)}.
Et on écrit

M, : D(My) C L*T) — L*(T)
fo= My(f) = of.

Notons aussi que ’ensemble des fonctions continues a support compact sur T est un
sous ensemble de D(M,) dense dans L*(T) (voir [31]), donc D(M,) est lui aussi dense dans
LA(T).

On peut aussi définir 'opérateur de Laurent sur I’espace des polyndémes trigonométriques
P =Vect(€ = (ex)rez), ex = 2*, (k € Z) (P étant muni de la norme ||.||,), si ¢ € L*(T) par :

M¢> : P — L2<T)
o= My(f) =of.

Proposition. 2.2. Soit ¢ € L*(T) et soit My : D(My) C L*(T) — L*(T) l'opérateur de
Laurent, My(f) = ¢f,¥f € L*(T). Les assertions suivantes sont équivalentes

1. ¢ € L*=(T).

2. My est borné.

De plus, on a | My] = |6,

Démonstration. Si ¢ € L>°(T), alors ¢f € L*(T) et

31513 = [ 16QAOR (@) < ol 17171 € L2(D)
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2.2. Matrices et opérateurs de Laurent.

Et || My < o]l -

Supposons que M, est borné, alors il existe une constante C' > 0 telle que
1Mol < ClIfIl,, VF € L*(T).
En particulier, pour f = 1 on obtient
[Mo1l, = llo1]l, < C 1, = C,
et pour f = ¢ on obtient
|Mo0ll, = [|6°], < Clléll, = C*

Alors
[ Mge" M|, = lle"ll, < C"ioll, = C™,

ce qui donne ||¢"||, < C™,Vn € N, et

/ (%}f”)gndmo <1

u({geﬂr;ﬂoo'n}):o.

En effet, supposons le contraire. on a alors

On obtient donc

Gl 18] 1
o> u=atte >
“ 16(0)] 1L 160 |
{—C >1+E}C{T>1+m—2},‘v’m22m1.
D’ou

a0 S 1) = i S0 Ly

Alors il existe my € N tel que u({w > 1+ mio}) > 0, ce qui donne

[N o = [ (1)

{W)(CC)\ >1+%0}
1
mo

12O

— P > 1 ),

2n
Quand n — oo, on obtient [ (@) du(¢) — oo, ce qui fait une contradiction avec le fait
T

ave [ (462)" auc) < 1.
T
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2.2. Matrices et opérateurs de Laurent.

Donc [¢(¢)| < C p.p. sur T, et ¢ est bornée.
Soit ensemble B, = {|¢(¢)] > [|¢]l, — =} ,n € N, et soit X, sa fonction caractéris-
tique. Il est clair que p(E,) > 0, et pour n assez grand tel que ||¢|| — % >0, on a

HMMMEZlﬂMmWMO
Ey,

v

J 91 = 2@ = 19l = P(E).

En

Comme p(E,) = ||Xg,||,, on pose f, = ”/.\2#:“2 On a [[Myfuly, > [ll — =, pour n assez

grand. Il s’ensuit alors que

1Mslly = [l -

]

Théoréme 2.1. ([9]) Soit T un opérateur linéaire sur L*(T). Les assertions suivantes sont

équivalentes.
1/ T est un opérateur de Laurent.

2/ M, T =TM,, ot M, est l'opérateur de translation bilatére (de shift bilatére) dans L*(T).
Démonstration. Supposons que T = M, avec ¢ € L*(T). Alors pour tout f € L*(T), on a
MyM.f = ¢zf = z¢f = M. My f.

Réciproquement, supposons que M, T = T'M,. On pose ¢ = T'1. Par définition on a
¢ € L*(T). Et par suite
1/ Sin >0 alors

Tz" =TM, 2" ' =TM!M"M = M'T1 = M!'¢p = 2"¢p = ¢pz" = My2".
2/ Sin <0 alors
T2 =TM: "1=M""Tl=M"¢p=7"¢=2"¢p=¢z" = Myz".

Et comme T et M, sont linéaires on résulte que pour tout p € P =Vect(€ = (ex)kez), ex =
2% (k€ Z) on a Tp = Myp.
Et puisque I'espace des polynémes trigonométriques P dense dans L?(T), il s’ensuit que

Tf = Myf pour tout f € L*(T). Ainsi, T = M, sur L*(T). O
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2.3. Matrices de Toeplitz.

Définition 2.3. Une matrice de Laurent est une matrice A de coefficients complezes bila-

téralement infinie de la forme :

ap a—1 a—9 Q_3
aq Qo a_1 Q-9

(2.2.1)
(05} aq Qo a_q

az  Aag ai Qg

c’est-a-dire : les coefficients d’une méme diagonale sont égaux.

Comme dans la section 2.1, et pour ¢ € L>(T), la matrice A = (a;;); jez de I'opérateur
de Laurent M, par rapport a la base £ = (ex)rez, er = 2*, (k € Z) est de la forme (2.2.1),

et on a :

ai; = (Mgej,e;) = <M¢Zj,zi> = /(b(z)zjz‘idu(z)
T

-~

ol ngS(z — j) défine le (i — j)®™¢ coefficient de Fourier de ¢. Et aussi les coefficients d’une
méme diagonale sont égaux c’est-a-dire a; ; = @yk j1k-
Si on suppose que A = (a;;)ijez = ((T'ej, €;))ijez la matrice de T, avec T' borné dans
L*(T), et A est de Laurent (a;; = @itrj+k), 'est a dire (Te;, ;) = (T€jik, €ivk), ON a
(I'M,ej,e;) = <sz+1,zi> = <sz,zi_1> = <sz,Mz*zi>
= <MZT6]‘, €i> .

Donc M, T = TM,, et T est bien un opérateur de Laurent. On a le théoréme (voir [9])

suivant.

Théoréme 2.2. Un opérateur linéaire sur L*(T) est un opérateur de Laurent si et seulement

si sa matrice par raport a la base orthonormée de L*(T) est une matrice de Laurent.

2.3 Matrices de Toeplitz.

Définition 2.4. Une matrice de Toeplitz est une matrice unilatéralement infinie (t;;); jez.,

(ne dépend que de la différence des indices c’est a dire : t;; = t;.;). Autrement dit, une
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2.4. Opérateurs de Toeplitz sur I'espace de Hardy.

matrice de Toeplitz est une matrice de la forme :

to to1 t_o t_g t_4
t to t1 to t_s
ts ti to t_i t_o
ty ta t to t_y
th ty ta t ity

(2.3.1)

Comme dans la cas de la matrice de Laurnet, les coefficients d'une matrice (¢; ;); jez . de

Toeplitz, d'une méme diagonale sont égaux (¢;; = tit1,41,V4,J € Z).

2.4 Opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Hardy.

Définition 2.5. Soit M, un opérateur de Laurent borné sur L*(T). On appelle opérateur

de Toeplitz de symbole ¢ et on note Ty, Uopérateur défini sur H*(T) par :

T, : H*T)— H*T)
[ Ty(f) = Pr(Myf) = Pr(of).

Lopérateur Ty est donc la compression de lopérateur de Laurent My sur H*(T) (on dit

aussi que My est une dilatation de Ty).

Proposition. 2.6. Soit ¢ € L>(T). Alors

]/vfag € HQ(T)? on a <M¢fag> = <T¢fag> .
2/ Ty est positif si et seulement si My est positif.

Démonstration. 1) Soit f,g € H*(T), on a
2) Soit f € H?*(T), on a pour tout n € Z

(Tof, [) = (Myf, f)>0& (MIMyf, M'f) >0
& (MyMIf, M™f) >0, pour tout f € H*(T).

En particulier pour f = 1 on obtient

(MyMP1, M) > 0 < (Myz", 2") > 0,¥n € Z.

36



2.4. Opérateurs de Toeplitz sur I'espace de Hardy.

Et comme I'ensemble des polynémes P est dense dans L*(T), il en résulte que

(Myf, [) > 0,Yf € L*(T).

Proposition. 2.7. Soit p,¢ € L*(T). on a alors les propriétés suivantes.
1. Pour tous o, B € C, on a Tyhpype = T, + BTy

2 1T, < llell.
3. Ty est l'adjoint de T,.
4. T, =0 si et seulement st @ = 0.
5. Si¢p € (D), alors TyT, =Ty, et TgT, =Tg,.
Démonstration. La propriété 1) découle immédiatement de la linéarité de U'intégrale.

2) On a pour tout f € H*(T)

1T (M 2(ry = 1P+ (Mo )| = ([P (@) < AP < Tlell o N 2y

donc

1Tl < llepll -
3) On a pour tout f,g € H*(T)
4) Si T,, est nul, alors pour tous m et n dans N, on a
(Tp2",2™) = 0& (T,2",2™) = (Pi(pz"),2™)
A <Ts0’zn7 Zm) = <902n72m>
& (T,2",2™) = (p,2"2™),
mais la famille des polynomes en (z, %) est dense dans H?(T) donc ¢ est orthogonale a z"2™,
c’est a dire ¢ est nulle.

I est clair que si ¢ est nulle 'opérateur 7;, est nul.

5) Pour tout f € H?(T), il est clair que ¢f est holomorphe sur D et ¢ étant bornée, et
of € HA(T), alors Ty(f) = Pr(¢f) = ¢f ainsi

TeoT¢ = Tso@f) = P+(<P¢f) = wa(f)-

La deuxiéme partie est une conséquence immédiate de la premiére. O
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2.4. Opérateurs de Toeplitz sur I'espace de Hardy.

Soit (a;;);jen la matrice de 'opérateur de Toeplitz par rapport a la base orthonormée

E = (en(2))n>0 = (2")n>0 de H?(T). Alors pour tout entier positif &, on a :

i+k>

_ j+k i+k itk
ai+k,j+k_<Tgozj y % 27T 2 >

= (¢ = (¢7,2") = ai;.
Donc (ai;)i jen est une matrice de Toeplitz.

Théoréme 2.3. Soit T un opérateur borné sur H*(T) dont sa matrice par rapport a la base

orthonormée de H*(T) est de Toeplitz. Alors T est un opérateur de Toeplitz.
Démonstration. Pour chaque n € N, on considére sur L?(T) l'opérateur T, défini par
T, =M"TP,M.

On a alors

ITall = 1T -

Ainsi, T, est un opérateur borné sur L?(T).

On a aussi, pour tout i, € N,
(T,27,2") = (M"TP M2, 2"y = (TP M}z, M?z")
— <TP+Zj+n7Zi+n> — <sz+n7zi+n> — <T2j, Zl>

Et pour 4, j € Z, il existe toujours un entier positif N tel que pour tout n > N, 1+ n et

7 + n sont tous les deux positifs donc,
<Tnzj’ zl> — <TP+Zj+n, zi+n> _ <sz-|-n7 Zi+n> ‘

Il en résulte que la suite ((7},27, 2%)),en est constante a partir d’un certain rang donc conver-
gente (car (T277™ z*") ne dépend pas de n). Ainsi la suite ((T},p, q))nen est convergente
pour tout p,q dans P, et comme P est dense dans L?(T) alors la suite ({(T},f, g))nen est
convergente pour tout f,g dans L*(T). Ainsi, la suite (7},f)nen converge faiblement dans

L*(T). On note par T, f la limite faible de T,,f, donc

T, : L*T)— L*T)
[ Inf

est un opérateur borné car

[ Too flly < lim inf |75, fll, < [T £, -
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2.5. Opérateur de Toeplitz sur l'espace de Bergman.

Et sa matrice est de Laurent, donc T, est un opérateur de Laurent.

En plus pour tout 7,5 € N

<P+Toozj,zi> = <Toozj,zi>
= nlggo <TnZJ,ZI>

= lim (MI"TP M2, 2")

n—oo
= lim (T2 2*")

n—oo
= <sz , z’> .
Et comme (z"),cn est une base de H?(T) on résulte que

P.Tof =Tf,Yf € H*T).

C’est a dire T est la compression de l'opérateur de Laurent T, sur H?(T). Donc T est un

opérateur de Toeplitz. O

Nous pouvons déduire le symbole ¢ a partir des coefficients de la matrice de Toeplitz

(aij>i7jeN. En effet, on a
aiy = (Tp2h, 27 = (2, 27 = (ip, 77 = (i — ).

Alors
P(i) = (T,2% 2") = (T,1,2") = aig
{ P(=j) = (T2, 2%) = (T2, 1) = a;.
L’unicité du symbole ¢ est assurée par 'unicité des coefficients de Fourier donnés par la
formule précédente.
La proposition 2.2 nous permet de dire (comme dans le cas de 'opérateur de Laurent),

qu'un opérateur de Toeplitz est borné si et seulement si son symbol est borné.

Théoréme 2.4. Un opérateur de Toeplitz T, est compact si et seulement si ¢ est nul.

2.5 Opérateur de Toeplitz sur ’espace de Bergman.

On rappelle que L?(D) est un espace fermé dans LP(D). Alors la projection orthogonale

de L?(D) dans L?(DD) est bien définie, et on la note encore P,

P, LPD)— LE(D)
[ = Pu(f).

39



2.5. Opérateur de Toeplitz sur l'espace de Bergman.

Définition 2.8. Soit ¢ une fonction bornée sur D. On définit l'opérateur de Toeplitz a
symbole ¢ sur 'espace L?(D) par

T, L:(D) — L*(D) (2.5.1)
f= Pief).

En utilisant la représentation intégrale de P, nous pouvons voir T,, comme un opérateur

intégrale donné par :

Tof(2) = Plef)(2) = (pf K2) = / %M( ),Vz € D.

De la définition on résume les propriétés suivantes
Proposition. 2.9. [39] Soit p, ¢ € L>°(D)

1. Pour tous o, B € C, on a T,pypy = o1, + BT5.

2N Telly < llells

3. Ty est l'adjoint de T,.

4. T, =0 si et seulement si o = 0.

5. Si¢p € H®(D) alors TyT, =Ty, et T5T, =T,
Démonstration. 1) Soit f € L2(D), on a
(o + B0 w) )

Tago+ﬁ¢(f) = D 1 — ZlU)Q
_ d(w) f(w)
= a/D = dA —i—ﬁ/ — 2dA(w)
= oT,(f) + 6T¢( f):
2) On a pour f € L(D), alors
1P+(PIl = f
1.€.
[Py =1,
et aussi

1T (DN = 1PN < 1P f 1T < Hlell NI

done || T, < [[¢ll,
3) Soient f,g € L2(D), on a

(T.f.9) = (Pr(ef).9) = (of, Pi(9)) = (¢f P:(9))
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2.5. Opérateur de Toeplitz sur l'espace de Bergman.

= (of,9) = ([, ®g) = (P:(f),29)
= ([, Pi(g))
= <f>T¢g>

4) Si T, est nul alors pour tous m et n dans N, on a

(Tp,2",2™) = 0& (Tp2",2™) = (Pr(pz"),2™)
& (T2",2™) = (pz", 2™)
& (T,2",2") = (p,2"2"),

mais la famille des polynémes en (z,%) est dense dans L?(ID,dA) donc ¢ est orthogonale a
Z"z™, c’est a dire ¢ est nulle.
5) Pour tout f € L2(D,dA), ¢ € H®(D) vient de dire que ¢f est holomorphe sur D et

¢ étant bornée, ainsi ¢f € L2(D, dA), alors Ty(f) = Py (¢f) = ¢f et

TeoT¢ = Tw(¢f) = P+(<P¢f> = Tw(f)-

Par la méme facon on peut montrer la deuxiéme partie. O

La propriété 2/ de la proposition précedente nous a affirmé que si le symbole ¢ de
l'opérateur T, est supposé borné comme dans la définition, I'opérateur T, est lui aussi
borné. En réalité 'opérateur de Toeplitz T, sur I'espace de Bergman L2(ID) peut étre borné
sans que son symbole le soit. Au contraire de I'opérateur de Toeplitz T, sur I'espace de
Hardy (voir [7]) qui est borné si et seulement si son symbole est borné. Une autre propriété
est satisfaisante pour 7, sur 'espace de Hardy et n’est pas dans I'espace de Bergman est la

suivante (T, est compact si et seulement si ¢ est nul) (voire [7]).

Proposition. 2.10. [36]/ Soit ¢ € L>(D,dA). Pour tout z € D on a

Tp(k.) = (Py(pop.)op.)k..
Définition 2.11. La transformée de Berezin de l'opérateur de Toeplitz T, est définie par
Tp(2) = (Tokz, kz) = (k2 k) = 9(2).

Ainsi, la transformée de Berezin de ¢ et de T, coincidents.

41



2.6. Opérateur de Toeplitz a symbole quasihomogéne ou radial.

2.6 Opérateur de Toeplitz & symbole quasihomogéne ou

radial.

Définition 2.12. Soit m € Z. Une fonction ¢ € L>®(D,dA) est dite m quasihomogéne s’il
existe o € L>([0,1]) telle que pour tout z = re?? de D, on a
o(re’”) = e™p(r).

On dit alors que ¢ est la partie radiale de ¢ et m le coefficient de quasihomogénéité de
0.

Dans ce cas, on dit que 'opérateur de Toeplitz T}, est quasihomogene de degré m ou tout
simplement m-quasihomogéne.
Et si m = 0, alors ¢ est dite radiale, et T}, s’appel opérateur radial.

Par exemple la fonction 2"z est quasihomogeéne de degré (n —m). Sa partie radiale est
la fonction définie par ¢(r) = r"=.

En outre les polynomes de la forme 2™ avec m € Z denses dans L*(D,dA), et pour
tout my # my on a e™YL2([0,1],7dr) est orthogonale a e™2¢L2([0, 1], rdr). On peut alors
décomposer L?(ID, dA) sous la forme

L*(D,dA) = ® ™ L*([0,1],rdr). (2.6.1)
meZ
Ainsi, toute fonction f de L*(ID,dA) admet une décomposition sous la forme
F) =™ fu(r),  fulr) € L7((0,1],rdr).
meZ

La décomposition de I'espace L?(ID, dA) sous la forme (2.6.1) nous méne & dire que beau-

coup de problémes liées aux opérateurs de Toeplitz se raménent aux études des opérateurs

de Toeplitz a symboles quasihomogénes ou radiaux. on cite par exemple les travaux de I.

Louhichi, E. Strouse et de L. Zakariasy [25], [26], [27].

Lemme 2.13. Soit ¢ un symbole m-quasihomogene borné, et soit la base orthonormale

{en}, = {Vn+1z"} de L2(D,dA), alors

0 sinm+m <0
T¢€n =
cn(p)entm si non,

ol

1
() =2vVn+1vn+m+ 1/ o(r)r2tm iy,
0

telle que ¢ est la partie radial de ¢.
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2.6. Opérateur de Toeplitz a symbole quasihomogéne ou radial.

Démonstration. 11 suffit de calculer (Tye,, e,) = (¢e,, €,) pour tous p,n € N,
<T¢€n7 €p> = vn-+ 1\/]9 + 1/ ¢(Z)Zn2p dA(Z)
D
1 2w 1 ) ' 4
= —vn+lyp+l / / e o(r)rmemrPe P rdrdd
@ o Jo
1 o !
= —vn+1y/p+ 1/ ez(m—m—p)é)d@/ go(r)r”“’“ dr
T 0 0

B 0, sim+n—p#0
2vn+1vn+m+1 fol o(r)yrrm iy, sim4+n=p

1
= 2Vn+1vVn+m+1 (/ gp(r)r2"+m+1dr> Smtnp-
0
D’ou

0, sim+n—p#0

Tye, =
¢ <2\/n +1vVn+m+1 fol cp(r)r%*m“dr) Eman,SI M+ 1 = p.

]

Soit maintenant ¢ une fonction radiale telle que ¢ € L>®(D,dA) (i.e. ¢ € L*([0,1])),

alors
0, sin#p
Tﬂoen = 1 o2n41 . o
2(n+1) [, e(r)r*"dr) ey, sin=p.

Et donce )
(Tpen,en) =2(n+ 1)/ o(r)r*"dr.
0
On note encore

cn(p) = (Tpen, €n) = 2(n + 1)/0 o(r)r*"*idr. (2.6.2)

Il est clair maintenant, d’apres (2.6.2) que si ¢ est radiale 'opérateur T, est diagonal.
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Chapitre 3
Classes de Schatten-von Neumann.

Les notions et les propriétés suivantes se trouve dans Bottcher-Silbermann-Karlovich (8],
voir aussi Nikolski [30].
Soit A un opérateur d’un espace de Hilbert H; dans un espace de Hilbert Hs, et soit le

module de A défini par
|A| = (A*A)? : Hy — H,.

Soit s,(A), n =0, 1,2, ...les valeurs propres de l'opérateur |A|.

Définition 3.1. Les nombres s,(A), n = 0,1,2, ... sont appelés les nombres singuliers de

A. On défini les classes de Schatten-von Neumann S,(Hy, Hy) par

Sy(Hi, Hy) = {A € Suo(Hy, Hy) : ||A|[E =) si(A)P < o0}, 0<p < o0, (3.0.1)
k

Soo(Hy, Hy) = la classe des opérateurs compacts.

avec

HfiHoo ::I£g§§ Sn(fqy

On note par So(H;, Hy) 'ensemble des opérateurs de rang fini de H; dans H,.
Il est clair que si A est compact, alors |A| est également compact et donc son spectre est

donné par une suite tendant vers zéro (s’il est infini). Autrement dit
SwclHy, Ha) = { A € Loo(Hy, H2), Tim s,(4) = 0}
n—oo

ou Lo (Hi, Hs) est I'espace des opérateurs linéaires bornés de Hy dans Hs.

Voici quelques propriétés des classes S,(Hy, Ha) :
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3.1. Quelques résultats sur les opérateurs de Toeplitz.

1. S,(Hy, H2) pour 1 < p < 0o est un espace Banach muni de la norme

1A, = (Z Sk<A>p> :

ko
et pour 1 < r < s < oo, S,(Hy,Hs) C Ss(Hy, Ha), et So(Hi, Hy) est dense dans
S,(Hy, Hy) pour tout 1 < p < oo.

28511 <p<oo0, Ae L(H,H), K € S,(Hy,H3) et B € L(Hs, Hy) alors BKA €
S,(Hy, Hy).

3. Soit (B,), C L(Hs, Hy) convergent fortement vers B € L(Hjz, Hy) et soit (C,), C
L*(Hy, HY) convergent fortement vers C' € L*(Hj, Hy). Alors si K € S,(Ha, H3)
(1 <p<o0),

|B,KC, — BKC||, — 0, qaund n — oo.

Si K € L(H) est un opérateur auto-adjoint positif et si {e,}, est une base ortho-

normale de £L(H), alors > (Ke,, e,) ne dépend pas du choix de la base orthonormale

n
{en},. Cette somme est appelée trace de K, et notée trk.

4. Soit 1 < p < oo. Alors K € S,(H) si et seulement si ¢r(|K|") < co. Dans ce cas
1K, =D si(BP = tr(|K]).
k

La classe S1(H) s’appelle la classe des opérateurs trace, et Sa(H) celle de Hilbert-
Schmidt.

Dans la suite, la classe de Schatten-von Neumann S,(H) sera notée par S,,.

3.1 Quelques résultats sur les opérateurs de Toeplitz.

Rappelons que les espaces LP(D) et LP(D), 1 < p < oo, ont été définis dans la section
(1.3).
Une propriété importante de Pespace L2(ID) est que pour tout w € D, il existe ce qu'on

appelle le noyau reproduisant, voir(1.3), i.e., k, € L?(D) donné par

k(z,w) = ky(z) = %, z,w € D.

On a pour tout f € LZ(D)
(1= [w*)f(w) = {f, ku),
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3.1. Quelques résultats sur les opérateurs de Toeplitz.

ou (.,.) est le produit scalaire sur L*(D). voir [17, Sect. 1.1], [39, Ch. 4].
Pour une fonction g € L' (D), on considére sa transformation de Berezin (section (1.4.2)),

voire aussi [17, Ch. 2|, [39, Ch. 6] définie par
g(w) = (gky, kw), w € D.
De méme, pour l'opérateur de Toeplitz T, (2.5.1), on définit
Tp(w) = @(w) = (Tokw, ku) = (Prphu, ko) = (phu, k), w €D

Comme nous le verrons dans la suite, de nombreuses propriétés de 7T, peuvent étre
exprimé en termes de .

Les deux résultats suivants sont valables pour les opérateurs de Toeplitz T, (i.e., les
symboles ¢ ne sont pas nécessairement radiaux). Soit (z,w), z,w € D, comme 'espace de

Bergman est métrique (ou, de maniére équivalente, hyperbolique) sur D, voir [39, Ch. 4], et
D(w,r)={z€D:d(z,w) <r},

ou r > 0. Pour r fixe, on définit la moyenne de ¢ comme

ot A(D(w, 7)) = [p,. dA(2)-

Théoréme 3.1 ([39, Ch. 7]). 1. (voir [39, Ch. 7, Prop. 7.3]) Soit ¢ € C(D) (i.e., v est

continu sur D). Alors T, est compact (i.e., T, € Sx,) si et seulement si

lim ¢(z) =0.

|z]—1—

2. (voir [39, Ch. 7, Cor. 7.9]) Soit ¢(z) > 0 sur D. Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

- T, € S,

- lim|z‘_>1_ (,5(2) = 0,

— pour tout v > 0 fize, limy, - ¢r(2) = 0.

Mettons aussi dA(z) = dA(2)/(1 — |z[*)2.

Théoréme 3.2 ([39, Ch. 7|). Soit p(z) > 0 et p > 1. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
-T,€ S,

46



3.1. Quelques résultats sur les opérateurs de Toeplitz.

- ¢ € LP(D,dN),
— pour tout r > 0 fize, . € LP(D, d\).

A partir de maintenant, nous supposons le symbole v radial. Alors, la matrice de 'opé-
rateur de Toeplitz T, est simple & calculer. En prenant la base canonique e, (z) = v/n + 12"
de L?(D), on a

1 1/2 1 1/2 2r 1
(Tw)nm — (n + ) (m + ) / ez@(nfm) do / rn+m+1g0<7,) dr.
0 0

T
Donc
2(n+1) fl r*Ho(r)dr, m=n,
(1) nm = { (3.1.1)
0, n #m,
et la matrice de 'opérateur est diagonale.
Il est convenable de poser
1
en() = (To)un = 2(n + 1) / P20 () dr (3.1.2)
0

Pour un symbole radial ¢, sa transformée de Berezin est également radiale et elle est

calculée comme suit
o

Blz) = (L= |2 Y (n + )™,

n=0
(voir Zorboska [38]. )

Notons que dans le théoréme suivant le symbole ¢ n’est pas supposé de signe-défini.
Théoréme 3.3 (Korenblum-Zhu [24]). Soit T,, un opérateur de Toeplitz a symbole radial
borné . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T, € S,

2. lim, 400 2(n + 1) fol o(x)z* 1 do = 0.

8. limy - j;l o(z)dz = 0.

Nous terminons cette section en mentionnant des articles intéressants de Louhichi-

Zakariasy [25], Louhichi-Strouse-Zakariasy [26].
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3.2. Quelques conditions suffisantes pour que 'opérateur de Toeplitz radial soit dans la
classes de Schatten-von Neumann S,,0 < p < oo.

3.2 Quelques conditions suffisantes pour que ’opérateur

de Toeplitz radial soit dans la classes de Schatten-

von Neumann §,,0 < p < oo.

Soit la fonction ¢ définie sur I = [0, 1]. Le théoréme 3.3 affirme que si le symbole ¢
est continu dans un voisinage (& gauche) du point z = 1 et ¢(1) = 0, alors évidemment
lim,, 4 00 ¢ () = 0.

Supposons maintenant que ¢ est [ fois continument différentiables sur 7,/ € N. On voit
facilement que les conditions p*)(1) =0, k= 0,...,]— 1, impliquent une décroissance plus
rapide de ¢,(¢) quand n — +oc.

Pour formuler la proposition suivante, notons W4?(I) 'espace de Sobolev sur I'intervalle

I,i.e., feW'"(I)siet seulement si

l
1A lwes = YLDl < oo,

J=0

oil les dérivés fU) sont au sens distributions, et ||.||, sont les normes sur LP(I),p > 1. Voir
Adams [1| pour plus d’informations sur le sujet.

La proposition est tout a fait élémentaire, et nous la donnons par souci d’exhaustivité.

Proposition. 3.2. Soitl € N, p > 1. Soit p € W'P(I) et (1) =0,k =0,...,1—1. Alors

C
len()]| < i |l lwee,

ou C = C(l,p).

Démonstration. Comme d’habitude, pour p > 1, nous fixons ¢ = —2~,¢ > 1. En commen-

(p—1)
¢ant par [ = 1, on voit que :
1 1
cn(p) = 2(n+ 1)/@(:}3):L‘2n+1d:): = /go(x)d(;p2(”+1>)
0 0
1

_ —/gp’(x)x2("+1)dx.

0
Par I'inégalité de Holder

1
lea(@)] < Nle'llpl 2201y < Cllellwio—,
na
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3.2. Quelques conditions suffisantes pour que 'opérateur de Toeplitz radial soit dans la
classes de Schatten-von Neumann S,,0 < p < oo.

ou C=C(l,p). Pourl=1,onal/g=1—-1/p=1—1/p.
Pour le cas général de [, I'intégration par parties appliquées (I — 1) fois a l'intégrale

ci-dessus donne

1

(=1) 0 (o214
@) = G IR+ D @ iT Z)[“‘)()(“")’” T

Par conséquent, nous obtenons par 'inégalité de Holder

C 1
len ()] < mH@(l)Hp < Cllellwrr =7,

ou C =C(l,p).
[l

Supposons que [ — 1/p > 0. Il en résulte immédiatement que T, € S, a0 > 1/(1 — 1/p),

pour les symboles ¢ de la proposition ci-dessus, et aussi,

T lls. < Cllellwrs.

Notons aussi que la proposition 3.2 donne une condition suffisante pour que {c, ()} soit
proche de 0 , mais la condition n’est pas nécessaire. Par exemple, elle explique comment
les coefficients {c,(¢)} s’annulent quand ¢ > 0 alors qu’aucune annulation dans 'intégrale
3.1.2 définissant ¢, (¢) n’est possible. Quand ¢ est complexe (ou réel de signe indéfinie),
'intégrale qui donne ¢, () devient plus petite au voisinage (& gauche) de z = 1, a cause des
oscillations trés rapides de ¢, (voir Proposition 3.4).

Le lemme suivant est un calcul simple basé sur des propriétés bien connues de la fonction
I.

Lemme 3.3. Soit § > —1. Alors

! CT(§+1)
— n 0
L;(n)—/o s"(1—s) dsg—n5+1 )

ot C' est une constante.

Démonstration. Nous donnons un bref apercu de la preuve. On pose a,, = ﬁ En faisant
le changement de variable s = e™" sur Is(n) et on réécrire 'intégrale sur [0, a,[ et [a,, +00],
on a

+o0

1
/s"(l —5)°ds = /e”t(l —edt =1+ 1,
0

0
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3.2. Quelques conditions suffisantes pour que 'opérateur de Toeplitz radial soit dans la
classes de Schatten-von Neumann S,,0 < p < oo.

an —+o0

= /e‘”t(l —e ot + /e_m(l — e N)odt.

0 an

On voit facilement que

C

12 < —e—(n—i—l)an.

vn+1

Pour tout € > 0 et ¢ assez petit, nous avons (1 —e™*) < (1 + €)t, et donc

an (n+1lan
- (1+¢) -
]1 S (1 + 6)6/6 tt(sdt = m € Uédt
0 0
ot u=(n+1)" et n — +o00. Le lemme est prouvé. O

Bien siir, on peut prouver avec un peu plus d’efforts que I5(n) =< I'(6 + 1)/n°*! pour
n — +00.

Les deux premiers points de la proposition suivante sont des résultats de Grudsky-
Vasilevski [21, Théoréme 3.3|. Le troisiéme point concerne le fait que 'opérateur Toeplitz
T, est dans S,,0 < p < oo, et il est obtenu a l'aide de techniques similaires & celles de
[21]. Notons que la continuité et la bornitude du symbole ¢ au voisinage de z = 1 ne sont

obligatoires.
1

On pose ®(z) = [¢(s)ds. Nous avons la proposition suivante.
€T

Proposition. 3.4. Supposons que p € L' [0,1]. Nous avons (quand s — 1 —0) les implica-

tions suivantes

1. Si|®(s)| < C(1 —s), alors sup,, |c,(¢)| < +oo (i.e., Uopérateur T, est borné).

2. Si
[ (s)]

salf[)(l — s)

=0,

alors lir+n len(@)] =0 (i.e., Uopérateur T, est compact).
n—-+0oo

3. Soit
B(s)| < C(1—5)°, (3.2.1)
pour d > 1. Alors
len(0)] < % (3.2.2)
(i.e., Uopérateur T, est dans la classe de Schatten-von Neumann Spi., p = Fll)’ pour

tout € > 0).
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3.2. Quelques conditions suffisantes pour que 'opérateur de Toeplitz radial soit dans la
classes de Schatten-von Neumann S,,0 < p < oo.

Démonstration. Pour (1), (2), voir Grudsky-Vasilevski [21] [Théoréme 3.3]. Passant a (3),

nous faisons l'intégration par parties dans (3.1.2)

cn(p) = (2n+2)(2n + 1)/0 ®(z)2*"dx.

Par I'hypothése de (3), il existe dy > 0 tel que |®(z)] < C(1—2)° pour 1 -8y < z < 1. Nous

réécrivons cette derniére intégrale comme
1
) = (2n+2)@n+1) / B(x)e>de
0

1-8 1
= (2n+2)(2n+1) </ (z)z*"dx + / @(x)x%da:)
0 1-d0
= [1 + 127

le facteur (2n + 2)(2n + 1) étant absorbé dans les intégrales. Puisque ¢ € L'[0,1] et @ est

borné, I; ainsi décroit avec un taux exponentiel, i.e.,
I <C@2n+2)(2n + 1)(1 — &)*"

Passant a I, on voit que

1
I, < C@2n+2)2n+1) / (1 — )’ z*dx
1-6
) 0
< C@2n+2)2n+1) / (1 —z)°x*dz
0
CT (6 + 1)n?
< =TT
= o+l
< C
= F)
ou a la derniére étape, nous avons utilisé le lemme ci-dessus. O

Nous considérons maintenant comme exemple, le cas a symbole particulier :
p(2) = Pap(z) = (1 - 2)Psin(l - 2)7°, (3.2.3)

ot « > 0 et B < 1. Evidemment, la condition sur 3 garantit que ¢ € L'[0, 1]. Les calculs de
[21], (p. 23 voir I’équation (3.3)) donne

D) = ~(1 —2)* P eos(1 1)+ O((1 — ) ),

donc la condition 3.2.2 est satisfaite avec 6 = a— 41 > 0, et, par conséquent, le point (3)

de la proposition 3.4 est prouvé.
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3.2. Quelques conditions suffisantes pour que 'opérateur de Toeplitz radial soit dans la
classes de Schatten-von Neumann S,,0 < p < oo.

Corollaire 3.5. Il existe un symbole ¢ = pop5 (3.2.3) avec un choiz de paramétres «, 3

ayant les propriétés suivantes :
1. p € L0, 1],
2. Uopérateur T, est compact,
8. pour tout &y > 0, supp_g, 11 lp(z)| = 400,
4. de plus, pour tout p >0, il existe « > 0 et <1, tels que T, , € 5.
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Chapitre 4

Solution du probléme spectral pour les
opérateurs de Toeplitz radiaux et

polyndémes de Legendre.

4.1 Problémes spectraux direct et inverse pour les opé-

rateurs de Toeplitz radiaux.

Rappelons que pour une fonction radiale donnée ¢ € L'(]0, 1], zdx), Vopérateur de Toe-
plitz 2.5.1 a une matrice diagonale avec des coefficients {c,(¢)} 3.1.2 dans la base canonique
de L?(D). Donc, le spectre o(T,) coincide avec {c,(¢)}.

Le probléme spectral pour ces opérateurs se compose de deux parties : la premiére partie
(i.e., le probléeme spectral direct) est de comprendre les propriétés de o(7T,) (pour calculer
le spectre d’une maniére assez explicite) pour une donnée ¢. La deuxiéme partie (i.e., le
probléme direct inverse) est de reconstruire le symbole ¢ (si possible), a partir du spectre
o(T,) de opérateur de Toeplitz.

Comme nous le montrons, ce probléme admet une solution élégante en termes de poly-
nomes de Legendre {P,(z)}, sur L*[—1,1].

Avant de donner la construction, nous faisons quelques réductions. Tout d’abord, rappe-
lant la formule 3.1.2, on fait le changement de variable z = /s et on définit 1(s) = ¢(1/s),

donc

Cn(¥) := cn(p) =2(n + 1)/0 o(x)r* M dr = (n + 1)/0 P(s)s™ ds. (4.1.1)

Nous acceptons la notation de la relation ci-dessus pour le reste du travail.
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4.1. Problémes spectraux direct et inverse pour les opérateurs de Toeplitz radiaux.

Deuxiémement, nous souhaitons représenter la fonction @ comme une série de poly-
nomes de Legendre sur [—1,1]. Le redimensionnement des polynémes {P,} a I'intervalle
[—1,1] conduit a des relations lourdes; pour garder les formules avec lesquelles nous tra-
vaillons raisonnablement simples, nous préférons étendre la fonction v sur [—1, 1] de maniére
appropriée.

Pour une fonction ¢ € LP[0,1], p > 1, On pose

o ¢($)a x> 07 §) — ¢($), T > 0,
so= {30, 20 w00 15

Bien stir, nous avons ¢ = 1, + ¢, sur [—1,1], o ¢ est étendu de zéro a [—1,0), et

el 2011y = 1ol —1 1y = 211¥[[700.1)- 1L s’ensuit que

%W—W+Dlw@

pour n pair et C,,(¢,) = 0 pour n impair. De méme,

Gty =) [ uts)stds =D [ ot ds = Cuv,)

pour n impair et C,(1),) = 0 pour n pair. En particulier, C,(¢) = C,, (1) pour n pair, et

s)s"ds =: Cp(1e)

Cn(¥) = C,(¢,) pour n impair.

Supposons maintenant que ¥(s) = E,]CV:O apPr(s) sur [—1,1]. Alors, on a pour m = 2n

pair
2n+1) !
Con(h) = M / pe(x) 2™ da (4.1.2)
2n + 1) &
= ( / (Za] ) (Zan,QkPQk(x)> dx
E(N/2) n
(2n + N
= / Z Zan 2ka2]P2] sz( )d
j=0 k=0
mln{anEN/Z) (2n 1 ) > ) min{n,zEfN/Q)}d )
= - 02n 2k 2k = 2n, 2k A2k
k=0 4k +1 k=0
ou ( )
2n +1)!
don or = . 4.1.3
22T on — 2k)11(2n + 2k + 1)1 (4.1.3)
Pour m = 2n + 1 impair, on obtient
2n + 2
Cniat) = D [ gt (4.1.4
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4.1. Problémes spectraux direct et inverse pour les opérateurs de Toeplitz radiaux.

m+2) [ »
= %/ <Z%PJ($)> (Zb2n+1,2k+1pzk+1($)) dz
-1 \j=0 k=0
E(N/2) n
on+2) [
= %/ Z szn+1,2k+1a2j+1pzj+1(JJ)P%H(I) dx
-1 =0 k=0
min{n,[N/2|} <2n 19 min{n,E(N/2)}
= 7 5 2n+1,2k+1) Aok+1 = Z d2n+l,2k+1a2k+1a
prd 4k + 3 —
ol
(2n 4 2)!

don = .
LN 9 = 2k)1(2n + 2k + 3)II

Dans la suite, nous nous intéresserons aux limites des coefficients C,, () pour différentes
fonctions . Remarquons que les coefficients Cy, (1)) 4.1.2 dépendent de da, ox €t agy seule-
ment, et de méme pour Cap,11(¢0) 4.1.4 et dopt1 2k+1, A2k+1, respectivement. Par conséquent,
nous avons une séparation des variables. Etant donné que les calculs de {C, ()} pour n
pair ou impair sont similaires, nous nous concentrons sur le cas de n pair.

Soit 9(s) = S_n_, axPi(s), s € [~1,1]. Considérons I'application donnée par

{cn(0)} = {Con(¥); Conta(¥)} = D({ar}), (4.1.5)

ot D(.) est la multiplication par D = [dy, k|nk, voir 4.1.2 et 4.1.4 pour la définition de d,, .
On l'appelle 'application spectrale directe pour I'opérateur T, ; pour garder la notation
simple, nous désignons I’application et sa matrice (dans la base fixe {P,}) par la méme

lettre D. L’application spectrale inverse pour I'opérateur T;, est

{an} = T({ea(9)}) = Z({Con(¥); Conta(¥)}), (4.1.6)

qui peut étre facilement écrit au moyen des formules 1.1.7, 1.1.8.

L’un des principaux points de la présente section est d’étudier 'application spectrale
directe D ; les propriétés de ’application spectrale inverse Z peuvent étre traitées d’un point
de vue similaire, mais ici nous n’allons pas dans ce sens.

On suppose que ¢ € L?[—1,1], ou, de maniére équivalente,

o0

2
2 _ 2
HwHLQ[—Ll] - kz_o Zk 4 1 |ak’ < +00.

L’espace pondéré [2 correspondant est désigné par 12({2/(2k+1)}). Il découle immédiatement
de la définition de S, p > 0, (T, € S, si et seulement si {c,(p)} € 7, p > 0).
Nous souhaitons comprendre quelles suites {c,(¢)}, peuvent étre générées par les fonc-

tions ¢ € L?[—1,1] a l'aide de I'application D, voir 4.1.5.
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4.2. Quelques résultats auxiliaires et la preuve du théoréme 4.1.

4.2 Quelques résultats auxiliaires et la preuve du théo-

réeme 4.1.

Comme il est expliqué ci-dessus, nous faisons les calculs pour la suite {c,(p)}, avec
des indices pairs, i.e., on suppose ¥ = Y . asPar. On désigne par D, la restriction de

I'application D sur la sous-suite de {c,(¢)}, paires, i.e.,

{C2n(¢)}n = De({an}k)-

Notons également que, pour tout n,

2n + 1)!
dono =1, dopon = ((4n—|— D — 0 (n — 00),
et
2n — 2k

(4.2.1)

doy, =dypop ——————.
2n,2k+2 22k 5 oL 3
Lemme 4.1. On a :

1. la matrice de D, est triangulaire inférieure, i.e., dopor =0, k > n, et doyor > 0 pour

0<k<n. En outre :

(a) pour tout n fize, donor est en décroissement par rapport a k,

(b) pour tout k fize, limy, o dopor = 1.

2. Ona
don,or < exp(—Ck*/n) (4.2.2)

ot C' > 0 une constante.

Démonstration. L’assertion (1) du lemme est clair d’aprés 4.1.3. Et (2) est également facile

a prouver ; et il résulte de 4.2.1. En effet, nous avons

q 1:[1 2n-—2j Zl 2n-25
n - = €eXx
N AC TR P “\2n 12/ +3

k—1 4j+3 1 k—1
< N YY)« — N"4j+3
= eXp( jzozn+2j+3>—eXp< 2n+21<:+1j20(ij )>

2
S exp (_C k_) )
n

du faite que 0 < j < k <n. m
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La forme de 'application D, suggére qu’il pourrait avoir de trés bonnes propriétés d’an-
nulation, ¢’est-a-dire, pour un choix approprié, une suite {aox} € 1?({2/(2k+1)}), leur suite

correspondante {Cy,(¢)} = D.({ag}) pourrait étre dans (P, 0 < p < oo.

Lemme 4.2. Soit p € N fize. Il existe un ensemble de coefficients (A;(.))j=o,.p, A;(.) =
A, i(.) en fonctions de k, satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Pour tout n, k, on a

p p

1
N oy A (k) = donan [ , . 4.2.3
= an.2(i45) A5 () 2’2kj:1(2n+2(k+j)+1) (4.2.3)

2. Aj(k) = 95;(k)/T,(k), ouS; = S,,, T, sont des polynomes par rapport a 'k, j =0,....p,
degT, =p(p+1)/2 et

deg So =degSy =pp+1)/2—1, degS;=p(p+1)/2—j,

ou j =2,...,p. En particulier, les fonctions rationnelles {A;(.)};=o...p ont les degrés
degAg =deg Ay = —1,degA; = -3, j=2,...,p.
3. Les zéros des polynomes {S;}j=o.. p, T dépendent uniquement de p ; en particulier, ils

ne dépendent ni de k, ni de n.

4. Il en résulte que, pour n fizve, et k assez grand
Ci < k|Ao(K)| < Co, C1 < E|AL(R)] < Gy, Oy < KA (R)| < Oy,
o j=2,...,petCy,Cy>0.

Démonstration. Pour illustrer la conclusion du lemme, prenons d’abord p = 1. Donc, nous
voulons prendre Ag(k) et A;(k) avec la propriété

1

dop o Ao (k) + day Ar(k) = donok 5——7—5-
2n,2k A0 (k) + donp(ery Ar(K) = don 2 50

Réécrivons le premier membre de cette équation comme

) (2n — 2k)
o= o <Ao(k> + A1<k>m) |

on voit que
— g Al =
T 4k+3 TN T 4g 43

et ces Ay, A; satisfont la revendication du lemme.

Ao (k)

Le calcul de p € N général est assez long, bien qu’il est complétement élémentaire. Nous

donnons un apercu de la preuve en laissant les détails techniques au lecteur.
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4.2. Quelques résultats auxiliaires et la preuve du théoréme 4.1.

On choisit p € N, p > 1 arbitraire. A la premiére étape de la construction, nous recher-

77777

(4.2.4)

Fy(n) := Fyp(n) = . B

@20k +g)+1) o Cnt2kt)+ 1)

7j=1

On considére la fonction F, comme une fonction (rationnelle) de n; k et p sont des para-
métres fixes. En égalisant les résidus aux poles sur la partie de gauche et de droite respec-
tivement de 4.2.4, nous exprimons les coefficients B; comme

_ (= 1

TG )

Bj = Res(-a(k+j)-1)/2E5(n)

ounj=1,...,p.

.....

p
1
d NAi(k) = doy 4.2.
p
B
= dop > :
o2k 2 (2n+2(k+s) + 1)
Nous définissons la fonction G,(n) := G, (n) comme
1 p
Gy(n) = - > don sy A (k). (4.2.6)
n2k 52

Goln) = > A0 [ (2” — 2kt s - 1)) | (4.2.7)

2n+2(k+s) +1

7=0 s=1
Bien sir,
2n—2(k+s-1) 4k +s) -1
n+2k+s)+1 2m+2k+s)+ 17
et donc '
p J
4(k+s)—1
LHS de 4.2.5 = A, 1— .
¢ ; J(E( (2n+2(k‘+3)+1)>)

Comme a la premiére étape de la preuve du lemme, en égalisant les résidus aux poles sur le

premier et second membre de 4.2.7. Autrement dit, nous avons

e - (2502 1 (23:90)

s=1,5#]
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4.2. Quelques résultats auxiliaires et la preuve du théoréme 4.1.

i (e g (e

5:1757£j

cem () i ()

s=1,5#]

B;
27

ouj=1,....p,et 3 <r<p.

Maintenant, il est convenable de poser
A: [Al,AQ,...,Ap]t, B: [Bl,...,Bp]t,
et la matrice C, d’ordre p de composants

r . T k s+j)— .
o et =) T (M) vz
T

0 , T <.

(4.2.8)

Notons que la matrice C est triangulaire supérieure ; en particulier, on a

p
T,(k) :=detC =[] C; #0,
j=1
pour k assez grand. Comme la relation 4.2.8 I'indique clairement, chaque composant C;; =
C;;(k) est un polynéme par rapport a k de degré j, j =1,...,p. Donc, degT, = p(p+1)/2,
comme affirme le lemme.
I’équation Ayg = — Z?:l Aj définissant Ay. Trivialement, nous résolvons ce systéme a l'aide

de la régle de Cramer, i.e.,
- det CjB . Sj7p(k’>

Ailk) = Geee T,(k)’

ot S;(k) = S, (k) = det Cjz est un polynome de k, et C;pz est la matrice p x p obtenue a partir

de C en remplagant la j-éme colonne par B. Il est facile de voir que deg .S; = p(p+1)/2 —j.
L’assertion (3) du lemme découle a la fois de (1) et (2). O

Théoréme 4.1. On pose &y > 0 arbitraire. il existe p € L*([0,1], zdz) tel que

1. ¢ ¢ L*([0,1]),

2. Dopérateur de Toeplitz T, (2.5.1) a symbole radial ¢ appartient a Ss,.
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4.2. Quelques résultats auxiliaires et la preuve du théoréme 4.1.

Démonstration. Pour une donnée dy > 0, on choisit p € N tel que 1/(p—1) < 50. Prenons N
k> (p+ 1)Np, voir le lemme 4.2, et notamment ses assertions (2) et (3).
Nous définissons la suite {agx}r en utilisant les coefficients {A4;(k)};=o,., du lemme

.....

ci-dessus. Ona k= (p+1)s+r,on 0 <r < p+ 1. On pose
asy = A ((p+1)s), k> (p+1)Ny. (4.2.9)
ou de maniére équivalente, on a

(@2(p1)s G2((p41)s+1)s - - - A2((p+1)s+)) (4.2.10)

:{(o,...,o) , s < N,
(Ao((p+1)s), A((p+1)s),... Ay((p+1)s) , s> Ny

On pose maintenant
o0

Z a2nP2n

=0
Rappelons que v définit la fonction ¢ sur [O, 1] d’apreés 4.1.1. Nous affirmons que ¢ (et donc

) posséde les propriétés énoncées dans le théoréme. En effet,

1 1
0o = Il = 5 3l 1Pl

= Czn22n—|—1 CZ_<+OO

ol nous avons utilisé, pour (s+ 1)p <k <(s+1l)p+p

C
jax] < max [Aj((p+1)s)] < =2,

voir le lemme 4.2, (3).

D’autre part, on a pour ¢, d’aprés 1.1.6

00 00 k
W= ) an Py =) as, ( (45 — 1)P2j—1>
j=1

k=0 k=0
= Z(4j - 1)P2j—1 (Z a2k> .
Jj=1 k=j

Par souci de simplicité d’écriture, on pose R; = > 7~ ; A2k Rappelant la définition de la suite

{ag}r 4.2.9, 4.2.10, on a
(p+1)s+p

Z (lgk—o

k=(p+1)s
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4.2. Quelques résultats auxiliaires et la preuve du théoréme 4.1.

Par conséquent, pour k assez grand k = (p+ 1)s+r, 0 <r < p, on pose

(p+1)s+p

E Qo = E agf;.

En particulier, les propriétés énoncées dans le lemme 4.2 indiquent que

(p+1)s+p
ST am = —Aol(p+ 1)s).
j=(p+1)s+1
et done
(p+1)s+p 8.
> | =A(p+ 1)s)| = ——.
j=(p+1)s+1 (p—i— 1)8

Par conséquent,

[0 [Feny = D (45 = D Pyl PR,
j=1

> > (Ap+ Ds + 3| Pogprnysat|P1Dgprnysca
S_N0+1
1) 3
Z C Z p+ 8 —|—2 ) — too.
s=No+1

Reste a montrer que T, € Ss,. Pour cela, nous devons estimer Cs, (1)) pour n assez grand.
Encore une fois, on écrit n = (p+ 1)l +7r, 0 <r <p, et l=[n/(p+1)]. Nous continuons

comme 4.1.2

n -1 D
Con(¥p) = Z don 2102k = Z (Z d?n,Q((P+1)s+j)a2((P+1)s+j)>

s=0 \j=0

+ ZdZn 2((p+1)1+) 2+ 1) = (1) + (1),
7=0

Puisque dy,, o, < exp(—C'k?/n), voir 4.2.2, on obtient facilement |(/1)| < e~¢". Rappelant

la définition de {agx }r 4.2.9, 4.2.10, et la relation 4.2.3 du lemme 4.2, nous arrivons a

P
<Z d2n,2(<p+1>s+j>a2(<p+1>s+j>)
<Z dan2((p+1)s+5) A5 (P + 1) ))

-1

() =

“M 'M

7=0
[n/(p+1)]-1 P 1
= day, s : :
; 2n,2(p+) J[[l 2n+2((p+Ds+j)+1)
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4.2. Quelques résultats auxiliaires et la preuve du théoréme 4.1.

Prenons 0 < ¢ < 1/2 un petit, et coupons la somme ci-dessus en deux morceaux : la

premiére somme est prise pour s = 0,..., [nl/”//(p + 1)], et la seconde est prise pour
s=n"*/p+1D]+1,...,n/(p+1)]—1.Ona
/2 (p1)] /249" ) (p1)]
1
< C 1- —
s=0 s=0 n
- n1/2+§’ B 1
- np o np—1/2—5”
et, de méme,
[n/(p+1)]-1 [n/(p+1)]-1 o—Cs2/n
<c > =
s=[n1/2+3" /(p+1)]+1 s=[n1/2%" /(p+1)]+1
[n/(p+1)]-1 —n2e’ ,
< C (& < C eicn25 “+e

np
s=[n1/2+" /(p+1)]+1

pour tout € > 0 petit. Par conséquent, nous obtenons

C
Con(W)l < 5

Puisque 0 < ¢ < 1/2, cela implique que T, € Si/p-1); par le choix de p nous avons
1/(p —1) < &y et donc T, € S;,. Le théoréme est prouvé. O

Quelques remarques s’imposent. Tout d’abord, en utilisant I’asymptotique des polyndémes
de Legendre {P,} [14, 4], on peut montrer que la fonction ¢ construite dans le théoréme
ci-dessus, est dans L*°[0, 1]. Deuxiémement, on peut évidemment obtenir "un nombre plus
important" de fonctions ¢ satisfaisantes les propriétés du théoréme 4.1. Autrement dit, au

lieu des définitions 4.2.9, 4.2.10, on peut définir les coefficients {ag }r comme

(@2(p+1)s, A2((p+1)s+1)5 - - - A2((p+1)s-+p)) (4.2.12)
_{(077()) s S<.7\/vo7
((p+1)s) (Ao((p +1)s), Ai((p +1)s), ... Ap((p+1)s) , s> Ny,

avec 0 < 9 < 2. En effet, les calculs montrent que

1
HweH%Q[—l,l} S CZ n3_57

1
ell22po1yy > 02ﬁ>
C
Can(¥)] =< np—(1/2+6")(1+0) "
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Conclusion et perspectives.

Enfin, nous voulons mentionner ici plusieurs questions ouvertes liées au sujet du présent
theése. Suarez [37] a prouvé que le C*-algébre généré par les valeurs propres {c,(¢)} 3.1.2 des
opérateurs de Toeplitz radiaux a symboles bornés ¢, est dense dans C*-algébre des suites
bornées et oscillant logarithmiquement. Etant donné une suite bornée oscillant logarithmi-
quement {cv, }, est-il possible d’utiliser la méthode du chapitre 4 pour construire un symbole
¢ borné tel que {a,} = {c.(p)} 7 Il est probable que la réponse a cette derniére question
soit non ; dans ce cas, peut-on décrire des suites bornées oscillant logarithmiquement venant
comme des suites de valeurs propres {c, ()} pour un opérateur 7, avec un symbole borné ¢ 7
Il semble intéressant d’effectuer une analyse similaire pour les opérateurs de Toeplitz radiaux
sur les espaces de Bergman pondérés LZ(D,dA,), dA.(2) = (a+ 1)(1 — |2]?)*dA, a > —1.
Il est possible que l'on doive utiliser des polynémes orthogonaux de Gegenbauer (ou, plus
généralement, de Jacobi) au lieu des polynémes de Legendre dans la construction en chapitre
4.
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Résumé.

Dans la présente thése, nous étudions les propriétés spectrales des opérateurs de Toeplitz a
symboles (quasi-) radiaux sur l'espace de Bergman. Plus précisément, le probléme qui nous
intéresse est de comprendre quand un opérateur Toeplitz donné appartient a une classe de
Schatten-von Neumann. Les méthodes de la théorie d’approximation (c’est-a-dire les poly-
nomes de Legendre) sont utilisées pour avancer dans cette direction.

Mots clés :

Opérateurs de Toeplitz, symboles (quasi-) radiaux, espaces de Bergman, classes de Schatten-

von Neumann, polyndémes de Legendre.
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Abstract.

In the present thesis, we study spectral properties of Toeplitz operators with (quasi-) radial
symbols on Bergman space. More precisely, the problem we are interested in is to understand
when a given Toeplitz operator belongs to a Schatten-von Neumann class. The methods of
the approximation theory (i.e., Legendre polynomials) are used to advance in this direction.
Key words :

Toeplitz operators, (quasi-) radial symbols, Bergman spaces, Schatten-von Neumann classes,

Legendre polynomials.
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