A il Aol jRapall A ) el A ) gl
Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
UNIVERSITE MOHAMED KHIDER, BISKRA

Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie
Département de Mathématiques
These
Présentée pour l'obtention du diplome de Doctorat en Sciences
Option : Analyse Fonctionnelle
Par:

AMAR BOUGOUTAIA

Quelques idéaux des opérateurs linéaires et non-linéaires
et leurs applications

Soutenue publiquement le:10 /10 /2019. devant le jury composé de:

Zouhir MOKHTARI Prof. U.M.K Biskra Président

Amar BELACEL MCA U.A.T Laghouat  Directeur de la these
Abdelmoumen TIAIBA MCA U.M.B M'sila Examinateur

Elhad) DAHIA MCA E.N.S. Boussadda  Examinateur

Yahia DJEBRANE Prof. U.M.K Biskra Examinateur

Année Universitaire . 2019 / 2020




Remerciements

Nous tenons tout d'abord a remercier Dieu le tout puissant et miséricordieux, qui nous

a donné la force et la patience d'accomplir ce modeste travail.

J’adresse de chaleureux remerciements a mon directeur de thése Amar BELACEL,
Maitre de conférences a l'université de Laghouat, pour son attention de tout instant sur mes
travaux, pour ses conseils avisés et son €écoute qui ont été prépondérants pour la bonne
réussite de cette thése. Son énergie et sa confiance ont été des éléments moteurs pour moi.

Javais un grand plaisir de travailler avec lui.

Je tiens dans un premier temps a remercier le Professeur Zouhir MOKHTARI d’avoir accepté de
présider mon jury de thése. Mes remerciements vont aussi au Docteur Abdelmoumen TIAIBA,
au Docteur Elhadj DAHIA et au Professeur Yahia DJEBRANE d’avoir accepté I’évaluation de ma

thése.

Je voudrais aussi remercier ma chére mere, qui a toujours €té la avec sa propre attention,

ainsi que tous mes freres, je dédie ce travail a I'esprit de mon cher pere
Merci a mes amis qui ont toujours existé pour moi. Leur soutien et leurs encouragements
illimités étaient d’excellents auxiliaires.

En particulier, je voudrais remercier les membres du laboratoire "LMPA" de I’Université de

Laghouat.

Enfin, a tous ceux que je n'ai pas pu citer et qui m'ont aidé de prés ou de loin dans

I'¢laboration de ce travail, je les adresse mes remerciements les plus vifs.



Résumeé.

Cette these traite les opérateurs multilinéaires, qui concerne les opérateurs positifs et les

espaces de Banach réticulé, nous avons étudi¢ deux points importants. Dans le premier point,
nous introduisons et étudions la notion les opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p-
sommants. Parmi les résultats de cette recherche, nous avons donné la relation entre ces
opérateurs et les opérateurs positivement p-sommants, en plus de cela nous avons prouvé un
nouveau type du théoreme de Pietsch, théoremes de domination. Le deuxieéme point, que nous
avons fait, était d’introduire et étudier la notion des opérateurs multilin€aires positifs Cohen p-
nucléaires. Nous avons prouvé un analogue naturel du théoréme de domination de Pietsch pour
cette classe, en caractérisant leurs conjugués, et présentant le théoréeme de la factorisation de
Kwapien. Et enfin nous avons établi des relations entre certaines classes d'opérateurs

multilinéaires.

Mots clés et phrases .

Banach réticulé - Produit tensoriel - Opérateur multilinéaire - Opérateur positif - Opérateur
positivement p-sommant - Opérateur positif fortement p-sommant - Opérateur multilinéaire

Cohen p-nucléaire - Théoreme de Pietsch — Théoréme de factorisation de Kwapien.
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Abstract

This thesis deals with multilinear operators, which concerns positive operators and

Banach lattice spaces, we have studied two important points. In the first point, we introduce
and study the notion of Cohen positive strongly p-summing multilinear operators. Among the
results of this research, we gave the relation between these operators and the positive p-
summing operators; in addition to this we proved a new type of Pietsch's Domination
Theorems. The second point, we made, was to introduce and study the notion of positive
Cohen p-nuclear multilinear operators. We proved a natural analogue of Pietsch's domination
theorem for this class and we have characterized their conjugates; we presented the theorem
of Kwapien factorization. In the end we established relations between certain classes of

multilinear operators.

Key words and phrases:

Banach lattice - Tensor norm - Multilinear operator - Positive operator - Positive p-summing
operator — Positive strongly p-summing - Cohen positive strongly p-summing multilinear

operators - Pietsch domination theorem - Kwapien's factorization theorem.
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0.1 Notation

LY (E,F):
L (E,F):
C(K):

Dyt ( Xy, ey X3 YY)

C;Q)ex, mult (Xh ,Xm7 F) :

~

E

/\/;;"(Xl XX X3 V)

Ag’“lt(El, v By Y)

NJH(Ey X - - X By F)

Adjoint d’un opérateur linéaire continue u
L’exposant conjugué de p <i.e., ]19 + ]% = 1)
Boule unité fermée de ’espace X

Le dual topologique de X

Corps des scalaires réels ou complexes
Topologie faible définie sur X

Topologie x*-faible définie sur X*

Le cone positif de F

Ensemble des opérateurs positifs de £ dans F'
Ensemble des opérateurs réguliers de E dans F
Ensemble des fonctions réelles continues sur
I’espace compact K

Ensemble des mesures réguliéres de Borel sur K
Ensemble des opérateurs linéaires p-sommants
de X dans Y

Ensemble des opérateurs linéaires fortement p-sommants
de X dans Y

Ensemble des opérateurs m-linéaires positifs
Cohen fortement p-sommants

Ensemble des opérateurs m-linéaires multiples p-convexes

La complétion du produit tensoriel projectif positif de E7, ...

Ensemble des opérateurs m-linéaires Cohen p-nucléaires
Ensemble des opérateurs multilinéaire positifs

multiple p-sommants

Ensemble des opérateurs m-linéaires positifs

Cohen p-nucléaires



0.2 Introduction

Plusieurs chercheurs en Mathématiques ont investi & la théorie des opérateurs p-
sommants [5, 13, 19, 34, 35, ...], ils font des travaux sur les opérateurs linéaires p-
sommants. Ot cette théorie a été étudiée en premier lieu par Grothendieck pour p = 1
dans son mémoire 1955. Pietcsh en 1967, il est défini la classe des opérateurs absolu-
ment p-sommants I, (p > 1) et est montré quelques propriétés intéressantes, parmi les
principaux résultats parts dans [34], on peut trouver les théorémes des dominations et
factorisations, d’inclusions, les propriétés des compositions et les relations avec les autres
classes d’opérateurs linéaires. Aussi, Pietsch a montré que 'identité de ¢; dans ¢, est
2-sommant, mais son adjoint ne l’est pas. Pour cela, la classe d’opérateurs fortement
p-sommants D, (1 < p < oo) a été introduite par Cohen [19] comme une caractérisa-
tion des conjugués des opérateurs p*-sommants, puis il a défini la classe des opérateurs

linéaires Cohen p-nucléaires N, = D, o I1,..

La premiére étude sur les opérateurs multilinéaires est apparue dans [33] est dévelop-
pée par plusieurs auteurs tels que, Alencar et Matos [4], Melendez et Tonge [29], et
Schneider [39]. Il y a plusieurs notions concernent la sommabilité qui ont été général-
isées aux opérateurs multilinéaires, telles que les concepts de p-sommant et fortement
p-sommant voir [9, 16, 28, ...]). Dont la généralisation des opérateurs p-sommants con-
nue trois formes ou la premiére ne vérifie pas le théoréme de domination de Pietsch et
la deuxiéme donne un espace de Banach sous des conditions, et la troisiéme, de Dimant,
satisfait les deux propriétés indiquées précédemment. Le dernier concept a été introduit
par Achour et Mezrag [2]. Il vérifie le théoréme de domination de Pietsch et Iespace

associé est de Banach.

Le point de départ de la thése était 'étude des opérateurs m-linéaires Cohen forte-
ments p-sommants introduits par Achour et Mezrag en 2007, comme généralisation des
opérateurs linéaires fortements p-sommants. Le travail, sur lequel cette thése est basée,

est le travail effectué par A. Belacel avec la collaboration de D. Achour dans [1], ou



nous avons étudié les opérateurs positifs fortement p-sommants ce qui étroitement liés
aux opérateurs fortement (p, ¢)-sommants définis par Apiola [5], nous avons également
prouvé la version positive du théoréme de domination-factorisation de Pietsch pour ces
opérateurs. Le deuxiéme point de cette thése concerne la généralisation de la définition
et les résultats trouvés dans le travail réalisé par Achour et Alouani [3] a la situation

positive, ou ils ont étudié les opérateurs m-linéaires Cohen p—nucléaires.

Ce travail est divisé en quatre chapitres qui sont les suivants :

Dans le premier chapitre, nous allons exposer I’ensemble de toutes les notions de base
utilisées dans cette thése et les résultats élémentaires, a savoir les définitions importantes
et les théorémes fondamentaux. Nous y introduisons des espaces de Banach classiques et
des espaces de Banach réticulés. Nous présentons également les concepts des opérateurs
positifs, opérateurs réguliers et les opérateurs p-convexes (resp. p-concaves). Dans la
deuxiéme partie de ce chapitre, nous rappellons quelques propriétés des applications non
linéaires (multilinéaire) et nous terminons ce chapitre en donnant quelques exemples
d’idéaux d’opérateurs linéaires sommants.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse par D; (X, F) ensemble des opérateurs
positifs fortement p-sommants introduits par D. Achour et A. Belacel [1] et ILT (E,Y)
I'ensemble des opérateurs positivement p-sommants introduits par O. Blasco [8], nous
rappelons la caractérisation des conjugués d’opérateurs positivement p-sommants. Nous
également comparons la notion des opérateurs positivement p-sommants et les opérateurs
positifs fortement g-sommants; en généralisant un résultat da a Bu [13].

Le but du troisiéme chapitre est de donner et d’étudier la notion d’opérateurs mul-
tilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants. Nous prouvons un analogue naturel
du théoréme de domination de Pietsch pour cette classe et caractérisons leurs conjugués.
Une de nos contributions consiste a mettre en évidence la relation entre ces opérateurs
et les opérateurs positivement p—sommants. Comme applications, nous généralisons un
résultat di & Q. Bu et Z. Shi [17], et nous donnons quelques inclusions et sur tout avec la

classe des opérateurs m—linéaires multiples p—convexes. Ces résultats se trouvent dans



[10].

Nous introduisons et étudions, dans le quatriéme, la notion des opérateurs multil-
inéaires positifs Cohen p-nucléaires. Nous prouvons un analogue naturel du théoréme de
domination de Pietsch pour cette classe et caractérisons leurs conjugués. La motivation
initiale de notre recherche est de donner une version multilinéaire du théoréme de la fac-
torisation de Kwapien : Aj"* = D' o (H;, s H;) . En application, nous étudions une
relation entre certaines classes d’opérateurs m-linéaires positifs (Multiple p-sommant et

Cohen fortement p-sommant). Pour cela voir prochainement [7].
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons exposer I’ensemble de toutes les notions de base util-
isées dans notre travail, a savoir les définitions importantes et les théorémes fondamentaux
(voir [12, 38, 40, ...]). Dans la deuxiéme partie, nous rappellons quelques propriétés des
applications non linéaires (multilinéaire, produit tensoriel) et nous terminons ce chapitre

en donnant quelques exemples d’idéaux d’opérateurs sommants linéaires.

1.1 Rappels sur les opérateurs linéaires

1.1.1 Opérateurs Continus

Définition 1.1.1. (Continuité des opérateurs linéaires). Soient X et Y deux
espaces normés, un opérateur linéaire v défini de X dans Y est dit continu au point xg
de X si, on a la propriété suivante:

Pour toute suite (x,) de X converge vers zg; la suite (u(z,)) converge vers u(zg) c’est
a dire

lim u(z,) = u( im z,) = u(xo).

n—~aoo n———oo

L’opérateur linéaire u est dit continu sur X; s’il est continu en chaque point de

I’ensemble X.



On note L(X,Y") 'ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y. On écrira L(X) a
la place de L(X, X).

On note L£(X,Y) Pensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y. On
écrira £(X) a la place de £(X,R), I'ensemble des formes linéaires sur X. Le triplet
(L(X,Y),4+, x) est un espace vectoriel sur K.

Définition 1.1.2.

1) Un opérateur linéaire u : X — Y est inversible §'il existe un opérateur linéaire

1 1

noté u ! : Y — X tel que u tou = idy, et uou! = idy, ot idx (idy) est un opérateur
d’identité sur X (sur V).
2) Un opérateur linéaire u : X — Y entre deux espace normés X et Y est un

isomorphisme si u est une bijection continue dont l'inverse u*

est également continu.
Dans ce cas les espaces X et Y sont isomorphes, de plus si ||u(z)| = ||z|, pour tout

x € X, alors u est un isomorphisme isométrique.

1.1.2 Adjoint d’un opérateur borné

Soit u un opérateur linéaire borné défini d’un espace normé X & valeurs dans un
espace normé Y, alors pour tous x € X et y € Y, on définit les fonctionnelles linéaires
bornées U € Y* = L(Y,K) et V € X* = L(X,K) comme suit

U :Y — K ) vV :X — K
e

y — Uy) z — V(z)

L’opérateur noté u* défini de Y* dans X* est dit opérateur adjoint de u si l’on a, pour

tousU e Y*et V e X*

v Y — X7
U +—— u* (U) tel que (w*U) (z) =U (u(x)) =V (x),

De sorte que ||u*|| = ||ul| .



1.2 Topologie faible et x-faible

Soit X un espace de Banach, La boule unité de X sera notée Bx. On désigne par
X* le dual topologique de X, I'espace des formes linéaires continues sur X muni de la
norme duale
[fllx. = sup [f(z)].
z€Bx

Les éléments de X* seront le plus généralement notés par x*.

On note par X** le bidual de X* (X** = (X*)"). Soit z € X lapplication z* —
(z*,x) de X* dans R est une forme linéaire continue sur X*, donc un élément de X**,
on désignera souvent (z*,z) au lieu de z* (z) .

La topologie faible o (X, X*)

La topologie faible sur X est la topologie la plus faible sur X rendant continues toutes
les applications ¢ € X*. On la note o (X, X™).

La topologie x-faible o (X*, X)

Pour chaque x € X, on considére ’application ¢_ : X* — K définie par
Px

o, (f)={(f,x) avec f € X™.

La topologie *-faible sur X* est la topologie la plus faible sur X* qui rend continues
toutes les applications (¢, ),cy- On la note o (X*, X).

On définit sur X* trois topologies : la topologie forte, la topologie faible o (X, X**)
et la topologie *-faible o (X*, X) .

Notons que chaque ¢, est continue comme forme linéaire sur X* (avec la topologie
forte) et donc ¢, € X**. Ainsi ¢, est continue pour la topologie faible o (X*, X**) et
par définition de la topologie %-faible, on obtient que la topologie *-faible est plus faible
que la topologie faible qui elle-méme est plus faible que la topologie forte.

L’importance de la topologie x-faible est sans aucun doute contenue dans le théoréme
de Alaoglu-Banach-Bourbaki voir [12, Page 43].

Théoréme 1.2.1. (Alaoglu-Banach-Bourbaki).

9



L’ensemble By = {p € X*: |||l < 1} est compacte pour la topologie x-faible o (X*, X).

Théoréme 1.2.2. (Kakutani).

Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si By = {p € X : ||¢|| < 1}
est compact pour la topologie o (X, X*).

1.3 Espaces de Banach réticulés

Définition 1.3.1. Soit £ un ensemble non vide, un ordre sur £ est une relation binaire
notée ici par 7 <7, qui est réflexive, antisymétrique et transitive c’est-a-dire

l.x<z Vrek.

2.zLyety<zr=zc=y, v,y € L.

.r<yety<z=zx<z 1y,2€F.

La borne supérieure d'un ensemble & deux éléments est notée par = V y ou sup {z, y}
et la borne inférieure d’'un ensemble & deux éléments est notée par = A y ou inf {z, y}.

Définition 1.3.2. On dit que E est réticulé (resp. complétement réticulé) si toute
paire d’éléments {z, y} posséde sup et inf (resp. VA C F = sup A € F avec A # @)

Définition 1.3.3. Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel équipé d’un
ordre qui est compatible avec la structure vectorielle dans le sens suivant.

Hr<y=z+z<y+z Vr,y,z € E.

i)r<y=ar<ay Vre Fet0<a.

Soit £ un espace vectoriel ordonné, ’ensemble E* = {x € F : 0 < x} est appelé cone
positif de FE, et ses éléments sont appelés positifs. Pour tout x € F, la partie positive
de z est 27 = 2V 0, et la partie négative est z= = z A 0, donc le module de z est
|z| = 2T V 2~. Deux éléments z,y € E, avec x # y, sont appelés orthogonaux (on écrit
xly) si|z| Ayl = 0.

Si I'espace vectoriel ordonné est réticulé alors est appelé un espace vectoriel réticulé.

Une norme sur un espace vectoriel réticulé F est dite une norme réticulé si,

|z <yl = [lzll < llyll, avec z,y € E. (1.1)

10



Proposition 1.3.4. [38, Proposition 1.4] Soit E un espace vectoriel réticulé, pour

tout x,y,z€ E et A\€R, on a

r=zt—1", lz| =2t + a7, [Az| = |A]|z|,

|z] =0 <=2 =0, |z +y| <|z| + |y, atla~
r+y=xVy+zAvy, lzt—y| <zVy—zAy,
(xVy)ANz=(zAN2)V(yAz), (xAy)Vz=(zVz)A(yVz).

Remarque 1.3.5. Pour tout espace vectoriel réticulé complet E (par rapport & une
norme réticulé) est dit un espace de Banach réticulé. La propriété (1.1) donne I'identité
importante ||z|| = |||z||| pour tout z € E.

Example 1.3.6.

1) Les espaces euclidiens R" avec leurs normes euclidiennes sont tous Banach réticulé.

2) Si K est un espace compact, alors I'espace vectoriel ordonné C'(K) (I’espace vec-
toriel des fonctions réelles continues sur 'espace K') est ordonné par l'ordre défini par
f<g(f <gsietseulement si f(x) <g(x),Vr e K), alors 'espace C(K) est un espace
est un espace de Banach réticulé avec || f|| = sup |f(¢)|.

3) L’espace L,(1 < p < oc0) est un espace iiEeK Banach complétement réticulé.

Remarque 1.3.7. [27] Le dual E* d’un Banach réticulé E est complétement Banach
réticulé muni par ’ordre naturel

x] < x5 <= (27, x) < (x5, x) Vo e ET. (1.2)

ou (.,.) est le crochet de dualité.
Démonstration. Nous allons esquisser la démonstration. Nous définissons le cone
positif dans E* par
z* >0 <= 2*(z) >0 pour tout z > 0 dans E.
Dans ce cas, il est facile de vérifier que pour tout z*,y" dans E* et pour tout x > 0,
on a
(x*Vy*) (z) =sup{z* (uv)+y (r—u):0<u<zx}.
et

11



(x* ANy*) (z) = sup{z* (v) +y" (z —v) : 0 <wv < z}. Pour plus de dé-
tails voir [27, p3]. m

12



Dans ce qui suit, F, F' sera deux espaces de Banach réticulés et X,Y seront deux

espaces de Banach.

1.3.1 Opérateurs positifs

Définition 1.3.8. L’opérateur u : E — F est positif si Tz > 0 pour tout z € ET,
c’est-a~dire u (E™) C FT. L’ensemble de tous ces opérateurs est noté L1 (E, F).
L’espace engendré par des opérateurs positifs est 1’espace vectoriel des opérateurs
réguliers noté L7(E, F).
Soit uw € L1(E, F), on dit que 'opérateur u est régulier s’il existe deux opérateurs
uy,up € LT(E,F), tels que u = uy — uy.

Pour tout v € L7 (E, F); la norme de u est :
|lull, == inf {|jv|| : v € LT(E, F) et u(x) < v(z), Vr e Et}.

Théoréme 1.3.9 [1§]

Tout opérateurs positif d’un espace de Banach réticulé dans un espace normé réticulé
est continu.
Preuve. Soit u : £ — F un opérateur positif, dont £ et F' sont, successivement, espace
de Banach réticulé et espace normé réticulé.

On suppose que u n’est pas continu. Alors il existe une suite {2, } de E avec ||z, || =1
et ||u (z,)|| > n® pour tout n. On a |u (z,)| < u(]z,|), on peut prendre z,, > 0 pour tout

o0 o0
n. Comme ) 3 < oo et E est complet, alors la série ) 24 converge en norme dans E.
=1 n=1

n
o0
Soit x = . Donc, il est clair que 0 < 3 <z pour tout n, et
n=1
n < |lu(2)| < llu(z)| < oo, pour tout n.
Ceci est impossible. Alors u est continu. m
Proposition 1.3.10 [30]
L’espace (L™ (E, F),|.||,) est un espace de Banach, et on a aussi L™(E,R) = L(E,R).
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1.4 Les espaces des suites p—sommables

Soient n un entier, 1 < p < 400 et p* est le conjugué de p i.e., ]19 + ]% =1.
Soient X un espace de Banach et 1 < p < 400, nous notons par £, (X), 'espace de

toutes les suites (;);_, dans X avec la norme

I(@)izall, - (lelelp> ,

et pour p = 0o

)i = s 1]

et ("

Y : n
 wear (X) I'espace de toutes les suites (z;);_, avec la norme

et pour p = 0o

Weo ((%)7:1) = sup sup [(z;,&)].
€EBy+1<i<n

g?’l

paveak (X) est un espace de Banach avec la norme w, (.).

)
Nous savons que pour 1 <p < oo et (¢;);; € £ eur (Y*), on a:

1

I@)illy,. .oy = sUP (Z\w @)l ) = sup [l¢; ()il
yEBy

E Yok

L’espace (Co)wear(X) = {(xn) 1z, € X et (x,&) € o, V€ € X*} est un sous espace

fermé dans (7, .., (X) . Onsait que £} ;. (X) est isométriquement isomorphe & £(£}.; X)

pour 1 <p<coetpourp=1, " (X) est isométriquement isomorphe a L(cop; X).

l,weak

En remplagant X par un espace de Banach réticulé E, (voir [20]) et on définit

gg,\weak\ (E) = {($Z)7:1 : (‘$Z‘)7:1 € ggweak( )}7 ot
(€0)jweary (B) 7= {(wi)izy = (Jil)izy € (0)year (B)}
||($i)?:1”zg"wmk‘(E) = wy((|i]);Zy)- (1.3)

14



En plus, soit Bf. = {£ € Bg: : £ >0} = Bp- N E**.
Puisque [{|z;[, §)| < (|2, [¢]) on a

.
||($Z)z 1”[1‘ k\(E) = sup Z (|zil, &) =
wea EEB+ Z 1
n %
@)l gy = sup [ S (@il &7 ) J1<p<oo (1.4)
p,|lweak| EEBJF 1
E* 1=
()i 1”[“ e (B) sup sup (|zil ;&) -
wea EEBE* 1<i<n

Sixy,..,r, > 0;0on a:

1

1(@2)i—y [l (g) — SUP (Z <$z‘7§>p> = wp((@);;) (1.5)

p,|weak| ¢ +
€B . _
E

L’espace £} ,,cox| (E) est un espace de Banach réticulé avec l'ordre induit par 'ordre
ponctuelle sur EN, voir [26, Théoréme 7.8] pour plus de détails.

1— L’espace de Banach réticulé ¢”

> jweak) (E) est isométriquement isomorphe a L7(€}.; E)

pour 1 < p < oo et {7 Jweak| (E) est isométriquement isomorphe a L (co; F).

2— L’espace de Banach réticulé "

o jweak) (E7) est isométriquement isomorphe & L7 (E; ()

pour 1 <p < oo et (f |, . (E7) est isométriquement isomorphe a L"(E; co).

1.5 Opérateurs p—convexes et p—concaves

Définition 1.5.1.

a) L’opérateur linéaire u : X — F' est p—convexe, si il existe une constante M > 0

telle que pour toute suite (z;);_, C X on a

Ju ()"

g n v
<M ZH:UZHP sil<p<oo.
i=1

et
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< 1p= o0.
ls<121£)n lu (x; \H erga%x |EA sip= o0

L’ensemble de tous ces opérateurs est noté par C,* (X, F) et la plus petite constante
M est notée par C;* (u).
b) L’opérateur linéaire u : E — Y est p—concave, si il existe une constante M > 0

telle que pour toute suite (z;);_, C X on a

n % n %
(Z ||u(rvi)||”> <MYl si1<p< oo
=1 i=1
et
(max ||u($z)||> <M sup ‘.ﬁz‘ si P = 0.
1<4< 1<i<n

L’ensemble de tous ces opérateurs est noté par C;* (£,Y") et la plus petite constante
M est notée par C;™ (u).

- Un espace de Banach X est p-convexe (resp. p-concave) si idy est p-convexe (resp.
p-concave).

Exemple 1.5.2.

- Tout espace de Banach est 1-convexe et co-concave.

- La p-convexité et la p-concavité pour 1 < p < co sont décroissante et croissante
avec p, respectivement, voir [34].

- L’espace L, pour 1 < p < oo est p-convexe et p-concave et Cy (L,) = C;™ (L) .

Théoréme 1.5.3. [22, Théoréme 16.21] Soit 1 < p < +oc.

a) L’opérateur v € L (X, F) est p—conveze si et seulement si u* € L (F* X*) est
p*—concave.

b) L’opérateur u € L(E,Y) est p—concave si et seulement si u* € L(Y* E*) est
p*—convere.

Soient m € N*, X1, ..., X,,,Y, Z des espaces de Banach et E, ..., E,,, F, G des espaces

de Banach réticulés.

16



1.6 Les opérateurs multilinéaires
On consideére le produit cartésien
Xy X x Xy ={(at, ™)l € X, 1< j<m},
qui est un espace normé muni de la norme
(2, a™)]| == max {[|a7|| : 27 € X, 1< j <m}.

L’opérateur T': X x --- x X, — Y est appelé multilinéaire (ou m—Ilinéaire) si les

opérateurs

T;: X5 — Y

o T(2t ..., 2, .. a™)

sont linéaires pour chaque z7 € X;,1 < j < m, en d’autres termes
Tzt ad + o a™) =T (2, ™) + T (2h o, ™),

pour tous A € K et 27,4/ € Xj.
L’ensemble L (X, ..., X;; Y) est l'espace vectoriel de tous les opérateurs m—linéaires

de X; x --- x X,, de Y, muni par les deux opérations

(T +T3) (2!, ...,2m) = Tyi(a!,..,a™) + Ty (2, ..., 2™)
(ATY) (2!, ... 2™) ATy (2. 2™) .

SiY =K, on écrit L (X, ..., X;), Pespace des formes multilinéaires.
Définition 1.6.1. L’opérateur m—Ilinéaire T : X; x - - - X X, — Y est continu s’il
est continu comme une fonction entre deux espaces normés.

Une conséquence de cette définition est 1’égalité suivante:

T (2t .., a™) =T (y*,...,y™) =
T(xt =yt 2? o am™) + T (2t 22—y 23, 0™ + -+ T (2 ™ ™ —y™).
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Similaire au cas linéaire. Nous avons ce théoréme qui caractérise les opérateurs mul-
tilinéaires continu:

Théoréme 1.6.2. (Multilinéaire continu (voir [40] )). Pourtout T € L(Xy,...,X,;Y)
les affirmations suivantes sont équivalentes:

1) T est continu;

2) T est continu en (0, ...,0);
——

m fois

3) 1l existe une constante C' > 0, telle que
HT ($1, ,xm)H <C Hle X X la™] pour tout 27 € X;. (1.6)

Dans ce cas, on pose

IT|| = sup [T (at,....a™)].
i€By,
1<5<m

On note par L (X7, ..., X,n;Y) Pespace vectoriel de tous les opérateurs m—linéaires
continus (ou bornés) de X; x --- x X,,, dans Y. Si Y = K| on écrit £ (X3, ..., X;n), et pour
simplification si X; =--- = X, = X on écrit L ("X;Y).

On peut voir que ||T'|| = inf {C' : C vérifiant I'inégalité (1.6)} .

On dira que 'opérateur m—linéaire T' : F; X ---x E,, — F est positifsi T (z!,...,2™) €
F7, pour chaque z' € Eff,...,2™ € E}, et on note par L' (E, ..., E,; F) Uespace vecto-
riel de tous les opérateurs positifs m—linéaires continus de E; X - - - X E,, dans F, muni
de la norme

1Tl = sup ||T'(a%,....a™)|.

:EJEB;E,
J
1< <m

Dans [36], 'adjoint d'un opérateur m-linéaire 7" € L (X7, ..., X;; Y) est défini par:

T Y*— L(Xy, ., X)),y — THy") : Xy X - - x X, — K



1.7 Produit tensoriel

1.7.1 Produit tensoriel algébrique

On considere le dual algébrique L (X7, ..., X,,)" de l'espace L (X1, ..., X,,,), tel que
L(Xy,.,Xn)" ={¢:L(Xi,....,X,) — K: ¢ est une forme linéaire} .

Le produit tensoriel de X, ..., X,, sera construit a partir des éléments de ’espace
L(Xy,., X0n)"
Soit (x',...,2™) € X; x - - - x X,,, on définit

@™ L(X, .., X,) — K

par

ol ¢ est une forme m—Ilinéaire.

On pose D 'ensemble formé par tous ces éléments,
D={'® @z 2'e Xy, ..2me X, } CLX, .., Xn) .

La forme 2! ® - - - ® 2™ s’appelle tenseur élémentaire.
Définition 1.7.1.1. Le sous-espace vectoriel de L (X7, ..., X,,,)" engendré par D est
dit produit tensoreil algébrique de X; x - - - x X,,, et sera noté par X; ® - - - ® X, ainsi

que les éléments de X; ® - - - ® X,,, s’appellent tenseurs, et sont écrits sous la forme
n
u:ZAix}®~~®xT,
i=1

tels que n € N, :Uf ceX;, M) ekK, j=1,...m,i=1,.,n.
Cette représentation de u n’est pas unique.

Siue X ®---® X, et ¢ une forme multilinéaire sur X; x - - - x X,,,, alors
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<¢7 > hale- > Zw ).

La valeur de cette expression est indépendante du choix de u. Par définition, le
produit tensoriel X; ® - - - ® X, est un espace vectoriel sur K. Alors, on peut voir dans
la proposition suivante quelques propriétés algébriques sur les tenseurs élémentaires.

Proposition 1.7.1.2. Soient 27,y/ € X;, j=1,...,m et A € K alors:

1) 7'®-®@ + )@@ = (2l ® - R @)+l ® VY ®- - ®1™).

)@ MR @I =AT'® R ®1™).

art®- - @00 -@z™=0.

Proposition 1.7.1.3. [40]. Soient T; : X; — Yj, pour tout j = 1,...,m, des

opérateurs linéaires, alors il existe un unique opérateur
@ @Tn: X1i® Xy —Y1® - ®Y,,
tel que
M@ T, ('@ @1 =T(2")® - T, (z™).
pour tout (' ®@---®@a™) € X1 ® - @ X,

1.7.2 Produit tensoriel projectif

Définition 1.7.2.1. Soit m € N, pour chaque © € X; ® - - - ® X,,,, nous définissons le

nombre réel positif
n
3 1 m
=inf > |l - - [l
i=1
ou l'infimum est porte sur toutes les représentations possibles de u,

u:i$}®-~®$
=1

Alors 7 est une norme sur 'espace X; ® - - - ® X,,, et de plus, on a
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Tt @ @a™) = [l - fl2i]

7 7

La norme 7 s’appelle la norme projective, et 'espace X; ® ---® X,,, muni de la norme
7 est un espace normé mais n’est pas complet, alors on note par Xl(EAOW SR (EAOWXm son
complété. L'espace de Banach X ®; - - - ®,X,, s’appelle le produit tensoriel projectif de
Xi, ..., X;m. Pour plus de détails voir [37, 40].

Maintenant, on définit le produit tenseriel projectif des opérateurs continus.

Proposition 1.7.2.2. [37] Soient T; : X; — Y, (j =1,...,m) des opérateurs

linéaires continus, alors il existe un unique opérateur linéaire continu
Ti®r - ®@n T Xi®r - - @ Xy — Vi®r - - ®r Yo
tel que
1@ R Ty (' @ @™ =T (') ®@--- T, (z™m),

pour tout 7 € X;, et de plus on a

1Ty ®x -+ @ Tull = [T 151 -
j=1

1.7.3 Produit tensoriel injectif

Définition 1.7.3.1. La norme injective sur X; ® - - - ® X,,, est définie par

n
- (u) —sup{ S 6(al) -6 (@), ¢ € By, j= 1m}
i=1
n
ou Zx} ® - - - ® " est une représentation de u € X1 ® - - - ® X,,.

6111 note par X; ®. - - - ®. X, le produit tensoriel muni de la norme . Cet espace
n’est pas complet en général, alors on note par X;®. - - - ®.X,, son complété. Lespace
de Banach X;®. - - - ®.X,, s’appelle le produit tensoriel injectif des espaces de Banach
X1, X

Proposition 1.7.3.2. [21] Soit 1 < j <m, on a
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De@ @--@am) = |[lz"|| - [«
2) e(u) < 7 (u) pour tout ue X1 ®---® X,,.

Q. Bu, G. Buskes [15] et Fremlin [24, 25] ont introduit le produit tensoriel réticulé,
appelé le produit tensoriel projectif positif. Le cone projectif sur le produit tensoriel

F®---®FE,, est défini comme:
n .
Ef® --®@E} = {Z:I:U}@@:UT:UZ eEf, j=1,.,m, nGN}.
La norme tensorielle projective positive sur F; ® - - - ® F,, est définie par
n m . . n
[ull o = inf S ST || s ] € Bf ne N, Jul < Yaj@---@af" o,
i=1j=1 i=1

pour tout v € By ® - - - ® E,,. On désigne par El(EAOW ‘e @O‘W‘Em la complétion du produit
tensoriel projectif positif de Ei, ..., E,, (Produit tensoriel projectif de Fremlin). Alors
El(EAOW S @O\W\Em avec la norme ci-dessus, est un espace de Banach réticulé, on pose

E= E\®pa| - O B

1.8 Formules et inégalités

Soit 7, (t) les fonctions de Rademacher [22, p10], a savoir,
() :[0,1] — R, n e N

définies par 7, (t) = sgn(sin 2"7t) .
Inégalité de Khinchin [22, p 10]

Pour tout 0 < p < 400, il existe des constantes positives A, B,, telles que pour tous

p 1/p n 1/2
dt) < B,. (Z m,ﬁ) :
k=1

Si 0 < p,q < 400 alors il y a une constante K, , > 0 pour laquelle

les scalaires aq, as, ..., a,, nous avons

n 1/2 1| n
Ap. (Z‘ak‘2> < (/0 Zak’l“k (t)

L’inégalité de Kahane [22, p 211]
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q 1/q 1 P 1/p
)" <[ [ron] )
0

(/01 :erk () s

Inégalité de Holder

Zrk (t) T

Soient
a = (al,....,an),b: (bl,....,bn) cR" et 1 <p <00,

on a

n n /v /s 1/p*
> larbi| < (Z\ak\p> (Z\bk\p ) :
k=1 k=1 k=1

Inégalité de Minkowski

Soient
a= (a1, ... p), b= (by,.....0,) ER" et 1 < p < 00,

on a :
n 1/p n 1/p n 1/p
(Z\ak—&—bk\p) < (me) + (Z\bk\p> .
k=1 k=1 k=1

1.9 Idéaux d’opérateurs

On dit que lopérateur u € £ (X,Y) est un opérateur de rang fini si Im (u) est de
dimension finie. De plus, u est de rang fini si et seulement si

n

u() =3 (at,a) .

i=1

*
i

Li(X,Y).

avec (z7);_, C X* et (y;);_, C Y. L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera noté

Définition 1.9.1 Un idéal d’opérateurs Z est une sous-classe de la classe £ de tous

les opérateurs linéaires continus entre les espaces de Banach tels que pour tous espaces

de Banach X et Y ses composants Z (X,Y) := £ (X,Y) NZ satisfisant:
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i) Z(X,Y) est un sous-espace de £ (X,Y) qui contient les opérateurs de rang fini.

i1) Propriéte d'idéal: si u € £(X;,X),v € ZT(X,Y) et w e L(Y,Y)), alors la com-
position w o v o u est dans Z (X;,Y)) .

Si||.|]; : T — R* satisfait

1) (Z(X,Y),||.]l;) est un espace normé (Banach).

2) Jidc; = 1.

3)Siue L(X1,X),veI(X,)Y)etwe L(Y,Y1), |wovoul; < |lw|l|v]z]w].

Alors (Z,].||;) s’appelle un idéal normé (Banach) d’opérateurs linéaires.

1.9.1 Opérateurs linéaires p-sommant

Rappelons la définition d’un opérateur linéaire p-sommant introduite par Grothendieck
pour p = 1; dans son mémoire 1955. En 1967, Pietcsh était le premier qui a généralisé la
notion des opérateurs p-sommants, il a défini la classe des opérateurs p-sommants et a
montré quelques propriétés intéressantes, parmi les principaux résultats paris dans [34]
on peut trouver les théorémes de domination, factorisation, les théorémes d’inclusions,....

Définition 1.9.1.1. Soit 1 < p < co. On dit que 'opérateur u : X — Y est dit
absolument p-sommant (u € I1, (X,Y)) si il existe une constante positive C' telle que

pour toute suite finie (x;);_, de X on a:

(Z ||u<xi>||p) < Cll@) il o) (L.7)
i=1 '

la plus petite constante C' vérifie (1.7) , notée 7, (u). La classe (I, 7, (.)) des opérateurs

p-sommants est un idéal de Banach. Pour p = oo, on a Il (X,Y) = L (X,Y).

1.9.2 Opérateurs linéaires fortement p-sommant

Pietsch a montré dans [34] que I'identité de ¢; dans ¢, est 2-sommant; mais ’opérateur

adjoint n’est pas 2-sommant. Pour cela, le concept d’opérateurs fortement p-sommants
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(1 < p < o0) a été introduit par Cohen [19] comme une caractérisation des conjugués
des opérateurs p*-sommants.

Définition 1.9.2.1. Soit 1 < p < 400. On dit que 'opérateur v : X — Y est
fortement p—sommant (u € D,(X,Y")) si il existe une constante positive C' telle que pour
tout n € N,zq,...,2, € X et y7, ...,y €Y, ona
(1.8)

2weak (Y*) ’

> ues) yidl < Cll )i, 1)
i=1

La plus petite constante C' vérifie (1.8) , notée d,, (u), ot d,, (.) dite la norme fortement
p-sommant sur 'espace D, (X, Y') de tous les opérateurs fortement p-sommants de X dans
Y qui défini un idéal de Banach. Pour p =1, ona D;(X,Y) = L(X,Y).

Proposition 1.9.2.2.

1. Soit 1 < p < +4o00. L’opérateur u est p-sommant de X dans Y si et seulement si
Vopérateur adjoint u* est fortement p*-sommant de Y* dans X* et de plus d,« (u*) =
T (u).

2. Soit 1 < p < 4o0. Lopérateur u est fortement p-sommant de X dans Y si et seule-

ment st l’opérateur adjoint u* est p*-sommant de Y* dans X* et on a d, (u) = mp« (u*).
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CHAPITRE 2

Les opérateurs linéaires positifs

fortement p-sommants

Nous allons rappeler dans ce chapitre la notion des opérateurs positivement p-
sommants [8] et celle des opérateurs positifs fortement p-sommants introduits par D.
Achour et A. Belacel [1], nous donnons la caractérisation du conjugué d’un opérateur
positivement p-sommant. Nous également comparons la notion des opérateurs positive-
ment p-sommants et celle des opérateurs positifs fortement g-sommants; en généralisant
un résultat da & Bu [13], ot nous montrons que l'espace IL} (H, F') de tous les opéra-
teurs positivement p-sommants de H en F' est inclus dans D, (H, F') I'espace de tous les

opérateurs positifs fortement g-sommants de H dans F, ot H est un espace de Hilbert.

2.1 Les opérateurs positivement p-sommants

Définition 2.1.1. [8] Soit 1 < p < oo. On dit que l'opérateur v : £ — Y est

positivement p-sommant s’il existe une constante positive C' telle que pour tout n € N
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et toute (z;);_, C ET,ona

n 1/p
Ju ()i ]I, < € sup (Z <$z‘7§>p> = Cw, ((z:)izy) (2.1)

+
¢eBf.

la plus petite constante C' vérifie (2.1), notée 7} (u). L’espace ILY (X,Y) de tous les
opérateurs positivement p-sommants de F dans Y est un espace de Banach avec la norme
7} (). Pour p=o00, on alll (X,Y)=L(X,Y).

Proposition 2.1.2. [1] Soient 1 <p <oco,u€ L(E,Y) et ve L™ (F,E). Alors

) ue H; (E,Y) si, et seulement s’il existe une constante K > 0 telle que pour tous

1,0 Xy € B, on a linégalité

[ ()i ll, < KNl () lln

polweak| (F) °

2) Siu €Il (E,Y), alors uv est un opérateur positivement p-sommant de F dans
Y.

3) Pour toute constante C' > 0, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) w € ILF (E,Y) avec 7} (u) < C.

(ii) Pour tout v € L™ (7., E), wv est positivement p-sommant et 77 (wv) < 2C [Jv]|, .

Démonstration. 1) Soit v € IL} (E,Y’), pour tous x1,...,x, € E, on a

()i, = o (@), —w ()i ]

< @), + e @),
n 1/p 1/p
< Csup (Z@MY’) +Osup (Z(rv“& )
€€BL. \i=1
n 1/p
= 2C sup (Z(\:UZ\,@]Q)
EEB;:X i=1
= K ||($i)||zg"wmk‘(E)'

2) Soit x1,...,x, € Ft.

1/p
Juv ()41, = (ZHU (fvi))llp)

(Z [ (v II”> N (Z [ (v ||p> N
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. P\ P
<2rmf (u) |||v]]| sup ( i IIM | (£)> )
§eB}.

n 1/p
<2mt (u) v, (Z i, ) ) .
SOEB i=1
Donc uv € IL} (F,Y) et 7} (uv) < 27) (u) ||v]], .
3) Il est clair. m
Théoréme 2.1.3. [41] (Théoréme de domination). Soit u € L(E,Y). u est
un opérateur positivement p-sommant si, et seulement s’il existe une probabilité p sur

Uensemble K = Bj.., muni par la topologie *-faible, et une constante positive C' telle que

IW@WSC(L@wWWMfOW, (22)

pour tout x € E*. En plus, dans ce cas 7} (u) = inf {C, C vérifiant I"inégalité (2.2)} .
Remarque 2.1.4. Soit w € L(E,Y). Alors u est un opérateur positivement p-

sommant si, et seulement si il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € E, on

IW@NSO<AHMJWWMf0W-

En effet, soit x € E, Comme x =2t — 2~ et |z| =2t + 27, 0on a
lu(@)l = flu(e® =27
< lu @O+ lu (@)l

C (L (o, 2 dy (x*)>l/p+c (L (-, 2) dp (:a))l/p
20 (L (], ) du (x*)>l/p.

a

N

IA

IA

L’nverse est clair.

28



Théoréme 2.1.5. [41]. Supposons u € L(E,X). Alors, u € I} (E, X) si et

seulement si u** € ILY (E£**, X**). De plus 7} (u) = 7} (u™).

2.2 Théoréme de factorisation

Maintenant; nous donnons le théoréme de factorisation de Pietsch pour les opérateurs
positivement p-sommants. Dans [1, p792-793], Achour et Belacel ont introduit un nouvel
espace des fonctions. Soient z,y € F et p € M (Bg) (lespace des mesures réguliéres de
Borel surBj..), ils ont défini la relation d’équivalence ~ par: z ~y <= (jlz —y|,.) =0
[-D.D.

On note iz linjection E — C (B}.) définie par ip (z) = (z,.). L’application iz est
une injection isomorphique. Si z > 0, on a ||z|; = ||(z, .>||C(BE*), voir [1, p792-793].

Pour f € ip (E) C C(B}.); ils ont défini la semi norme

I1£1] = inf (/

B*

1/p
(I, ->pdu(-)> {lz—=fl,) =0 ppp

Soit R={f€ig(E), |[|f|| =0} C ig(E). od Lj(u) est la complété de 1'espace
quotient ig (E) /R avec la norme ||[f]|| = [||f||l, [f] est la classe d’équivalence de f €

ir (E), on remarque que

ILAIE= Mgl vg < [f].

Lemme 2.2.1. L’opérateur J,po0ip : E — ig(F) — Lj(u) est positivement
p-sommant et 7} (Jy00ig) < 1.

Démonstration. Soit (z;);_, C E. On a

n 1/p n 1/p
(Z 1o 0 i <xi>||fzg(m) < (Z / el )7 d (w))

i=1 i=1 Bs* U
= (/w Zﬂxi\,@pdu(so))

E* i=1

Gl

p,|weak|

IA

(E)"
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Alors, Jpo0ig € 1L} (E, L (1)) et 7 (Jppoig) <1. m

Théoréme 2.2.3. (Théoréme de Factorisation). Pour tout opérateur u : E —
Y les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) u est positivement p-sommant.

(i1) Il existe une probabilité de Borel réguli¢re yu sur Bf., un espace de Banach L} (1)

et un opérateur v : Ljj () — Y tels que le diagramme suivant est commutatif

E X Y

ipl Tw
in(E) % Lh(n)
N
¢ (B3.)

Démonstration. (i) = (i) Si u est positivement p-sommant, le théoréme de domina-

tion de Pietsch implique l'existence d’une probabilité¢ de Borel réguliere p sur Bf. telle

wmwnsﬂ;w><é+

B*

que, pour tout x € F

1/p
(J=],z*)? dp (fv*)) :
Alors

lu (@)l < w7 (@) [I[{z; ) g
= m (W [po0in (@)l g, -
Si on note le rang du J, o o ig par S. Par définition S = L (1), Vapplication S —
Y : J,00ip (z) — u(zx) est bien défini. Il est continu pour la topologie de Lj (i) avec
norme < 7} (u) , puisque

||u ()]l gw; () | Jpo 0 ip () Vr € F.

”Lé’(u)
Alors I'extension naturelle de cet application a Lf (i) est Popérateur demandé v.
(77) = (i) Comme u = v o J,0ig, du lemme précédent et de la propriété d’idéal,

on déduit que I'opérateur u est positivement p-sommant et 7} (u) < [[v|| 7, (Jpo 0ip) <

[of .
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2.3 Les opérateurs positifs fortement p-sommants

Définition 2.3.1. Soit 1 < p < oco. L'opérateur u : X — F est positif fortement
p-sommant, s'il existe une constante positive C' telle que pour tous n € N, (z;);_, C X
et (yf);_, C F*, on a:

Z\ @), gl < Cll @iz, 1)z, (2.3)

eak\(F*) ’

ol D; (X, F) est espace des opérateurs positifs fortement p-sommants de X dans F, qui
devient un espace de Banach avec lanorme d (.) , oud; (u) = inf {C, C vérifiant (2.3)}.
Nous avons Df (X, F) = L (X, F).

Remarque 2.3.2. Soit v € L£(X, F'). Alors u est positif fortement p-sommant si, et
seulement si, il existe une constante K > 0 telle que pour tout n € N, (z;);_, C X et
(y), C F**:

Z\ u(@i), yi)l < K@)z [, wpe ((07)iz1) - (2.4)

Proposition 2.3.3. Soient u € L(Y, E), v un opérateur positif de L(E, F) et w dans
L(X,Y). Si ue DY, E), alors vuw € D (X, F) et d} (vuw) < |Jv]| d} (u) |w]| .
Démonstration. Soient 0 < 27,..., z; dans F* et 24, ..., 2, € X. Comme u € D, (Y, E)

et v*(zf) >0(1<i<n),ona

Z [(vuw(z:), z)] < Z [ (ww (w:), v ()]

n 1/p*
< dy () lw ()l p Sup (Z (v (), C>”*>

E**

n p* 1/p*
< dy () [Jol| lwl | (z:);_4l, Sup ( Zzﬂ||v**||> )

1
1/p*
< dy () [[ol flw[ || () 1|, (Z 2 )
QOEBF** =1

On conclut que vuw € Df (X, F) et df (vuw) < ||v]| d

3

y () [w]].
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Théoréme 2.3.4. Soient 1 < p < +o0.
1) u € I (F,Y) si, et seulement si u* € DL (Y™, F*).
2) u € D} (X, F) si, et seulement si u* € ILY (F*, X*).
Démonstration. 1) (=) Soit v € ILF(F,Y), pour tous n € N, ()., C F** et

(:U*)Z ,CY*ona

;\ ) \—Z\ "))l
<leu** lREA

s@nu** ||p> (an ||p>w

n 1/p*
p (z o >p) (znx;np) .
EEBF*** i=1 i=1

n n /v s p 1/p*
Sl (a), ) < f (0) sup (quﬁ\,@p) (an;np") .

i=1 €€B iy Uizl

3

| /\

Donc

u* € DY (Y, FY) et df (u) <77 (u). (2.5)

(<) Supposons que u* € D (Y*, F*). Soient n € N, (z7):_, C Y* et (y;);_; C F; on

a
> (u), a)| < D (ulys), ;)
i=1 i=1 1 . \/p
< dj. (u*) (ZIISE ||p> sup <Z<\yi\7§>p> :
€eBL. \im1
Alors
n n l/p
sup 3= (utu)o)| < ) swp (Sl €))
)1 158 ceny. \i=
Donc
n 1/p
lu(yi)ill, < dy. (u*) sup (Z(\yih@p) :
€8, \im1
Finalement,

uwe I (FY) et mf (u) < df (u). (2.6)
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Des inégalités (2.5) et (2.6); nous concluons que 7 (u) = df. (u”).
).

2) Il est clair (on utilisant la méme méthode en 1)). =

Corollaire 2.3.5.
u € D;(X, F) si, et seulement si u*™* € D;(X**, F*).
Proposition 2.3.6. Pour 1 <p < +00, on a
Dp(XvF) - ,D;(XvF)

Preuve. Siu € D,(X, F) par [5], 'opérateur u* € IL,-(F"*, X*). D’aprés la Proposition
3 dans [8], u* € ILYL.(F*, X*). Par le Théoréme 2.3.4, onau € Df (X, F). m
Théoréme 2.3.7. (Théoréme de Domination).
L opérateur u € L (X, F) est positif fortement p-sommant (1 < p < o0), si et seule-
ment si il existe une positive constante C' > 0 et une mesure de probabilité de Radon u

sur Bf.. telles que pour tous x € X et y* € F*, on a :

() )] < O] (/

¥

1/p*
(y*| )" du) - (2.7)

En plus, dans ce cas, df (u) = inf {C, C vérifiant 'inégalité (2.7)}.
Preuve. (=) Soit u € D (X, F) et puisque u* € IL. (F*, X*),on obtient:
[(u(2), y7)] = [{z, u™ ()|
< [l {lu (vl

<mi)loll ([ o duw)

BF**

(<) Soient n € N, (z})!_, C F* et (y;);_, C X;ona
1/p
(lyil, )" du) ,

() )] < el (/

F**
pour tout ¢ dans {1,...,n}, par conséquent

n n 1/p*
Sl 5] < O3 ( |ty du)
i=1 i=1 B

)
)

1/p*
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n 1/p n 1/p*
<o (aninp) (Z [ wiloy du)
i=1 i=1 FEx
< Ol ()i I, N (w)izy
Alors, u € DF (X, F). m

[g*,\weak\ (F*) '

Corollaire 2.3.8. Si 1 < p < ¢ < 00, alors
Df (X, F) C D} (X, F).

Proposition 2.3.9. [1, Proposition 5.3]. Pour 1 < p < oo, alors>
1) Df (X, F) C C* (X, F).

2) Dy (X, co) = L(X, o).

3) D (X*, 1) = CJ*(X*, by).

2.4 Théoréme de Bu sur les opérateurs positifs

Dans [13], Q. Bu a généralisé un résultat de [19, Theorem 4.2.2] pour pet ¢ (1 < p,q < +00),
ie. I, (H,Y) C D,(H,Y), ou H est un espace de Hilbert. Dans ce paragraphe, nous
comparons la notion des opérateurs positivement p-sommants et celle des opérateurs

positifs fortement g-sommants, en généralisant un résultat di a Bu.

Théoréme 3.1. Soient 1 < p,q < +0o0; et H un espace de Hilbert, on a
ILf (H,F) Cc DS (H,F).
Démonstration.  D’abord considérer H = £; (Vn € N). Soit u € I} (H,F). Par

le théoréme de la domination de Pietsch [1, Proposition 3.4], il existe une mesure de

probabilité p sur BIZZI, muni par la topologie =-faible, telle que pour tout x € £3; on a

lu (@)l < 75 (u) /+ (lel, 27)" dp (27) (2.8)

Byn
g
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Maintenant pour z,...,x,, € €5 et y;,...,y;, € F*, nous avons
n
T = Z.’Ek,iei k= 1,2,...,m
i=1
Alors

z\ =S (et - )|

s

n
E J}]Hu

i=1
m n
k=1 i=

\
<fw “))

/—\
ngE
£
=

\_/H

/-~
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par I'inégalité de Khinchin
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+||xk qu /kz

< M)yl 7 (
), A’ /

Zrz

q

(

q",\weak\(F*)

*

q

Z

L1
A:Z*

Zrz

q q
weak(F*)> dt

X

7

Z

dt

7

q q
Zq*,wealc(F*)> dt

Maintenant, par I'inégalité de Kahane et (2.8), nous avons:

(f; S ute)| dt)F <
<
<
<

et par l'inégalité de Khinchin,

< Kpget (u). A ) Bp<

2

K

qu

P7q*‘ﬂ-]_9‘— (

e (1]

* 7T
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Zrz u(e;

o- (1 (fB+

- (1 (g

*
[V}
NI=

dt

1
* -

1
* oF

Zq*,\weak\ (F*)> ’

ll g Jweak| (F*) ° (2.9)




RSIE

(z*) | , alors

= Kp g1} (u).B, /B* ||z~

Ly

q

E TZ Z

q
dt | < Kpgem) (u) B, (2.10)

Donc nous avons par (2.9) et (2.10)

> Hula) yk|<A,, K gemy (w) By || ()" [, llyil

- (2.11)
k=1

Z * \weak\(F
D’aprés [1, Definition 4.1], on obtient u € D (£3, F') avec

2
5 () < Ko By (1),

Considérons maintenant en général un espace de Hilbert H. Soient x1,...,x,, € H
et Y7, ...y, € F*. Ensuite, il y a un n € N tel que span {z;},-, est isométriquement
isomorphe a £3. Soit P la projection orthogonale de H sur span {zj};-, .

Alors d’apres (2.11),

D Nulz),yil = > u(Plax), yp)l

k=1 bt
< o Koarmy (@) By 1P (@)l N1yl
b)
= i K omy (W) By [[(z)7, N1yl
q*
Cela nous montre que u € D+ (H, F) avec

df (u) < —- Ky g Byr) (u). m

Z * \weak\(F*) ’

Z * \weak\(Fx) ’

AII
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CHAPITRE 3

Les opérateurs multilinéaires positifs

Cohen fortement p-sommants

Le but de ce chapitre est de donner et d’étudier la notion d’opérateurs multilinéaires
positifs Cohen fortement p—sommants. Nous prouvons un analogue naturel du théoréme
de domination de Pietsch pour cette classe et caractérisons leurs conjugués. En applica-
tion, nous généralisons un résultat da & Q. Bu et Z. Shi [17], et nous comparons cette
classe avec la classe des opérateurs m—linéaires multiples p—convexes.

Soient m € N*, X, ..., X,,, Y des espaces de Banach et F, ..., F,,, I, G des espaces de
Banach réticulés.

Définition 3.0.1. (Opérateurs multilinéaires de rang fini). Un opérateur
multilinéaire 7' € L£(X7,..., X,,;Y) est de rang fini s’il s’écrit comme une somme finie

d’opérateurs de la forme

ouz; € X;(1<k<m)etyeY. L'espace des opérateurs m-linéaires de rang fini sera

noté L;(Xq, ..., X3 Y).
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Définition 3.0.2. (Idéal des opérateurs multilinéaires).
Un idéal d’opérateurs multilinéaires (ou multi-idéal) est la classe M des opérateurs

multilinéaires bornés entre des espaces de Banach tels que ’ensemble
M (X, X Y) = L( Xy, 00 X Y) NOM,

satisfait :

(i) M (X, ..., X;n; Y) est un sous espace de £ (Xq,..., X,,;Y) qui contient les opéra-
teurs m-linéaires de rang finis.

(1) Propriete d'idéal : SiT € M (Gy,...,Gn;Y), A; € L(X;,G;) avec j =1,...,n et
ve L(Y,Z),alorsvoT o (Ay,....,An) € M(Xy,..., Xm; Z).

Si ||| o s M —RT satisfait :
(1) (M (X1, ..., X3 Y) ||| o) est un espace normé (Banach),
2) 1T K" — K:T" (2, ...,2™) = z*..2™| ,, = 1 quelque soit n,

B)SiT e M(G,....Gn; YY), Aj € L(X;,Gj) avec j=1,..,netve L(Y,Z), alors
[voT o (Ar, ..y Am)llpg S NONIT g [[Aal] - - - JAm] -

Donc (M, ||| \,) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs multilinéaires. On

définit
ME = {M (Xy, ..., X;n;K) :m € N},

on dit que M¥ est un idéal des formes multilinéaires.

3.1 Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants

Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants ont été introduits par
Achour et Mezrag dans [2], tels que un opérateur m-linéaire 7' : X; x --- x X, — Y
est Cohen fortement p-sommant (1 < p < +00), s'il existe une constante positive C' telle

que pour tous ${, woxd € X551 <5 <m, et tous yf,ys,...,ys € Y*:
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H<T(:Uzl, 7x;n)ayz*>

1
n m ) P
o= (ST ) s i e

i=1j=1
La classe des opérateurs m—linéaires Cohen fortement p—sommants de X; X - - - x X,

dans Y notée D" (X1, ..., X;,; Y); est un multi-idéal de Banach avec la norme d;'(.),
dy(T) = inf {C, C vérifiant I'inégalité (3.1)} .

Si p =1, on trouve D" (X1,.... X,,,;Y) = L (X1, ..., X;n; V).

Dans l'article [31], L. Mezrag et K. Saadi ont étudié les propriétés de I'adjoint d'un
opérateur m—linéaire Cohen fortement p—sommant et ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1. Soit 1 < p < 4oo. Soit T € L(Xy,..., X;n;Y) et T* son adjoint.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) L’opérateur multilinéaire T est Cohen fortement p—sommant.

i) Il existe une probabilité de Radon p sur By telle que, pour tout (x',...,x™) €

Xy x---x X, et tout y* €Y~

‘<T ($1, ,:Um) ,y*>

= CH H:'UjHXj ||y*||Lp*(u) : (3.2)
j=1

i11) L’opérateur adjoint T* est p*—sommant, de plus on a

d™ (T) = mpe (T*) = inf {C, C vérifiant (3.2)}.

P

3.2 Opérateurs multilinéaires positifs Cohen forte-
ment p—sommants

La version linéaire a été introduite par Achour et Belacel dans [1]. Dans ce chapitre,
nous introduisons et étudions la notion les opérateurs multilinéaires positifs Cohen forte-
ment p—sommants. Une de nos contributions consiste a mettre en évidence la relation

entre ces opérateurs et les opérateurs positivement p—sommants. Nous prouvons un
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nouveau type du théoréme de Pietsch (Théoréemes de domination). Comme applications,
nous avons également montré des relations avec les opérateurs m-linéaires multiples p-
convexes. Ces résultats apparaitront dans [10].

Définition 3.2.1. Soit 1 < p < +00. Un opérateur m—Ilinéaire T : X; x - -- X X,
— F est positif Cohen fortement p—sommant s’il existe une constante positive C' > 0,

telle que pour tous :U{, woxd € Xj5 1< j <m, et tous y;,...,yk € F~

H<T(:Uzl,,$;")

Foy - (3.3)

p \weak\(

. s (ZHHM\XJ)

i=1j=1

En plus, la classe des opérateurs m—linéaires positifs Cohen fortement p—sommants
de X x---x X,, dans F notée D)+ (X1, ..., X;n; F) . Notre espace est un espace de Banach
pour la norme d** (), d)"* (T') qui est la plus petite constante C' vérifiant I'inégalité (3.3).

Remarque 3.2.2. Soit T € L (X, ..., Xpn; F), Alors T est un opérateur multilinéaire

positif Cohen fortement p—sommant si, et seulement si, il existe une constante K > 0

telle que

(TG, a?), y;

qsSE (ZHW\&) (i) (3.4)

i=1j=1
pour tout .., x) € X;; 1 < j<m, et yi,..,y; € FF.

En effet, pour la premiére partie, il suffit d’utiliser ’égalité

[(zi)iz 1”[ " wear(B) sup (Z <$z‘7§>p> p = wy((7:);—;)

+ -
§€Bx \ i=

Pour l'autre sens, soient ${, woxl € X5 1<j<m,etys, ...y € F*

||< ( iy ey Lg ) yz ||[n = H< ’$T)’y:+_y:7> "
< etz + TG )50

<K (ZHHWHX> sup ( (y* (y**))p*>

i=1j=1 Y**EBpsx
1
n 7
K (ZH I, ) p (z b ) )
i=1j=1 Bl \'iz
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< 2K (ZHWHX) s (Z(@:\@**))“)p .

K 1] 1 *EBF**

—c (ZH Hwﬂux)

i=1j=1
Proposition 3.2.3. Soient T € L (X1, ..., Xm; F), R un opérateur dans LT (F,G) et

Sj dCLTLS [,(Ej,Xj) (1 S] S m)

p JJweak| (F*) ’

(i) Si T est positif Cohen fortement p—sommant, alors RT est positif Cohen forte-
ment p—sommant et d* (RT) < d* (T) ||R]| .
(id) Si T est positif Cohen fortement p—sommant, alors T o (Si,...,Sy) est positif

Cohen fortement p—sommant et
dy (To (S, Sm)) = d™ (T) TLI9511-
j:

Démonstration. i) Soit 7' € D)'* (X1, ..., X;n; F). Alors d’apres (3.4) on a
ICRT (o ),y g = I (oo ), R g

<dpt (T (ZHHM&) Ry <Z<R*<y:>,y**>f")p

i=1j=1 *EBF** i=1
1
n R** *% p*\ P¥
< g () ) (ZHMX) a (3 M) )
i=1j=1 y**€Bf iz
1
n ¥
<dr (T) ||R)| (ZHHxJHX> sup <Z<y:,so>p> :
i=1j=1 PE€BL \im1

Donc RT' € D't (X1, ..., Xin; G) et dy" (RT) < dy* (T) || R .
ii) Soit T € D't (X1, ..., Xpp; IF). Alors,

KT 0 (S, wvos Sin) (5 7)) |

<dyt(T (ZHHWHX) seup lys (y™)]

o,
i=1j=1 Bl P
<dyt (T (ZHIIS IIPHxJHE> sup [l (™)l
(2 1] 1 *eB F**
< dp (T HHS | (ZHH%) sup [ly7 (4™, -
(2 1] 1 EB * %
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Donc, T'o(Sy, ..., S,) est un opérateur multilinéaire positif Cohen fortement p—sommant
et
A (T o (S, ey S)) < d7H (T H 151 -

Le résultat principal de ce chapitre est I’extension suivante du théoréme de domination
de Pietsch a la classe des opérateurs multilinéaire positifs Cohen fortement p—sommants.
Pour la preuve, nous utilisons le lemme de Ky Fan, voir [22, p. 190].

Lemme 3.2.4. (Ky Fan). Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C une
partie convexe compacte de E. Soit M un ensemble de fonctions définies sur C a valeurs
dans (—o0, +-00| vérifiant les propriétés suivantes:

a) Toute f € M est convexe et semicontinue inférieurement;

b) Si g € conv(M), il existe f € M telle que g(z) < f(x), Vz € C;

c) 1l existe r € R telle que toute f € M prend une valeur 7.

Alors, il existe zq € C telle que f(zg) < r pour toute f € M.

Théoréme 3.2.5. (Théoréme de Domination)

Si un opérateur m—Ulinéaire T € L(X7, ..., Xpm; F) est positif Cohen fortement p—sommant
(1 < p < o0), alors il existe une mesure de probabilité de Radon p sur Bf.. telle que pour

tous (z',...,a™) € Xy x ---x X,, et y* € F** nous avons:
Y

‘<T ($1, ,:Um) Jy

<dy (T H 12191, (5. 0 - (35)

A Uinverse, s’il y a une constante positive C' et une mesure de probabilité de Radon

p sur Bf.. telle que pour tous (x',....2™) € X1 x - -+ x X,,, et y* € F*", on a:

(T (=,

= CHHSUJH 1yl . (5. ) (3.6)

alors T' € D't (X3, ..., X3 F) et dy ™ (T) < C.
Démonstration. Tout d’abord, nous prouvons l'inverse, soient (z7, ..., ") € X; X

X Xy (1<i<n)etys,..,y: € F*". Nous avons d’apres (3.6)
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) 1/p*
(T (@l o) 7 |<0H\WH (/ v (7)) du@**))

pour tout 1 <7 < n. Ainsi

ZK (@i, 2]) 47

1/p*
= CZ HWH (/ v (™) dps (?f‘*)) (par Holder)
i= ln :m \/p . * 1/p*
= (Z (HWH) ) (Z (/w (y7 (y))" dps (?f‘*)))
=1 \j=1 ” i=1 Fx*
< 0<ZHszH”> sup (v (5 )

i=1j=1 y**eB F**

Cela implique que T' € Dy'* (X1, ..., Xp; F) et d* (T') < C.

Pour prouver (3.5) , soit K = Bj... On considére I’ensemble C des mesures de proba-
bilité sur C'(K)*. L’ensemble C est un convexe compact dans C'(K)* muni de sa topologie
s«faible o (C(K)*, C(K)). Soit M un ensemble des fonctions définies sur C & valeurs dans

R de la forme

n

F(en) ) ) = DT (s a) )

i=1

(1)
p*

L Wiy Y du (5)) (3.7)

OU( )z 1 CX et(yz)z 1CF*+ (1<j<m)
Ces fonctions sont convexes et continues. Nous appliquons maintenant le lemme de

Ky Fan avec E' = C(K)*. Soient f,g dans M et o € [O, 1] telles que

ey ) 09 = DT @) ) HH I
—d;lp—*(T)A@é*,y**V dp (y™))
et
l dm+
() ) ) = 2T @ l™) ) = H s
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-

- (T)L (W, ™) dp(y™)).

1l s’ensuit que

dm+ - lj P
af = Za L0 B TAN H H
dmt (T
—p—()/ (e, y ) dp (™))
p K
<\<T (@, awmwx;m) ey

o e e K T

I
.
i Mw
)

v%
+

et

{ me (7)o
(1= = =) (7)) = ST )
=1 _
dm+ (T) )
—pT/ i,y dp (y™))

l
Z(KT < a)l/me) g (1 — a)t ) :C;,m) (A=) y:,*>

=1
A (T
/ ‘ a) Pyl >

~.

e ( T) "

1 "j
HH /mp):UiJ
J=1

Enfin, nous avons

p*

du (y™))-

af+(1—a)g

—Z< P )7 HH | - /<yf,y**>p* du@**));

avecn =k + 1,

3

;) atrra? sil<i<k
x] = ) ‘
(1—@) /(mp)$;/j Slk“!_ngS?’L’
/Pyl sil<i<k
ety =

(1—a)1/p*y§’* sik+1<i<n.
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Soit yo € Bj.. tel que

sup <Z<y2‘,y**>”*>p = <Z<y2‘,yo>”*>p , (3-8)

y**eBf \im1
et f de la forme (3.7). On a
[ (o)

= Z(KT(@,---,SUT), Y HH 2" - A<y2‘,y**>px déy, (?f‘*))

i=1
n

ST ) ZHH L N
i=1 i=1 1 i=1
0y, est la mesure de Dirac Supportee par yoj

En utilisant l'identité élémentaire

Vo, B € R™ af = inf {]19 (%)p + % (gﬁ)p*} (3.9)

£>0

nous trouvons que
n n

ST ) 0l ~ B ST el S S

i=1j=1 i=1

< ZKT(lea )5yl —dm+ Z (HH;UJH ) (Z y“yo>p*>p :

et ceci d’apres (3.4) est inférieur ou égale a zero. D’apres le lemme de Ky Fan, il existe
p € C telle que f(u) < 0 pour toute f € M. Sionprend z = (z!,....,2™) € X; x---x X,,
et y* € F**, on a:
f) = fayy ()
= ) )l = ST = S5 [ ) et <0
D’ou

Ty . . 1 .
(T (2!, .ox™),y*)| < dit (T) <—| [ 12711" + —*/ (y*,y™)" du (?f‘*)) :
P D Jk

Fixant £ > 0. Et en remplacant 27 par 27, et y* par £y*, on trouve

1
gl/m
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IA

1
7 (]_9

O/—\

?
\T/
/—\
:/‘\
T

=

\.*

Ny

=¥

=
~
d
~_
3

1

— a0 ([ b )

j=1
Ce qui implique

m
(T @) ) < @zt (O T 5. @

Proposition 3.2.6. Un opérateur m—lméai;e:T € L(X1, ..., Xpn; F) est positif Cohen

fortement p-sommant (1 < p < 00), si et seulement s’il existe une constante positive K >

0 et une mesure de probabilité de Radon y sur Bf.. telles que pour tous (z!,...,x™) €

Xix---xX,ety*€e F*, ona

1/p*
) 6T ([t ) e

Démonstration. Implication directe. Soient (z',...,2™) € X; x---x X,,, et y* € [~

on a
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< T (@@ ) 4 (T (@ ey )|

m 1/p
< i ( f, o >)
+[ e (/ "y >)

2CHHSWII (/ (ly"| (™))" due (y **)) :

Implication indirecte. Soient (z}, )e Xy X x X, 1<i<n, ety;,.
F*. On a d’apres (3.10)

) 1/p*
(T (at o) |<KHM (/ 1)y du@**)) .

F**
Ainsi, en utilisant I'inégalité de Holder nous obtenons

ZK (@}, @),y
) 1/p*
<KZ HH»”UJH (/ (sl (y))” du@**))

IA

F**

‘ 1/p 1/p*

SK<ZHszHp> (Z [ o)y du@**))

i=1j=1 i=1" Bpsx

n m ‘ 1/1) n I/PX
SK<ZHHx£Hp) sup (Z(\y:\<y**>>p)

(3 1] 1 y EBF** =1
< (SITIA ) .

i=1j=1

Alors, T € D" (X1, ..., Xpn; F) et cela terminer la preuve. m
Théoréme 3.2.7. Considérons 1 < p; < py < +00.
Si T € Dt (X1, ., Xons ), alors T € Dt (Xa, ., Xons F) et

dm+ (T) < dm (T).

Démonstration. SiT € D)t (X, ..., X;n; F), d’apreés (3.5) on a
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(Tt ™),y < dp (T Hllfvjlllly Iz

F** H)

m
< a7 O TN Ny .

tel que pour chaque (z',...,2™) € X; x - - - x X et y* e Ft.
Cela implique que T € D' (X4, ..., Xpp; F) et ' (1) < d2* (T). =

Le théoréme suivant, établi la relation entre les opérateurs positivement p—sommants

et les opérateurs m—Ilinéaires positifs Cohen fortement p—sommants.

Théoréme 3.2.8. Soit 1 < p < oo. Soit T € L(X1,....X;n; F) et T* son ad-
joint. Alors T appartient a Dg“' (X1, o0y Xons ), st et seulement si, T™ appartient
I (F*, L(X1, ..., X)), et nous avons d** (T) = nf (T*), ou 1L est la classe des
opérateurs positivement p*—sommants (voir [1, 8]).

Démonstration. Supposons que T' € D)'* (X, ..., X;,; F) . D’apres (3.10) on a

1/p
(T (@) )| < (T Ihww(/ (1 »(m@w)
pour tous (27) € X; (1 < j <m)ety* e F*
Nous prenons le supremum sur toutes les suites (:UJ) * | avec ||27]] < 1, on obtient

1/p*
sup \W@WfWJWS@”@%L+UM@me@W) .

llz ], s [l <1 ok
F

Alors

1/p*
mwwmswwn<4+uwwme@w>
Par le théoréme de domination de I;i:tsch [1, Proposition 3.4], T* € IT}. (F*, £ (X1,..., Xp))
et w8 (T%) < d (T).
Pour prouver l'inverse, supposons que 7% € H;l (F* L(X1,...,Xn)). On a pour tous
() e X;(1<j<m)ety" €F*
(T (2!, ...a™) y7)] = \T*(y*)(fvll---,fvm)\

17 () H =711

En utilisant le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs positivement

IA
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p*—sommants, on obtient

m 1/p*
(T (2!, . a™) )| < 7 (T*)Hllell (/+ (ly*| ()" dp (?f‘*)) :

Finalement, d’aprés la Proposition 3.2.6, T' est un opérateur multilinéaire positif

Cohen fortement p—sommant et &'t (T) = 75, (7). =

Théoréme 3.2.9. Pour 1 < p < oo.

Dy (X1, ooy Xy F) €D (X, oy Xy F).

Démonstration. SiT € D)' (X4, ..., Xp; F') par le Théoreme 3.1 dans [31], I'opérateur
T € I, (F*;L(X4,...,Xm)). D’apres la Proposition 3 dans [8], nous avons 7" €
I (F* L (X1, ..., X;,)) . Par le Théoréme 3.2.8, on trouve T € D't (X, ..., X, F). m

3.3 Applications

Pour m € N*, X;®; - - - ®,X,, désigne le produit tensoriel projectif de X, ..., X,,.
Chaque T € L(X1, ..., X,,;Y) a un opérateur linéaire associé T, € L(X1®r - - - @ Xn; Y)
défini parVad € X; (j=1,...,m), T (2' @ - - - @ 2™) = T(z, ..., 2™). Soit 6,, : X7 x---X
X — X1®x - - - @xX,, Popérateur canonique m—linéaire, c¢’est-a-dire 8,, (zt, .. 2™) =
' ®---®a™. Alors,

T =Ty o6, (3.11)

Proposition 3.3.1. Soient 1 <p < oo et T € L(Xy,..., X;n; F). Alors les affirma-
tions suivantes sont équivalentes.

i) T € DM (Xy, ooy X F);

i) Ty, € D (X1®r - - - @ Xp; F):;

iii) Il existe un espace de Banach Z,u € D) (Z;F) et S € L(Xy,..., Xin; Z) tels que
T =uS.
Démonstration. i) = i) Soit T € D;"" (X, ..., X;n; F) et pour tout y* € F* et
2 € X1®r -+ @n X
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n
Pour tout € > 0, z admet une représentation z = szl ®--- @z telle que

i=1
n

Dl < - - apl) < Dzl + e

i=1
D’apres la Proposition 3.2.6, nous avons
1/p*

(T (@™ )| < it (T HIWII(/ (1" (v >>*du<y**>) . Alors

T ()0 = \<T(Z®®"’)y>‘

< Y ONT(l, o w),y)
- 1/p*
< 4 (T ZHWH (/ (vl (™))" *du(y**)>
i=1j=1 0
< dpr @) (2] +9) ( /. <\y*\<y**>>p*du<y**>) .

Ainsi,
1/p*
Iy (y™))" du (?f‘*)) :
F**
11 découle de [1, Theorem 4.13] que T}, € D;(Xl@)7r @ X F).

(T (=), 97)] < dp* (T) )| </

it) = iii) Si Ty, € D (X1®x -+ - @ Xy F) et le fait que T = T} 0 6, on prend donc
7=X1®; @ X

iii) == i) Supposons qu'il existe un espace de Banach Z,u € D} (Z;F) et S €
L(X1,....X\n; Z) tels que T = uS. Alors

|S(zt, ..., 2™)|| < |9 ﬁ |z7|| et par [1, Theorem 4.13]

j=1

) 1/p*
[(u(2),y7)] < dp™ () [|2]] (/w (ly™ (™))" dpe (?f”‘)) - Alors

(T, a™),y")] = [(u(S(a?, .. 2™)) g
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1/p*

IA

A () 1S, )| ( [ ) <y**>)

BF**

m . 1/p
dy (u) IISIIHII»”vaI (/W (ly*| (y™))" du(.u**)) :

IA

FEx

Nous avons, selon la Proposition 3.2.6,T € D" (X1, ..., X F). m

Définition 3.3.2. Pour 1 < p < oo, un opérateur m—linéaire T : X7 X - - - X X,
— F est appelé multiple p—convexe s’il existe une constante C' > 0 telle que pour
chaque suite finie (:Uf)?il CX;;1<)j<m.

1

MLyeeny Nm P m n ) Zl)
( S 17 (ah o) ) <[] (Zuxzug) ,
i j=1

i=1

ou

m
< | | max H:UJH uand p = co.
j:

MNm
V ‘T (:U}l,...,:vzln)

Dans ce cas, nous donnons la norme de I’opérateur multiple p—convexe T" par
Cyew(T) == inf {C : C vérifie I'inégalité ci-dessus} .

Il est facile de vérifier que la classe C;*" mult (X, ..., Xy F') d’opérateurs m—linéaires
multiples p—convexes, avec sa norme associée Cp°" (.), est un espace de Banach.

Proposition 3.3.3. Si 1 < p < oo, alors
DD ( Xy, o, Xy F) CCpem ™ (X, Xy F)

2)Dpt (X1, ooy, Xins o) = L( X1, 0, Xins o) -
Démonstration. 1) Soit 7' € D" (X1, ..., X;n; F), alors T = T}, 0 0, tel que T, €
D;(XI@)WWQAQWXm; F)eto,(X1,.... X0; X1®W~~~®WXm) Iopérateur canonique m—linéaire.
Par [1, Proposition 5.3], T}, € Cye” (Xltg% e R X F) ot Cpe* (Xl(EAo7r e R Xom, F) la

classe de tous les opérateurs p—convexes de X1 ®; - - - ®,X,, dans F voir [22].

Pour chaque suite finie (:Uj

Z)?il € Xj; 1 <j <m, nous avons
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Tyeeny im=1 115 0stm=1
M1 yeeny Nm l/p
_ 1 m p
- E : ‘TL (6771 (:Un’ > iy ))‘
i1yeeim=1
M1 yeeny Nm l/p
<M 1o (a2 )7
= m 710" zm
T1yeees im=1
MLyeeny Nm l/p
<MD [l o |
s i1 m
i1yeeyim=1
n1 m 1/p
p p p
=M (> [l ] > ZHw xS e
i1=1 22 1 tm=1
m
= M]] E ﬁvajH
J=1

Puis par la Définition 3.3.2,T" € C;*" (X X F)
2) Il est clair que

D]T_‘—(Xl, ...,Xm;Co) C [,(Xl, ,Xm, Co).

Maintenant, prenons 7' € L£(X7, ..., X;n; o), puis T' = w0 d,, tel que u € £(X1®W .
®xXom; Co), nous avons par [1, Proposition 5.3], u € D]‘;(Xl@)7r - ®xXm; ), et par la

proposition ci-dessus, 7' € Dy (X1, ..., Xin; ¢o), dans ce cas
L( X1, .o; Xinj o) C D (X0, ey X o).

Alors
,D;;H_(Xl, 7Xm7 Co) = E(Xl, 7Xm7 Co). |
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CHAPITRE 4

Théorémes de domination et
Kwapien-factorisation pour les
opérateurs multilinéaires positifs

Cohen p-nucléaires

Dans [3], Achour et Alouani ont représenté la classe N de tous les opérateurs mul-
tilinéaires Cohen p-nucléaires comme suit; N)" = D, o (Il, ..., 11,), et dans [3, Theorem
2.5], ils ont caractérisé cette classe par le théoréme de domination de Piestch. Dans ce
chapitre, nous généralisons cette notion aux opérateurs positifs et prouvons, entre autres
résultats, le théoréme de domination pour cette nouvelle classe d’opérateurs.

Définition 4.0.1 [16]. Soit 1 < p < co. Un opérateur m-linéaire 7' : Ey x - - - X E,,
— Y est positif multiple p-sommant s’il existe une constante K > 0 telle que pour tout

choix de suites finies (27)}7, C Ef(1<j<m),

Mlyeeny Nm 1_1) m o
(S It} < T
i j=1

n .
[p,weak (EJ )
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Dans ce cas, nous définissons la norme T par
A, (T) = inf { K : K vérifie I'inégalité (4.1)}

11 est facile de vérifier que la classe Ag“‘”(El, vy B3 Y'), des opérateurs multilinéaires
positifs multiple p-sommants, munie par sa norme associée A, (.), est un espace de Ba-

nach.

4.1 Opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires

Les opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires ont été introduits par Achour et
Alouani dans [3], tel que un opérateur m-linéaire 7' : X; x - - - x X,;, — Y est Cohen
p—nucléaire (1 < p < 00) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous zl xl €

X;(1<j<m)ettous yi, ...y, € F*, nous avons

P

Z<T($},...,$T),y;> <C| sup iﬁ‘<xf,xj*>

p *
sup [y (W)llen, - (42)
yEBy P

) J* X .
i=1 z EBX; i=1j=1
1<5<m
La classe des opérateurs m-linéaires Cohen p—nucléaires de X; X - - - x X,, dans Y,

qu’est notée par ./\/;;”(Xl, oty Xm; Y') est un espace de Banach muni par la norme ng’(.),
ot n;'(u) la plus petite constante C' vérifie (4.2).
Dans le cas p = oo, la formule (4.2) s’écrit :

n

Y AT(ah ), yp)

i=1

m
=C| su x su * .
< <1<i£nj 1 H i HXj> yeBIz, |y (y)Hzl

4.2 Opérateurs multilinéaires positifs Cohen p-nucléaires

Dans ce chapitre, nous introduisons et étudions la notion des opérateurs multil-

inéaires positifs Cohen p-nucléaires. Nous prouvons un analogue naturel du théoréme de
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domination de Pietsch pour cette classe et caractérisons leurs conjugués. La motivation
initiale de notre recherche est de donner une version multilinéaire du théoréme de la fac-
torisation de Kwapien : Aj"* = D' o (H;, s H;) . En application, nous étudions une
relation entre certaines classes d’opérateurs m-linéaires positifs (Multiple p-sommants et
Cohen fortement p-sommants). Ces résultats apparaitront dans [7].

Définition 4.2.1. On dit qu'un opérateur m-linéaire T': E; x - -- x E,, — F est
positif Cohen p-nucléaire (1 < p < 0o) 8’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous

:U{, woxd € B (1 <j<m) et tous yf, ...,y; € F*, nous avons

1
P
n n m
* ; D .
Z <T($zlv veey ‘r;n)v Y; > S C ‘SUP ZH <‘$z ,$j > ||(yz )?:IHZ”* | k\(F*) . (43)
=1 x]*eBJEr% i=1j=1 p*,|wea
J
1<5<m

De plus, la classe de tous les opérateurs m-linéaires positifs Cohen p-nucléaires de
Ey x--- X E,, dans F' est notée par NJ'*(E, ..., Ep; F), ou NJf (E; F) si m = 1; espace

des opérateurs linéaires positifs Cohen p-nucléaires. Notre espace est un espace de Banach

m+
p

Pour p = 0o, on a N (E\, ..., Epp; F) = D24 (Ey, ..., Ep; F).

avec la norme 7" (.), n"* (T') qui est la plus petite constante C' vérifiant I'inégalité (4.3).

Proposition 4.2.2. Soit T € L(E,...,E,; F). Alors T est un opérateur multil-

inéaire positif Cohen p—nucléaire si, et seulement si, il existe une constante C' > 0 telle

que
1
P
> (T(afa)yi) <C | oswp Y T[Tl 2" | wpe ((5)i2), (44)
) jx + = .
=1 x EBE; i=1j=1
1<5<m

pour tout x), ..., xl € Ef(1<j<m)ety;, .. yscFt
Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on utilise les égalités

*

i =yt -y ety =yt Yy .
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Proposition 4.2.3. Soient T € L(Ey, ..., E,.; F), R un opérateur positif L*(F,Q)
et S; un opérateur positif LT(F;, E;) (1 <j<m).

(1) Si T est positif Cohen p-nucléaire, alors RT est positif Cohen p-nucléaire de
Ey XX By, dans G et ny* (RT) <n* (T) || R .

(2) Si T est positif Cohen p-nucléaire, alors T o (Si,...,Sn) est positif Cohen p-

nucléaire de Fy x --- x F,, dans F et

n+ (To (S, .., Sp)) < nit+ (T H 1511 -

Démonstration. 1) Soit T'€ Nt (E\, ..., Ey; F'). Nous avons par (4.4),

n

Z <RT($117 7$T)7yz*> = Z <T($117 "'7$;‘n)7 R” (yz*)>

1
n m n p_x
<npt(T) | sup Y [[ (), 27)" sup (E (R (y7) )" )
@I*€BE, =1 j=1 y**EBfee \i

1<5€m

RSIE

- * n § R** (y**) p*\ P¥
<ny*(T)||R||| sup ZH Z,$J sup (Z <yi,W>
=1

zI* EBE*Z 1j=1 y**EB;Z**

1<J<'m

RSIE

va*EBE*z 1j= 1 YEBL.,
1<J<'m

Donc, RT € NJ'* (Ey, ..., En; G) et n'* (RT) < n'* (T) || R .

2) Soit T € NJ** (B, ..., Epy; F'). Alors
ST o (S, ey Sp) (mh, oo ™), y7)

~.
ey

RSIE

<ny ™ (T) | sup ZH (Sl ™)’ sup Iy (y™)]

£y
zJ* EBE i=1j=1 y**EBF** P

1<J<'m
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<nm T (T)|1S5]] | sup ZH $i7||Tj|| , sup  [|y; (y )Hz;x

eI €B L. im1 j=1 EB e
1<j<m
1
P
<opr @S| s ST e | s i o),
99 EBF*Z 1] 1 y**EB;** g
1<J<'m

Donc, T'o (S, ..., ;) est un opérateur Inultilinéaire positif Cohen p-nucléaire et
n (To (S, .oy S)) < i+ (T H 1S; ]l -

Le résultat principal de ce chapitre est l’extensmn sulvante du théoréme de domination
de Pietsch & la classe des opérateurs multilinéaire positifs Cohen p-nucléaires. Pour la
preuve, nous utilisons le lemme de Ky Fan.

Théoréme 4.2.4. Un opérateur m-linéaire T € L(E, ..., E,; F') est positif Cohen
p-nucléaire (1 < p < o0), si et seulement s’il existe une constante positive C' > 0 et des

mesures de probabilité de Radon y; sur Bf.(1<j<m) et X sur Bf.. telles que pour
J

tous (zt,....2™) € Ef x --- x El et y* € F*", nous avons
1 m * j
(T(a',...a™),y") < CEH:CJHLP@ » >||y I, (5202 - (4.5)

Démonstration. Tout d’abord, nous prouvons la premiere implication. Soient (7, ..., 21"
Ef x---x Ef et yf € F*", d’apres (4.5) on a
n
S (Tt )yt
i=1 )
j ix\P  * * *x\ D" *%
11 / (al,27*)" dp; (277) (yi, )" dA(y )) ,
=1 ':
pour tout 1 <i<n A1n51, en utilisant I'inégalité de Holder, nous obtenons
n

ST, ), )

i=1

(/,

¥
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=

=C ZH/ 12y dp; (a77) (Zl/

i=1j=1

LSIE

1
<C | sup ZH (], 27) ( sup Z Yy )p
Y

J*EB+%i 1j=1

hSIE

<o sw ST | e ().

wi* eBE im1 =1
Cela implique que T" € NJ"* (B, ..., Ep; F) et ny™ (T) < C.

Pour prouver I'inverse, supposons que 7' € NJ** (Ey, ..., E,,; F) . Suivons I'idée ap-
pliquée dans [10]. Nous considérons les ensembles P <ng> (1<j<m) et P(Bf.)
des mesures de probabilité sur C' <B}§j> et C (B F)* respectivement. Ce sont des
ensembles convexes qui sont compacts lorsque nous munissons C' <B}%>* et C (B}')*
par leurs topologie x-faible. Nous allons appliquer le lemme de Ky Fan avec E =
C <B§;>* X xC <BE;L>* xC(Bf..) etC=P <Bgf> X x P <Bgfn> X P (Bj..) .

Soit M D'ensemble des fonctions sur C avec des valeurs dans R de la forme

f (Mlv ooy My )‘)
St EOS e

Z/ Wiy Ay,

=1
pour tout (i, ...,y A) € C avec (1), C Ef et (y)), € F**,(1<j<m). Ces
fonctions sont continues et affines et que 'ensemble M est un céne convexe, et par
conséquent les conditions (a) et (b) du lemme de Ky Fan sont remplies.

Soient 23" € Bg; et yo € Bjf.. tels que

sup <Z<y2‘,y**>”*>p = <Z<y2‘,yo>p*>p ; (4.7)

y**EBF** =1



et

sup ZH J* $j*>p = ZH <:Uf*,xf)* b (4.8)

wJ*EBE i=1j=1 i=1j=1

et f de la forme (4.6). En utilisant I'identité élémentaire

« . 1 (@ P 1 p*
Vo, €eRL af = égg {]—9 (E) + p (£8) } (4.9)

nous trouvons que

f <5w617 ey 5306””5”)

n

= Z(T(le,,:vl" ZH/ l, 27\ ds 2 (27%)

i=1 i=1j=1
(D5~ / Wi ™) db (7 )
=1
=S Tt ) - ) SO ()
i=1 xj*EB;Z*Z 15=1
dm+(T) n
b (z@;,m )
p =1

p

1
n T
<Y AT (@l 2) y)=npt (T) | | sup ZH wl, w1y’ <Z<y;,yo>p>
i=1 va*EBE*z 1j=1 i=1

1<J<'m

3

Ou ¢, est la mesure de Dirac supportée par z, et ceci d’aprés (4.4) est inférieur
ou égale a zero. D’apres le lemme de Ky Fan, il existe (yq,..., 4, A) € C telle que
f (tqy ey 1,5 A) < 0 pour toute f € M. Sion prend z = (2!,...,2™) € Eff x --- x Ef et

y* € F*" on a:

f(Mlv"'vavi‘)
:Z<T($1177$T Y ZH/ $,$J*>pduj (.’,Uj*)
i=1 i=1j=1

ar (7)
. Z/@ A () < 0.
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D’ou

14 . . 1 .
(T (!, ...;2™) ,y*) <t (T) ]—91_[/5)+ (7, 27 dp; (27%) — ];/5’* (y*, y)" dX (y™)
j*l EJ* * %

F

27, et y* par £y*, on trouve

Fixant £ > 0. Et en remplacant 2/ par & T

1 1
<T (.’,Ul, ,.’L'm) ,y*> = <T (W‘xl, ceny mfﬂm) 7£y*>

1A 1. A\ . 1 .
g nm+ (T) _| I/ < $j’$j*> dM ($3*) _ _/ <£y*’y**>p d\ (y**)
14 pj:1 B;:* gl/m J p* B;:**
J
p

L[ 15 o) ' 1 ' "
<t (T) ; EH /B+ (27, 27%)P dpu; (277) T 5(/3+ (" y)’ d)‘(y**)>

Prendre l'inf sur tout £ > 0 et en utilisant l'identité élémentaire (4.9), on obtient

1

m p

<T(x1,...,:vm),yx>Sn?+(T)H / <xj’$j*>pduj(xj*) (/9*

+
j=1 B Frr
J

1
¥
Ce qui implique
1 m * m+ J *
<T($ y ey L )7y > < np (T)jr[1||$ ||Lp<B;:ij> ||y ||Lp*(B;:**7)\)' u
= J

Nous avons aussi le résultat suivant:

Théoréme 4.2.5. Un opérateur m-linéaire T € L(E, ..., E,; F) est positif Cohen
p-nucléaire (1 < p < o0), si et seulement s’il existe une constante positive C' et mesures

de probabilité de Radon p, sur Bgf X e X BE;L et py sur Bi.. telles que

1
m p P
(T(z",...a™),y") < C (27, &Y | dp,
BT Bt B
By B \j=1

Fxx

1
Pr
vy, o) d/@)

(4.10)

pour tous (z',...,2™) € Ef x--- x Ef et y* € F**.

Pour prouver ce théoréme, nous utilisons le théoréme général de Domination de
Pietsch récemment présenté par Pellegrino et al. dans [32].
Soient X1, ..., X,,, Y et Zy, ..., Z; des ensembles non vides (arbitraires), H une famille

des opérateurs de X; x - - - x X, dans Y. Soient Kj, ..., K; des espaces topologiques
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compacts de Hausdorff et GGy, ..., G; sont des espaces de Banach. Supposons que les

opérateurs
RjZKjXZI><"'XZkXGj—>[O,+OO),j:1,...,t
SHXZy XX Z x Gy XX G — [0,400).

satisfassent:

(1) Pour chaque 2! € Z; et b € G, avec (j,1) € {1,...,t} x {1,...,k} Popérateur

.....

défini par

.....

est continu.

(2) Les inégalités suivantes sont valables:

R; (¢ at, .k b)) <nR; (2t .. 2", V)

S(f,x, 2 bty b)) > e S(f, 2t 2k b b,

pour tous ¢; € K;, 2 € Z,0 < ;0 > LY € Gy, avec (4,1) € {1,...,t} x {1,....k} et
feH.

Définition 4.2.6. [32]. Si 0 < py,...,p;,q < 00, avec é = pil +---+ pit. Un opérateur
f: Xy x--xX,, =Y deHest dit Ry, ..., Ri-S-abstract (py, ..., p;)-sommant s’il y a une

constante C' > 0 pour que

1

n % t n p_j
(Zs(fa $3’ .”"xf’b;’ 7b§)q> S CH sup (ZRJ (QDj,.f;, 7$fabz)pj> ) (411)
=1

j:ﬁ”jEKﬂ' i=1

pour tous (), C Zs, (b{)?zl CGjneNet (s,j) e {l,....k} x{1,...,t}.
Théoréme 4.2.7. [32]. un opérateur f € H est Ry, ..., Ri-S-abstract (p1,...,p;)-

sommant si et seulement s’il existe une constante positive C et mesures de probabilité de
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Borel p; sur Kj, telles que

1

t P
S(f,z', ...,z ) < H(/ goj, ,...,:Uk,bj)pjduj> , (4.12)

pour tous a' € Z;,1 € {1,....k} et ¥ € G; avec j =1, ...t
Preuve du Théoréme 4.2.5. En choisissant les parameétres
(

t=2k=m

Zl E ,lzl,...,m

K1 = Bj, x--- x By. et Ko = Bj..

Gl = K, G2 = F*+

H=L(E,..,E.F)

¢g=1pi=pp2=p

S(T,a,...a™b,y") = p(T'(z",....a™),y")

Rl ((g017"'730m),($1,... H :L'J’SDJ

R2 (%3317 "'7$m7y*) = <y 730> )
on peut facilement conclure que T': E; X -- - x E,, — F est positif Cohen p-nucléaire

si et seulement si 7" est Ry, Ry-S-abstract (p, p*)-sommant. Le Théoréme 4.2.7 dit que T’
est Ry, Ry-S-abstract (p,p*)-sommant si et seulement s’il existe une constante C' > 0 et

des mesures de probabilité p,sur K; et p, sur K; telles que

S(T,at, ™, b,y7) (/ (ﬁ :cﬂysoﬂ‘>)pdm>%([( 2<y*,¢>p*duz>p% (413

et on trouve (4.10). m

Remarque. Les deux Théorémes 4.2.4 et 4.2.5 sont équivalents.

Proposition 4.2.8. Un opérateur m—linéaire T' € L(Ey, ..., E,; F) est positif Cohen
p-nucléaire (1 <p < o0), si et seulement s’il existe une constante positive C > 0 et

mesures de probabilité de Radon p; sur Bf. (1 <j <m) et A sur Bj.. telles que
J
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o OTL{ [ 007 s ) ( /

J=1 ;

pour tout (x',....2™) € By x --- x E,, et y* € F*.

4.3 Théoréme de factorisation de Kwapien

Nous présentons maintenant notre résultat principal, le théoréme de la factorisation
de Kwapien. Pour la preuve, nous utiliserons le lemme da a D. Achour et A. Belacel,
voir [1, Lemma 3.5].

Théoréme 4.3.1. Soient 1 <p<oco et j=1,...m. Alors T € L(Ey,...,Ey; F) est
positif Cohen p-nucléaire, si et seulement s’il existe des espaces de Banach Gu,...,G,,,
des opérateurs positivement p-sommants u; € L(E;,G;) et un opérateur multilinéaire
positif Cohen fortement p—sommant S € L(G1,...,Gn; F) tels que T = S (ug, ..., Uy,),
i.e. NJ't =D)'"F o (H;, ...,H;) , de plus

m
ny*(T) = inf {dg“’ (S) jl;[lﬂ;(uj) T =S5 (u, ,um)} .
Démonstration. L’implication directe. Nous prenons T' € NJ** (Ex, ..., Ep; F'). Alors,
par (4.5), il existe des mesures de probabilité du Radon y; sur BE; (1<j<m)et Asur

Bi-.. telles que pour tous (2!, ....,2™) € Ef X --- x Bt et y* € F*"
m

1 m *\ J *
(T(at,..,a™),y") < CH1 [l ||LP<BE ) 1"z, (55 )
J= J

1l

Et nous considérons le diagramme suivant

B X-oox By, AN F

I g I g, TS

ip, (E1) X% g, (En) T Lo (py) %o Ly (pth)
N N

¢ (B:) c(Bx)
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Ouig, : B — C <Bg;> est I'injection canonique. Si on note l'image du J, o o ig;
par G, et la fermeture de G; par Lj (uj), lopérateur Gy x - - - x Gy, — F: J,p0
ig, (¢, ..., x™) — T (z',...,2™) est bien défini. Nous appliquons maintenant le Lemme
3.5 dans [1], nous constatons que les opérateurs u; = J,o0ip, : B — ig, (E;) —
Lfy (1) sont positivement p-sommants, et 7,7 (u;) < 1.

Lopérateur S est défini sur u; (Ey) X - Xy, (B, 0tt w (29) = (00 ip,) (27) , par

S(up (@), oyt (™)) =T (21, ..., 2™)

cette définition a un sens car
[(S (u () 5 oot (™)) s y*) | = (S (wr (&) ooy e (™)), %)
< ngﬂ— H ||uj ||Lp ) (/B;** <y*,y**>P d\ (y**)>

D’apres [10, Theorem 2 5] S est un opérateur m—Ilinéaire positif Cohen fortement

p—sommant et d'* (S) < n"* (7).

1
F

Inversement, c’est clair, (nous utilisons les théorémes de domination de Pietsch pour
un opérateur positivement p-sommant et un opérateur m-linéaire positif Cohen fortement

p—sommant). B

Dans la proposition suivante, nous établissons des relations entre certaines classes

d’opérateurs multilinéaires.

Proposition 4.3.2. Soit 1 <p < oo. On a
1) SiT € NJ** (Ev, oo, Eg; ), alors T € Dyt (B, .oy By F) et d* (T) <™ (T).
2) Si T e N (Ey, ..., Ep; F), alors T € Cpen ™ (Ey, ..., By F).

3) Si T e NJ'" (Ey, ..., By F) , alors T € Ag’“lt(El, o By F) et Ap(T) <+ (T) .
Démonstration. 1) Si 7" est un opérateur positif Cohen p-nucléaire. Alors d’apres
(4.5), il existe des mesures de probabilité du Radon p; sur Bf. (1 < j < m) et A sur Bf..

J

telles que pour tous (z!,...,2™m) € B x---x Ef et y* € F**, on a
1 m )
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m
<+ (T) [T 1127l (/w (y*, )" dA (?f‘*))
=1 ¥k
Par le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs m—linéaires positifs

Cohen fortement p—sommants [10, Theorem 2.5], T' € Dy'* (Ey, ..., En; F) et &' (T') <
nt(T) .

P

2) Si T est positif Cohen p-nucléaire. Alors, T € D't (Ey, ..., Ep; F') et nous avons
par [10, Proposition 3.3], T € C)*" ™" (Ey, ..., Ep; F) .

3) Soit T' un opérateur dans N)"* (Ei, ..., E,; F), nous avons pour tous (), C

Ef(1<j<m)ety e F*

17 (o ai )l = sup (T (i) o07)
Yy EB
= 1
m ‘ N ‘ pr
< sup n™t (T / <x§,,§3> dp; (& / “dA
u ( )E oy, A 1; (€7) e (v, )" dX (y™)
m »
<o [ (&) dn @) s ol
j=1 BE; y*€Bf.
Donc,
m ) z
T (2}, .z )| < mint (T)H [ﬁ <$§j,§j> dp; (€7) | . Alors on a

MY yeeny Nm
E 1 m \ [|P
HT (:'Uil’ T :'Ui'm) ‘
7

==
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1L

Nm

sup “,f X Z sup <x12,£ > - X Z sup <$Z’n,§m>p

lept, 2cpt, : +
1= IE EB Qo= 16 EB Z,mZIE’mEBE;n

: A\ P
o (4,6)
..... zm_lj 1EJ EB

jzl ‘ [p weak(E )
Encore une fois par Définition 4.0.1, nous avons T € AT (Ey, ..., Ep; F) et Ay (T) <
nyt(T). m

Proposition 4.3.3. Pour 1 < p < cc.

NI By, ooy By F) C N (B oy B F).

Démonstration. Si T € NJ" (Ey, ..., E,,; F), par le Théoreme 3.1 dans [3], il existe
des espaces de Banach Gy, ..., Gy, tels que T' = S (uy, ..., up) 00 S € D (G, ..., Gin; F) €t
u; € I,(E;, Gy) (1 < j <m). Par le Théoréme 2.10 dans [10], S € Dyt (G, ..., Gy F)
et d’aprés la Proposition 3 dans [8], u; € ILf(E;, G). Par le Théoréme 4.3.1, on trouve
T e Nt (B, .., Ep; F). m

4.4 Quelques résultats supplémentaires

Pour tout opérateur multilinéaire positif 7', il existe un unique opérateur linéaire
positif 77, qui vérifie la relation (3.11). Le résultat suivant justifie 'introduction des
opérateurs multilinéaires positifs Cohen p-nucléaires, car il établit un lien direct avec
leur linéarisation.

Théoréme 4.4.1. Soient 1 <p < oo et T € L(E, ..., E,; F). Alors les affirmations
suivantes sont équivalentes:

(1) T e NJ"H(Ey, ..., By F);

(2) Ty, € NS (E; F). En plus, n} (Ty) = ni* (T).
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Démonstration. (1) = (2) Soit T' € NJ""(Ey, ..., Ey; F). d’aprés le Théoréme 2.6,

nous avons

T 1 xm < m+ J
< ($7 » L )7 y HH$ || <E* J>||y HL (F**)‘)’
pour tout (z!,...,a™) € Ef x---x E} et y* e F*.
Nous prenons z € E. pour tout € > 0, z admet une représentation z = Zx} ®R---Qx

i=1
telle que

Z (H 10 < y 1> e x IIx?’IILP@%’“m)) < lll, <B(E)*7u> +e, (4.14)

i=1

< ZHH 7 (o5, >||y Iz, (5..)
< et (T) ("Z”L,,(B(t)*,u) )IIy Iz, (B0 -
<

11 découle de (4.5), 11, € ./\/;j'(f?; F) et nf (T1)
(2) = (1) Supposons que 'opérateur T}, est positif Cohen p-nucléaire. Soient (z!,...,2™) €
Ef x---x El ety € F"", ona
(T(at,..,a™),y") = (Tp (@' ® - ®@a™),y")

+(T ... m
_np( L) ||zt ® ®x ||Lp<B(E) >||y HL (Bfe)

nt (Ty) /B+ (@@ O du (&) | N1yl (sz..0)
®"

IA

<t (1) /T ('@ @1 d(n @ @) (€) | Il (s2...0)
®)"
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2001 (EA Ty ey

=1
Donc, d’apre (4.5), T € NJ"" (Ey, ..., Ep; F) et n™ (T) < (T1,) . m

Le théoréme suivant caratérise le dual d’un opérateur m-linéaire positif Cohen p-

nucléaire.

Théoréme 4.4.2. Soient 1 <p<ocoetT € L(E\,...,E,; F). Alors T appartient &
N (B, ., B F) , si et seulement si, T* appartient & Ny (F*, L(Ey, ..., Ey)), et nous
avons n** (T) = nt (T*).

Démonstration. Supposons d’abord que T' € L (E, ..., E,; F') est positif Cohen p-
nucléaire. Par le théoréme ci-dessus, sa linéarisation 17, : E — F est un opérateur
positif Cohen p-nucléaire. Alors T} : F* — <E>* est positif Cohen p™-nucléaire. En
effet, il y a un espace de Banach GG, un opérateur positivement p-sommant w : E—a@G
et un opérateur positif Cohen fortement p-sommant S : G — F tels que T, = S o u.
D’apres [1, Theorem 4.6], nous avons 77 = u* o S* tel que u* est un opérateur positif
Cohen fortement p*-sommant et S* un opérateur positivement p*-sommant, donc on a
T} est un opérateur positif Cohen p*-nucléaire. Considérons l'isomorphisme isométrique
A, L(Ey, .. Ey) — <E>* avec A, (T') = Ty,. Puisque T' = T}, 0 §,,, par la dualité
nous obtenons 7% = &7 o T7 = A 1o T;. La propriété d’idéal assure que T* est un

opérateur positif Cohen p*-nucléaire.

Inversement, supposons que T est positif Cohen p*-nucléaire. Alors ’égalité T; =
A, 0oT* et la propriété d’idéal donnent que 7} est positif Cohen p*-nucléaire, alors 77, est
positif Cohen p-nucléaire et d’aprés le Théoréme 4.4.1, nous concluons que 7' est positif

Cohen p-nucléaire. m
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Conclusion

Dans un article publié¢ en [Positivity 23,379 — 395(2019)] le candidat a introduit la
notion des opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p-sommants, ot il a général-
isé des travaux intéressants; ce de Achour et Merzrag (On the Cohen strongly p—summing
multilinear operators. J. Math. Anal. Appl. 327,550 — 563(2007)) et ce de Achour et
Belacel (Domination and factorization theorems for positive strongly p-summing opera-
tors. Positivity. 18,785 — 804(2014)), et 'importance de ces opérateurs est : Toutes les
propriétés importantes restent vraies est correctes.

Et & partir du travail précédemment cité, le docteur a construit et étudié une nouvelle
classe, celle des opérateurs m-linéaire positifs Cohen p-nucléaires, ou il a caractérisé

plusieurs propriétés concernant cette classe.

Les perspectives

Mes perspectives sont:

1— Dans un premier temps, nous présenterons une généralisation naturelle de la notion
de positif Cohen fortement p-sommant, aux polyndémes homogénes.

2— Nous présenterons et étudierons une nouvelle classe entre deux espaces Banach
réticulés et étendrons la notion introduite par Dimant a la situation positive.

3— Nous introduisons également un "cross norm" raisonnable sur F1 ® - - - ® £, ® F

de sorte que le dual topologique de I'espace résultant est isométrique a

(NmH(By X - -+ X By F),nin) L ete
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