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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse de donner les conditions necessaires et
suffiasantes, pour qu'une équation d’opérateurs de type Sylvester généralisé
AXB — CXD = E admet une solution dans ’algébre d’opérateurs bornés sur
un espace de Hilbert complexe et séparable de dimension infinie, sous certaines
conditions faibles telles que la sous normalité des opérateurs A, B,C, D et E

et la propriété de Fugléde-Putnam.

Mots clés. Opérateur sous normal, équations de Sylvester, propriété de

Fugléde-Putnam, extension normale.



Abstract
In this thesis, we focus to give the necessary and sufficient conditions for
operators equations of generalized Sylvester type AXB — CXD = E have a
solution in algebra of bounded operators on a complex Hilbert space which is
separable and infinite dimension, under some weak conditions as

subnormality of A, B,C, D and E and Fuglede-Putnam property.

Keywords : Subnormal operator, Sylvester equation, Fugled-Putnam pro-

perty, normal extension.
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Introduction L.Hariz Bekkar

Introduction

Les équations d’opérateurs ont plusieur et différentes applications, telles que
dans la théorie de controle, I'optimisation, les systémes dynamiques et dans la
mécanique quantique.

Rosenblum [37] a étudier systématiquement I’équation 4 s X = AX — X B, ou
A et B sont des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert complexe séparable,

il a prouvé que le spectre de d4 p est contenu dans o(A) — o(B), ou
0(A) —a(B) ={\ — A, A1 €0(A), Ay € 0(B)}.

La condition o(A) N o(B) = 0 implique que pour chaque opérateur borné Y
dans H il existe un opérateur borné unique X verifie AX — XB =Y.

Mais ce dernier résultat ne résoout pas complétement le probléme de solvabi-
lité “de I'équation AX — X B =Y. Si A est I'adjoint du shift uniléteral et B = 0
alors I’équation admet une solution pour chaque Y alors que o(B) C o(A).
Pour voir I'importance d’équations d’opérateurs, on peut prendre par exemple
les travaux de Wintner [47] si A B sont des opérateurs non bornés qui repre-

sentent le moment et la position satisfaisant la relation

—h
AB — BA = (2—2)1, (Principe de Heisenberg)
m

ou h la constante de Planck et I 'identité.

Roth [40] a prouvé (dans le cas de dimension finie) que I’équation AX — X B =

. . ‘ A C A 0 ‘
C admet une solution si et seulement si et sont si-

0 B 0 B

milaires. Schweinsberg [41] a montré que ce résultat reste vaie dans le cas de
dimension infinie avec A et B normaux et bornés.
Dans cette thése on va améliorer et introduire quelques résultats concernant les

équations de type Sylvester, pour des opérateurs sous normaux combinés avec

8



Introduction L.Hariz Bekkar

la propriété de Fugléde-Putnam dans un espace de Hilbert complexe séparable
de dimension infinie.

Cette thése est organisée comme suit.

Le premier chapitre est consacré aux quelques définitions et des éléments ba-
siques qui sont indispensables et utiles au long de notre travail. Plus particu-
lierement, on présente dans ce chapitre :

- Les opérateurs linéaires bornés et leurs propriétés, ’adjoint, l'inverse et le
spectre.

- la propriété de Fugléde-Putnam.

- Quelques classes d’opérateurs bornés, normaux, quasi normaux et hyponor-
maux.

- Certains types d’équations d’opérateurs, équations de Sylvester, équations
de type Lyapunov et équations de type Stein.

Dans le deuxiéme chapitre, on va présenter des notions des opérateurs sous
normaux et leurs propriétés, telles que 'extension norlmale, la comparaison
avec les autres types d’opérateurs et les spactres des opérateurs sous normaux.
On va developper aussi quelques théorémes qui expriment les caractrisations
des opérateurs sous normaux ansi que leurs spectres et la cmparaison avec les
spectres des extensions normalrs.

Dans le troisiéme chapitre, on va détailler nos travaux [?] et [23], plus précisé-

ment :

1. Le papier |?| contient quelques théorémes d’existence pour les équations
de type Sylvester AX — XB = C, ou A est sous normal et B, sont
bornés seulement. Ansi quelques conséquences dans le cas ot C' = a ® b

le produit tensenriel des deux vecteurs de H.

2. Dans le papier [23], on a étudié les équations de type Sylvester dans le

9



Introduction L.Hariz Bekkar

cas des opérateurs sous normaux.

Le dernier chapitre est reservé a notre travail [24], ot on va étudier des
équations de type AXB — CXD = CE.
Premiérement, on s’intéresse a 1’étude d’un cas particulier AXB — XD = F,
en effet pour des opérateurs sous normaux A, B, D et E avec certains hypo-
théses de commutativité sur leurs exetensions normales ainsi que la propriété
de Fuglede-Putnam, on obtient quelques résutats partiels d’existence des solu-
tions bornées.
Le deuxiéme résultat obtenu concernant un théoréeme d’existence des solutions
pour une équation plus générale, i.e., une équation de type AXB — CXD =
CE,ou A,B,C,D et E sont des opérateurs sous normaux avec la commuta-
tivité des opérateurs Ny et N, ainsi que Np et Np sont commutatives, ol

Na, Ng, Ne, Np sont des exensions de A, B,C' et D.

10



Notations

H : Espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie.
B(H) : L’espace d’opérateurs linéaires bornés définies sur H.
By(H) : L’espace d’opérateurs de Hilbert Schmidt.

T—!: L’inverse d’opérateur 7.

T* : L’adjoint d’opérateur 7.

Im(T) : L’image d’opérateur T.

Ker(T) : Le noyon d’opérateur 7.

o(T) : Le spectre d’opérateur 7.

0,(T') : Le spectre ponctuel d’opérateur 7.
o.(T) : Le spectre continu d’opérateur 7.
0.(T) : Le spectre résidual d’opérateur T'.
04(T) : Le spectre approché d’opérateur 7.

r(T) : Le rayon spectral.
(FP)pmy : La prépriété de Fuglede-Putnam.

a ® b : Produit tensoriel de deux vecteurs a et b.

11



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralités sur les opérateurs linéaires bor-
nés
1.1.1 Définitions

Définition 1.1 Soit S un opérateur de H dans H, S est dit linéaire si et

seulement st
1. pour tout x,y € H, S(x +y) = S(z) + S(y).

2. pour tout a« € C, x € H, S(ax) = aS(z).

Définition 1.2 Soit S un opérateur linéaire sur H, on dit que S est borné si
et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que ||S(x)|| < c||z||, pour tout x € H.

IIS|| est la norme de l'opérateur S et est définie par

IS|| = inf{c > 0, |[|Sz|| < c||z||, pour tout x € H}.

Définition 1.3 Un opérateur S est inférieurement borné si et seulement s’il

12



Préliminaires L.Hariz Bekkar

existe un constant k > 0, tel que
15z = k|,
pour tout x € H.

Théoréme 1.1 Pour tout opérateur linéeaire S sur un espace de Hilbert H,
on a

151 = sup{||Sz|l, z € H, |[z]| = 1}.

Preuve. On démontre les inégalités “pour les deux sens.

1. Posons a = sup{||Sz||,z € H, ||z|| = 1}, si 'opérateur S est borné, alors

Sl < [1S]l{ll] = |51, pour [|z[| =1
donc a < ||S|| d’aprés la définition de ||S]|.
2. Pour tout vecteur z € H, on a

T T

1Sz =[Szl =l = IS

Mzl < allz]]
] ’

]l
d'ou |[S]| < a = sup{|[Sz||,z € H, ||z[| = 1}.

En combinant les deux inégalités dans (i) et (ii) on obtient 1’égalité désirée. m
Théoréme 1.2 Pour tout opérateur linéaire S sur un espace de Hilbert H, les
assertions sutvantes sont equivalentes

1. S est borné.

2. S est continu sur ’espace H.

3. S est continu en un point 0 de ’espace H.

13
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Preuve. (1) = (2)

Soit zg vecteur quelconque de H et (z,) une suite dans H. Comme

1Sz — Soll = [[S(2n — o) | < [IS]Hf|zn — 2ol

on a donc Sz, — Sxg quand x,, — xg, d’ou la continuité de S.

L’implication (2) = (3) est claire.

(3) = (1)

Soit .S un opérateur linéaire sur H, continu en xq € H, supposons le contraire,

(S soit non borné). Alors pour tout n € N, il existe un vecteur non nul z,, € H

tel que [|Sz,| > n||z,|. Sion pose y, = e, alors lynll = .
Or y, — 0, donc y,, + ©o — ¢, mais
Sz, n|lx,
1S -+ 0) — Sagll = [18 | = Lnll o Pl
nllznll  nllza

donc S n’est pas continu en zy d’ou la contradiction, et par conséquent S est

borné. m

1.2 L’adjoint d’un opérateur

Définition 1.4 Soit T un opérateur de B(H), l'adjoint de T et on note T*
est défint par
(x, T*y) = (y, Tx), pour tout z,y € H.

Pour les opérateurs S et T dans B(H), on a les propeiétés suivantes.
L. (S+T) =5"+T*
2. (aT)* =aT™*, pour tout « € C.
3. (T*)*=T.
4. Si T est invertible, (T*)~1 = (T1)*.

14
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ST = 17|
6. || 7T = [|T]|*.

7. (ST)* = T*S*.

Proposition 1.1 Soit T' un opérateur dans B(H), T est auto-adjoint si et

seulement si le produit scalaire (T'x,x) est un nombre réel pour tout x € H.

Preuve. Soit S un opérateur dans B(H), alors on a

(S*x,x) = (x,Tx)

= (Tz,x) = (Tz,x).

Ce qui implique S* = S. m
Corollaire 1.1 Tout opérateur T' dans B(H) qui est positif est auto-adjoint.

Proposition 1.2 Si Hy et Hy sont deux espaces de Hilbert et T € B(Hy, Hs),

alors R(T) = (Ker(T*))* si et seulement si ker(T*) = (R(T))*, ou R(T)
limage de T et ker(T) le noyeau de T
L’image numérique

Définition 1.5 Soit S € B(H), on appelle l'image numérique de S [’ensemble
défini par
W(S)={(Tz,z),z € H, ||z|| = 1}.

1.2.1 Similarité, équivalence

Définition 1.6 [35] Deux opérateurs S et T sont dites similaire si et seule-

ment s’il exists un opérateur invertible Q) tel que T = QSQ~'.

15
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Définition 1.7 [J] Soient A, B et C des opérateurs dans B(H). Les deuz

A C A 0
opérateurs et sont similaires si et seulement s’il existe
0 D 0 B
] ‘ . Q
un opérateur inversible dans B(H ® H), tel que
S T
Q@ R A C A 0 Q R
S T 0 B 0 B S T

Lemme 1.1 Soient S et T deux opérateurs dans B(H ), R\(S) et R\(T) leurs
applications resolvantes respectivement, alors Ry(S) et Ry(T) sont similaires

st et seulement si S et T les sont.

Preuve. Soient S et T' deux opérateurs similaires dans B(H), alors il existe

un opérateur inversible Q tel que 7= QSQ ™. On a
RA(T) = RA(QSQ™)
= (QSQ' =) = (RS-
= Q(QS —2Q) ™ =Q(Q(S — AI)™
= (QQS—2Q)™") " = QRA()Q .

D’ou la similarite de R(S) et R)(T'). Pour la réciproque, on passe aux

inverses dans 1’égalité précédente. m

Définition 1.8 Deux triplets (11, Ty, T3) et (S1,S2,Ss) d’opérateurs dans B(H)
sont dits équivalents si et seulement sl existe des opérateurs inversibles U,V

and W wverifiant

UTy =5,V
UTy, = SoaW
WT3 - ng

16
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1.3 L’inverse d’un opérateur

Définition 1.9 On dit qu’un opérateur S est inversible sur ’espace de Hil-
bert H, s’il existe un opérateur S=' qui vérifie SS™' = SIS =1, o I est

lopérateur identité dans B(H).

1.4 Propriété de Fuglede-Putnam

Définition 1.10 Soient S et T des opérateurs dans B(H), la paire (S,T)
est dit satisfait la propriété Fuglede-Punam si et seulement pour un opérateur

X € B(H) si SX = XT, alors S*X = XT™*.

Théoréme 1.3 Soient S et T' deuz opérateurs dans B(H) avec T est normal.

S1 ST =TS, alors ST* =T*S.

Lemme 1.2 Soit S un opérateur auto-adjoint dans B(H). Alors les deux opé-

S et efiS

rateurs e sont des opérateurs unitaires.

Preuve. Supposons que S est un opérateur autoadjoint, alors il est clair que
(ezS)* _ 6—15’ — 6_23.

D’autre part on a
(ezS’)*ezS — 6715615 — 7

et
ezS(ezS)* — 6256—15 — T

Donc e et e=* sont des opérateurs unitaires. m

Théoréme 1.4 Soient S et T' deux opérateurs normauvx dans B(H), si SX =

XT pour un opérateur X € B(H), alors S*X = XT*.

17
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Preuve. Soient S et T' deux opérateurs normaux dans B(H) et X € B(H),
tels que SX = XT, alors on a

XT? = 5%2X.

Donc on peut démontrer par recurence que pour tout n > 1; XY" = S"X.
Posons P(S) = S™ et P(T') = T". Alors pour chaque nombre complexe A il

existe une suite polynome (P,) telle que

Alors on a

Xez)\T — GMSX.

Donc
X — o A x iAT

On définit une fonction

F()\) — ei’\S*Xe_iAT*.

Soient
U(/\)ei(AS*—XS) ot V(}\)ei()\T*_XT).
On a
(UN)* = e 529 — (U (n) ™.
Alors U est unitaire et |U|| = 1, V est aussi unitaire et sa norme égale a 1.
Donc

IEMI < [1X]

La fonction F' est analytique et bornée, donc elle est constante sur C et sa

dérivée donc nule. Pour A =0, on a F'(0) = 0 et

S*X = XT.

18
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Corollaire 1.2 Si deux opérateurs normaux sont similaires, alors ils sont uni-

tairement équivalents.

Preuve. Soient S , T" deux opérateurs normaux et M un opérateur inversible
borné avec SM = MT, alors d’aprés le théoreme de Fuglede-Putnam on a

S*M = MT*, ce qui équivalent &
M'S*M =T*
Si on prend I’adjoint on trouve
M*S(M~Y* =T,

alors

M*S(M~1)* = M~'SM,

ce qui donne

MM*S(MM*)™" = 8.

Par conséquent, sur Im(S) MM* est 'opérateur identité. On peut prolonger
MM* sur ker(S). Par normalité de S on a MM* = I.

De méme facon on trouve M*M. Ce qui montre que M est unitaire. m

Corollaire 1.3 La somme de deux opérateurs normaux commutants est un

opérateur normal.

Preuve.

Ona SM = MT. Alors
(S+T)S+T) =85S "+ST"+TS*"+TT"
D’autre part

(S+T)(S+T)=28"S+ST+T*S+TT.

19
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Utilisant la propriété de Fugléde-Putnam on trouve S*1" = T'S* et T*S = ST™.

Puisque S et T sont normaux, alors

S+ S+T) =(S+D)(S+1T).

1.5 Quelques classes d’opérateurs

Définition 1.11 Soit S un opérateur dans B(H), S et dit

1.

2.

10.

11.

12.

projection orthogonale si S* = S = S*.

unitaire si et seulement si S*S = SS* = 1.

isométrie si S*S = 1.

compact si ['image de boule fermée d’unité et relativement compacte.
auto adjoint si S* = S.

normal s’il commute avec son adjoint, i.e., SS* = 5*S.

quast normal s’il commute avec S*S, i.e. S(S*S) = (5*5)S.
hyponormal si S*S > SS*, ou bien ||Sz| > ||S*].

opérateur o trace s’il existe une base {e,} telle que Y {(|S|en, en) < co.
de Hilbert-Schmidt si |S|? est a trace.

Semi-normal, si T ou T™ est hyponormal.

k-quasihyponormal, si T**(T*T — TT*)T* > 0,Vk € N.

Définition 1.12 Soient T € B(H) et M un sous-espace vectoriel fermé de

H.

— M est dit invariant par T si T(M) C M.

20
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— M est dit réduisant pour T si T(M) C M et T(M+) C M.

On note By(H) 'ensemble d’opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Proposition 1.3 Soit S € By(H).
1. ||S)2 = (Zn<56n, en||Sen||2>é, pour toute base {e,}.
2. (15" ll2 = 11512
3. 1S < (1512

4. SiT € By(H), alors ST € By(H) et T'S € Bo(H). De plus ona ||ST||2 <
IS T2 et TSNz < TSl

Corollaire 1.4 Tout opérateur de Hilbert Schmidt est compact.

1.5.1 Opérateurs positifs
Définition 1.13 Un élément T € B(H) est appelé positif et on note T > 0 si

pour tout x € H,(Txz,x) > 0.

Théoréme 1.5 Tout opérateur positif T admet un unique opérateur positif S
tel que T = S?. De plus, S commute avec tout opérateur qui commute avec T.

On appelle S la racine carré de T et on note par T:.

Définition 1.14 Un opérateur T' € B(H) est appelé isométrie partielle si

|T(z)|| = ||z|| powr tout z € Ker(T)*.

Proposition 1.4 Un opérateur T € B(H) est une isométrie partielle si et

seulement si T*T est une projection orthogonale.

21
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Preuve. Supposons que T est une isométrie partielle.

On a alors
(T*T) =TT et (TT*)" =TT".
Il reste donc a prouver que
(T*T)? =TT et (TT*)*=TT".
Comme H = Ker(T)* @ Ker(T), on a pour tout x € H
T*Tx =TTz, € Ker(T)*

ott 7y € Ker(T)* vérifiant (x — 1) € Ker(T).

I résulte de ||Tz1|| = [|z1]] que (T*Txy,x1) = (x1,21), puis de 'identité de
polarisation T*Tx; = x1, On a donc (T*T)%*x = T*Tx.

Montrons la réciproque :

Comme T*T' est une projection orthogonale, on a
1T T|]* = (T" Tz, x) = || Tx|*.

On en déduit alors que Ker(T*T) = Ker(T') et donc T*T est une projection

orthogonale sur Ker(T)+. D’oti, pour tout z € Ker(T)*

|IT2|* = (T"Tz,z) = |||

Proposition 1.5 Soit S un opérateur borné, S est positif si et seulement si

S est auto adjoint et o(S) C [0, +00).

Preuve. La premiére implication vient directement de la propiété d'un opé-

rateur positif.

22
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Réciproquement, si S est auto adjoint et o(S) C [0,+00), alors pour tout
a>0,ona:ac o(S), utilisant le résultat classique

1

SR ERIC)

pour A € ¢(5), S auto adjoint, on obtient

1

SRR ERIC)

Donc

15+ a)ull = allul.
Cela implique
a*|lul* < IS + a)ul| < allull < [[Sull* + 2a{Su, u) + a*|[u]]*.
D’ou
(Su,u) > —(2u) || Sul®
qui est valable pour tout a > 0, donc S est positif. m

Proposition 1.6 [/6/ Si S est un opérateur normal, alors S* et S + A les

sont aussi.

Proposition 1.7 [f6] Si T est un opérateur normal et injectif sur un espace

de Hilbert H, alors T* est injectif et T~ est normal.

1.5.2 Racine carée d’un opérateur positif

Définition 1.15 Soit T' € B(H), on dit que S est une racine carrée de T si
S2=T.

Proposition 1.8 [/6/ Si T > 0, alors il existe une fonction continue o — T
de R dans B(H) telle que
ToT? = T,
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pour tout o, B € R et T =T.

1

En particulier, si a« = 5 on obtient la racine carée positive de T

Corollaire 1.5 Tout opérateur positif a une racine positif unique.

1.5.3 Deécomposition polaire d’un opérateur

Définition 1.16 Soit S un opérateur dans B(H), On appelle module de S
Vopérateur |S| défini par :
15| = (5*9)7.

Théoréme 1.6 Soit S € B(H), Posons | S |= (5*9)z.
Il existe une isométrie partielle U telle que T = U | T |. En outre, U est
unique st on tmpose la condition KerU = KerT.
Preuve. Remarquons qu’on a
| Ta 2= T | & |, Vo € H (1.1)
En particulier, on en déduit que Ker(| T |) = Ker(T) et que
|T|o=|T|y= Tz ="Ty.

On définit alors I'application

Vi Ran(| T |) — Ran(T)

| T | z+— Tx.

V est isométrique grace a (1.1)). Elle s’étend donc par continuité a une isométrie

de Ran(| T |) vers Ran(T'), qu’on note encore par V.
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En posant U = V P avec P la projection orthogonale sur Ker(T)*, on obtient
une isométrie partielle sur H vérifiant la propriété énoncée.

Unicité : Si Uy et U, sont deux isométries partielles vérifiant

Uy | T |=U, | T | alors Uy = U, sur Ran(] T |).

De plus comme Ran(| T |)* = Ker(T), la condition :

Ker(Uy) = Ker(U,) = Ker(T), implique que U; = Uy sur H. m

Lemme 1.3 Soit U un opérateur dans B(H), alors U est unitaire si et seule-

ment si U est surjectif et isométrie.

Théoréme 1.7 Pour tout opétateur inversible S € B(H), on peut l’écrire sous

la forme S = UR, ou U est un opérateur quelconque et R est positif.

Preuve. Puisque S est inversible, alors S* est aussi inversible, donc S*S est
inversible.
Comme S*S > 0, alors |S| = S(55%)2 existe et inversible. Posons R = (55%)z

et U = SR~ On va montrer que U est unitaire, en effet
U'U=(SRY(SRY)=(RYHYSSR™
= (RY(S*S)R'=1.

Ce qui implique, U est surjectif et isométrie. Donc unitaire. m

1.6 Spectre d’un opérateur
Soit S un opérateur dans B(H ).
Définition 1.17 Le spectre de S est [’ensemble

o(S)={X e C,S — Anest pas invertible}.
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L’ensemble resolvant de S est le complementaire de o(S) par rapport C et on

note p(S), i.e.,
o(5) = C/a(5).

La fonction A — (A — S)~! est appelée résolvante de S.

Théoréme 1.8 Soit S € B(H). L’ensemble résolvante p(S) est ouvert. Aussi

la fonction résolvante est analytique dans p(S).

Preuve. Soit X un point fixé dans p(S) et u est un nombre complexe avec
\u] <IN = S||7t. Montrons que X + p € p(.9).
En effet, on considére la série
S 8
n=0
Puisque ||p(N — S)7Y| < 1, alors la série converge pour la norme de B(H).

Désignons sa somme par S(u), alors
[(A+ I = S]S(p) = (M = S)P(p) = (M = S)P(p) + pP(p) =1

P)[(A+ ) I = S] = P(p)(AM = S) + pP(p) =1

Il en résulte que (A + p) € p(S) et la fonction pu — P(u) = [N+ p)l — S]7!

est analytique au point p=10. m

Corollaire 1.6 Soit S € B(H), Si d(\) est la distance du point X\ au spectre
o(S) alors

-1 1
AL =5)77 ]I = oy € ()

et ||(M —S)7Y| — oo quand d(\) — 0, et ’ensemble résolvante est le domaine

naturel d’analyticité de la résolvante.
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Définition 1.18 Le rayon spectral de S est le scalaire
(8) = sup{IA|. A € o(S)} = lim |15
Le spectre ponctuel de S est [’ensemble
0,(S) ={A € C,S — X n’est pas injectif}.
Le spectre approché de S est [’ensemble
0.(S) ={\ € C,S — \lil existe x, C H,||z,| = 1’111320(8 — M)z, =0}.
le spectre résiduel de S est [’ensemble
0,(S) ={\ e C,S — X est injectif mais (\[ —S)X # X}.

Il est clair que 0.(S),0,(S) et 0,(S) sont disjoints et o(S) = o.(S)Uo,(p)U
o-(9).

Théoréme 1.9 Le spectre de tout opérateur S dans B(H) est un compact dans

C

Preuve. Le spetre o(S) est borné, car pour A\ € C tel que |\| > ||S], alors
S — M est inversible.

En effet si |\ > ||S]|, alors 1 > |A\71S||, donc I — \S est invertible.
Maintenant, montrons o(S) est fermé. Définissons une fonction F de C dans
B(H), tel que pour tout A € C, F(\) = X — S. Il est clair que S est continu

et isométrie, car pour A, € C, on a
[EA) = F()ll = |(A =) Il = |A = pl.
Soit B;(H) l’ensemble d’opérateurs invertibles.

o(S) = {\ € C,F € B(H)/B,(H)}.
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F~(B(H)/B;(H))

Donc o(S) est fermé.
Montrons que o(S) n'est pas vide, on a
1 11 1 = S
- - (1 Zyn
5 =3 TE T +z:1(/\)>

n—

Si |Al > |||, alors la série de Neumann est convergente, donc si |\| —
00, Ry — 0. Si o(S) est vide, alors Ry est une fonction bornée analytique donc
d’apres le théoréme de Liouville Ry = 0, ceci une contrdiction. m
Définition 1.19 Soit S € B(H), S — M est inversible si et seulement si

1. S — A est injectif.

2. S — M est surjectif. item (S — XI)™! est borné.

Lemme 1.4 Soit S € B(H), alors
a(S*) = {\ A€ a(9)}.
Preuve. Si A € 0(S), alors S — A\ est inversible, donc
(S—A)*= X —5*

est inversible, ce qui implique \ € o(S*).

Si on remplace S par S*, on trouve X € o(S*) implique \ € o(S). m

1.6.1 Projection spectrale

Définition 1.20 Soit E = &¢;. Soit P; la projection sur le sous-espace carac-
téristique c; parallélement a la somme des autres sous-espaces caract “eristiques.
On appelle P; projecteur spectral. Si un opérateur S est diagonalisable, on peut
“écrire S =) AP;.

Les projecteurs P; vérifiant
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1. P+P+..=1

2. P2 =P,

)

3. Pp; =0, pouri # j.

1.7 Commutateurs

Soit E un espace véctoriel normé complexe de dimension finie.

Définition 1.21 Un élément X de B(E) est appelé commutateur s’il existe
deux opérateurs A et B dans B(FE), tels que X = AB — BA.

Le commutant X de A € B(H) est l’ensemble défini par
{A}Y ={B € B(E),AB = BA}.
Le bicommutant de A € B(E) est l’ensemble défini par
{A}' ={C € B(F),BC =CB,VB € {A}'}.

Dans la suite, on va citer quelques propriétés.

1 4ay = {14y}
2. {A} est une sous-algebre de B(E).
3. {A}" est une sous-algeébre commutative de B(E).

4. Tout polynome de A appartient a {A}N

1.8 Quelques types d’équations d’opérateurs

Avant traiter quelques types d’équations d’opérateurs on va donner la défi-

nition de la dérivation et ses propriétés.
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1.8.1 Dérivations

Définition 1.22 Soit A une algebre sur un corps commutatif K. Une dériva-
tion 0 sur A est une application linéaire continue de A dans A qui satisfait la

propriété suivante
J(XY)=0(X)Y+X6(Y) pour tout X,Y €A

Remarque 1.1 1. Soit A € A, Uapplication de A dans A qui associe d tout

élément X de A son image
da(X)=AX — XA

est une dérivation sur A et est appelée dérivation intérieure induite par

A.

2. Uapplication de A dans A qui associe d tout élément X de A son image
dap(X)=AX — XB.

ou A et B sont des élémnts de A\, est aussi une dérivation sur A et est

appelée dérivation généralisée induite par A et B.

Théoréme 1.10 Soient A, B € B(H) les trois assertions suivantes sont équi-

valentes
13X € B(H); AX — XB =1.
2. 3Y € B(H), inversible tel que Y € {A}Y U{B}, etY € R(04 ).

3. R(dap) contient l’ensemble des opérateurs inversibles dans B(H) qui

commutent avec A ou B.

Preuve. (3) = (2) : est évidente car I est inversible, I € {A} U{B} et
I € R(0aB).
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(2) = (1) : Soit Y € B(H), inversible tel que Y € {A} U{B}
(supposons que Y € {A} )
Y € R(0ap) = 3X € B(H), tel que AX —XB=Y.
Posons Z = Y7'X (e X =YZ ), alors AYZ) — (YZ)B = Y. Comme
Y € A", alors on obtient

Y(AZ — ZB) =,
et par conséquent
AZ —7ZB=1.

(1) = (3) :
Soit X € B(H); AX —YB=1,Y est inversible dans B(H) et commute avec
B.
Posons Z = XY (i.e. X = ZY ™' | alors

AX - XB=1=AZY ")—-(2ZYy HB=1
= (AZ -ZB)Y '=I=YY !
d’ou
AZ —7ZB =Y,

et par conséquent Y € R(04 ). ®

1.8.2 Equations de type Sylvester

Définition 1.23 Soit A, B et C' des opérateurs dans B(H), on appelle équa-

tion d’opérateurs de type Sylvester toute équation qui s’écrit sous la forme
AX —XB=C. (1.2)

En général, on peut écrire

i=1
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L’ équation (4.4)) a été étudier dans le cas de dimension fini par Roth [{0], il

a donné le résultat suivant.

Théoréme 1.11 [[0] Soient A, B et C' des opérateurs bornés sur un espace

de Hilbert de dimension finie. Alrs I’équation (4.4]) admet une solution si et
A C A 0

seulement st et sont similaires.

0 B 0 B
Schweinsberg [41] a montré que ce résultat reste vaie dans le cas de dimension
infinie avec A et B normaux et bornés.
Le cas ou A, B et C' sont des matrices finies a été étudier par Sylvester et
plusieur auteurs ont étudié ce tpye, Jameson [25] a donné une solution dans
le cas de dimension finie, par contre le cas dimension infinie a été discuté par
Rosenblum [35)]. Lan [27] a trouvé un critére de solvabilité de cette équations
dans le ca o A, B et C' sont non bornés.

Bhatia [?] a donné la forme explicite de la solution de ’éqution (4.3) dans le

théoréeme suivant.

Théoréme 1.12 Si A et B sont des opérateurs bornés sur un espace de Hil-
bert, tel que o(B) C {z,|z| < p} et o(A) C {z,|z| > p} ou p est un nombre
réel strictement positif. Alors pour tout opérateur C dans B(H) une solution

de ’équation (4.3)) est donnée par

X=> (4B
n=0
Une autre forme de la solution qui a été donné dans le théoréeme suivant.

Théoréme 1.13 Soient A et B deuzx opérateurs dans B(H), tels que o(A)
contenu dans le demi-plan ouvert droit, et o(B) contenu dans le demi-plan

ouvert gauche, alors une solution de I'équation (4.3)) est donnée par

X:/ e HACe B dt.
0

32



Préliminaires L.Hariz Bekkar

1.8.3 Equations de type Lyapunov

Définition 1.24 Soient A et B deux opérateurs sur un espace de Hilbert H.

On appelle équation de Lyapunov toute équation s’écrit sous la forme
AX + XA*=—-B.

Si A est stable, alors l’équation admet une solution donnée par :

L’équation matricielle de Lyapunov peut étre s’écrit aussi sous la forme
o0
X :/ e BeAtdt,
0

ou A, B et X sont des matrices respectivement de taille n X n, n X s, n X n
avec s << n.

[’équation matricielle de Lyapunov suivante
AX+ XA+ BBT =0

admet une solution si se seulement si A\j(A) + X;(A) # 0 pour tout i,j =
1,2,...,n.

Smith [{2] a montré que si ’équation de Lyapunov admet une solution alors
cette solution est donnée par

X = i i Y ;AT BBT(ATYI L

=1 i=1

ou p est le degré du polynome minimal de A pour la matrice B(P(A)B = 0)
et la matrice T = (Vij)i<ij<p est la solution d’une équation matricielle de

Lyapnuov de petite taille.

1.8.4 Equations de type Stein

Définition 1.25 On appelle équation de Stein non symétrique toute équation

s’écrit sous la forme

AXB - X +EFT =0, (1.3)
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ou A et B sont des matrices carrées de taille n xn et s X s, respectivement. Les
matrices E et F' sont de dimension n X 1 et r X s respectivement. Les matrices

A et B sont supposées creuses de trées grande taille r << n;s.

Les méthodes directes pour résoudre I’équation matricielle de Stein non symé-
trique ont été donneé dans [2, 3, [30]. Ces méthodes sont intéressantes lorsque
les matrices Aet B sont de petite taille.

Lancaster et al. [29] ont prouvé le résutét suivant

Théoréme 1.14 [29] L’équation matricielle de Stein non symétrique admet
une solution unique si et seulement si \;(A)\;(B) # 1 pour tout i =1,2,....n
et 7 = 1,2,...;s, ou N(A) est la i-éme valeur propre de la matrice A. En
particulier, si r(A) < 1 et r(B) < 1, ou r(A) désigne le rayon spectral de la
matrice A, alors Uéquation (1.3|) admet une solution unique X. De plus, elle
peut s’exprimer sous la forme d’une série matricielle suivante

X = f: A'EFT B,

=0
1.8.5 Equations de type AXB—-CXD =F

Ce type des équations est plus général et couvre plusieurs type, par exemple
st C' = D = I, on obtient l’équation de Stein et si B est inversible avec de
condition sur DB~ on obtient une équation de type Sylvester.

Des travaux ont été fait afin de donner les conditions necessaires et suffiasantes
qui affirment ['existence et ['unicité de la solution pour ce type des équations, on
trouve la technique de penceil qui a été utilisé par certains auteurs, notamment

le résultat de

Théoréme 1.15 Si les pencils A + AXC' , B + AD sont reguliers, |’équaion

AXB — CXD = FE a une solution si et seulement sl existe p € C tel que
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(C—pA)~" (C—pA)E(B+pD)™! - pA)~ 0
e
0 _D(B + D)™ 0 —D(B + pD)~!
sont similaires, ot | — pA+ C| #0 et |B + pD| # 0.

Recemment, Mansour [33] a donné quelques résultats d’existence des solutions

dans le cas d’ opérateurs normaux.

Théoréme 1.16 [33] Soient A, B et D des opérateurs normauzx dans B(H),
tels que BD = DB. L’équation AXB — XD = E admet une solution X dans

B(H) si et seulement si les deux couples
A F I 0 A 0 I 0
( = ) ( , )
0 B 0 B 0 B 0 B
sont équivalentes dans B(H & H).
Théoréeme 1.17 [33] Soient A, B et D des opérateurs normaux dans B(H),
tels que BD = DB, AXB— XD =F, AC = CA. Si C est injectif et ImA C

ImC, alors 'équation AXB — CXD = E admet une solution X dans B(H)

si et seulement si les deux couples

A FE ¢ 0 A O IC° 0
(OB 0B>et<0D OB>

sont équivalentes dans B(H & H).
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Chapitre 2

Opérateurs sous normaux,

définitions et propriétés

2.1 Opérateur sous normal

Définition 2.1 Soit S un opérateur dans B(H), S est dit sous normal s’il
existe un espace de Hilbert K tel que H C K et une extension normale Ng €

B(K), c’est a dire N/JH = S.

Autrement dit, S est sous normal s’il existe un space de Hilbert K tel que
H C K et il existe un opérateur normal Ng € B(K) qui s’écrit, selon la

décomposition K = H ® H*, sous la forme

S 5
0 Sy

ou Sy : HY — H et Sy est défini sur H+.

Ezxzemple 2.1 (l'opérateur de Bergman )
Soit G un ouvert borné de C, L2(G) l'espace des fonctions analytiques appar-

tenant o L*(Q).
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Lopérateur S défini sur L2(G) par (Sf)(z) = zf(2), pour tout f dans L2(G)
etz €G.

Si N : L*(G) — L*(Q), est un opérateur défini par (N f)(z) = zf(2), pour
tout f dans L*(G). Alors N est normal et est une extension de S, d’ou S est

sous normal.

Lemme 2.1 [})] Soit S un opérateur sous normal sur un espace de Hilbert,

alors aS + 5S* est sous normal, ot o, 5 sons des nombres complexes.

Preuve. Soit Ng une exetension minimale normale de S et T = oS + 8S*.
Alors
T'T = TT" = (jaf? - |BP)(N;Ns — NN).

Donc T = aNg + fN§ est une extension normale de oS + 35*. m

Proposition 2.1 Si S est un opérateur sous normal, tel que T = aS + S,
pour deuz nombres complezes différents o, avec |a| # [ est un opérateur

polynéme compact, alors S est un opérateur normal.

Preuve. Par hypothése, il existe un polynome p(\) tel que p(T') est compact.
Comme le spectre o(p(T)) est presque par tout dénombrable, il devient d’aprés

le théoreme spectral que o(T) est presque par tout dénombrable. m

Théoréeme 2.1 Tout opérateur sous-normal se décompose en somme directe

d’un opérateur normal et un opérateur sous-normal pur.
Proposition 2.2 Tout opérateur quasi normal est sous bnormal.

Preuve.
Cas 1 : supposons que KerS =0 si S = UA est la décomposition polaire de

S alors U est ce que forcement une isométrie. Soit E = UU* alors E est la
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projection sur 'espace final de U ainsi E-U = U*E+ =0, (ici Bt =1 —E),

st on définit des opérateurs V et B sur K = H & H par

U E*+ A 0
B
0 U~ 0 A

et N =VDB, comme UA = AU et U*A = AU* il est facile de vérifier que N
est normal. Comme

S E*+A S EtA

0 U*A 0o S
il s’ensuit que N laisse H = H @& 0 invariant et N |g=S.
Cas 2 : Supposons maintenant que KerS # (0). ici KerS = L C KerS*,
comme S* = AU* = U*A. Si Sy = S |jr et S =50 sur L-®L = H,
S*S = S7S®(0) et il est facile de voir que Sy est quasi normal. par le premier

cas, Sy est sous normal. Donc S est sous normal.
Proposition 2.3 Tout opérateur sous normal est hyponormal

Preuve. Soit S un opérateur sous normal et N son extension minimale

normale.
On a

S*S S*X SS*+ XX* XT
0=N*N—-NN*= —

X*S X*X +T1T* T*X* T

Par conséquent

0=5"9-8585"—-XX* ou S55—-95=XX">0.
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2.2 Carectrisation de sous normalité

Théoréme 2.2 [13] Si S € B(H), alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes

1. S est sous normal
2. S est une extension d’un opérateur quasinormal

3. St fo,..., fn € H alors

n

> (S, S5 ) =0 (2.1)

J,k=0

et il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour toutes fonctions fo, ..., fn €

H

n

STUS L S <0 ST (S S (2.2)

J,k=0 7,k=0

4. Pour chaque fo, ..., [ € H, (2.1)) est valable.

5. Pour chaque fy, ..., f, € H,

n

> (L SR >0, (2.3)
4,k=0
6. Si By,...,B, € C*, (la C*(S) algébre générée par S ) alors
> B;S*SiB, >0 (2.4)
5,k=0
Preuve.
- (1) < (2) : (Clair).
- (1) = (3) : Soit N un opérateur normale sur K avec H C K et N|g =

S et P la projection de K sur H, il est facile de voir que pour f dans
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H, S7"f=PN™"f n>1.
Donc si fo, ..., f, € H alors

S (S ) = > (N fi, NM )
4,k=0 4,k=0
= > (N*Nfi fi)
7,k=0
= D (NN ;)
7,k=0
= D (N*fi, NV )
7,k=0

k=0

2

ainsi (2.1)) est vérifiée.
En mettant g, = Sfr, et pour chaque f, dans les équations précédentes

remplacé par gy, alors nous obtenons

n n

Z <Sj+1fk75k+1fj> _ Z <Njgk’ngj>

J,k=0 J,k=0

= Z N*kgk
k=0
n ‘ 2

k=0

~ Iveas
k=0

2

<|INIPY (S fe S* 1)

k=0

d’ow est vérifice avec ¢ = |N||.
- (3) = (4) : Clair
~ (4) = (5) : Si hy = S* fy alors
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0< > (Fhy, S*hy) =Y (7 fir, ST ;)

],kio j,kzo

alors est vérifiée.
- (4) = (6) : St By, ..., B, € C*(5) et f € H, soit fr, = Byf

0= 3 (5B, 5B, f) = <Z B;S*ijka»f>

J,k=0 7,k=0

alors ([2.4) est vérifiée.

Théoréeme 2.3 [13] Soit S € B(H), les assertions suivantes sont équivalentes.
1. S est sous normal.

2. Il existe un opérateur unitaire U € B(H), tel que pour n = 0,1,...,
S = PyU"S™, ou Py est la projection orthogonale de H & H sur
H®O0.

3. Pourn € N, ™ = [ [, e™dQ(t)]S™ ot Q est une mesure des opéra-
teurs positifs définie sur le bord du disque de 'unité OD.

4. Il existe une suite d’opérateurs {K,}n € N € B(H) satisfaisant S*" =
K, S™ ; pour n € N

En outre, si nous définissons

K, n>0
L, =
K: n<0

Alors pour tout ensemble fini {zg,x1,...,x,} contenu dans H

Z <Lj—kxja {L‘k> Z 0.

J:k=>0
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5. 1l existe une suite d’opérateurs K, € B(H) satisfaisant S™ = K, S™

pour n € N. En outre, si nous définissons.

K, n>0
L, =
K n<0

puis, pour chaque x € H et chaquen = 0,1, ... la matrice

[(Lj—kxv Iﬂ 5,k>0
est définie positive.

Preuve. (1) = (2)

Soit N une extension normale de S agissant sur H & H. Comme le noyau
de N réduit N on peut écrire N = Ny + 0 agissant sur (kerN)* @ (kerN)
ot Ny est normal et bijectif. Puisque Ny est normal, si Ny = Uy|Ny| est une
décomposition polaire de Ny, alors Uy est unitaire. Soit Vi un opérateur un
unitaire dans B(kerN) et U = U, @ V;. Ainsi N = U|N| ou U € B(H ® H)
est unitaire. Par la normalité U; commute avec N1 ainsi U commute avec N.

On calcule

N = (UIN])™

= U™(UIN])"

— (U*2>nNn
En projectant sur H @ 0 on voit que l’assertion(2) est vérifiée.
(2) = (3).

Par le théoreme spectral [13]

U":/ e™dE(t), n est un mnombre entier.
oD
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Pour une mesure d’une valeur de projection E définie sur 0D. Ainsi pour

n € N*

" = PyU"PyT"

— 1] emaqur

ot Q(t) = Py E(t)Py est une mesure des opérateurs positifs sur 0D. (3) =

(4).

Par hypothese, nous pouvons choisir

K, = e™dQ(t), pour mn €N,
oD

alors

K:;:/ emtdQ*(t):/ e "™dQ(t), pour n € N.
oD oD

Par conséquent

L, = / e™dQ(t), pour tout entier n
oD

Pour toute partie finie {xo, ..., xnm} de H. Soit {A,})_ une partition de 0D et
choisissons e''r € A,. Alors pour tout p five
M M M
35 e ) = (13, ) 0
4,k>0 =0 k=0
En sommant sur p, nous obtenons
Z Ze M (Q(A)xj, 1) > 0.
4,k>0 p=1
La somme qui est a [intérieure est une somme de Riemann, alorson peut

conclure que

M M
PRIZEEIEAES / U (Q(t)x;, xx) > 0.
k>0 k>0 9D
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(4) = (5).

Pour tout x dans H et un sous-ensemble fini {to,....,trr} des nombres com-
plexes, on désigné t;x par x; et on applique (4) on trouve (5).

(5) = (4) Par suite de Herglotz (voir [22]), Uhypothese dit que {{Lyx,x)} "

est une suite de moment trigonométrique pour une mesure de Borel positif i,

sur 0D, dont la variation totale est
(Low,z) = ||z|*
Ainsi

(Lyx,x) = / e™du,(t), n=0,1,.. (2.5)
oD

Soit x dans H. Pour chaque borélien A C 0D, on définit la forme positive
Q(A) par

(QA)z,x) = / 1dpiy(t).

A
On peut étendre cette forme a une forme bilinéaire sur H par polarisation. La
forme bilinéaire est donc borné. l’opérateur positif Q(A) est défini dans B(H).
Par polarisation et , nous avons

(Loz,y) = /a A (Q(t)e.y)

pour x,y dans H. Ainsi

(T*"x,y) = (L, T"x,y) = /BD e™Md(Q(t) Tz, y) .

Ainsi (3) est verifiée et ainsi (4) doit.

(4) = (1) Soit {zo,...,x,} un sous-ensemble fini de H. Par (4)

> (L Tix;, Tra) > 0.

7,k>0

44



Opérateurs sous normaux définitions et propriétés L.Hariz Bekkar

Maintenant si k — 7 >0

(Ljy TPy, Trey)y = (TVaj, Kp TV 7T72)
= (TVx;, T* T x;)
= <Tkxj,zjk>.

On obtient un résultat similaire lorsque k — j < 0. Ainsi

n

0< Y (LjoTia;, Trayp) = Y (Thz;, TVay).

3,k20 3,k=>0

Il en résulte de ce critére (Bram-Halmos) que T est sous normal [7]. =

Corollaire 2.1 L’opérateur S est sous normal si et seulement si pour tout
x dans une variété linéaire dense dans H, la restriction de S a H, est sous

normal

Preuve. La nécessité de la condition est triviale.

Si D dénote la variété linéaire dense dans H donnée dans les hypothéses et
S|y, dénote la restriction de S a H,.

Si S|u, est sous normal pour tout x € D, il en est de méme (A — S)|u,.

Ainsi, sans perte de généralité, nous supposons que S est inversible et

(Sle)_l = S_1|Hm’

Fizons x dans D, comme S|y, est sous normal, il existe des contractions B,

dans B(H,) de telles sorte que

Py, S |u, = ByS"|g,, n=0,1,..
Alors

Py, S S "|g, = By, n=0,1,..
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Par (5) du théoréeme appliqué a x et B,, nous obtenons

n
7,k>0

(577452, 2)]

est dfinie positive

pour n € N, Mais  S*" = (S*S™™)S", donc (5) du théoréeme[2.1 montre que

S est sous normal. ®

2.3 Extension normale d’un opérateur sous nor-

mal

Lemme 2.2 [3]|] Soit S un opérateur sous normal dans B(H), l’extension
normale Ng peut étre s’écrire sous la forme

S (S*S — 55%)2

0 Q*S(Q*)_ly

N =

ot Q = (55 — 55%)z2.

Preuve. Soit S € B(H) un opérateur sous normal et Ng sa extension normale,
puisque l'opérateur Ng est normal, alors il commute avec son adjoint, c’est a
dire

NgN& = NiNg.

D’autre part,

S S* 0
NS - Q ) Ng‘ -
0 T Q* T
On a
S S* 0 SS* + * T*
woveo [ 5@ ) 0@ Q
0T QF T* TQ* TT*
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NN = S* 0 S Q _ S*S S*Q
QF T* 0 T QS QQ+T*T
Ce qui implique
QE* = 5*S — SS*
STQ = QT
QQ+T"T=TT*

Donc

|Q*| = S*S — SS*
S*Q — QT* ,
QQ=TT*—-T*T
0u |Q7 = (Q"Q)=.
Si on écrit Q) sous sa décomposition polaire, Q* = U|Q*|, ou U est un opérateur

unitaire, alors on obtient
Q" =U(|s"S — 557)

On peut choisir U = I (Uidentité), on obtient Q* = (]S*S — 55%|)z.

Passant a l’ajoint, on trouve
Q= (S*S — S5%)z.
Par ailleurs, on en déduit que
T=Qs(@)

Par conséquent
S (S*S — S55%)2
0 @S@)™

Ng =
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Définition 2.2 Soit S € B(H) un opérateur sous-normal dextension normale

Ng € B(K). On dit que Ng est une extension normale minimale de S si

K =VectfN*z:x € H k € N.

L’unicité de ’extension normale minimale d’un opérateur sous-normal est as-

surée par le théoréme suivant.

Théoréeme 2.4 Soient S; € B(K;) et Sy € B(K3) deux extensions normales
minimales d’un opérateur sous-normal S € B(H), alors il existe une applica-

tion unitaire U : K1 — Ky telle que S; = U~1S,U.

Preuve. Soient S, T deuz opérateurs sous normaux dans B(H;) et B(Hs)
(resp) et U € B(Hy, Hy) un opérateur unitaire tel que US = TU. Supposons
que Ng € B(K) et Np € B(K3) soient les extensions normales minimales de
S et T resp. Posons pour chaque i = 1,2, M; = Vect{N;*h;, h; € H;, k € N}.
Considérons 'application f définie par f(N**hi) = N;¥Uhs. Il est bien clair
que f/Hy; = U. De plus, on a

m

I SN P = 11 NS U2

k=1 k=1
= (N3 Uhy, Ny Uhy)
kj

=Y (N,’Uhy, Ny*Uh;)
kj

= (Sy'Uhy, S3*Uhy)
kj

= (US}"hy,, UST*hy)
kj
= (S hx, S7*hy)

kj
= (N D, Ny hy)
kj
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=D N B

Ceci montre que f est une application linéaire isométrique de My dans Ms.
Le fait que My et My sont denses, respectivement, dans K et Ky entraine que
lapplication f se prolonge en un isomorphisme U de K, dans Ky vérifiant

N1 = U_lNllU. |

Proposition 2.4 si S est sous normal sur H et N est ’extension normale

sur K alors N est une extension minimale normale de S si et seulement si
K={N*z:x€H et i>0}

Preuwve. Si L ={N*x:x € H et i>0}. alorsL réduit N et HC L. si
N est une extension minimale normale de S et K = L. Aussi, si M est un sous
espace de réduction pour N qui contient H, alors N*"x € M  pour chaque
xr € Hetn >0 cest-a- L C M si L = K, N est une extension minimale

normale de S. m

Proposition 2.5 Pour k = 1,2, soit Sy, un opérateur sous normal sur Hj et
Ny, une extension normale minimale de Sy sur ’espace de Hilbert K.
Si U : Hi — Hy est un isomorphisme de telle sorte que US,U* = Sy, alors il

est un isomorphisme V : K1 — K tel que
Vg, =U et VN V*=N,.
Preuve. L’idée ici est de définir V' sur Ky par
VN{"fi=N"Ufi, fie H, e n>0.

Il doit étre démontré que céla définit en effet un opérateur qui est un isomor-

phisme.
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St f1, fo, s fm € Hy et ny,no, ...;n,, > 0 alors

2

> NU S
k=1

1 j=1

b
Il

|
YR

(N3™U fue, Ny U )

S
Eond
Il
—

I

<JV;j(]jk7]v§k(]j}>

<
i
N

I

(UN{" fio, UNT  f;)

g
o
Il
_

Il

(NY7 frs N f5)

2

I
i

3

DONTR|

k=1

Ceci démontre en méme temps que

1% (Z N fk> =Y N"Uf; (2.6)
k=1 k=1

est un opérateur bien défini et une isométrie de quelque variétés linéairs de K,
en Ks.

Par la proposition et le fait que Ny et Ny sont les extensions minimales
normales de Sy et Sy, V' est donc bien défini et s’étend a un isomorphisme
V.K — K.

Il s’en suit facilement de (2.6) que

‘/|Hi =U et ‘/]Vi‘/* ZZJVQ.
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2.4 Spectre d’un opérateur sous normal

Proposition 2.6 [12] Soit S est sous normal et Ng est une extension normale

de S, alors

o(Ng) C a(S) et 0,(S) C o(Ng).

Preuve.

1. On va voir si S est inversible, alors Ng est inversible
En effet, si Ng = [2dE(z) la décmposition spectrale de Ng, soit € > 0
et M = E(B(0,¢))K, alors montrons que

INEFI < EXIfIl: pour k=1,2,3... etf € M
Posons ;= B(0,¢). Alors on a
NE(2) = [ 2xa(:1dE() = o(Ns),

ol ¢ = ZXA-

Donc on a
INE(A)|| = [lo(Ns)l| < [[9]] = sup|o(z)] = {sup|z],z € A} <«
Dousi feMetheH, ona
[(f. 1) = I(f, S5 S m)| = [{f, N§S~"D)]|

= [(f, N§"ST )| < INSEFIIIST R < S LFIISTH I < X ISTHIFIAINIAL

Passant a la limite k — oo, on obtient

1
=<5,

ce qui tmplique
(f,h) =0,

o1
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d’ou H C M*. Puisque est espace induit de Ng, alors N/M~ est normal.
Comme Ng est minimale, alors M+ = {0} et donc Ng est inversible, car
Ng =N, et |p(x)] > e.

2. Remarquons que X\ € 0,,(S), implique qu’il existe des vecteurs unitaires
h, € H, tels que

(A = S)h,|| — 0.
Mass
(A= 5)hn = (A = Ng)hn
D’ou
04(S) C 04p(Ng) = 0(Ng) = 0,(5).

A € 00(S) implique X € 04,(S), donc A € 0,(S5), d’ot A € into,(S),
donc X € 0o, (95).

3. Soit F' une composante bornée de (0,(S))¢, posons

F. =F/o,(9) et F_ = FnNo,(S).
Donc
F=F, UF_
et
F,NF_ =0
et F', est ouvert.
D’apres (2), F- = F Nint(0,(5)), d’ou F_ est ouvert. Puisque F est
connexe, alors F. =0 ou F_ = ().
]

Corollaire 2.2 Si S est un opérateur sous normal son extension minimal

normale est Ng, alors

r(S) = 15[l = [INs = r(Ns).
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Preuve. Comme r(S) < ||S|| < ||Ns|| = r(Ns), alors l'inégalté est un résultat

direct de la proposition précédente. m

Proposition 2.7 [12] Si S un opérateur sous normal, alors les propriétés sui-

vantes sont verifiées :
1. 0,(S) C a(S) (Helmos 1952).
2. 04p(S) C 0,(5) et do(A) C 0o, (5).

3. Si F est une partie bornée de C/o,, alors FNo(S) =0, ou F C o(5).

2.5 Théoréme de Fugléde-Putnam généralisé

Théoréeme 2.5 [20] Soient S et T* des opérateurs sous normaux et X un

opérateur quelconque tels que AX = X B, alors S*X = XT*.

Preuve. Soit Ng [’extension normal de S dans K, alors on a

S Su
0 So

Ng =

L’extension normal de T dans un espace de Hilbert K, est donnée par

N
0 T

Cosidérons l'opérateur sur (K* o H) & H

13 Ti
0o T

Puisque Np« est normal, alors L est normal aussi. Considérons X, S qui sont

33



Opérateurs sous normaux définitions et propriétés L.Hariz Bekkar

définis sur H® (K © H) ® (K. © H) ® H comme suit.

S Sy 0 0 000 X
N 0 S 0 0 - 000 0
S = , X = ,

0 0 Ty Ty 000 0

00 0 T 000 O

il est clair que S est normal et SX = XS par Uhypothése SX = XT, alors
S*X = XS*X. Donc on a S*X =TX*, S5,X =0 et XTj,) =0. m

Remarque 2.1 Comme l’adjoint de tout opérateur sous normal est sous nor-
mal, on peut déduire le résultat suivant.
Si S et T sont des opérateurs sous normauz dans B(H), tels que pour tout

X € B(H) on a AX = XB, alors S*X = XT*..

Lemme 2.3 [20] Soient S, T*, R et Q) des opérateurs sous normauz, tels que
Ng commute avec Ng et No* commute avec Np-,0t Ng, Ng, Ny« et Ny« de-
notent les extensions minimales de S, R,Q* et B* respectivement. Si pour un

opérateur X € B(H) SXQ = RXT, alors S*XQ* = R*XT*.
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Chapitre 3

Equations de type Sylvester
AX —XB=C

Dans ce chapitre on va détailler nos travauzx [?] et [23] concernant :

1. Quelques théoréemes d’existence des solutions pour l’équation de Sylvester
sous différentes conditions et comme une conséquence on a présenté un

résultat pour les opérateurs sous normaud.

2. Certains résultats d’existence des solutions pour l’équation de Sylvester,

dans le cas des opérateurs sous normaux.

3.1 Solution explicite de I’équation de Sylvester

Théoréme 3.1 Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, et soit A et
B deuz opérateurs dans B(H) tel que A est invensible. Supposons qu’il existe
une suite (an) dans R, si pour tout v € H la série de la terme générale
an||A* Vg% et a;t||B*z||? sont convergentes faiblement. Alors pour tout
y € B(H) la série Y o a " 'Y B" est convergente faiblement dans B(H), de

plus la limite est une solution de l’équation de Sylvester A X — XB =Y.
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Preuve. Pour x,y € H, on a

IO A YBYy,2)|| < | Y ar(ACnVa,z) |y a (BY Y Bry,y)

mi

ma m2
= | D an(A* DY Y Bry, A<Dz (| a (Y Bry, Y Bry)
mi mi
ma m2
<Y I | D anllACmDz2, | > et Bry||2.
mi my

Alors la série Z(a’k’IYka,y) est de de Cauchy, donc elle est convergente.
k=0

Posons
o0

(Xz,y) = Z(A_k_lYBk:p, Y).

k=0

D’apres le théoreme de Banach-Steinhauss, on obtient
n
sup || Z ATFYY BE|| < oo.
0

Donce Yy A™"YY B* est convergente par rapport ¢ la topologie faible * de
B(H). m

Théoréme 3.2 Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, et soit A
et B des opérateurs dans B(H). Supposons qu’il existe une fonction mesurable
et strictement positive sur Ry, telle que les deux intégrales [ ||e~"4|? f(¢)dt
et [7 ]| f(t)dt sont convergentes, pour tout x € H. Alors pour tout Y €
B(H), lopérateur X = fooo e MY e!Bdt est bien définie, et est une solution de

l’équation de Sylvester.

Preuve.

|| / e-tAYethtns\/u / f(t)e‘tAe‘tA*dtH\/H / (F(8)) 1B Y Y etB|
0 0 0
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< HYH\/ / Oof(t)HetAx!Pdt\/ / () ey e,

Puisque [° |le” x| f(t)dt et [° [|ePx||® x f(t)dt sont convergentes pour tout

x € H. Alors Uintégrale [~ e Y e!Bdt est bien définie pour tout x € H.
Maintenant, on verifie que cette intégrale est une solution de l’équation AX —

XB=Y.0na

AX - XB=A / e My etBdt — ( / e MY e!Bdt\B =
0 0
= / (Ae Y e Bdt — e Y e B)dt
0

— / (—e_tAYGtB>/dt
0
= [—e MY eP| =Y.
Donc X est une solution de l’équation AX — XB=Y.m

Théoréme 3.3 Soient A et B deux opérateurs normauzx et A = Ay + iAs,
B = By 4+ 1By, ou Ay et Ay sont commutants et auto adjoints la méme chose
pour By, By. Soient f € LY(R?) et fv sa transforme de Fourier a les propriétés
sutvantes.

~ 1
f(51,32) = 51+ isz’

s1+isg € 0(A) — o(B).

Donc la solution de l’équation AX — XB =Y est donnée par :.
+oo +oo
X = / / e—i(tlfh+152Az)Yei(tlBl-ﬁ-tzBﬂf(tl7 ty)dt,dty
Preuve. On a A = A; +1iAs,, alors
A* = A7 — 1A = A — 1A,

Au = au, donc

A*u=au = (ag — iag)u
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et Bv = M\v d’ou
B*v = (A —ian)v.

Par ailleurs, on a

a—A= (a1 — A) —i(ag — Ag),

—+00 —+00
81, 82 / / —zts tl, tg)dtldtg

<u Ae 1Az +t2A2) v/ it Bi+t2B2) > < i(tiiAr+taAz) g+ u,Ye i(t11 B1+t2Ba2) >

ol

_ 6(t1A1+t2A2—t131—t232)(al + ia2><u, yv>
(u, e—z‘(t1A1+t2A2)Yei(t131+t2B2)Bv> — e(tlAl"‘t?A?_tlBl_t?BZ)()\1 + o) (u, yv)
+oo +oo )
<u, (AX—XB)’U) = [(O[l +i0é2) — ()\1 +’L)\2)] <U, y’U) / / G_ztsf(tl, tgdtldtg
= (o1 — M) + (2 — M) {u, YO) f (51, 59) = (a1 — A1) + i(alphas — Ag){u, V)
(u, Yv).
Donc A X —XB=Y.m

Corollaire 3.1 Si'Y un opérateur de rang 1, i,e., Y = u®wv, alors la solution

de l’équation AX — XB =Y est donnée par :

(o]
X = Z A7y @ (B™)*.
n=0
Dans le cas Y = a®b, A et B sont normaux, on aura le résultat suivant

Théoréme 3.4 Soient A et B deux opérateurs normauz dans B(H) tels que
la paire (B, A) satisfait la propriété de Fugléde-Putnam. Supposons
Z o P, B = Z BiQ;-
o;€0(A Bi€o(B)
Alors équation

AX - XB=a®Db, (3.1)
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admet une solution dans B(H) si et seulement si les conditions suivantes sont

satisfaites.
1. P\ a=00uQyb=0, si A\ € o(A)No(B).
2. La matrice

P.al|l|Qs,b
M <H alll B; H)
— B (ai,B5)€ATIX Az

ou Ay ={a €0,(A),P, #0} et Ay ={f € 0,(B),Qp # 0}.

B(I*(Ag), P(AY),

De plus la solution est donnée par :

X:ZZ% 5]Pla®@;b

Preuve. Supposons (1) et (2) sont satisfaites et considérons Y, = [Ya ),

tel que (o, B) € 0,(A) X 0,(B) la matrice de block de Y par rapport la décom-

position
A:Z@ipai’ et B:Z/BJQBJ
i=1 j=1
Donc on a
Ya,ﬁ € B< Z Z BJQJ > - ( )7
aieUP(A) ﬁzegp )

ot Yy, 5, = 0 si a; = By € 0,(A) Noy(B).

Alors Yo, p; peut étre écrire sous la forme

1
— 6‘Pai(a)Q5i(b>'

On va démontrer Y est borné. Supposons que x,y sont des vecteurs dans H,

Yop = PaYQp, =

Alors on a

Yz, z) Z Z (Po,YQpx, 2)

azegp( ) Bi€op(B)

(a) ® Qp; (b)x, 2)

OL1€A1 BIEAQ
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=2 2 .

azeAI BLEAQ

=22

a; €AY B;EAS

(€, Qp,(b)) (Pai (), 2)

(7,v8)(2, Ua,)-
0<||Paa||uczab||—5z ’ :

D’ou
(Y, 2)| < | MI[([{][(2, ua:))asear | 1(2; v5;))asens [| = [IM ][] 2] |-

Puisque [’ensemble de vecteurs est dense dans H, ce qui implique Y est borné.

D’autre part, on a
Paz‘AYQﬁi - PaiABQﬁi = (ai - /Bi)PaiYQ/Bi

07 ;= B@
Pai<a) & Qﬁz<b>7 % 7é ﬁz
D’apres la condition (1), on déduit AY —YB =a®Db.

Maintenant, on a

AX — XB = (iaipai> (iiPZXQ]) (iiPiXQj) (iﬁj%)
- ii( 5;) P, XQs,.

Donc on peut écrire I’équation AX — X B = C' sous la forme

i i < — Bj) Pa, XQp, = i i <04¢ — B;) Pa,CQg,

i=1 j=1 i=1 j=1

ce qui implique que

(052‘ - 5j)Pa¢XQ5j = PaiCQﬁj‘

D’ou

PaZC' Qg

W BN 5 o
=1

=1 j=1 zl]l
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Corollaire 3.2 Soit A une matrice diagonalizable, (Py)aco,(4) I'ensemble des
projections spectrales de A et a,b deux vecteurs dans H. Alors l’équation AX —
XA = a®b admet une solution dans B(H) si et seulement si Poa = 0 or

P*a =0, fora € o(A).

1 1 1 1
Ezemple 3.1 Soit A = ,a = etb=
11 1 -1
1 -1
Donca®b=
1 -1
grace la normalité de A on a
1 1 1 — 2 0
AA* = =
i1 - 1 0 2
1 — 1 4 2 0
A*A — =
-1 1 i1 0 2

Alors A est normal.
Les valeurs propres de A sont Ay = 1—1i, Ao = 1+1, douo(A) ={1—1i,1+i}.
Les projecteurs spectraux satisfaisant

Pl + P2 = [27

(1—)P + (1+4)P, = A,

ce qui tmplique
_ 1+ 1
Py= 521 — 5 A,
Py= =L, 4 LA,

Pour a = on a Pia =0, d’aprés le corollaire |3.9 I’équation AX —
1
i 21
XA =a®b admet une solution bornée. De plus X = est solution
i 21

de l’équation AX — XA=a®b.
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3.1.1 Conséquences aux opérateurs sous normaux

Soient A, B et C des opérateurs dans B(H), sachant que A est sous normal.

Si K =H @ H*, il est clair que H C K et pour X € B(H), on peut écrire

- X 0
X = € B(K),
0 0
e, pour X € H, ona)?:X@OEK,

Similairement pour B et C' dans B(H), on obtient

~ B 0
B= € B(K)
0 0
et
~ C 0
C = € B(K).
0 0

D’apres le lemme[2.9 lextension de A sur K peut étre écrire sous la sorme

A (A*A— AA%)z
NA: P
0 QA((Q")™!
ol Q = (A*A — AA*)z.

Considérons les deux équations :

AX - XB=C, (3.2)

et

NuX —XB=C, (3.3)

ot B,C € B(K).

Lemme 3.1 Un élément X € B(H) est une solution de ’équation (3.2)) si et
seulement si X est une solution de (3.3).
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Prewve. Si X est une solution de (3.2), alors on a

NuX - XB=C,

ce qui implique

N

A (A*A — AAY) X 0 X 0 B 0 C 0
0 QA(Q")? 0 0 0 0 0 0 0 0

Donc AX — XB=2C.

Réciproquement, si X est une solution de l’équation (3.2)), alors on a
AX —XB=C,

Par ailleurs, en utilisant la décomposition de A, on obtient

- A (A*A— AAY)z X 0
Ny X = :
0 QAQ)! 0 0
- X 0 B 0
BX =
0 0 0 0
D’ou
I AX —-XB 0 C 0 _
NsX — BX = = =C.
0 0 00
|

En combinant le Lemme et le théoreme 2.1 dans [34], on obtient le

résultat suivant :

Théoréme 3.5 Soit A un opérateur sous normal, B et C' dans B(H). Suppo-
sons la paire (Ny, E) satisfait la propriété de Fugléde-Putnam, alors l’équation

. . [ Ni 0 Ny, C
(3-2) a une solution dans B(H) si et seulement si et

0 B 0 B
sont similaires.
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Preuve. Puisque [’opérateur N 4 est normal, alors la paire (E, Ny) satisfait la

, Ny O Ny C o
propriété de Fugléde-Putnam et et | sont similaires,

0 B 0 B
alors toutes les hypotheses du théoréme verifiés. Donc ’équation (4.7) admet

une solution unique X dans B(K) donnée par :

X=(8"S+QQ) QR+ST),

ol
N4 O Q R Q R Ny O

0 B S T S T 0 B
Par conséquent et d’aprés le Lemme Uéquation (4.7) admet une solution
X dans B(H) donné par :

X@0=(S"S+Q Q) (Q*R+ST).

Applications aux systémes dynamiques
Considérons le systeme linéaire continu et invariant

#(t) = Az(t) + Bu(t), x(to) = xo
y(t) = Cx(t),

(3.4)

ot x € R™ es le vecteur d’état, y € RP est le vecteur d’entré ( la commande)
et u € R™ le vecteur de sortie. Les matrices de temps invariant sont A €

R™" B e R™™ et C' € RP*",

Définition 3.1 Un observeur d’état est une fonction z : [0,00) — R™ satifai-
sant pour une telle matrice régulicre X € R™™ et e(t) := 2(t) — Xa(t), on a

tlggo e(t) =0.
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Définition 3.2 La paire (A, B) (dans (3.4)) est dite controlable si pour tout
état initial x(0) = zo et tout état final xq, il existe un entré qui transfére xo a
x1 dans temps fini.

La paire (A, B) est un observable si la paire (AT, BT) est controlable.

Luenberger [31] a donné une méthode pour construire un obseveur état qui a

basée a trouver un autre systéme dynamique
A(t) = Hz(t) + Fy(t) + Gul(t), (3.5)

If (A, C) is observable et (H, F') est controllable, alors une solution d’éqution

de Sylvester d’unique rang complet et un observeur d’équation
HX - XA+ FC=0

existe et avec G := X B, la solution z(t) de (3.5) est un observeur pour chacun

valeurs unitiales xo, 2(0), et chaque fonction d’entré u(t).

Théoréme 3.6 Le systeme (3.5)) est un observeur d’état du systéme (3.4) si
la matrice F est stable et X une solution de l’équation FX — XA = —GC,
avec G = X B.

Remarque 3.1 Pour résoudre I'équation FX — XA = —GC, on applique le
théoreme [3.4)

3.2 Cas des opérateurs sous normaux

Dans cette section on va détailler nos résultats [?] qui concernent quelques
théoremes d’existence des solutions pour 'équation AX — X B = C dans le cas

ot A un opéateur sous normal et B et C' sont desopéaeurs quelconques.
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Soit A, B et C' des opérateurs dans B(H), tels que A est sous normal. On

considére ’équation.

AX - XB=C, (3.6)

Théoréme 3.7 Soient A un operateur sous normal et B,C' sont des opé-
rateurs dans B(H). Supposons que la paire (A, B) satisfait la propriété de

Fuglede-Putnam, alors l’équation (3.6) admet une solution dans B(H) si et
A 0 A C

seulement si et sont stmilaires.

0 B 0 B

Preuve. Si X est une solution de (3.6), alors on a

I —-X A 0 I X A AX - XB A C
0 I o B)\o 1 0 B 0 B)
A C A 0
Ce qui implique que et sont similaires.
0 B 0 B
A C A 0
Réciproquement, si les deux opérateurs et sont simi-
0 B 0 B
laires, alors il existe un opérateur inversible tel que
S T
A 0 Q@ R Q R A C
o B)\s T st/)\o B/
d’ou
AQ AR QA QC+RB
BS BT SA SC+TB

Donc on obtient AQ = QA.

Puisque A est sous normal, d’aprés le Lemme A* est sous normal et le
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théoreme [2.5, nous donne

A'Q = QA"
On a ausst
AR — RB = QC,
BS =SA
et
BT —TB = S5C.

Comme la paire (B, A) satisfait la propriété de Fugléde-Putnam et SA =
BS, alors B*S = SA*.
Puisque A commute avec () et Q*, alors il commute avec Q*().

Par ailleurs, st on passe a l’adjoint dans

B*S = SA*,
on obtient
S*B = AS™.
Comme BS = SA, alors
S*BS = S*SA,
mais S*B = AS*, d’ou
AS*S = S*SA,

ce qui implique A commute avec S*S, donc il commute avec la somme S*S +
SS*.
Donc on a

(S"S+Q'Q)C =S5"SC+Q*QC

= $*B(BT — TB) + Q*(AR — RB)
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= Q" (AR — RB) + S*(BT —TB)
=Q"AR - Q"RB+ S*BT — S*TB.

Comme AQ* = Q*A et S*B = AS™*, on obtient

(S*"S+Q'Q)C =AQ"R— Q"RB+ AS™T' — S*T'B

=AQ*"SR+ S*T) — (Q*SR+ S*T) B,
Puisque S*S + Q*Q est inversible (d’apres le lemme [2.1]), alors
C=AS"S+QQ) " (Q*R+ S*T) — (S*S +Q*Q) " "(Q*R+ S*T)B
Par conséquent, la solution de l’équation est donnée par
X =(8"S+Q*Q) " (Q*R + S*T).

]

Remarque 3.2 Comme tout opérateur normal est sous normal, alors le théo-

reme 1 dans [{1] devient un corollaire ici.

Corollaire 3.3 Soit A et B deux opérateurs sous normaaux dans B(H) et

C € B(H). Alors ’équation (3.6) a une solution dans B(H) si et seulement si
A0 A C

est similaire @

0 B 0 B

Preuve. I suffit de voir que si A et B sont sous normauz (d’apres le théoréme

, alors la paire (B, A) satisfait la propriété de Fugléde-Putnam. m

Corollaire 3.4 Soit A un opérateur sous normal et borné sur un espace de
Hilbert complexe H et B,C' € B(H), supposons que la paire (B*, A*) satisfait

le théoreme de Fugléde-Putnam. Alors léquation B*X — XA* = C admet
B* C B* 0

une solution dans B(H) si et seulement si et sont
0 A 0 A

stmilaires.
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B* C B* 0
Preuve. Si et sont simailaires, alors leurs adjoints
0 A 0 A"
A C* A
sont similaires, i.e., et sont similaires, ce qui tmplique
0 B 0 A
I —-X A O I X
0 I 0 B 0 0
A AX - XB A C*
0 B 0 B

Donc AX — X B = C*, passant l'adjoint, on oobtient
X*A*-—B*X"=C
d’ou
B*(—X™") — (X")A* = C.
|

Corollaire 3.5 Soit A un opérateur borné sous normal sur un espace de Hil-
bert complexe H et B,C € B(H). Supposons que la paire (B*, A*) satisfait
la propriété de Fugléde-Putnam. Alors léquation A'X — XB™! = C admet

A7l C At 0
une solution dans B(H) si et seulement si et
0 B! 0 B!
sont similaires.
At O At 0
Preuve. Si et sont similaires, alors leurs
0 B! 0 B!
A —ABC A 0
inverses sont similaires, i.e., et sont similaures,
0 B 0 B
ce qui tmplique
I —-X AL 0 I X
0 I 0 B! 0 0
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Al A1X — XB! Al O
0 B! 0 B!
Donc A /' X — XB ' =C.m

Si A = B, on obtient le résultat suivant.

Théoréeme 3.8 Soit A un opérateur sous normal dans B(H) et soit C' un

opérateur dans B(H). Les matrices

A0 A C

et sont similaires si et seulement st C est inclu

0 A 0 A
dans l'image de la dérivation 64 (64 = AX — X A).

Pour le cas d’opérateurs de rang 1, i.e., C = a ®b, ot a et b sont deux

vecteurs dans H.

Théoréme 3.9 Soit A un opérateur sous normal borné et soit B, C deux opé-
rateurs dans B(H) tels que (A, B) satisfaisant la propriété de Fugléde-Ptnam.

Alors Uéquation AX — XB = a ® b admet une solution si et seulement si
A 0 A a®b

est similaire a

0 B 0 B
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Chapitre 4

Equations AXB—-CXD =F

Dans ce chapitre on va donner certains théoremes d’existence d’une solution
pour l'équations AXB — XD = E et l’'équation A XB — CXD = CFE, ou
A, B,C et D sont des opérateurs sous normauz, en utilisant la propriété de

Fugléde-Putnam et sous certaines conditions.

4.1 Equation AXB—- XD =F

Dans cette section on va étudier 'équation générale AX B—CXD = E dans
le cas ou C =1 ( lidentité). Donc on va présenter un théoréme d’ezistence de
la solution pour ’équation AXB — XD = E, ou les opérateurs A, B,C" et E
sont sous normauz, en appliquant aussi la propriété de Fugléde-Putnam.

D’abord, on présente la proposition suivante :

Proposition 4.1 Soient S et T des opérateurs sous normauzx dans B(H) et
Ng, Nt leurs extensions minimales (resp). Si Ng commute avec Ny, alors S

et T' commutent
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Preuve. Les extensions Ng et Ny peuvent étre s’écrivent sous les formes :

S Sl T Tl
N
0 SQ 0 T2
NgNp = NpNg, tmplique
ST ST+ 51T, TS TS1+1T15;
0 SoTy 0 155,

Ce qui donne ST =TS. m

Théoréme 4.1 Soient A, B, D et E des opérateurs sous normaux dans B(H )
tels que Ng commute avec Np, ou Ng est Np [’extensions normales minimales

de B et D respectivement. alors I’équation

AXB-XD=E, (4.1)

admet une solution dans B(H) si et seulement si

A FE I 0 A 0 I 0
( , ) est equivalent avec ( , >
0 D 0 B 0 D 0 B
Preuve. Posons
I CX
o 1 )
I XB
V =
0 I
Puisque U et V' sont inversibles, alors
I X A FE A E+ XD
0 I 0 D 0 D

72



Equations de type AXB—-CXD=F L.Hariz Bekkar

A 0 I XB A AXB

0 D 0 I o D |
I X I 0 I 0 I XB
0 I 0 B 0 B o 1 /)

ce qui implique que X est une solution de l’équation

AXB—-XD=F

A F I 0
Réciproquement, supposons que ( ) )
0 D 0 B
A 0 I 0
et ( , ) sont equivalents.
0 D 0 B
R " R
Posons U = @ etV = @ , donc on obtient
S T ST
Q@ R A FE A0 Q R
S T 0 D 0 D ST
et
Q@ R I 0 I 0 Q R
S T 0 B 0 D ST
D’ou

AQ'=QA, QE+ RD = AR et SA=DS'
SE+TD=DT, Q=Q e RB=R
S=BS et TB=BT.
Puisque QQ = Q' et QA = AQ', d’aprés le Lemme et le théoreéme (la
propriété de Fugléde-Putnam généralisée), on a
QA" = AQ
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En passant a ’adjoint on obtient

AQ" = Q" A.

en suite

Q*QF = Q*AR' — Q*RD

=Q"ARB = Q*RD,
qut donne
Q'QFE = A(Q"R)B — (Q"R)D, (4.2)
alors il résulte
S*SE = S*DT' — S*TD, (4.3)

mais

BSA = BDS = DBS' = DS,

puisque NgNp = NpNp, d’apreés la proposition on a BD = DB et

ainst en utilisant le lemme on obtient
B*SA* = D*S.
Passant a l’adjoint on obtient
AS*B =5"D.
d’apres ({4.3)), il devient
S*SE = AS*BT' — S*TD = A(S*T)B — (S*T)D
et donnent

(Q*Q+ S*S)E = A(Q*R+ S*T)B — (Q*R + S*T).D
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puisque (Q*Q + S*S) est inversible, alors il commute avec A, il s’ensuit
= A(Q*Q + S)SHQ*R+ S*T)B — (Q*Q + S*)S™YQ*R + S*T')D

alors

X =(Q*Q+ 5*9) " HQ*R + S*T).

4.2 Equation AXB—-CXD =CFE

Le contenu de cette section concerne une généralisation du résultat donné
dans la section précédente, ou on va prouver l’existence d’une solution pour
I’équation AXB — CXD = CFE, avec A,B,D et E sont de opérateurs sous
normauz et des certaines conditions de commutativité sur leurs extensions nor-

males.

Théoréme 4.2 Soient A, B,C,D et E des opérateurs sous mnormaux dans

B(H). Supposons que
1. Ny commute avec Nc.
2. N commute avec Np,

ot Na, Ng, No et Np sont les extensions normales minimales de A, B,C et D

respectivement. Alors l’équation

AXB-CXD =CE, (4.4)

I
&5
Q
o

admet une solution dans B(H) si et seulement sz ,

(@]
T
(@n)
~

A 0 C 0 0
est equivalent a ( ,

0 D 0 I B
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Preuve. En mettant

(1)

Puisque U,V et W sont inversibles, alors
C CX A FE A CE+CXD
0 I 0 D 0 D
A 0 C XB A AXB
0 D 0 I 0 D
I CX C 0 C 0 I X
0 I 0 I 0 I 0 I
I X I 0 I 0 I XB
0 I 0 B oB)\o 1 )

ce qui implique

AXB-CXD=CFE

A FE C 0 I 0
Réciproquement, supposons que < , ) )
0 D 0 I 0 B
A 0 C 0 I 0
et( ) , >
0 D 0 I 0 B
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sont equivalentes.

Sotent

et

il s’ensuit que

et

Q” R I 0 I 0 Q/ R
s 1 ) \o B oB)\s 1)
ce qui implique que
QA QFE+ RD AQ' AR
SA SE+TD DS DT’
QC R cR" CR'
SC T I A
Q// R//B Ql R/
S" T'B BS" BT’
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Par conséquent, nous obtenons
AQ' = QA, QF + RD = AR’

SA=DS', SE+TD=DT'
QC=CQ", R=CR'
SC=8", T=T1"

Q' =Q, R'B=FR
S"=BS', T'B= BT

On a alors
QF + RD = AR/,
d’ot
QF = AR — RD,
multiplier par QQ*, il devient
Q" QF = Q*AR' — Q*RD, . (4.5)
Par ailleurs on a

QA = AQ.

En multipliant par C, il devient
CQA=CAQ'.

puisque Na commute avec N, d’apreés la proposition[{.1, on a AC = CA
et par conséquent

CQA = ACQ = AQC.

Du lemme et le théoreme (propriété de Fugléde-Putnam generalisée),

on trouve
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C*"QA* = A*QC™.
En prenant ’adjoint on obtient

AQ*C = CQ*A.
Retournons a , on a

Q*QF = Q*AR' — Q*RD
CQ'QF = CQ*AR' — CQ*RD
= AQ*CR — CQ*RD.
puisque CR' = RB, il vient
CQ"QFE = A(Q'R)B - C(Q*R)D,. (4.6)
puisque SA = DS’ et BD = DB ( proposition et hypothése (2)), on a

BSA=BDS = DBS" = DS" = DSC

D’apres le lemme et le théoréme ( propriété de Fugléde-Putnam
generalisée), on obtient

B*SA* = D*SC".
En prenant ’adjoint, on obtient
AS*B =CS*D.

On a
SE =DT' —TD.
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En multipliant par CS*, il devient
CS*SE =CS*DT' — CS*T'D

= AS*BT' — CS*TD.

D’autre part

T"B =BT =TB.

Par conséquent
CS*SE = A(S*T)B - C(S*T)D,. (4.7)
D’apres et ([L.7), on obtient
CRQ+S"S)E=AQR+S'T)B—-C(Q"R+ S*T")D
puisque (Q*Q + S*S) est inversible et commute avec A et C, on obtient
CE=AQQ+S*S) ™ (Q*R+ S*T)B — C(Q*Q + S*S) " (Q*R + S*T)D,

Ce implique
X =(QQ+58) QR+ ST).
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce travail nous avons étudié les équations d’opérateurs du type Sylvester
généralisé

AXB-CXD=F
et nous avons validé des résultats, sur la sous normalité d’opérateurs qui vé-

rifient la propriété de Fuglede-Putnam, et avons démontré l’existence de la

solution d’équation

AXB-CXD=F

ce type d’opérateurs est intégré pour la premiére fois aux solution des équations
d’opérateurs. Et nous avons developpé un article envers ce sujet dont on parle
qui peut pousser la recherche scientifique.

Ce travail donne des perspectives en termes d’améliorations et d’approfondis-

sements.
1. Si Vopérateur A est (n,k) normal hyponormal, paranormal et la pair
(A, B) vérifie la propriété de (F'P)p, quelles sont | es conditions pour

que ’équation AX — XD = E admet une solution ?.
2. Peut-on généraliser sur l’équation AXB —CXD = F.

3. On considére que les opérateurs A et C sont auto-adjoint, [’équation
AX 4+ X A* = C admet une solution X = X*. Quelles seront les condi-
tions pour que la solution soit normal, sous normal ou hyponormal c’est

parole sur l’équation de type AXB — CXD =F.
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