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Introduction générale

Les mathématiques ont toujours le bénéfice de participer au développement de plusieurs
domaines scientifiques : la physique, la biologie, la biomédicale, l’ingénierie...Pour le ma-
thématicien, ces domaines offrent de nouvelles et passionnantes branches de recherches,
pendant que pour le spécialiste, le modelage mathématique offre un autre outil de la re-
cherche proportionnée avec de nouvelles techniques du laboratoire.

Rappelons que la modélisation des réactions chimiques conduit à des systèmes dits de
réaction-diffusion. Il faut noter que durant ces dérnières décennies, l’interêt porté à l’étude
de ce type de systèmes n’a cessé de croître et une abondante littérature a été développée
sur ce sujet, notamment sur les problèmes d’existences locales, globales ou d’explosion en
temps fini, de comportement asymptotique...

Dans le second chapitre, nous nous intéressons à l’analyse mathématique des systèmes
de réaction-diffusion de type :

(P )


∂vr
∂t
− Arv = fr(x, t, v) pour 1 ≤ r ≤ m dans Ω× (0, T )

(1− λr)vr + λr∂
r
νvr = αr, pour 1 ≤ r ≤ m sur ∂Ω× (0, T )

vr(x, 0) = v0,r(x) pour 1 ≤ r ≤ m pour x ∈ Ω

où Ω est un ouvert borné de RN , N ≥ 1, de frontière régulière ∂Ω, v = (v1, ..., vm), T > 0,
Ar désigne un opérateur de dérivation défini par

Ar (ϕ) =
m∑

i,j=1

∂xi(a
r
i,j(x)∂xjϕ) +

m∑
i=1

∂xi(b
r
i (x)ϕ) + cr(x)ϕ

et où les conditions au bord sont définies à l’aide des dérivées conormales associées :

∂rνϕ(σ) =
m∑

i,j=1

ari,j(σ)∂xjϕ(σ)ni(σ) pour σ ∈ ∂Ω

les fonctions fr :Ω× (0,+∞)×Rm → R sont des applications non-linéaires, et pour tout r,
0 ≤ λr ≤ 1, ari,j, b

r
i ∈ C1(Ω), cr ∈ C0(Ω) et αr ∈ C2(

_
Ω).

Nous étudions ce système sous les deux propriétés caractéristiques suivantes :
(H1) la positivité des solutions est préservée au cours du temps,
(H2) le contrôle de masse ou loi de balance.

Cette dernière hypothèse s’exprime par le fait que
r=m∑
r=1

hr(fr) ≤ L(t)
r=m∑
r=1

vr + M(t) (où

les hr sont des fonctions convexes positives et L,M sont des fonctions continues). La com-
binaison de ces propriétés, en plus des bonnes conditions aux bords que nous considérons
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Introduction générale

permettent d’établir une estimation L1 uniforme de
r=m∑
r=1

hr(vr), ceci justifie la terminologie

de contrôle de masse. Malheureusement, cette estimation est en général insuffisante pour
garantir l’existence globale des solutions. Ainsi d’autres hypothèses s’imposent.

La question que nous nous posons alors est de savoir sous quelles conditions sur les
données du problème et sur la dépendance des termes non-linéaires ce genre de système
admet des solutions globales.

Notons ici que ce genre de problème a suscité l’intêret de plusieurs auteurs et de nom-
breux travaux ont été faits dans ce sens. Remarquons aussi que la classe des systèmes que
nous avons obtenus dans la partie modélisation (chapitre 1) est un cas particulier de cette
forme générale (P). Ces systèmes vérifient bien (H1)−(H2) (voir plus loin), mais l’existence
locale n’en est pas moins difficile à établir. En effet, on sait que lorsque v0 ∈ (L∞(Ω))m,
l’existence locale sur [0, Tmax) s’obtient da manière classique (par application du point fixe
de Schauder dans des espaces judicieux, voir par exemple [38]) ; de plus Tmax est caracté-

risé par : si Tmax <∞ alors lim
t−→Tmax

(
r=m∑
r=1

‖vr(t)‖L∞(Ω)) = +∞.

Pour l’existence globale, les premiers résultats dans le cas des systèmes 2 × 2 (m = 2)

ont été obtenus par Alikakos [7] et Masuda [52], ensuite par Hollis-Martin-Pierre [38].
Ces derniers ont introduit une nouvelle méthode permettant de traîter une très large classe
de systèmes à structure triangulaire. En effet, en plus de (H1) − (H2) et de l’hypothèse
(H3) : f1 ≤ 0 ou raisonnablement majorée, cette méthode ne nécessite que deux hypothèses
supplémentaires portant sur la croissance des termes non-linéaires et sur la nature des
conditions aux bords. Une autre approche du problème a été introduite par Pierre [62],
elle permet de traîter des systèmes triangulaires dont les termes non-linéaires admettent
des croissances quelconques. Cette méthode, dite ”méthode L1”, ne fournit cependant que
des solutions faibles. Une autre approche récente a été développée par [5] qui permet
d’obtenir l’existence globale des solutions faibles en utilisant une technique de troncature.

Nous avons choisi d’exposer dans cette thèse les différents techniques développées par
Morgan [55], Hollis-Martin-Pierre [38], Alaa, Mounir [6]. Les résultats que nous obtenons
ici améliorent ces derniers dans le sens où les conditions au bord que nous traîtons sont
plus générales. En plus des hypothèses (H1)− (H2), et sous de bonnes conditions au bord,

nous obtenons une estimation dans L∞ de
m∑
i=1

hi(vi). Ceci permet d’obtenir une estimation

dans Lp, ∀1 ≤ p <∞, des hi(vi). C’est en moyennant ces deux résultats fondamentaux que
nous démontrons l’existence globale.
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Premier chapitre : Modélisation des réactions chimiques

Ce chapitre comporte quelques principes des milieux continus : lois de conservation,
conservation de la masse, le 1er et 2e principe de la thermodynamique, quelques lois de
comportement ainsi qu’une modélisation de l’évolution des réactions chimiques et se ter-
mine par une modélisation mathématique du phénomène de trempes.

Second chapitre : Existence locale, globale, unicité et positivité pour les

systèmes de Réaction-Diffusion

Dans ce chapitre, Nous considérons le système d’équations de réaction-diffusion suivant
∂v

∂t
(x, t)−D∆v(x, t) = f(v(x, t)) x ∈ Ω, t > 0

(1− λr)vr + λr
∂vr
∂ν

= αr, pour 1 ≤ r ≤ m x ∈ ∂Ω, t > 0

v(x, 0) = v0(x) x ∈ Ω.

(1)

où :
* v = (v1, ..., vm), vr : Ω× (0,∞) −→ R, pour 1 ≤ r ≤ m,

*
∂v

∂t
désigne le dérivée par rapport au temps de v,

* ∆ désigne l’opérateur Laplacien : ∆vr(x, t) =
N∑
j=1

∂2vr
∂x2

j

(x, t) pour 1 ≤ r ≤ m,

* D matrice diagonale carrée d’order m dont les coefficients dr sont strictement positifs,
* f fonction mesurable de Rm dans Rm et localement lipschitzienne

|f(p)− f(p̂)| ≤ K(r) |p− p̂| ,∀p, p̂ ∈ Rm avec |p| , |p̂| ≤ r (2)

où |.| désigne la norme euclidienne dans Rm,

* la condition initiale est définie par

v0 = (v0i)1≤i≤m ∈ L
∞(Ω,R)m, (3)

*
∂vr
∂ν

= ∇vr.
→
n =

m∑
j=1

∂vr
∂xj

.nj désigne la dérivée normale de vr,
→
n = (nj)1≤j≤m est le

vecteur normal extérieur à ∂Ω,
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* pour tout 1 ≤ r ≤ m, λr et αr vérifient

0 ≤ λr ≤ 1, αr ∈ C2(
_
Ω). (4)

Nous énonçons des conditions suffisantes assurant l’existence locale et l’unicité de la solu-
tion classique de (1). Puis nous rappelons le résultat suivant :

Théorème 0.1 (Hollis-Martin-Pierre)
Sous le hypothèses (2) et (4), le système (1) admet une unique solution locale et classique v
sur [0, Tmax[, telle que pour chaque 1 ≤ r ≤ m, il existe Nr : [0, Tmax[→ [0,∞) continue avec

0 ≤ vr(t, x) ≤ Nr(t), ∀(x, t) ∈ Ω× [0, Tmax[ (5)

De plus, le temps maximal d’existence Tmax est caractérisé par

si Tmax <∞, alors lim
t−→Tmax

m∑
r=1

‖vr(t)‖L∞(Ω) = +∞ (6)

Troisième chapitre : Existence de solutions périodiques faibles pour le

modèle des trempes

Ce chapitre est la version française d’un article publié à Journal of Advanced Mathema-
tical Studies [42].

Le but de ce chapitre est de présenter une analyse mathématique du modèle des trempes
modélisé par le problème parabolique suivant

∂u(t, x)

∂t
− div(a(u)∇u) +G(t, x, u,∇u) = F (t, x, u) dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT ,

(7)

Où Ω est un ouvert borné régulier ouvert de RN , N > 1, avec bord régulier ∂Ω, T > 0 est
la période, QT =]0, T [×Ω, ΣT =]0, T [×∂Ω et a : R → [0,+∞[ est continue, G et F sont
des fonctions carathéodory. Nous supposons tout au long de ce chapitre{

a : [0, T ] × Ω× R→ [0,+∞[ une fonction carathéodory
0 < a0 ≤ a(s) ≤ a1 pour tout s ∈ R.



F : [0, T ] × Ω× R→ [0,+∞[ une fonction carathéodory
t→ F (t, x, u) une fonction périodique
u→ F (., ., u) fonction croissante

F (t, x, s) ≤ α(t, x) + β | s | où α ∈ L2(QT ) et β > 0

lim
s 7→±∞

sup F (t,x,s)
s

= 0.
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G : [0, T ] × Ω× R× RN → [0,+∞[ une fonction carathéodory

G(t, x, s, 0) = min{G(t, x, s, r), r ∈ RN} = 0

G(t, x, s, r) ≤ c(| s |)(H(t, x) + ‖r‖2)

où c : [0,+∞[→ [0,+∞[ est croissante et H ∈ L1(QT ).

L’existence d’une solution faible à ce dernier modèle est prouvée par la méthode des sous-
et sur-solution, nous construisons une sur solution faible du problème considéré, puis en
passant à l’utilisation de la méthode des troncatures pour montrer l’existence d’une solution
faible.

Quatrième chapitre : Résultats d’existence des solutions périodiques

faibles pour certaines équations paraboliques quasi-linéaire avec donné

L1

Ce chapitre est l’objet d’une publication aux Annals of the University of Craiova Mathe-
matics and Computer Science Series [24]

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’analyse mathématique de l’existence d’une solution
périodique faible pour l’équation parabolique suivante

∂u(t, x)

∂t
−∆u+G(t, x,∇u) = f dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT ,

(8)

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 1, de frontière assez régulière ∂Ω, T > 0 est la
période, QT =]0, T [×Ω, ΣT =]0, T [×∂Ω, −∆ désigne l’opérateur de Laplace sur L1(Ω) avec
des conditions aux limites de Dirichlet, G est une fonction Carathéodory et f est une fonc-
tion mesurable positive appartient à L1(QT ). Nous introduisons les hypothèses nécessaires
qui garantit l’existence d’une solution faible du problème (8).

Hypothèses

Nous supposons que
f ∈ L1(QT ), f > 0,

G(t, x, r) ∈ L1(QT ) pour tout r ∈ RN et p.p. (t, x) ∈ RN ,

G : [0, T ] × Ω× RN → [0,+∞[ est une fonction Caratheodory ,

G(t, x, 0) = min{G(t, x, r), r ∈ RN} = 0,

G(t, x, r) ≤ K(t, x) + d ‖r‖p ,

pour tout p ∈ [1, N+2
N+1

[, r ∈ RN et p.p. (t, x) ∈ QT , avec K ∈ L1(QT ) et d > 0.
Le résultat principal de cette section se résume dans le Théorème suivant
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Théorème 0.2
Supposons qu’elle existe w une sur-solution faible de (8). Alors le problème (8) admet une
solution périodique faible satisfaisante 0 ≤ u ≤ w dans QT .

Après, nous appliquons le résultat du théorème 0.2 pour prouver l’existence d’une solution
périodique faible pour le problème suivant

∂u(t, x)

∂t
−∆u+G(t, x,∇u) = F (t, x, u) + µ dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT

(9)

les fonctions non-linéaires G et F sont supposées des fonctions carathéodory et µ est une
fonction mesurable positive appartenant à L1(QT ).

Hypothèses

Concernant le problème (9), nous supposons que

µ ∈ L1(QT ), µ > 0,

F : [0, T ] × Ω× R→ [0,+∞[ est une fonction Caratheodory ,

F (t, x, s) ∈ L1(QT ), F est croissante par rapport à s,

G : [0, T ] × Ω× RN → [0,+∞[ est une fonction Caratheodory ,

G(t, x, r) ≤ H(t, x) + d ‖r‖2 , pour tout r ∈ RN et p.p.(t, x) ∈ QT ,

Grâce aux hypothèses précédentes on démontre le théorème suivant

Théorème 0.3
Supposons qu’il existe ŵ ∈ L1(0, T ;W 1

0 (Ω))∩C([0, T ], L1(Ω)) une solution faible du problème
suivant 

ŵ ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

F (t, x, ŵ) ∈ L1(QT )
∂ŵ

∂t
−∆ŵ = F (t, x, ŵ) + µ dans D′(QT ),

ŵ(0, .) = ŵ(T, .) dans L1(Ω).

Alors le problème (9) admet une solution périodique faible u telle que 0 6 u 6 ŵ.

Cinquième chapitre : Quelques résultats d’existence des solutions pé-

riodiques faibles pour des systèmes paraboliques quasi-linéaires avec

donnée L1

Ce chapitre est la version française d’un article accepté pour publication dans Boletim
da Sociedade Paranaense de Matemática [25]
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Ce chapitre traite des résultats d’existence des solutions périodique faible pour le sys-
tème parabolique de réaction-diffusion suivant

∂uj
∂t
− dj∆uj +Gj(t, x,∇u) = fj dans QT ,

uj(0, .) = uj(T, .) dans Ω, pour j = 1, . . . ,M

uj(t, x) = 0 sur ΣT ,

(10)

où u = (u1, . . . , uM), ∇u = (∇u1, . . . ,∇uM), f = (f1, . . . , fM), M > 2 et Ω est un ouvert
borné de RN , N > 1, de frontière assez régulière ∂Ω, T > 0 est la période, QT =]0, T [×Ω,
ΣT =]0, T [×∂Ω, −∆ est l’opérateur de Laplace sur L1(Ω) avec des conditions aux limites
de Dirichlet, dj sont des constantes positifs, Gj est une fonction Carathéodory et fj est une
fonction mesurable positive appartient à L1(QT ). Nous supposons tout au long de cette
section. Pour tout j = 1, . . . ,M ,

fj ∈ L1(QT ), fj > 0. (11)

Gj(t, x, r) ∈ L1(QT ) pour tout r ∈ (RN)M et p.p. (t, x) ∈ QT , (12)

Gj : QT × Ω× (RN)M → [0,+∞[ est une fonction carathéodory , (13)

Gj(t, x, 0) = min{Gj(t, x, r), r ∈ (RN)M} = 0. (14)

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème 0.4
Supposons que (11)-(14) sont vérifiés, et que pour tous j = 1, . . . ,M

| Gj(t, x, r1, . . . , rM) |≤ Kj(t, x) +
M∑
j=1

Cj ‖rj‖p ,

pour tout p ∈ [1, N+2
N+1

[, rj ∈ RN , avec Kj ∈ L1(QT ) et Cj > 0.
Alors (10) a une solution faible périodique uj qui satisfait pour tout j = 1, . . . ,M

0 ≤ uj ≤ ŵj dans QT ,

avec ŵj est solution du système suivant
ŵj ∈ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),
∂ŵj
∂t
− dj∆ŵj = fj dans D′(QT ),

ŵj(0, .) = ŵj(T, .) dans L1(Ω).
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Organisation de la thèse

Sixième chapitre : Application au problèmes inverses de source avec

des conditions périodiques par rapport au temps

L’objet de ce chapitre est de présenter une liaison entre l’existence des solutions faibles
périodiques que nous avons déjà étudiés dans les chapitres précédents avec les problèmes
inverses de sources. Considérons le problème périodique suivant

∂u

∂t
−∆u+ a(t, x)u+G(t, x,∇u) = f dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT ,

(15)

Où Ω est un ouvert borné régulier ouvert de RN , N > 1, avec bord régulier ∂Ω, T > 0

est la période, QT =]0, T [×Ω, ΣT =]0, T [×∂Ω et a : R → [0,+∞[ est continue, G est
une fonction carathéodory et F est une fonction mesurable. Le problème inverse que nous
traitons consiste à déterminer le terme source f à partir d’une observation qu’on note uobs,
ceci a l’aide de la minimisation de la fonctionnelle coût suivante

J(f) =
1

2

∫
QT

| uf − uobs |2 dxdt

où uf solution du problème (15)
∂uf
∂t
−∆uf + a(t, x)uf +G(t, x,∇uf ) = f dans QT

uf (0, .) = uf (T, .) dans Ω

uf (t, x) = 0 sur ΣT .

On cherche à déterminer f ∗ tel que

J(f ∗) = min
f∈Uad

J(f) (16)

où Uad désigne l’ensemble des fonctions admissibles qu’on suppose qu’il est donné par

Uad =

{
f ∈ L2(0, T ;H1(Ω)),

∂f

∂t
∈ L2(0, T ;H1(Ω)∗),

‖ f ‖L2(0,T ;H1(Ω)) + ‖ ∂f
∂t
‖L2(0,T ;H1(Ω)∗)6 C

}
.

Dans ce chapitre nous prouvons l’existence d’une solution optimale du problème de mini-
misation (16) puis nous calculons la dérivée de la fonctionnelle coût J par rapport à f par
utilisations de la méthode de l’état adjoint.

xi



Chapitre 1

Modélisation des réactions chimiques

L’objectif de ce chapitre est de modéliser les réactions chimiques. Nous commençons par
rappeler les lois fondamentales de la physique (lois de conservations) et certaines lois de
comportement. La quantité cléf de la modélisation ici est celle de la vitesse des réactions,
en plus des lois fondamentales de la physique. Nous arrivons à modéliser l’évolution des
réactions chimiques sous forme de systèmes différentiels. C’est en tenant compte de la
dépendance des concentrations de la variable espace que nous obtenons des systèmes de
réaction-diffusion. On peut consulter les références [65, 68, 72].

1.1 Quelques principes généraux en modélisation des mi-

lieux continus

On désigne par milieu continu tout liquide, gaz ou solide déformable considéré d’un
point de vue macroscopique. On peut l’assimuler à un système de particules dont l’évolution
ou l’équilibre peut-être décrit à l’aide des lois universelles de la physique, à savoir : la loi
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et du moment de cette quantité
de mouvement par rapport à un point et de l’énergie.

Toutes les équations de la physique et des sciences voisines sont obtenues d’une part à
partir de ces lois fondamentales, d’autre part à partir des lois de comportements qui sont
spécifiques du milieu considéré : elles ont généralement un caractère plus empirique et des
domaines de validité plus ou moins limités. La dérivation de ces lois de comportement est
une science difficile ; il est indispensable de s’appuyer sur les connaissances et l’expérience
des experts du domaine d’application envisagé.

Lois de conservation

Elles sont universelles, contrairement aux lois de comportement, et s’appliquent à tout
système matériel, indépendament de sa nature : liquide, gazeuse ou autre.

Rappelons qu’un milieu continu est intuitivement un ”système de particules ” en mou-
vement. On le modélise à chaque instant par l’ensemble des points d’un ouvert Ω(t) de
R3 : On imagine que chaque point est une particule qui se déplace et que l’ensemble des
particules occupe le domaine Ω(t) à chaque instant. On suppose, de plus, l’existence d’une
famille de bijections S(s, t)s,t>0 de Ω(s) dans Ω(t) dépendant régulièrement de s, t > 0 et
permettant de suivre chacun des points du domaine initial dans sa trajectoire au cours du
temps, soit

1



1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

t 7→ S(0, t)X0 = x(X0, t)

On associe à ce milieu les quantités suivantes :
*
→
V (X0, t) la vitesse Lagrangienne définie par

→
V (X0, t) =

∂

∂t
x(X0, t)

et
→
v (X0, t) =

→
v (x(X0, t), t) la vitesse Eulérienne.

* %(x, t) = la densité du milieu à l’instant t, c’est-à-dire la masse par unité de volume
dans Ω(t), ainsi la masse m(w) de tout sous-ensemble mesurable w de Ω(t) est donnée par

m(w) =

∫
w

%(x, t)dx

Afin de traduire mathématiquement les lois de conservation, nous utiliserons le lemme
suivant qui permet d’exprimer la dérivée par rapport au temps d’une intégrale du type

K(t) =

∫
w(t)

k(x, t)dx,

où w(t) = S(0, t)(w0) avec w0 un sous-ensemble mesurable quelconque de Ω(0) et où k(., .)

est une fonction définie sur Ω(t). Cette dérivée est parfois appelée dérivée particulaire par
référence au fait qu’on dérive selon les trajectoires des particules.

Un lemme de dérivation par rapport au domaine

Sous les hypothèses de régularité

K ′(t) =

∫
w(t)

(
∂k

∂t
+ div(k

→
v ))dx,

ou encore
K ′(t) =

∫
w(t)

∂k

∂t
dx+

∫
∂w(t)

k
→
v
→
ndσ,

où
→
n est la normale extérieur unitaire à ∂w(t).

Pour une démonstration et des précisions sur la régularité requise, voir par exemple
[26].

Conservation de la masse

Loi qui exprime l’invariance par rapport au temps t de la masse de tout sous-système
matériel w(t) = S(0, t)(w0) que l’on suit au cours du temps, où w0 est un sous-ensemble
mesurable quelconque de Ω(0). Cette masse est donnée par

2



1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

m(w) =

∫
w(t)

%(x, t)dx

on a donc
d

dt
m(w(t)) = 0

D’aprés le lemme appliqué à k = %, on a pour tout sous-ensemble w0 de Ω(0)∫
w(t)

(
∂%

∂t
+ div(%

→
v ))dx = 0

et puisque w0 et donc w(t) sont arbitraires dans Ω(t), on en déduit l’équation de conserva-
tion de la masse, dite parfois équation de continuité

∂%

∂t
+ div(%

→
v ) = 0

Conservation de l’énergie (1ér principe de la thermodynamique)

Elle s’écrit

d

dt

∫
w(t)

%(

∥∥∥→v∥∥∥
2

+ e)dx =

∫
w(t)

(%
→
f .
→
v + %w)dx+

∫
∂w(t)

(
→
F .
→
v − →q .→n)dσ

où
* %w : Les apports volumiques de quantités de chaleur par unité de temps,
*
→
q : le vecteur-flux de chaleur,

* %
→
f : la densité volumique des forces appliquées,

*
→
F : la densité surfacique de force s’appliquant sur chaque éléments de surface.

Conservation de la quantité de mouvement et de son moment en O

Ces lois s’écrivent

d

dt
(

∫
w(t)

%
→
v )dx =

∫
w(t)

%
→
f dx+

∫
∂w(t)

→
Fdσ pour la quantité de mouvement

et

d

dt
(

∫
w(t)

→
OM ∧ %→v )dx =

∫
w(t)

→
OM ∧ %

→
f dx+

∫
∂w(t)

→
OM ∧

→
Fdσ pour le moment

2ème principe de la thermodynamique :

Il s’exprime par

3



1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

d

dt
(

∫
w(t)

%sdx) ≥
∫
w(t)

%
w

T
−
∫

∂w(t)

→
q .
→
n

T
dσ

où s est l’entropie et T la température absolue.

1.1.1 Lois de comportement

Nous donnons ici deux exemples des lois de comportement :

Loi de diffusion de Fick

Cette loi exprime qualitativement que les particules se déplacent vers les régions à plus
faible densité. Quantitativement, ce mouvement est tel que le flux de diffusion (

→
J = %

→
v ) à

travers chaque surface soit proportionnel au gradient de densité ; ce qui peut s’écrire

→
v = −d(

∇→%
%

).

La loi de continuité devient alors

%t − div(d
→
∇%) = 0,

soit encore, en utilisant d est une fonction de x uniquement

%t − div(d(x)∇%) = 0.

La densité %, dans ce cas, satisfait alors une loi linéaire de diffusion : C’est l’équation linéaire
de la chaleur. Notons que pour les situations stationnaires, c’est-à-dire lorsque %(x, t) =

%(x), et le coefficient de diffusion constant, la densité satisfait à l’équation de Laplace ∆% =

0.

Remarquons qu’il existe d’autres lois de diffusion comme par exemple, la loi de Darcy,
qui s’applique à la diffusion de certains fluides dans les milieux poreux et qui, couplée avec
d’autres lois de comportement, exprime que la vitesse

→
vest proportionnelle au gradient de

densité, soit
→
v = −d

→
∇%

ceci conduit à l’équation

%t −
d

2
∆(%2) = 0

qui est une équation de diffusion non-linéaire pour la densité, connue sous le nom d’équa-
tion des milieux poreux.
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1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

Loi de Fourier pour la conduction de la chaleur

On considère un milieu continu au repos, c’est-à-dire
→
v = 0. Dans ce cas l’équation de

conservation de la chaleur prend la forme

d

dt
(

∫
w(t)

%e) =

∫
w(t)

%w −
∫
w(t)

div
→
q (1.1)

l’équation de continuité elle aussi se simplifie pour exprimer que %(x, t) est indépendante
de t. Ainsi, (1.1) donne

%
∂e

∂t
= %w − div→q .

On ajoute les deux lois de comportement suivantes :
* e = cT : concernant l’énergie interne
*
→
q = −k

→
∇T , k>0 : la loi de Fourier qui est une loi analogue à la loi de Fick, mais

appliquée au flux de chaleur et non au flux de matière. On obtient ainsi

%c
∂T

∂t
− k∆T = 0

qui est la célèbre équation linéaire de la chaleur.

1.1.2 Modélisation de l’évolution des réactions

Vitesse d’une réaction, conservation de la matière

On convient de noter [A] la concentration d’un constituant A dans un système donné,
c’est-à-dire par définition, la quantité de ce constituant par unité de volume. On utilise
généralement la mole par litre comme unité de concentration. Rappelons que la mole est
l’unité standard du Système Internationnal (SI) pour la quantité de matière : elle corres-
pond à la quantité de matière d’un constituant contenant autant de particules élémentaires
qu’il y a d’atomes dans 12 grammes de carbone 12. Noter pour l’ordre de grandeur que cela
correspond à environ 6× 1023 particules.

Considérons d’une manière générale l’équation en équilibre suivante

n1A1 + n2A2 + ...+ npAp −→ m1B1 +m2B2 + ...+mqBq (1.2)

où p et q sont des entiers ≥ 1, ainsi que ni, i = 1, ..., p,mj , j = 1, ..., q. Cette équation
d’équilibre contient en soi la conservation de la quantité de matière. Ainsi, en supposant le
système clos, c’est-à-dire, sans aucun apport extèrieur ni perte de matière, on obtient

v =
1

mj

d[Bj]

dt
= − 1

ni

d[Ai]

dt
, i = 1, ..., p, j = 1, ..., q.

le nombre ci-dessus est appelé vitesse instantanée de la réaction (1.2). On appele réactifs
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1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

les constituants Ai, et produits les constituants Bj.

En général, une réaction d’équilibre n’est pas seulement constituée d’une réaction élé-
mentaire, mais de plusieurs réactions parallèles ou successives, par exemple du type suivant

A −→ B,B −→ C (1.3)

ou encore

A
 B (1.4)

ou encore

A+B 
 X,X 
 C +D (1.5)

Par simplicité, nous convenons de noter dans la suite, a = [A], b = [B], etc ...Dans ces
équations, la loi de conservation de la matière s’exprime par

b
′
(t) = −a′(t)− c′(t), ie, a(t) + b(t) + c(t) = cste, pour (1.3)

a
′
(t) + b

′
(t) = 0 pour (1.4)

x
′
(t) = 2(−a′(t)− c′(t)), a′(t) = b

′
(t), c

′
(t) = d

′
(t) pour (1.5)

quand aux vitesse de réactions, elles s’écrivent

v1 = −a′(t), v2 = c
′
(t) pour les réactions de l’équation (1.3)

v = −a′(t) = −b′(t) pour (1.4)
v1 = −a′(t) = −b′(t), v2 = c

′
(t) = d

′
(t) pour (1.5).

Il s’agit maintenant de décrire les lois de comportement de ces vitesses. Notons que
dans les systèmes précédents, on a toujours moins d’équations que d’inconnues. Les lois de
comportements vont permettre de ”clore” ces systèmes.

Lois de comportement

On va supposer que, dans les réactions dites ”élémentaires”, la vitesse de réaction est
supposée proportionnelle au produit des concentrations des réactifs. Pour des réactions
plus complexes, elle est généralement proportionnelle à des puissances de ces concentra-
tions. Cependant, on verra que la vitesse peut aussi être une fonction homographique des
concentrations, voire des combinaisons plus complexes de ces comportements. Ces lois sont
déduites des connaissances approfondies des étapes intermédiaires de la réaction considé-
rée.

Réactions élémentaires

On va supposer que les réactions élémentaires satisfont à la loi d’action de masse.
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1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

Loi d’ordre un : On considère la réaction la plus simple

A −→ B

Si cette réaction est élémentaire, on considère qu’à température constante, la vitesse de
réaction est proportionnelle à la concentration [A], soit

a
′
(t) = −ka(t) = −b′(t)

ce qui peut s’écrire

da

a
= −kdt.

Cette équation différentielle s’intègre immédiatement en

a(t) = a0e
−kt

où : a0 = a(0) est la valeur initiale de a. Beaucoup de réactions suivent en fait cette loi,
par exemple la décomposition radioactive de certains éléments chimiques. La constante k
est appelée constante de vitesse. Sa valeur n’est pas toujours trés bien connue : on peut la
déterminer à l’aide de mesures expérimentales.

Loi d’Arrhénius : La loi précédente correspond à une réaction se déroulant à température
constante. On s’attend à ce que la valeur de cette constante varie avec la température. C’est
l’objet de la loi d’Arrhénius qui s’écrit

k = Ae−Ea/RT

où T est la température absolue, R la constante des gazs parfaits (= 8,314 J/K), Ea
l’énergie d’activation et A une constante à préciser dans chaque cas.

Loi d’ordre deux : On considère la réaction supposée ”élémentaire”

A+B −→ C

On considère qu’à température constante la vitesse de réaction est de la forme

c
′
(t) = ka(t)b(t)

On dit alors qu’il s’agit d’une loi d’ordre deux par rapport à l’ensemble des réactifs, on
obtient

si a0 6= b0 ,
a

a− a0 + b0

=
a0

b0

e−k(b0−a0)t

sinon a(t) =
a0

1 + a0kt
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1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

A partir de ces deux lois élémentaires, on peut écrire les lois de comportement des
vitesses pour des réactions plus complexes, mais décomposables en réactions élémentaires
du type ci-dessus.

Quelques exemples

Exemple 1

A −→ B

B −→ C

Le bilan matière s’écrit alors
b
′
(t) = −a′(t)− c′(t)

Pour la loi de comportement, on peut supposer que chaque réaction est élémentaire et
d’ordre un, ce qui donne 

a
′
= −k1a

b
′
= k1a− k2b

c
′
= k2b

(1.6)

Exemple 2

A+B 
 X

X −→ C +D

Le système d’équations s’écrit 
a
′
= −k1ab+ k−1x = b

′

x
′
= k1ab− k−1x− k2x

c
′
= k2x = d

′

(1.7)

Exemple 3
On considère l’exemple de l’ammoniac

N2 + 3H2 −→ 2NH3

dont le mécanisme peut être expliqué par l’introduction d’un état intérmédiaire X

N2 + 3H2 
 X

X � NH3 +NH3

(1.8)

Si on suppose élémentaires les deux réactions, le système d’équations s’écrit (en supposant
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k1 = k2 = 1) 
d

dt
[N2] = −[N2][H2]3 + k−1[X] =

1

3

d

dt
[H2]

d

dt
[X] = [N2][H2]3 − k−1[X]− k−2[X] + [NH3]2

1

2

d

dt
[NH3] = k−2[X]− [NH3]2

(1.9)

Exemple 4
On va étudier l’exemple important de la catalyse enzymatique qui s’écrit :

E + S 
 ES

ES −→ E + P
(1.10)

où les molécules de substrat S réagissent avec l’enzyme E pour donner un produit P via la
formation d’un complexe intermédiaire ES. On obtient alors

d

dt
[E] = −k1[E][S] + k−1[ES] + k2[ES]

d

dt
[S] = −k1[E][S] + k−1[ES]

d

dt
[ES] = k1[E][S]− k−1[ES]− k2[ES]

d

dt
[P ] = k2[ES]

(1.11)

Formation de complexe intermédiaire et principe des états stationnaires

Nous venons de donner quelques exemples d’équations apparemment simples mais dont
la compréhension du vrai mécanisme nécessite l’introduction d’une succession d’équations
intermédiaires et aussi de composants intermédiaires. Souvent, ceux-ci sont trés réactifs
et ne sont pas vraiment détectables dans le mélange. Leur concentration reste en tous
cas négligeable devant celle des vrais réactifs ou produits. C’est le principe dit des états
stationnaires (P.E.S) que nous expliquerons sur l’exemple 2.

On y considère donc que le complexe intermédiaire X est trés réactif et qu’il arrive trés
vite à l’équilibre. Le P.E.S consiste à considérer brutalement que x′(t) = 0 dans le système
(1.7), ce qui donne

k1ab = (k−1 + k2)x

soit
x =

k1

k−1 + k2

ab

ainsi, le système devient 
a
′
= − k−1k2

k−1 + k2

ab

b = a+ b0 − a0

c
′
=

k1k2

k−1 + k2

ab = d
′

9
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Ainsi, on peut considérer qu’en fait, la réaction A+B −→ C +D est d’ordre 2. Par ailleurs,
on peut intégrer directement les deux premières équations pour obtenir a, b, puis en déduire
c, d.

Autres exemples

Exemple 5
On applique le P.E.S à l’exemple 3 en considérant que le complexe intermédiaire X est trés

réactif, soit
d

dt
[X] = 0, d’où

[X] =
k1

k−1 + k2

[N2][H2]3

et donc
d

dt
[N2] = −k1[N2][H2]3 +

k1k−1

k−1 + k2

[N2][H2]3

d’où
d

dt
[N2] =

−k1k2

k−1 + k2

[N2][H2]3 =
1

3

d

dt
[H2]

d’autre part
d

dt
[NH3] = 2k2[X]

ainsi
d

dt
[NH3] =

2k1k2

k−1 + k2

[N2][H2]3

Exemple 6
Considérons de manière analogue la réaction de l’exemple 4

E + S 
 ES

ES −→ E + P

En considérant que
d

dt
[ES] = 0, on obtient

k1[E][S] = (k2 + k−1)[ES]

et donc
d

dt
[P ] = k2[ES] =

k1k2

k−1 + k2

[E][S]

En utilisant le fait que [E] + [ES] = [E]0, on a alors

[E]0 = [E](
k−1 + k2 + k1[S]

k−1 + k2

)

ainsi
d

dt
[P ] =

k1k2

k−1 + k2 + k1[S]
[E]0[S]
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en posant KM =
k−1 + k2

k1

, appelée constante de Michaelis, on obtient

d

dt
[P ] =

k2

KM + [S]
[E]0[S]

Exemple 7
Il a été proposé en 1906 pour la vitesse de réaction de l’Hydrogène et du Brome

Br2 +H2 −→ 2HBr (1.12)

la loi empirique suivante
d

dt
[HBr] =

2L[H2][Br2]
1
2

1 +m[HBr]/[Br2]

Cette loi établie empiriquement a finalement obtenue une explication par le mécanisme de
réactions en chaîne suivant (voir [49])

Br2 −→ Br. +Br.

Br. +H2 −→ HBr +H .

H . +Br2 −→ HBr +Br.

H . +HBr −→ H2 +Br.

Br. +Br. −→ Br2

En effet, le système d’équations obtenues est le suivant

d

dt
[Br2] = −k1[Br2]− k3[H .][Br2] + k5[Br.]2

d

dt
[Br.] = 2k1[Br2]− k2[Br.][H2] + k3[H .][Br2] + k4[H .][HBr]− 2k5[Br.]2

d

dt
[H2] = −k2[Br.][H2] + k4[H .][HBr]

d

dt
[H .] = k2[Br.][H2]− k3[H .][Br2]− k4[H .][HBr]

d

dt
[HBr] = k2[Br.][H2]− k4[H .][HBr] + k3[H .][Br2]

En appliquant le P.E.S, il vient que

[H .] =
k2[Br.][H2]

k3[Br2] + k4[HBr]
et [Br.]2 =

k1

k5

[Br2]

ainsi
d

dt
[HBr] =

2L[H2].[Br2]
1
2

1 +m[HBr]/[Br2]

où L = k2

√
k1

k5

et m =
k4

k3

.
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1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

Système de réaction-diffusion

Nous nous plaçons maintenant dans une situation plus réaliste où les réactions ont lieu
dans un milieu ambiant où les concentrations dépendent aussi de la variable d’espace.
Prenons par exemple la réaction suivante

A+B −→ C

B + C −→ D

en supposant que chacune des réactions est élémentaire et suit une loi d’ordre 2, nous
aurions 

a
′
= −k1ab

b
′
= −k1ab− k2bc

c
′
= k1ab− k2bc

d
′
= k2bc

et la conservation de la matière s’exprime par

c
′
= −a′ − d′ , b′ = a

′ − d′

Pour tenir compte de la dépendance des concentrations de la variable d’espace x, nous
pouvons assimiler chaque constituant à un milieu continu animé d’une vitesse eulérienne
→
v (x, t). La quantité du constituant A contenu dans le volume w(t) est donnée par :ma(w(t)) =∫
w(t)

a(x, t)dx, et de même pour les autres constituants. D’après les résultats déjà obtenus,

on a
d

dt
ma(w(t)) =

∫
w(t)

∂a

∂t
+ div(a(x, t)

→
v )dx

ainsi, la variation instantanée de quantité de matière est donnée par

∂a

∂t
+ div(a(x, t)

→
v ).

Supposer que la vitesse des réactions ci-dessus suit une loi d’ordre 2 consiste à écrire que
cette variation instantanée est proportionnelle au produit des concentrations de A et B.
Ainsi, la première équation devient

∂a

∂t
+ div(a(x, t)

→
v )) = −k1ab

que nous écrivons le plus souvent

∂a

∂t
+ div(Ja) = Sa

12



1.1. QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX EN MODÉLISATION DES MILIEUX CONTINUS

et les lois de conservation de matière deviennent

d

dt
mc(w(t)) = − d

dt
ma(w(t))− d

dt
md(w(t))

d

dt
mb(w(t)) =

d

dt
ma(w(t))− d

dt
md(w(t))

Pour compléter le système, il faut ajouter une loi de comportement pour la vitesse des
particules ou le flux de matière de chaque constituant. La loi la plus simple et de domaine
de validité relativement large pour ce type d’application est la loi de Fick, soit

Ja = a
→
v = −da

→
∇a

où da est la fonction de diffusivité du constituant A. On introduit la même loi pour les
autres constituants avec pour chacun sa propre constante de diffusivité db , dc , dd. On
obtient comme modèle le système suivant d’équations aux dérivées partielles

∂a

∂t
− div(da∇a) = −k1ab

∂b

∂t
− div(db∇b) = −k1ab− k2bc

∂c

∂t
− div(dc∇c) = k1ab− k2bc

∂d

∂t
− div(dd∇d) = k2bc

Ici, il s’agit d’un système de réaction-diffusion, terminologie qui fait référence aux deux
phénomènes apparaissant dans l’équation diffusion de chaque constituant avec sa propre
vitesse de diffusion (régie par la constante de diffusivité) et interaction non linéaire entre
les différents constiuants.

La variable x varie dans un domaine de R3. On peut supposer ici que ce domaine est
indépendant du temps si la réaction a lieu dans un milieu ”fixe” ; on le note Ω.

Pour ”fermer” le système, il est indispensable d’ajouter des conditions au bord de Ω qui
doivent traduire les éventuels échanges de matière avec le milieu extérieur. Par exemple :

1- Si la réaction se produit dans un milieu isolé, on écrit que le flux de matière à la
frontière est nul, soit a

→
v .
→
n = 0 sur ∂Ω, ou selon la loi de Fick, da∇a.

→
n = 0 sur ∂Ω, ce qui

peut encore s’écrire si da est une constante positive
∂

∂n
a(x, t) = 0 pour x ∈ ∂Ω, t > 0.

2- Si le flux de matière, à travers la frontière est une fonction affine de la concentration,
on aurra dans ce cas

λ
→
∇a.→n = −(1− λ)a+ α sur ∂Ω× (0,∞)

ou encore
λ
∂a

∂n
+ (1− λ)a = α sur ∂Ω× (0,∞)

où λ ∈ [0, 1].

Ainsi, en appliquant ces résultats aux exemples précédents, nous obtenons :

13



1.2. MODÉLISATION MATHÉMATIQUE DU PHÉNOMÈNE DES TREMPES

* pour la réaction de l’amoniac (1.8), le système de réaction-diffusion associé est

∂[N2]

∂t
− d1∆[N2] = − k1k2

k−1 + k2

[N2][H2]3 pour (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

∂[H2]

∂t
− d2∆[H2] = − 3k1k2

k−1 + k2

[N2][H2]3 pour (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

∂[NH3]

∂t
− d3∆[NH3] =

2k1k2

k−1 + k2

[N2][H2]3 pour (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

∂[N2]

∂ν
=
∂[H2]

∂ν
=
∂[NH3]

∂ν
= 0 pour (x, t) ∈ ∂Ω× [0,∞)

[N2](x, 0) = n0, [H2](x, 0) = h0, [NH3](x, 0) = 0 pour x ∈ Ω

(1.13)

* pour la réaction enzymatique (1.10), nous obtenons

∂[E]

∂t
− d1∆[E] = 0 dans Ω× [0,∞)

∂[S]

∂t
− d2∆[S] =

−k2

KM + [S]
[E]0[S] dans Ω× [0,∞)

∂[P ]

∂t
− d3∆[P ] =

k2

KM + [S]
[E]0[S] dans Ω× [0,∞)

∂[E]

∂ν
=
∂[S]

∂ν
=
∂[P ]

∂ν
= 0 sur ∂Ω× [0,∞)

[E](x, 0) = E0, [S](x, 0) = S0, [P ](x, 0) = 0 pour x ∈ Ω

(1.14)

* quant à la réaction de l’Hydrogène et du Brome (1.12), elle entraîne le système de
réaction-diffusion suivant

∂[Br2]

∂t
− d1∆[Br2] =

−L[H2].[Br2]
1
2

1 +m[HBr]/[Br2]
dans Ω× [0,∞)

∂[H2]

∂t
− d2∆[H2] =

−L[H2].[Br2]
1
2

1 +m[HBr]/[Br2]
dans Ω× [0,∞)

∂[HBr]

∂t
− d3∆[HBr] =

2L[H2].[Br2]
1
2

1 +m[HBr]/[Br2]
dans Ω× [0,∞)

∂[Br2]

∂ν
=
∂[H2]

∂ν
=
∂[HBr]

∂ν
= 0 sur ∂Ω× [0,∞)

[Br2](x, 0) = n0, [H2](x, 0) = h0, [HBr](x, 0) = 0 pour x ∈ Ω

(1.15)

1.2 Modélisation mathématique du phénomène des trempes

Dans cette partie, nous présentons deux modèles mathématiques du processus des
trempes. La première est basée sur l’équation de la conduction thermique avec un tempéra-
ture variable. Dans le deuxième modèle, le problème est formulé en considérant l’énergie
interne comme une variable. On obtient une équation parabolique périodique avec une
non-linéarité par rapport au gradient de cette énergie.

14



1.2. MODÉLISATION MATHÉMATIQUE DU PHÉNOMÈNE DES TREMPES

Introduction

La martensite est formée par un refroidissement rapide (trempe) de l’austénite qui piège
les atomes de carbone qui n’ont pas le temps de se diffuser hors de la structure du cristal.
Cette réaction martensitique commence lors du refroidissement lorsque l’austénite atteint
la température de départ de la martensite (Ms) et le parent l’austénite devient mécani-
quement instable. À une température constante inférieure à Ms, une fraction de l’austénite
mère se transforme rapidement, alors la transformation se produira pas plus loin. Lorsque
la température diminue, l’austénite a une grand chance de transformer en martensite. En-
fin, quand la martensite est terminé la température (Mf) est atteinte et la transformation
est terminée. Martensite peut également former par application de stress (cette propriété
est fréquemment utilisée dans céramique trempée comme zircone stabilisée à l’oxyde d’yt-
trium et aciers spéciaux comme les aciers TRIP (c’est-à-dire les aciers à plasticité induite
par transformation)). Ainsi La martensite peut être induite thermiquement ou induite par
le stress.
Les matériaux métalliques, comme l’acier et les alliages chrome-nickel, présentent un com-
portement complexe au cours des processus de traitement thermique. En trempant, un
échantillon d’acier est chauffé au-dessus de 900 ◦ C et suivi d’un refroidissement. Soudain,
ce traitement induit un changement de phase pour générer de la martensite à la surface de
l’échantillon, afin d’augmenter sa résistance.
Le changement de phase austénite-martensite se produit dans une certaine plage de tempé-
rature et modifie les propriétés physiques du matériau. Les mesures de la chaleur spécifique
et de la conductivité thermique indiquent une dépendance non linéaire de ces paramètres
par rapport à la température pendant le changement de phase.
Maintenant nous présentons deux modèles mathématiques du processus de trempe. Pou le
premier modèle, on utilise l’équation de la conduction thermique pour obtenir une formu-
lation du problème avec température variable. un nouveau problème est reformulé dans le
deuxième modèle, dont la variable est l’énergie interne, enfin nous proposons un problème
mathématique plus général, en ajoutant une condition dans le temps et ce derier problème
nous ont étudié dans le chapitre 4 en détaille.

1.2.1 Modèle mathématique

Dans cette section, nous considérons la formulation mathématique du problème. La Sec-
tion 1.2.2 présente les équations de thermodynamique et la formulation du problème. Dans
la Section 1.2.3, nous présentons les reformulations du problème de la chaleur en termes
d’énergie interne E, l’équation résultante sera utilisée dans le chapitre 3 pour l’analyse
mathématique du modèle.
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1.2.2 Problème initial de la conduction thermique

Soit θ(t, x) le champ de la température. L’équation de la conservation de l’énergie est
donnée par

ρ
∂E

∂t
+ divq = f (1.16)

où ρ = ρ(θ) > 0 est la densité de masse présenter en fonction de la température ceci qui
donne la possibilité de changer la structure du matériau et E est l’énergie. Nous supposons
que le flux de la chaleur q est donné par la loi Fourier

q = −k(θ)∇θ, k = k(θ) > 0. (1.17)

De plus, on suppose que l’énergie interne E = E(θ) dépend de la température et que la
chaleur spécifique c est positive,

c(θ) =
∂E

∂θ
> 0, (1.18)

alors θ(t, x) vérifie le problème suivant
ρc
∂θ

∂t
− div(k∇θ) = f dans (0, T )× Ω

θ = g sur (0, T )× Γ

θ(0, x) = θ(T, x) pour x ∈ Ω

(1.19)

où g est une fonction prescrite de (0, T ) × Γ, et Ω est considéré comme le réacteur, qui est
supposé un ouverte borné régulière de RN avec bord Γ = ∂Ω.
Les propriétés thermiques doivent satisfaire à la règle du mélange. La chaleur spécifique et
la conductivité thermique sont données par

c = ξA cA + ξM cM and k = ξA kA + ξM kM ,

avec ξA + ξM = 1, où ξA est la fraction de volume de austénite et ξM est la fraction volu-
mique de martensite. le les sous-indices «A» et «M» désignent respectivement les proprié-
tés appartenant à la phases austénitique et martensitique. Lorsque la structure de certains
matériaux est définie par une température connue, il vient que la vitesse température du
stress est hors champ, ceci produira une transformation de phase dont le processus, ce qui
est souvent connue par un changement brusque. Nous prenons le signe ξ comme une cer-
taine phase de fraction volumique de la composition et nous adaptons la formule suivante
pour calculer la quantité de transformation de phase :

ξ = 1− exp(1− bntan),

Dans cette formule, bn(θ) et an(θ) sont deux paramètres corrélés avec la température, et
ils concernent également la composent de l’acieret et le conditionnement austénitique. La
quantité de transformation de l’austénite à la martensite est calculé par la formule sui-
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vante :
ξM(θ) = 1− exp[−λ(Ms − θ)], (1.20)

où λ = 0.011 et Ms est la température au début de la transformation de la martensite. De
plus, le principe de l’additivité donne l’expression de la fraction volumique de l’austénite
restreinte.

De plus, la fonction f correspond à la génération interne de la chaleur au changement
de phase est donné par

f = LM
∂ξM
∂t

+ µ, (1.21)

où la chaleur latente LM est supposée positive en raison de la transformation de la matrice
austénitique dans la martensite, et µ est une fonction mesurable périodique par rapport au
temps.

De (1.20) et (1.21), la fonction génératrice de la chaleur f est donné par

f = −L(θ)
∂θ

∂t
+ µ, L(θ) = λLM exp[−λ(Ms − θ)] > 0. (1.22)

1.2.3 Reformulation en termes d’énergie

Le but est d’établir les résultats d’existence de solution et des estimations dans les es-
paces de sobolev, ceci peut ètre achevé par une reformulation du problème (1.19) en termes
d’énergie interne E. A partir de (1.18), la température peut être donnée en fonction de
l’énergie, θ = θ(E). Donc la loi de Fourier (1.17) peut être écrit comme

q = −k(θ)∇θ = −α(E)∇E,

puisque,

∇E =
∂E

∂θ
∇θ = c(θ)∇θ,

la conductivité thermique k(θ) = c(θ)α(E), ce qui implique α = α(E) > 0. De plus (1.22),

la fonction f devient

f = −L(θ)

c(θ)

∂E

∂t
+ µ,

En considérant u = E(θ), et en substituant dans l’équation (1.16) nous obtenons

ρ
∂E

∂t
− div(α(E)∇E) = −L(θ)

c(θ)

∂E

∂t
+ µ,

(ρ+
L(θ)

c(θ)
)
∂E

∂t
− div(α(E)∇E) = µ. (1.23)

Alors
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ρ̂(u)
∂u

∂t
− div(α(u)∇u) = µ (1.24)

∂u

∂t
− div(α(u)∇u)

ρ̂(u)
= µ

1

ρ̂(u)

avec
ρ̂ = ρ+

L

c
> 0 (1.25)

Comme ρ̂(u) > 0, nous pouvons diviser l’équation ci-dessus pour ρ̂, et en utilisant la relation

div(
α(u)∇u
ρ̂(u)

) =
1

ρ̂(u)
div(α(u)∇u) + (∇ 1

ρ̂(u)
) · (α(u)∇u) (1.26)

on obtient

∂u

∂t
− div(

α(u)∇u
ρ̂(u)

) + (∇ 1

ρ̂(u)
) · (α(u)∇u) = µ

1

ρ̂(u)
(1.27)

or

∂u

∂t
− div(

α(u)∇u
ρ̂(u)

)− (
1

ρ̂(u)2

dρ̂(u)

du
∇u) · (α(u)∇u) = µ

1

ρ̂(u)
(1.28)

qui peut être écrit comme

∂u

∂t
− div(a(u)∇u) + b(u) |∇u|2 = F (u) (1.29)

Où

a(u) =
α(u)

ρ̂(u)
> 0 (1.30)

b(u) = − α(u)

ρ̂(u)2

dρ̂(u)

du
(1.31)

F (u) = µ
1

ρ̂(u)
(1.32)

Finalement, nous obtenons un probleme quasi-linéaire périodique par rapport au temps


∂u(t, x)

∂t
− div(a(u)∇u) + b(u) | ∇u |2= F (t, x, u) dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT

(1.33)
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Chapitre 2

Existence locale, globale, unicité et
positivité pour les systèmes de

Réaction-Diffusion

Introduction

Durant ces dérnières décennies, l’interêt porté à l’étude des systèmes de réaction-diffusion
n’a cessé de croître et une abondante littérature a été développée sur ce sujet, notamment
sur les problèmes d’existences locales, globales ou d’explosion en temps fini, de comporte-
ment asymptotique...

Cette thèse s’inscrit dans ce même contexte, nous nous intéressons en particulier à
l’étude des systèmes de réaction-diffusion de type (P). Nous commençons par rappeler
un résulat d’existence locale pour ce type de problèmes ainsi qu’une caractérisation du
temps maximal d’existence de la solution de laquelle nous déduisons un critère d’existence
globale.

Puis, dans un deuxième temps, nous introduisons les deux propriétés caractéristiques
de la classe des systèmes de réaction-diffusion pour laquelle nous allons étudier l’existence
globale des solutions à savoir (H1) et (H2).

2.1 Existence locale et unicité pour des systèmes de réaction-

diffusion

Soit Ω un ouvert borné de RN , de frontière régulière ∂Ω . Nous considérons le système
d’équations de réaction-diffusion suivant

∂v

∂t
(x, t)−D∆v(x, t) = f(v(x, t)) x ∈ Ω, t > 0

(1− λr)vr + λr
∂vr
∂ν

= αr, pour 1 ≤ r ≤ m x ∈ ∂Ω, t > 0

v(x, 0) = v0(x) x ∈ Ω.

(2.1)

où :
* v = (v1, ..., vm), vr : Ω× (0,∞) −→ R, pour 1 ≤ r ≤ m,

*
∂v

∂t
désigne le dérivée par raport au temps de v,
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* ∆ désigne l’opérateur Laplacien : ∆vr(x, t) =
N∑
j=1

∂2vr
∂x2

j

(x, t) pour 1 ≤ r ≤ m,

* D matrice diagonale carrée d’order m dont les coefficients dr sont strictement positifs,
* f fonction mesurable de Rm dans Rm et localement lipschitzienne

|f(p)− f(p̂)| ≤ K(r) |p− p̂| ,∀p, p̂ ∈ Rm avec |p| , |p̂| ≤ r (2.2)

où |.| désigne la norme euclidienne dans Rm,

* la condition initiale est définie par

v0 = (v0i)1≤i≤m ∈ L
∞(Ω,R)m, (2.3)

*
∂vr
∂ν

= ∇vr.
→
n =

m∑
j=1

∂vr
∂xj

.nj désigne la dérivée normale de vr,
→
n = (nj)1≤j≤m est le

vecteur normal extérieur à ∂Ω,
* pour tout 1 ≤ r ≤ m, λr et αr vérifient

0 ≤ λr ≤ 1, αr ∈ C2(
_
Ω). (2.4)

La définition suivante précise ce que nous désignons par une solution au sens classique.

Définition 2.1 (Solution classique)
Par solution classique, nous entendons une solution v appartenant à C2,1(

_
Ω × (0, Tmax))m et

vérifiant (2.1) au sens usuel.

Nous énonçons maintenant des conditions suffisantes assurant l’existence locale et l’uni-
cité de la solution classique de (2.1). Nous avons donc le résultat suivant :

Théorème 2.1 (Hollis-Martin-Pierre)
Sous le hypothèses (2.2) et (2.4), le système (2.1) admet une unique solution locale et classique
v sur [0, Tmax[, telle que pour chaque 1 ≤ r ≤ m, il existe Nr : [0, Tmax[→ [0,∞) continue avec

0 ≤ vr(t, x) ≤ Nr(t), ∀(x, t) ∈ Ω× [0, Tmax[ (2.5)

De plus, le temps maximal d’existence Tmax est caractérisé par

si Tmax <∞, alors lim
t−→Tmax

m∑
r=1

‖vr(t)‖L∞(Ω) = +∞ (2.6)

Voir [38] pour une démonstration de ce résultat.

Remarque 2.1
Pour étudier l’existence globale de la solution du système (2.1), c’est-à-dire déterminer si
Tmax = +∞, nous utilisons la contraposée de la caractérisation (2.6) du temps maximal
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de l’existence  S’il existe une fonction N : (0,∞)→ (0,∞) telle que pour

tout t ∈ [0, Tmax[:
m∑
r=1

‖vr(t)‖L∞(Ω) ≤ N(t), alors Tmax = +∞ (2.7)

Par conséquent, pour montrer l’existence globale des solutions classiques, il suffit de mon-
trer que celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps d’existence.

Remarque 2.2
Notons que sous les hypothèses (2.11) et (2.12), et si de plus on a une hypothèse de ”contrôle
de masse” sur f (condition dite de Lyapunov) : ∃ H : Rm → (0,∞) régulière satisfaisant :

i) |H(z)| → ∞ quand |z| → ∞
ii) ∃M ∈ R tel que : < ∇H(z), f(z) >≤MH(z), ∀z ∈ Rm

alors, l’existence globale pour le système différentiel ordinaire associé est assurée, soit
dy

dt
= f(y) t > 0

y(0) = v0 t = 0

Rappelons que l’existence globale pour une équation différentielle ordinaire implique toujours
l’existence globale pour l’équation de réaction-diffusion associée (c’est une application du prin-
cipe de maximum), mais ce résultat est en général faux pour les systèmes. Pour s’en convaincre,
nous proposons le contre-exemple suivant.

Soit le système
∂u

∂t
= a∆u+ 2aN x ∈ Ω, t > −1

∂v

∂t
= ∆v + 2(N − t)+v2 − 8 |1− u| v3 x ∈ Ω, t > −1

u = 0, v = (1 + t2)−1 x ∈ ∂Ω, t > −1

(2.8)

où Ω est la boule unité de RN , et r+ est définie par

r+ =

{
r, si r ≥ 0

0, sinon

Le système différentiel ordinaire associé est
y′1 = 2aN t ≥ 0

y′2 = 2(N − t)+y2
2 − 8 |1− y1| y3

2 t ≥ 0

y1(−1) = ξ1, y2(−1) = ξ2

(2.9)

alors, si a >
(N + 1)2

4N
, la solution de (2.9) existe dans [−1,∞), ∀ξ1, ξ2 ≥ 0. De plus

u(r, t) = 1− r2, v(r, t) = (t2 + r2)−1
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est une solution positive de (2.8) dans Ω̄× (−1,∞) qui explose dans L∞(Ω) quand t→ 0 (voir
[50]).

Remarque 2.3
Nous présentons ici un contre-exemple qui reflète l’importance de la condition dr > 0, pour
1 ≤ i ≤ m.

Nous considérons pour cela le système suivant

∂u

∂t
− d1∆u = −uvβ x ∈ Ω, t > 0

∂v

∂t
− d2∆v = uvβ x ∈ Ω, t > 0

∂u

∂n
=
∂v

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω, t > 0

u = u0, v = v0 x ∈ Ω, t = 0

(2.10)

Nous pouvons montrer que si d2 = 0, d1 > 0 et β > 1, alors il n’existe pas d’estimations dans
L∞ de la solution de (2.10) en terme de ‖u0‖L∞(Ω) et ‖v0‖L∞(Ω) pour t large. Plus précisément,
si pour a, b > 0 et u0, v0 tels que

0 ≤ u0 ≤ a , 0 ≤ v0 ≤ b

il existe une solution de (2.10) dans [0,T] telle que pour tout t ∈ [0, T ]

‖v(x, t)‖
L∞(Ω)

≤ c(T, a, b)

alors
T ≤ [(β − 1)bβ−1a]−1.

Pour plus de détails voir [38].

2.1.1 Positivité de la solution

Nous énonçons maintenant les hypothèses assurant que la positivité de la solution du
système (2.1) est préservée au cours du temps. Nous supposons donc que :

* la condition initiale est positive, c’est-à-dire

v0i(x) ≥ 0, ∀1 ≤ i ≤ m, et pour tout x dans Ω̄, (2.11)

* f est quasi-positive, c’est-à-dire

∀p1, ..., pm ≥ 0, si p̂r = (p1, ..., pr−1, 0, pr+1, ..., pm), alors fr(p̂r) ≥ 0, (2.12)

* pour tout 1 ≤ r ≤ m

αr ≥ 0 (2.13)
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Nous pouvons maintenant énoncer le théorème concernant la positivité de la solution
du système de réaction-diffusion (2.1).

Théorème 2.2
Sous les hypothèses(2.2) -(2.13), la positivité de la solution classique v de (2.1) est préservée

au cours du temps, c’est-à-dire v(x, t) ≥ 0, pour(x, t) ∈
_
Ω× [0, Tmax[.

Preuve
Nous définissons f̂ sur Rm par

f̂(v) = f̂(v1, ..., vm) =

{
f(v1, ..., vm), si vr ≥ 0, ∀1 ≤ r ≤ m

f(v1, ..., vi0−1 , 0, vi0+1 , ..., vm), si vi0 ≤ 0

Nous considérons alors le système suivant
∂v̂

∂t
(x, t) = D∆v̂(x, t) + f̂(v̂(x, t)), x ∈ Ω, t > 0

(1− λr)v̂r + λr
∂v̂r
∂ν

= αr, pour 1 ≤ r ≤ m, x ∈ ∂Ω, t > 0

v̂(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.

(2.14)

Notre objectif est de montrer que v̂ reste positive au cours du temps, ce qui termine la démons-
tration du théorème 9. En effet, dans ce cas, f̂ coincide avec f , et par conséquent v̂ serait une
solution positive de (2.1)

Nous introduisons , pour cela, la fonction sign− définie par

sign−r =

{
−1, si r < 0

0, sinon

Comme sign− est croissante, nous pouvons considérer la fonction ε , convexe, deux fois déri-
vable, et telle que

ε′(r) −→ sign−r quand ε −→ 0.

Pour tout 1 ≤ r ≤ m, nous multiplions la rème équation de (2.14) par j′ε(v̂r), nous avons alors
après intégration sur Ω∫

Ω

∂v̂r
∂t

j′ε(v̂r) = dr

∫
Ω

(∆v̂r)j
′
ε(v̂r) +

∫
Ω

f̂r(v̂)j′ε(v̂r). (2.15)

Nous notons par I1 et I2 les intégrales du membre de droite de (2.15). Nous obtenons, en
utilisant la formule de Green

I1 = −dr
∫
Ω

∇v̂r∇(j′ε(v̂r))dx+ dr

∫
∂Ω

∂v̂r
∂ν

j′ε(v̂r)dσ.
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Utilisant le fait que jε est convexe, nous aurons

−dr
∫
Ω

∇v̂r∇(j′ε(v̂r))dx = −dr
∫
Ω

j”
ε (v̂r) |∇v̂r|

2 dx ≤ 0.

Pour le terme sur le bord, nous avons deux cas à étudier :
1ercas : si 0 < λr ≤ 1, nous avons d’aprés (2.1)∫

∂Ω

∂v̂r
∂ν

j′ε(v̂r)dσ =

∫
∂Ω

(
αr
λr
− 1− λr

λr
v̂r) j

′
ε(v̂r)dσ

par passage à la limite, et en utilisant le théorème de Lebesgue, nous obtenons

lim
ε−→0

∫
∂Ω

∂v̂r
∂ν

j′ε(v̂r)dσ =
∫
∂Ω

(
αr
λr
− 1− λr

λr
v̂r)sign

−(v̂r)dσ

=
∫

∂Ω∩[v̂r≥0]

(
αr
λr
− 1− λr

λr
v̂r) sign

−(v̂r)dσ

+
∫

∂Ω∩[v̂r<0]

(
αr
λr
− 1− λr

λr
v̂r) sign

−(v̂r)dσ

utilisant la définition de sign−, (2.4) et (2.13), il vient que

lim
ε−→0

∫
∂Ω

∂v̂r
∂ν

j′ε(v̂r)dσ ≤ 0.

2èmecas : si λr = 0, dans ce cas v̂r = αr ≥ 0 sur ∂Ω et donc

lim
ε−→0

j′ε(v̂r) = sign−(αr) = 0 sur ∂Ω.

par suite

lim
ε−→0

∫
∂Ω

∂v̂r
∂ν

j′ε(v̂r)dσ = 0

ainsi, dans les deux cas

lim
ε−→0

∫
∂Ω

∂v̂r
∂ν

j′ε(v̂r)dσ ≤ 0

et donc
lim
ε−→0

I1 ≤ 0.
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Traîtons maintenant I2, nous avons

lim
ε−→0

I2 = lim
ε−→0

∫
[v̂r≥0]

f̂r(v̂) j′ε(v̂r) + lim
ε−→0

∫
[v̂r<0]

f̂r(v̂) j′ε(v̂r)

= −
∫

[v̂r<0]

f̂r(v̂)

= −
∫

[v̂r<0]

fr(..., v̂i−1, 0, v̂i+1, ...)

utilisant (2.12), nous trouvons
lim
ε−→0

I2 ≤ 0.

Ainsi, par passage à la limite dans (2.15), nous avons

lim
ε−→0

(

t∫
0

∫
Ω

(
∂v̂r
∂t

) j′ε(v̂r)) dxds ≤ 0

ce qui implique que

lim
ε−→0

t∫
0

∫
Ω

∂

∂t
(jε(v̂r)) dxds ≤ 0

par conséquent

lim
ε−→0

∫
Ω

jε(v̂r)(t) ≤ lim
ε−→0

∫
Ω

jε(v̂r(0))dx

d’aprés (2.11), nous avons

lim
ε−→0

∫
Ω

jε(v̂r)(t) ≤ 0

ainsi ∫
Ω

v̂−i (t)dx ≤ 0

d’où v̂−i = 0 et donc v̂i ≥ 0 pour i = 1, ...,m.

Remarque 2.4
La preuve donnée ici marche aussi si nous avons considéré une notion de solution plus générale,
à savoir les solutions dites faibles : v ∈ C([0, T ];L2(Ω))m ∩ L2(0, T ;H1

0 (Ω))m, pour plus de
détails, voir [6].

2.1.2 Existence globale pour les sytèmes de réaction-diffusion trian-

gulaire

Nous allons maintenant aborder le problème de l’existence globale de la solution v =

(vr)1≤r≤m de (2.1). Pour cela, nous supposons qu’il existe une fonction H ∈ C2(Rm
+ ,R) et

hr ∈ C2(R+,R) pour tout r = 1, ...,m telles que H(z) =
m∑
r=1

hr(zr) pour tout zr ≥ 0 et
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vérifiant
hr(0) = 0,∀1 ≤ r ≤ m, (2.16)

hr(zr), hr”(zr) ≥ 0, pour tout zr ≥ 0, r = 1, ...,m, (2.17)

H(z)→ +∞, si et seulement si |z| → +∞, (2.18)

il existe A = (aij)1≤i,j≤m ∈ Rm×m qui satisfait aij ≥ 0, aii > 0,∀1 ≤ i, j ≤ m tels que pour
tout j = 1, ...,m, il existe K1, K2 ≥ 0 indépendament de j tels que

j∑
i=1

aji h
′

i(zi)fi(z) ≤ K1H(z) +K2, ∀z ≥ 0, (2.19)

il existe q1, K3, K4 ≥ 0 tels que pour tout i = 1, ...,m, on a

h
′

i(zi)fi(z) ≤ K3(H(z))q1 +K4, pour tout z ≥ 0, (2.20)

il existe K5, K6 ≥ 0 tels que

< ∇H(z), f(z) >≤ K5H(z) +K6, pour tout z ≥ 0, (2.21)

Pour les conditions au bord, nous supposons que

∗ pour tout 1 ≤ i ≤ m, λi > 0,

∗ si ∃ i0 tel que λi0 = 0, alors on a :
• ∀ j 6= i0, λj = 0,

• ∃ j 6= i0, λj > 0, dans ce cas, αi0 = 0.

(2.22)

Remarque 2.5
i) Les hypothèses (2.17) et (2.18) assurent respectivement la convexité et la coercivité de

H de [0,∞) dans [0,∞).

ii) L’hypothèse (2.19) implique que le système (2.1) admet une structure triangulaire.

iii) L’hypothèse (2.20) est une condition de croissance polynômiale sur f . Le résultat est
indépendant de l’ordre de q1.

iv) Quant à (2.21), elle impose au système (2.1) d’être un système avec contrôle de masse.

En particulier, si H = I, alors (2.21) implique
m∑
r=1

fr ≤ K5

m∑
r=1

ur +K6 c’est la conserva-

tion de la masse.

Nous allons énoncer maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 2.3 (Existence globale)
Sous les hypothèses (2.2)-(2.13), et (2.16)-(2.22), le système de réaction-diffusion (2.1) ad-
met une unique solution globale classique et positive.
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2.1.3 Applications

Nous allons utiliser ce théorème pour montrer que les systèmes de réaction-diffusion
obtenus dans le 1er chapitre (modélisation) admettent une solution globale.

Exemple 8
La réaction de l’amoniac

N2 + 3H2 −→ 2NH3

donne le système suivant

∂[N2]

∂t
− d1∆[N2] = −α[N2][H2]3 pour (x, t) Ω× [0,∞)

∂[H2]

∂t
− d1∆[H2] = −3α[N2][H2]3 pour (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

∂[NH3]

∂t
− d3∆[NH3] = 2α[N2][H2]3 pour (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

∂[N2]

∂ν
=
∂[H2]

∂ν
=
∂[NH3]

∂ν
= 0 pour (x, t) ∈ ∂Ω× [0,∞)

[N2](x, 0) = n0, [H2](x, 0) = h0, [NH3](x, 0) = 0 pour x ∈ Ω

où nous avons posé α =
k1k2

k−1 + k2

.

Ce système admet une solution globale, puisque les hypothèses du Théorème 2.3 sont satis-
faites avec

H(z1, z2, z3) = z1 + z2 + z3, f1(z) = −αz1z
3
2 , f2(z) = −3αz1z

3
2 , f3(z) = 2αz1z

3
2 , A = 1 0 0

1 1 0

1 1 1

,

K1 = K2 = K4 = K5 = K6 = 0, K3 = α, q1 = 4.

Exemple 9
La réaction enzymatique conduit, après modélisation, au système suivant

∂[E]

∂t
− d1∆[E] = 0 dans Ω× [0,∞)

∂[S]

∂t
− d2∆[S] =

−k
KM + [S]

[E]0[S] dans Ω× [0,∞)

∂[P ]

∂t
− d3∆[P ] =

k

KM + [S]
[E]0[S] dans Ω× [0,∞)

∂[E]

∂ν
=
∂[S]

∂ν
=
∂[P ]

∂ν
= 0 sur ∂Ω× [0,∞)

[E](x, 0) = E0, [S](x, 0) = S0, [P ](x, 0) = 0 pour x ∈ Ω,

si nous avons posé k = k2.

Les hypothèses du théorème2.3 sont vérifiées avec

H(z1, z2, z3) = z1 + z2 + z3, f1(z) = 0, f3(z) = −f2(z) =
kz2

KM + z2

, A =

 1 0 0

1 1 0

1 1 1

,
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K1 = K2 = K4 = K5 = K6 = 0, K3 = α, q1 = 0.

Exemple 10
La réaction du l’Hydrogène et du Brome

Br2 +H2 −→ 2HBr

conduit au système suivant

∂v1

∂t
− d1∆v1 =

−Lv2v
3
2
1

v1 +mv3

dans Ω× [0,∞)

∂v2

∂t
− d2∆v2 =

−Lv2v
3
2
1

v1 +mv3

dans Ω× [0,∞)

∂v3

∂t
− d3∆v3 =

2Lv2v
3
2
1

v1 +mv3

dans Ω× [0,∞)

∂v1

∂ν
=
∂v2

∂ν
=
∂v3

∂ν
= 0 sur ∂Ω× [0,∞)

v1,0, v2,0, v3,0 ≥ 0

où nous avons posé v1 = [Br2], v2 = [H2] et v3 = [HBr].
Les conditions du théorème2.3 sont satisfaites avec

H(z1, z2, z3) = z1+z2+z3, f1(z) = f2(z) =
−Lz2z

3
2
1

z1 +mz3

, f3(z) =
2Lz2z

3
2
1

z1 +mz3

, A =

 1 0 0

1 1 0

1 1 1

,

K1 = K2 = K3 = K5 = K6 = 0, K3 = α, q1 = 2.

2.1.4 Étapes de la démonstration du résultat principal

Une estimation fondamentale

Nous allons énoncer un résultat donnant une estimation fondamentale vérifiée par la
solution de (2.1). Cette estimation serait importante pour la démonstration de l’existence
globale.

Théorème 2.4 (Estimation fondamentale)
Supposons que (2.2)-(2.13), (2.16)-(2.18), (2.21) et (2.22) sont satisfaites, alors il existe

g ∈ C([0,∞)) telle que :
∥∥∥∫ t0 H(v(., s))ds

∥∥∥
L∞(Ω)

≤ g(t), ∀0 < t < Tmax.

Un lemme fondamental

Le lemme technique suivant serait lui-aussi d’une grande importance dans la démons-
tration du Théorème 2.3.

Lemme 2.1
Sous les conditions (2.2)-(2.13), (2.17), (2.19) et (2.21), et pour tout j = 1, ...,m, il existe
ξ ≥ 1 tels que pour tout ξ ≤ p < ∞, il existe 0 < δp < 1 et K1p, K2p ∈ C([0,∞)) tels que
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∀0 ≤ τ < T < Tmax, nous avons

‖hj(vj)‖Lp(Q(τ,T )) ≤ K1p(T − τ) +K2p(T − τ) ‖H(v)‖δpLp(Q(τ,T )) . (2.23)

Nous passons maintenant à la démonstration du théorème concernant l’existence glo-
bale de la solution de (2.1).

Démonstration du Théorème 2.3

Notre objectif est de montrer que sous les hypothèses du Théorème 2.3, et pour tout
j = 1, ...,m, la norme de hj(vj) dans L∞(Ω) reste majorée par une fonction de t. Ainsi, et
d’aprés la coercivité de H (hypothèse (2.18)), ‖vj‖L∞(Ω)reste majorée par une fonction de
t. La caractérisation (2.7) entraîne alors l’existence globale de la solution de (2.1).

En effet, (2.23) entraîne que pour tout 1 ≤ p < ∞, il existe Mp, Np > 0 et 0 < δp < 1

tels que
‖H(v)‖Lp(Q(τ,T )) ≤Mp +Np(T − τ) ‖H(v)‖δpLp(Q(τ,T ))

et comme H(v) ≥ 0 et 0 < δp < 1, nous avons

‖H(v)‖Lp(Q(τ,T )) ≤ C(T − τ, p), pour tout 1 ≤ p <∞

ainsi
‖K3(H(z))q1 +K4‖Lp(Q(τ,T )) ≤ C(T − τ, p), pour tout 1 ≤ p <∞.

Nous considérons alors, pour tout j = 1, ...,m, Zj solution du problème suivant
∂Zj
∂t
− dj∆Zj = K3(H(z))q1 +K4 dans Ω×]0, T [,

(1− λj)Zj + λj
∂Zj
∂ν

= βj sur ∂Ω×]0, T [

Zj(x, 0) = ‖hj(vj(x, 0))‖L∞(Ω) dans Ω

(2.24)

où T < Tmax et
βj = max(‖hj(αj)‖L∞(∂Ω) ,

∥∥αjh′j(Nj)
∥∥
L∞(∂Ω)

). (2.25)

D’aprés le lemme linéaire (voir annexe), Zj existe, ∀ j = 1, ...,m. De plus, nous avons

‖Zj(, t)‖L∞(Ω) ≤Mj(t), ∀t ∈]0, T [ (2.26)

or l’hypothèse (2.17) entraîne que pour tout j = 1, ...,m

∂(hj(vj))

∂t
− dj∆(hj(vj)) ≤ h

′

j(vj).fj(v)

d’après (2.20), nous aurons

∂(hj(vj))

∂t
− dj∆(hj(vj)) ≤ K3(H(v))q1 +K4
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et comme Zj vérifie (2.24), nous obtenons

∂

∂t
(Zj − hj(vj))− dj∆(Zj − hj(vj)) ≥ 0, dans Ω×]0, T [.

D’autre part
(Zj − hj(vj))(x, 0) ≥ 0, pour tout x ∈ Ω

Il reste à comparer Zj et hj(vj) sur le bord de Ω×]0, T [, nous distinguons alors deux cas
1ercas : λj = 0, dans ce cas, Zj = βj et vj = αj sur ∂Ω, nous avons, en utilisant (2.25)

Zj − hj(vj) = βj − hj(αj) ≥ 0,

2émecas : λj > 0, dans ce cas, et d’aprés (2.1), nous avons

∂(hj(vj))

∂ν
= h′j(vj)(

αj
λj
− 1− λj

λj
vj) sur ∂Ω

utilisant (2.16) et (2.17), nous obtenons

∂(hj(vj))

∂ν
≤ h′j(vj)

αj
λj
− 1− λj

λj
hj(vj) sur ∂Ω

et d’aprés (2.4), (2.13),(2.8) et (2.17), nous avons

λj
∂(hj(vj))

∂ν
+ (1− λj)hj(vj) ≤ h′j(Nj)αj sur ∂Ω

ainsi la relation (2.25) entraîne que

λj
∂

∂ν
(Zj − hj(vj)) + (1− λj)(Zj − hj(vj)) ≥ βj − αjh′j(Nj) ≥ 0 sur ∂Ω

et d’aprés le théorème 9

0 ≤ hj(vj) ≤ Zj dans Ω×]0, T [, pour tout j = 1, ...,m

et utilisant (2.26), il vient que

‖hj(vj)‖L∞(Ω) ≤ ‖Zj‖L∞(Ω) ≤Mj(t), ∀t ∈]0, T [

finalement, (2.18) entraîne que

‖vj(x, t)‖L∞(Ω) ≤ Nj(t), ∀ j = 1, ...,m, ∀(x, t) ∈ Ω×]0, T [

par conséquent, Tmax = +∞.
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Démonstration du théorème 2.4

Nous démontrons ici que, sous les conditions (2.2)-(2.13), (2.16)-(2.18), (2.21) et
(2.22), il existe g ∈ C([0,∞)) telle que∥∥∥∥∥∥

t∫
0

H(v(x, s))ds

∥∥∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ g(t), ∀0 < t < Tmax.

Pour cela, nous posons

Z(x, t) =

t∫
τ

m∑
i=1

dihi(vi(x, s))ds, 0 ≤ τ < t < Tmax.

Nous avons d’une part
∂

∂t
Z(x, t) =

m∑
i=1

dihi(vi(x, t))

D’autre part
∆hi(vi) = hi”(vi) |∇vi|2 + h′i(vi)∆vi

d’où

∆Z =

t∫
τ

m∑
i=1

di[hi”(vi) |∇vi|2 + h′i(vi)∆vi]ds

utilisant maintenant l’hypothèse (2.17), nous obtenons

−∆Z ≤ −
∫ t

τ

m∑
i=1

dih
′
i(vi)∆vi

d’aprés (2.1), il vient que

−∆Z ≤
t∫
τ

∇H(v)(f(v)− ∂v

∂t
)

=
t∫
τ

< ∇H(v), f(v) > −
t∫
τ

< ∇H(v),
∂v

∂t
>

utilisons l’hypothèse (2.21) nous obtenons

−∆Z ≤ K5

t∫
τ

(H(v) +K6(t− τ) +H(v(x, τ)))−H(v(x, t))

d’où

H(v(x, t))−∆Z ≤ K5

t∫
τ

H(v) +K6(t− τ) +H(v(x, τ)).
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D’autre part, si l’on pose
dM = max

1≤i≤m
di, dm = min

1≤i≤m
di

il vient que
1

dM

m∑
i=1

dihi(vi) ≤ H(v) ≤ 1

dm

m∑
i=1

dihi(vi)

et donc
1

dM

∂Z

∂t
−∆Z ≤ K5

t∫
τ

1

dm

∂

∂t
Z(x, s)ds+K6(t− τ) +H(v(x, τ))

≤ K5

dm
Z(x, t) +K6(t− τ) +H(v(x, τ))

ainsi
−K5

dm
Z(x, t) +

1

dM

∂

∂t
Z(x, t)−∆Z(x, t) ≤ K6(t− τ) +H(v(x, τ))

Nous posons

w(x, t) = eαtZ(x, t) où α = −K5
dM
dm

nous avons alors
∂w

∂t
= (αZ +

∂Z

∂t
)eαt

ainsi w vérifie pour tout (x, t) ∈ Q(τ, t)

∂w

∂t
− dM∆w ≤ dM(K6(t− τ) +H(v(x, τ)))eαt = λ(x, t)

de plus
w(x, t) = Z(x, τ)eαt = 0

quant aux conditions sur le bord concernant w, nous avons à traîter trois cas :
1er cas : si pour tout i = 1, ...,m, λi > 0, dans ce cas

∂Z

∂ν
=

t∫
τ

m∑
i=1

dih
′
i(vi)

∂vi
∂ν

=
t∫
τ

m∑
i=1

dih
′
i(vi)(

αi
λi
− 1− λi

λi
vi)

=
t∫
τ

m∑
i=1

di h
′
i(vi)

αi
λi
−

t∫
τ

m∑
i=1

di
1− λi
λi

vih
′
i(vi)

d’après (2.16), (2.17) et (2.8), il vient que

∂Z

∂ν
≤

t∫
τ

m∑
i=1

di
αi
λi
h′i(Ni)−

t∫
τ

m∑
i=1

di
1− λi
λi

hi(vi)
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et en considérant λ∗ = min
1≤i≤m

1− λi
λi

, nous obtenons

λ∗Z +
∂Z

∂ν
≤

t∫
τ

m∑
i=1

di
αi
λi
h′i(Ni) = C(T−τ) , pour x ∈ ∂Ω, t ∈]0, Tmax[

2e cas : si ∀i = 1, ...,m, λi = 0, dans ce cas vi = αi sur ∂Ω et donc

Z(x, t) =

t∫
τ

m∑
i=1

dihi(αi)

d’après (2.4), αi ∈ C2(
_
Ω) et donc

Z(x, t) ≤ C(T − τ) ,pour x ∈ ∂Ω, t ∈]0, Tmax[

3e cas : si ∃I ⊂ {1, ...,m}, I 6= ∅ tel que ∀i ∈ I, λi = 0 et ∀j /∈ I, λj > 0. Dans ce cas, et
d’après (2.22), αi = 0 et donc vi = 0, ∀i ∈ I.

Nous avons alors

∂Z

∂ν
=

∫ t

τ

∑
i∈I

dih
′
i(vi)

∂vi
∂ν

+

∫ t

τ

∑
j /∈I

djh
′
j(vj)(

αj
λj
− 1− λj

λj
vj) (2.27)

utilisant (2.16) et le fait que
∂vi
∂ν

< 0, pour tout i ∈ I, nous obtenons

∂Z

∂ν
≤

t∫
τ

∑
j /∈I

dj
αj
λj
h′j(vi)−

t∫
τ

∑
j /∈I

dj
1− λj
λj

hj(vj)

(2.27) entraîne que

λ∗Z +
∂Z

∂ν
≤

t∫
τ

∑
j /∈I

dj
αj
λj
h′j(Ni) + λ∗

t∫
τ

∑
i∈I

dihi(vi)

or, ∀i ∈ I, hi(vi) = hi(0) = 0, ainsi

λ∗Z +
∂Z

∂ν
≤ C(T − τ) .

Finalement, w vérifie 
∂w

∂t
− dM∆w ≤ λ(x, t) dans Ω×]0, Tmax[

λ∗w +
∂w

∂ν
≤ C(T − τ) sur ∂Ω×]0, T max[

w(x, 0) = 0 dans Ω
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D’après le lemme linéaire (voir annexe), nous avons

‖w(., t)‖L∞(Ω) ≤ N(t) , ∀0 < τ < t < Tmax

d’où le résultat.

Démonstration du lemme 2.1

Notre objectif est de montrer que sous les conditions du lemme2.1, (2.23) est satisfaite,
∀j = 1, ...,m. Pour cela, nous considérons, pour tout 1 < p < ∞ et 0 < τ < t < T , une
fonction Θ ∈ Lp(Ω × [τ, t]) telle que ‖Θ‖Lp(Q(τ,t)) = 1, Θ ≥ 0, et pour tout j = 1, ...,m, Ψj

solution de 
−∂Ψj

∂t
− dj∆Ψj(x, t) = Θ(x, t) dans Ω× [τ, t]

(1− λj)Ψj + λj
∂Ψj

∂ν
= 0 sur ∂Ω× [τ, t]

Ψj(x, T ) = 0 dans Ω

(2.28)

Notons que si Wj(x, t) = Ψj(x, T − t), pour (x, t) ∈ Ω× [0, T − τ ], alors Wj vérifie
∂Wj

∂t
− dj∆Wj(x, t) = Θ(x, T − t) dans Ω× [0, t− τ ]

(1− λj)Wj + λj
∂Wj

∂ν
= 0 sur ∂Ω× [0, T − τ ]

Wj(x, 0) = 0 dans Ω

D’aprés le lemme linéaire (voir annexe), ∀j = 1, ...,m, Wj existe donc Ψj aussi. De plus,
Ψj ≥ 0 (par application directe du théorème 9, Wj et donc Ψj sont positifs).

Pour i = 1, ...,m, nous posons ui = hi(vi), Fi = h′i(vi)fi(v). Démontrons alors la relation
(2.23) par récurrence sur i.

Pour i = 1, nous avons d’aprés (2.28)

T∫
0

∫
Ω

u1Θ =

T∫
0

∫
Ω

u1(−∂Ψ1

∂t
− d1∆Ψ1)dxds

utilisant la formule de Green, il vient que

T∫
0

∫
Ω

u1Θ =
T∫
0

∫
Ω

−u1
∂Ψ1

∂t
+ d1

T∫
0

∫
Ω

∇u1.∇Ψ1 − d1

T∫
0

∫
Ω

u1
∂Ψ1

∂ν

=
T∫
0

∫
Ω

−u1
∂Ψ1

∂t
−

T∫
0

∫
Ω

d1∆u1.Ψ1 + d1

T∫
0

∫
∂Ω

(Ψ1
∂u1

∂ν
− ∂Ψ1

∂ν
u1)

d’aprés le lemmeA.2 (voir annexe), nous avons

T∫
0

∫
Ω

u1Θ ≤ −
T∫

0

∫
Ω

u1
∂Ψ1

∂t
−

T∫
0

∫
Ω

Ψ1.d1∆u1 + Cp,T . (2.29)
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Utilisant (2.1) et (2.17), et après intégration par partie, nous avons

−
T∫
0

∫
Ω

Ψ1.d1∆u1dxds ≤
T∫
0

∫
Ω

Ψ1(F1 −
∂u1

∂t
)dxds

≤
T∫
0

∫
Ω

(Ψ1F1 + u1
∂Ψ1

∂t
)dxds+

∫
Ω

Ψ1(x, 0)u10(x)dx

ainsi, (2.29) devient

T∫
0

∫
Ω

u1Θ ≤
T∫

0

∫
Ω

Ψ1F1dxds+

∫
Ω

Ψ1(x, 0)u10(x)dx+ Cp,T . (2.30)

En multipliant (2.30) par a11, et utilisant (2.3) et le lemmeA.2 (annexe)

T∫
0

∫
Ω

a11u1Θdxds ≤
T∫

0

∫
Ω

Ψ1a11F1dxds+ Cp,T (2.31)

d’aprés (2.19) nous avons

T∫
0

∫
Ω

a11u1Θdxds ≤ a11

T∫
0

∫
Ω

Ψ1(K1H(v) +K2)dxds+ Cp,T

≤ a11K2

T∫
0

∫
Ω

Ψ1dxds+ a11K1

T∫
0

∫
Ω

Ψ1H(v)dxds+ Cp,T

≤ a11K1

T∫
0

∫
Ω

Ψ1H(v)dxds+ Cp,T

utilisant l’injection de Sobolev, ∃Lp,T > 0 tel que

‖Ψ1(x, .)‖L∞(0,T ) ≤ Lp,T ‖Ψ1(x, .)‖Lp(0,T ) ,∀x ∈ Ω,

le lemmeA.2 (annexe) entraîne alors∥∥∥‖Ψ1(x, .)‖L∞(0,T )

∥∥∥
Lp(Ω)

≤ Cp,T

Ainsi, en appliquant l’inégalité de Hölder et le lemmeA.2 (voir annexe), il vient que

T∫
0

∫
Ω

Ψ1H(v) ≤ Lp,TCp,T ‖H(v)‖L1(0,T,L∞(Ω))

et d’aprés le théorème2.4, nous avons

T∫
0

∫
Ω

Ψ1H(v) ≤ Lp,TCp,T g(T )
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ainsi, nous obtenons

a11

T∫
0

∫
Ω

u1Θdxds ≤ Cp,T

d’où
‖u1‖Lq(QT ) ≤ C1(T ) + C2 ‖H(v)‖δqLq(0,T,Ω) avec 0 < δq < 1.

Supposons alors que (2.23) est vrais jusqu’à i− 1, et montrons ce résultat pour i.
En effet, et comme nous avons fait dans le cas i = 1, nous obtenons

T∫
0

∫
Ω

uiΘ =
T∫
0

∫
Ω

ui(−
∂Ψj

∂t
− dj∆Ψj)

≤ −
T∫
0

∫
Ω

ui
∂Ψj

∂t
− dj

T∫
0

∫
Ω

Ψj∆ui + Cp,T

≤ −
T∫
0

∫
Ω

ui
∂Ψj

∂t
− dj
di

T∫
0

∫
Ω

Ψjdi∆ui + Cp,T

≤ −
T∫
0

∫
Ω

ui
∂Ψj

∂t
− dj
di

T∫
0

∫
Ω

Ψj(Fi −
∂ui
∂t

) + Cp,T

≤ −
T∫
0

∫
Ω

ui
∂Ψj

∂t
+
dj
di
ui
∂Ψj

∂t
+
dj
di

ΨjFi +
dj
di

Ψj(0)ui0 + Cp,TΨjdi∆ui + Cp,T

≤ (
dj
di
− 1)

T∫
0

∫
Ω

ui
∂Ψj

∂t
+
dj
di

T∫
0

∫
Ω

ΨjFi + Cp,T

multiplions par
di
dj
aji et sommons de i = 1, ..., j, nous avons, d’aprés (2.19)

T∫
0

∫
Ω

j∑
i=1

di
dj
ajiuiΘ ≤

j−1∑
i=1

aji(1−
di

dj
)
T∫
0

∫
Ω

ui
∂Ψj

∂t
+

T∫
0

∫
Ω

Ψj(K1H(v) +K2) + Cp,T (2.32)

or, d’aprés l’hypothèse de récurrence, Hölder et le lemmeA.2 (annexe)

j−1∑
i=1

aji(1−
di

dj
)
T∫
0

∫
Ω

ui
∂Ψj

∂t
≤

j−1∑
i=1

aji

∣∣∣∣1− di

dj

∣∣∣∣Cp,T (K1q(T ) +K2q(T ) ‖H(v)‖δqLq(Q(τ,T )))

où 1
p

+ 1
q

= 1.

D’autre part, en appliquant toujours Hölder, il vient que

T∫
0

∫
Ω

ΨjH(v)dxds ≤
∫
Ω

‖Ψj‖L∞(0,T )

T∫
0

H(v)dxds

≤
∥∥∥‖Ψj‖L∞(0,T )

∥∥∥
Lp(Ω)

∥∥∥∥ T∫
0

H(v)

∥∥∥∥
Lq(Ω)

≤ Lp,TCp,T

∥∥∥∥ T∫
0

H(v)

∥∥∥∥
Lq(Ω)
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le Théorème 2.4 entraîne alors

T∫
0

∫
Ω

ΨjH(v)dxds ≤ Lp,TCp,T |Ω|
1
q g(T )

et donc (2.32) devient

T∫
0

∫
Ω

j∑
i=1

di
dj
ajiuiΘ ≤ C1q(T ) + C2q(T ) ‖H(v)‖δqLq(Q(τ,T )) .

Comme Θ ∈ Lp(Ω× [τ, t]) et que : ‖Θ‖Lp(Q(τ,t)) = 1 pour tout 1 < p <∞, (2.23) est vérifiée.
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Chapitre 3

Existence de solution périodique
faible pour le modèle des trempes

Ce chapitre expose l’analyse mathématique du modèle des trempes qui a été présenter
dans la Section 1.2. Pour prouver l’existence d’une solution faible à ce dernier modèle, nous
construisons une sur solution faible du problème considéré, puis en passant à l’utilisation
de la technique des sous et sur solution pour montrer l’existence d’une solution faible. Nous
rappelons que le modèle des trempes est modélisé par le problème parabolique suivant

∂u(t, x)

∂t
− div(a(u)∇u) +G(t, x, u,∇u) = F (t, x, u) dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT ,

(3.1)

Où Ω est un ouvert borné régulier ouvert de RN , N > 1, avec bord régulier ∂Ω, T > 0 est la
période, QT =]0, T [×Ω, ΣT =]0, T [×∂Ω et a : R → [0,+∞[ est continue, G et F sont des
fonctions carathéodory. Pour localiser notre problème, nous citons quelques travaux récent
concernant les problèmes périodiques.
1) H. Amann [10] a considéré le problème (3.1) dans le cas où F ∈ C2(QT ) indépendant
de u, a(u) est bornée ( |a(r)| ≤M <∞) et G est sous quadratique c’est à dire

|G(t, x, u, r)| ≤ c(|u|)(1 + |r|2).

Grâce au théorème de point fixe de Schauder, il a montré l’existence d’une solution clas-
sique periodique u ∈ C1(QT ).

2) T. Cardinali et N. S. Papageorgiou [23] Ont été considérés le problème quand F ∈
L2(QT ) indépendant de u, la fonction a(u) est bornée ( |a(r)| ≤ M < ∞) et G satisfaite
l’inégalité suivante

|G(t, x, u,∇u)| ≤ η(t, x) + C(|u|+ |∇u|)

avec η ∈ L2(QT ) and C > 0.
Ils sont basés sur la méthode des sous- et sur-solution pour montre l’existence d’une so-
lution faible périodique u ∈ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2(0, T,H1

0 (Ω)), telle que u 6 u 6 u, où
u, u ∈ L2(0, T,H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)) sont respectivement les sous- et sur-solutions du
problème.
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3.1 Résultat principal

Avant d’exposer nos résultats principaux, nous commençons par les hypothèses néces-
saires que nous supposons tout au long de ce chapitre.

3.1.1 Hypothèses

Nous considérons que{
a : [0, T ] × Ω× R→ [0,+∞[ une fonction carathéodory

0 < a0 ≤ a(s) ≤ a1 pour tout s ∈ R.
(3.2)



F : [0, T ] × Ω× R→ [0,+∞[ une fonction carathéodory
t→ F (t, x, u) une fonction périodique
u→ F (., ., u) fonction croissante

F (t, x, s) ≤ α(t, x) + β | s | où α ∈ L2(QT ) et β > 0

lim
s 7→±∞

sup F (t,x,s)
s

= 0.

(3.3)


G : [0, T ] × Ω× R× RN → [0,+∞[ une fonction carathéodory

G(t, x, s, 0) = min{G(t, x, s, r), r ∈ RN} = 0

G(t, x, s, r) ≤ c(| s |)(H(t, x) + ‖r‖2)

où c : [0,+∞[→ [0,+∞[ est croissante et H ∈ L1(QT ).

(3.4)

Remarque 3.1
G : [0, T ] × Ω× R× RN → [0,+∞[ est une fonction carathéodory, cela signifie :

(t, x) 7−→ G(t, x, s, r) est mesurable pour presque tous les (s, r),
(s, r) 7−→ G(t, x, s, r) est continu pour presque tous les (t, x).

Nous devons préciser dans quel sens nous voulons résoudre le problème (3.1). Pour cela,
nous introduisons la notion de solution faible, sous- et sur-solution faible.
Définition 3.1
Une fonction u est dite solution faible périodique du problème (3.1) si


u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)),

G(t, x, u,∇u), F (t, x, u) ∈ L1(QT )
∂u

∂t
− div(a(u)∇u) +G(t, x, u,∇u) = F (t, x, u) dans D′(QT )

u(0, .) = u(T, .) dans L2(Ω).

(3.5)

Définition 3.2
Nous appelons sur-solution faible périodique (resp. sous-solution) de (3.1) tout fonction u

satisfaisant (3.5) avec ” = ” remplacée par ” ≥ ” (resp. ” ≤ ”).

Dans la section suivante nous montrons l’existence d’une sur-solution périodique faible de
(3.1) afin de prouver l’existence de la solution faible.
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3.1.2 Existence d’une sur-solution faible périodique

La positivité de la non-linéarité G implique que la solution w du problème suivant est
une sur-solution du (3.2)

∂w(t, x)

∂t
− div(a(w)∇w) = F (t, x, w) dans QT

w(0, .) = w(T, .) dans Ω

w(t, x) = 0 sur ΣT

(3.6)

Avant de montrer l’existence de w nous définissons la notion de solution faible du problème
(3.6).

Définition 3.3
Une fonction w est dite solution périodique faible du problème (3.6) si

w ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

∂w

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), w(0) = w(T ) dans L2(QT )

et pour tout φ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), on a∫ T

0

〈∂w
∂t
, φ〉+

∫
QT

a(w)∇w∇φ =

∫
QT

F (t, x, w)φ. (3.7)

Où 〈, 〉 est le produit de la dualité entre H1
0 (Ω) et H−1(Ω).

Théorème 3.1
Supposons que (3.2) et (3.3) sont satisfaits. Alors (3.6) admet une solution faible périodique.

Pour prouver l’existence d’une sur-solution faible périodique, nous utilisons la théorie de
degré topologique, tout d’abord considérons le problème suivant

∂w(t, x)

∂t
− div(a(v)∇w) + w = F (t, x, v) + v dans QT

w(0, .) = w(T, .) dans Ω

w(t, x) = 0 sur ΣT ,

(3.8)

où v ∈ L2(QT ).

Remarque 3.2
Une fonction w est appelée solution périodique faible de (3.8) si

w ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

∂w

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), w(0) = w(T ) dans L2(QT )

et pour tout φ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), on a∫ T

0

〈∂w
∂t
, φ〉+

∫
QT

a(v)∇w∇φ+

∫
QT

wφ =

∫
QT

F (t, x, v)φ+

∫
QT

vφ. (3.9)
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Lemme 3.1
Si v ∈ L2

+(QT ), alors (3.8) admet une unique solution faible périodique de plus la solution est
positive.

Preuve
Concernant l’existence et l’unicité de w nous renvoyons le lecteur aux [47], Chapitre 2, p.236.
Pour montrer la positivité de w, nous définissons la fonction sign− par

sign−(r) =

{
−1 si r < 0

0 si r > 0

et nous introduisons la fonction convexe jε ∈ C2(R), telle que j′ε est bornée et pour tout r ∈ R
on a

j′ε(r)→ sign−(r) lorsque ε→ 0.

On prend φ = j′ε(w) dans (3.9), on obtient∫ T

0

〈∂w
∂t
, j′ε(w)〉+

∫
QT

a(v)∇w∇j′ε(w) +

∫
QT

wj′ε(w) =

∫
QT

F (t, x, v)j′ε(w) +

∫
QT

vj′ε(w).

∫
Ω

[jε(w(T ))− jε(w(0))] + a0

∫
QT

| ∇w |2 j′′ε (w) +

∫
QT

wj′ε(w) 6
∫
QT

F (t, x, v)j′ε(w)

+

∫
QT

vj′ε(w).

le fait que w est périodique et jε est convexe, implique que∫
QT

wj′ε(w) 6
∫
QT

F (t, x, v)j′ε(w) +

∫
QT

vj′ε(w)

6
∫

[w<0]

F (t, x, v)j′ε(w) +

∫
[w>0]

F (t, x, v)j′ε(w) +

∫
[w<0]

vj′ε(w)

+

∫
[w>0]

vj′ε(w).

Puisque j′ε(w) = 0 sur l’ensemble w > 0, on aura∫
QT

wj′ε(w) 6
∫

[w<0]

F (t, x, v)j′ε(w) +

∫
[w<0]

vj′ε(w).

Tendant ε vers 0, on obtient∫
QT

w.sign−(w) 6 −
∫

[w<0]

F (t, x, v)−
∫

[w<0]

v.
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Utilisons (3.3) et le fait que v ∈ L2
+(QT ), on a∫

QT

(w)− 6 0.

Ce qui signifie que w > 0 dans QT .

Proposition 3.1
L’opérateur de solution S définit par

S : L2
+(QT ) −→ L2

+(QT )

v 7−→ w,

où w est l’unique solution de (3.8), est compact.

Preuve
Étape 1
Nous montrons que S est continu, soit (vn) une suite dans L2

+(QT ), telle que vn converge
fortement vers v dans L2

+(QT ), posons wn = S(vn) et on prend φ = wn dans (3.9), on obtient∫ T

0

〈∂wn
∂t

, wn〉+

∫
QT

a(vn) | ∇wn |2 +

∫
QT

| wn |2=

∫
QT

F (t, x, vn)wn +

∫
QT

vnwn,

d’après le Lemme 3.7 de l’Annexe, on a∫ T

0

〈∂wn
∂t

, wn〉 = 0

grâce aux hypotèses (3.2), (3.3) et par application de l’inégalité de Hölder on trouve

a0

∫
QT

| ∇wn |2 +

∫
QT

| wn |26
(
‖ α ‖L2(QT ) +(1 + β) ‖ vn ‖L2(QT )

)
‖ wn ‖L2(QT ) .

on peut appliqué l’inégalité de Young pour obtenir

‖ wn ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))6 C

(
‖ α ‖L2(QT ) +(1 + β) ‖ vn ‖L2(QT )

)
. (3.10)

Puisque vn → v fortement dans L2
+(QT ), alors

‖ wn ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))6 C, (3.11)

avec C est une constante positive indépendante de n. Nous rappelons que wn satisfaite

∂wn
∂t

= div(a(vn)∇wn)− wn + F (t, x, vn) + vn,

observons que (div(a(vn)∇wn)−wn) est bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)) et l’hypothèse (5.17)
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affirme que la suite (F (t, x, vn) + vn) est bornée dans L2(QT ), ce qui implique

‖ ∂wn
∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ω))6 C. (3.12)

Grâce aux estimations (3.11), (3.12) et par application de lemme de compacité d’Aubin, nous
pouvons extraire de (wn) une sous-suite notée par (wn) telle que

wn → w fortement dans L2(QT ) et p.p dans QT ,

wn ⇀ w faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

∂wn
∂t

⇀
∂w

∂t
faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)),

vn → v fortement dans L2(QT ) et p.p dans QT ,

F (t, x, vn)→ F (t, x, v) fortement dansL2(QT ) et p.p dans QT .

Par passage à la limite dans (3.9), on obtient w = S(v), ce qui implique que S est continu.
Étape 2
Pour montrer la compacité de S, on prend (vn) une suite bornée dans L2

+(QT ) et soit wn =

S(vn), par le même raisonnement, on a les estimations (3.11), (3.12), ensuite le lemme d’Au-
bin, implique que la suie (wn) est relativement compacte dans L2(QT ), cela termine la preuve.

Maintenant, nous introduisons l’opérateur

H : [0, 1]× L2
+(QT )→ L2

+(QT )

(λ, v) 7→ S(λv),

il est clair que H est compact. Il reste à montrer l’existence de R0 > 0 pour lequel le degré
topologique est bien définie.

Lemme 3.2
Supposons que w = H(λ,w), pour tout λ ∈ [0, 1]. Alors il existe R0 > 0, telle que

‖ w ‖L2(QT )< R0.

Preuve
Supposons que wn = H(λn, wn) et ‖ wn ‖L2(QT )> n.
Posons

un =
wn

‖ wn ‖L2(QT )

,

on prend φ = wn dans (3.9), on obtient∫ T

0

〈∂wn
∂t

, wn〉+

∫
QT

a(λnwn) | ∇wn |2=

∫
QT

F (t, x, λnwn)wn.
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D’après le Lemme 3.7 de l’Annexe, on a∫ T

0

〈∂wn
∂t

, wn〉 = 0

l’hypothèse (3.2) implique que

a0

∫
QT

| ∇wn |26
∫
QT

| F (t, x, λnwn)wn | .

Alors

a0

∫
QT

| ∇un |26
∫
QT

∣∣∣∣F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un

∣∣∣∣. (3.13)

Utilisons l’inégalité de Hölder et (3.3) on obtient

‖ un ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))6 C.

de plus,
∂un
∂t

= div(a(λnwn)∇un) +
F (t, x, λwn)

‖ wn ‖L2(QT )

,

D’après (3.2), (3.3) le dernier terme est borné dans L2(QT ), ce qui implique que

‖ ∂un
∂t
‖L2(0,T ;H−1(Ω))6 C.

Et par suite, on peut extraire de la suite (un) une sous-suite notée encore (un), telle que

un → u fortement dans L2(QT ) et p.p dans QT ,

| un |6 η, avec η ∈ L2(QT ).

par conséquent, ‖ u ‖L2(QT )= 1, ce qui implique que u 6= 0. Pour avoir une contradiction, il
suffit de montrer que

lim
n7→+∞

∫
QT

∣∣∣∣F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un

∣∣∣∣ = 0.

Pour cela, nous pouvons appliquer le théorème de la convergence dominée, on a∣∣∣∣F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un

∣∣∣∣ 6 [
α(t, x) + λnβ

| wn |
‖ wn ‖L2(QT )

]
| un |

6

[
α(t, x) + β | un |

]
η

6

[
α(t, x) + βη

]
η ∈ L1(QT ).

il reste à montrer que
F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un → 0 p.p dans QT ,
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Soit (t, x) ∈ QT , tel que un(t, x) converge vers u(t, x), nous avons trois cas à discuter
Cas 1 : u(t,x)>0.
wn(t, x) = un(t, x) ‖ wn ‖L2(QT ), alors wn(t, x) converge vers +∞.

F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un =
F (t, x, λnwn)

λnwn(t, x)

λnwn(t, x)

‖ wn ‖L2(QT )

un(t, x)

=
F (t, x, λnwn)

λnwn(t, x)
(un(t, x))2,

utilisons (3.3) et le fait que

lim
s 7→+∞

F (t, x, s)

s
= 0,

on obtient
F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un → 0.

Cas 2 : u(t,x)<0.
Ce cas est similaire au premier, on a wn(t, x) = un(t, x) ‖ wn ‖L2(QT ), alors wn(t, x) converge
vers −∞, et d’après

lim
s 7→−∞

F (t, x, s)

s
= 0,

on obtient,
F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un → 0.

Cas 3 : u(t,x)=0.

∣∣∣∣F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un

∣∣∣∣ 6 [
α(t, x) + λnβ

| wn(t, x) |
‖ wn ‖L2(QT )

]
| un(t, x) |

6

[
α(t, x) + β | un(t, x) |

]
| un(t, x) |

Passons à la limite et utilisons le faite que u(t, x) = 0, on a

F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un → 0.

d’après (3.13)

a0

∫
QT

| ∇un |26
∫
QT

∣∣∣∣F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un

∣∣∣∣,
ce qui implique

a0 ‖ un ‖2
L2(QT )6 CΩ

∫
QT

∣∣∣∣F (t, x, λnwn)

‖ wn ‖L2(QT )

un

∣∣∣∣,
où CΩ est la constante de Poincaré, si on passe à la limite, on obtient a0 6 0, ce qui impossible,
ceci termine la preuve.
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Preuve du Théorème 3.1

D’après le Lemme 3.2 la degré topologique est bien définie, alors

deg(Id−H(1, .), B(0, R0), 0) = deg(Id−H(0, .), B(0, R0), 0).

Pour montrer que (3.6) admet une solution faible périodique, il suffit de prouver que

deg(Id−H(0, .), B(0, R0), 0) = 1,

cela peut être assuré si
‖ ψ ‖L2(QT )6 R0,

où ψ = H(0, ψ). on prend ψ comme fonction de test dans (3.9), on obtient∫ T

0

〈∂ψ
∂t
, ψ〉+

∫
QT

a(0) | ∇ψ |2=

∫
QT

F (t, x, 0)ψ.

d’après (3.2), (3.3) et la périodicité, il vient que

a0

∫
QT

| ∇ψ |2 6
∫
QT

| α(t, x)ψ | .

6 ‖ α ‖L2(QT )‖ ψ ‖L2(QT ) .

L’inégalité de Young nous donne,

‖ ψ ‖L20,T ;H1
0 (Ω)6 C(a0) ‖ α ‖L2(QT ),

alors, on aura l’estimation suivante

‖ ψ ‖L2(QT )6 CΩC(a0) ‖ α ‖L2(QT ):= R1,

où CΩ est la constante de poincaré et C(a0) est une constante positive qui dépend seulement
de a0.
Enfin, en choisissant R̃ = max(R0, R1), on a

deg(Id−H(1, .), B(0, R̃), 0) = deg(Id−H(0, .), B(0, R̃), 0) = 1.

3.1.3 Existence d’une solution périodique faible

Théorème 3.2
Supposons que (3.2), (3.3) et (3.4) sont satisfaits. Alors le problème (3.1) admets une solution
faible périodique telle que 0 ≤ u ≤ w dans QT , où w est la solution du problème (3.6).

La preuve de ce théorème est divisée en plusieurs étapes.
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Étape 1. Problème approché

Pour n > 1, nous approchons G comme suit :

Gn(t, x, s, r) =
G(t, x, s, r)

1 +
1

n
| G(t, x, s, r) |

,

il est facile de vérifier que Gn satisfaite

0 6 Gn 6 Gn+1 6 G, and | Gn |6 n.

Nous considérons la suite définie par u0 = w et pour n ≥ 1, un est la solution du problème

(Pn)


un ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ] , L2(Ω))
∂un
∂t
− div(a(un)∇un) +Gn(t, x, un,∇un) = F (t, x, un−1) dans D′(QT )

un(0) = un(T ) dans L2(Ω),

(3.14)

Un argument d’induction peut être appliqué pour prouver que (3.14) a une solution telle
que

0 ≤ un ≤ un−1 ≤ w.

Pour n = 1 , u0 = w alors 0 ≤ u0 ≤ w et F (t, x, u0) = F (t, x, w), puisque w est une
solution faible de (3.6), alors le résultat classique de [23] peut être appliqué pour prouver
l’existence de u1 solution de (P1) (3.14) telle que 0 6 u1 6 u0 6 w.
Supposons maintenant que le résultat est vrai jusqu’au n nous allons prouver que le résultat
est vrai pour n+ 1, alors on suppose que 0 ≤ un ≤ un−1 ≤ w et

(Pn)


un ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ] , L2(Ω))
∂un
∂t
− div(a(un)∇un) +Gn(t, x, un,∇un) = F (t, x, un−1) dans D′(QT )

un(0) = un(T ) dans L2(Ω).

Puisque Gn et F sont des fonctions croissantes, on a
un ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ] , L2(Ω))
∂un
∂t
− div(a(un)∇un) +Gn+1(t, x, un,∇un) ≥ F (t, x, un) dans D′(QT )

un(0) = un(T ) dans L2(Ω)

alors un est une sur-solution de (Pn+1), d’après le résultat de [23] le problème (Pn+1) admet
une solution un+1 telle que 0 ≤ un+1 ≤ un.

Ensuite, nous avons prouvé par induction que pour tout n ≥ 1, le problème (3.14) a
une solution telle que

0 ≤ un ≤ un−1 ≤ w.
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De plus, il existe une fonction mesurable u : QT −→ [0,+∞[ telle que un → u p.p. dans
QT et 0 ≤ u ≤ un ≤ w, grâce au théorème de convergence dominé, nous obtenons

un → u fortement dans L2(QT ), (3.15)

F (t, x, un−1) → F (t, x, u) fortement dans L2(QT ). (3.16)

Étape 2. Estimations a priori

Nous proposons de passer à la limite en (3.14), ceci peut être assuré en prouvant les
lemmes suivants.
Lemme 3.3
Si un est une solution de (3.14), alors il existe une constante C1 qui dépend de β, T , | Ω |,
‖ α ‖, ‖ w ‖ telle que ∫

QT

| Gn(t, x, un,∇un) | dxdt ≤ C1.

Preuve
Intégrant l’équation satisfaite par un sur QT , on a∫

QT

∂un
∂t
−
∫
QT

div(a(un)∇un) +

∫
QT

Gn(t, x, un,∇un) =

∫
QT

F (t, x, un−1)

Puisque un(0, .) = un(T, .) et d’après l’hypotèse (3.3), on obtient∫
QT

| Gn(t, x, un,∇un) | dxdt ≤
∫
QT

(α(t, x) + β | w |)dxdt,

L’inégalité de Hôlder nous donne,∫
QT

| Gn(t, x, un,∇un) | dxdt ≤ (T | Ω |)
1
2 (‖ α ‖L2(QT ) +β ‖ w ‖L2(QT )).

Lemme 3.4
Soit un solution de (3.14), alors il existe une constante C2 qui dépend de a0, β, T , | Ω |, ‖ α ‖,
‖ w ‖ telle que

‖ un ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))≤ C2.

Preuve
Multiplions le problème (Pn) par un et intégrons sur QT , on obtient∫ T

0

〈∂un
∂t

, un〉+

∫
QT

a(un) | ∇un |2 +

∫
QT

Gn(t, x, un,∇un)un =

∫
QT

F (t, x, un−1)un.

Par le Lemme 5.1 de l’Annexe on conclut que∫ T

0

〈∂un
∂t

, un〉 = 0,
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en utilisant (3.2), (3.3) et (3.4), on obtient∫
QT

a(un) | ∇un |2 ≤
∫
QT

F (t, x, w)w

a0

∫
QT

| ∇un |2 ≤
∫
QT

(α(t, x) + β | w |) | w |

par application de l’inégalité de Hôlder, on a∫
QT

| ∇un |2≤ C(‖ α ‖L2(QT ) +β ‖ w ‖L2(QT )) ‖ w ‖L2(QT )

Lemme 3.5
Soit un une solution de (Pn), alors

lim
n→+∞

∫
QT

a(un)∇un(∇un −∇u) ≤ 0.

Preuve
On sait que 0 ≤ u ≤ un ≤ w, choississons (un − u) une fonction de test, on a

∫ T

0

〈∂un
∂t

, un − u〉+

∫
QT

a(un)∇un(∇un −∇u) +

∫
QT

Gn(t, x, un,∇un)(un − u)

=

∫
QT

F (t, x, un−1)(un − u).

Remarquons que, ∫
QT

Gn(t, x, un,∇un)(un − u) > 0,

et l’hypothèse (3.3) nous donne∫ T

0

〈∂un
∂t

, un − u〉+

∫
QT

a(un)∇un(∇un −∇u) ≤
∫
QT

(α(t, x) + β | w |)(un − u)

≤ (‖ α ‖L2(QT ) +β ‖ w ‖L2(QT )) ‖ un − u ‖L2(QT ) (3.17)

De plus, ∫ T

0

〈∂un
∂t

, un − u〉 =

∫ T

0

〈∂un
∂t

, un〉 −
∫ T

0

〈∂un
∂t

, u〉,

par le Lemme 5.1 de l’Annexe, on a ∫ T

0

〈∂un
∂t

, un〉 = 0,

alors ∫ T

0

〈∂un
∂t

, un − u〉 = −
∫ T

0

〈∂un
∂t

, u〉.
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Pour traiter la dernière intégrale, nous définissons la régularisation de Lebesgue-Steklov uh de
u, pour h > 0 par

uh(t, x) =
1

h

∫ t+h

t

u(s, x)ds.

on a

lim
n→+∞

∫
QT

〈∂un
∂t

, u〉 = lim
h→0

lim
n→+∞

∫
Ω

∫ T−h

0

uh
∂uhn
∂t

.

On sait que un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), ce qui implique que uhn ⇀ uh faiblement

dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), on a

lim
n→+∞

∫
QT

〈∂un
∂t

, u〉 = lim
h→0

∫
Ω

∫ T−h

0

uh
∂uh

∂t

=
1

2
lim
h→0

∫
Ω

(uh)2(T − h)− (uh)2(0) = 0.

Puisque un → u fortement dans L2(QT ) et selon (3.17) on conclut que

lim
n→+∞

∫
QT

a(un)∇un(∇un −∇u) ≤ 0.

D’où le lemme est prouvé.

Lemme 3.6
Soit un solution du problème (Pn) telle que

un → u fortement de L2(QT ) et p.p dans QT ,

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

et
lim

n→+∞

∫
QT

a(un)∇un(∇un −∇u) ≤ 0.

Alors
un → u fortement dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Preuve
Le fait que un converge vers u fortement dans L2(QT ) et p.p dans QT et par application du
théorème de la convergence dominée, on obtient

a(un)∇u→ a(u)∇u fortement dans L2(QT ).

Puisque
un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)),

on aura ∫
QT

a(un)∇u(∇un −∇u)→ 0.
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Remarquons que,∫
QT

a(un) | ∇un −∇u |2=

∫
QT

a(un)∇un(∇un −∇u)−
∫
QT

a(un)∇u(∇un −∇u)

ce qui implique que,

lim
n→+∞

∫
QT

a(un) | ∇un −∇u |2≤ 0

d’autre part, on a

0 ≤ a0

∫
QT

| ∇un −∇u |2≤
∫
QT

a(un) | ∇un −∇u |2 .

En passant à la limite dans la dernière inégalité, nous concluons que

lim
n→+∞

∫
QT

| ∇un −∇u |2= 0.

Étape 3. Passage à la limite

Le but de cette section est de prouver que la limite u de la suite un est une solution
périodique faible de (3.1) au sens de la définition 3.1. D’après (3.16) et le lemme 3.4 on
conclut l’existence d’une sous-suite, toujours notée un pour la simplicité, telle que

un → u fortement dans L2(QT ) and p.p. in QT

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω))

et grâce aux résultats de 3.5 et 3.6 on a

un → u fortement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

il rest à montrer que

Gn(t, x, un,∇un)→ G(t, x, u,∇u) dans L1(QT ). (3.18)

En utilisant le lemme 3.3 et la convergence forte de un dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) on a

Gn(t, x, un,∇un)→ G(t, x, u,∇u) p.p dans QT .

Pour montrer (3.18) il suffit de prouver que Gn(t, x, un,∇un) est équi-intégrable dans
L1(QT ) c’est à dire

∀ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ K ⊂ QT , if |K| < δ alors
∫
K

Gn(t, x, un,∇un) dx dt ≤ ε.
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Soit K un sous ensemble mesurable de QT , ε > 0, et h > 0. On a∫
K

Gn(t, x, un,∇un) dx dt = I1 + I2.

Où
I1 =

∫
K∩[un>h]

Gn(t, x, un,∇un) dx dt,

et
I2 =

∫
K∩[un≤h]

Gn(t, x, un,∇un) dx dt.

La première intégrale I1 vérifier l’inégalité suivante

I1 ≤
1

h

∫
K

unGn(t, x, un,∇un) dx dt,

en utilisant l’équation satisfaite par un dans (3.14), l’hypotèse (3.2) et (3.3), on obtient

I1 ≤
1

h

∫
QT

(a(un) | ∇un |2 +F (t, x, un−1)un) dx dt

≤ 1

h

∫
QT

(a1 | ∇un |2 +F (t, x, w)w) dx dt.

d’après le résultat du lemme3.4, il existe une constante C ′2 > 0, telle que

I1 ≤
C ′1
h
.

Alors il existe h∗ > 0, telle que, pour tout h ≥ h∗, on a

I1 ≤
ε

3
.

Pour I2 on utilise l’hypothèse (3.4), on obtient pour tout h ≥ h∗

I2 ≤ c(h)

∫
K∩[un≤h]

(H(t, x)+ | ∇un |2) dx dt

Puisque H ∈ L1(QT ) alors H est équi-intégrable dans L1(QT ), d’où il existe δ1 > 0, telle
que, si | K |≤ δ1, alors

c(h)

∫
K∩[un≤h]

H(t, x) dx dt ≤ ε

3
.

On a aussi d’après le lemme 3.6 la suite (| ∇un |2)n est équi-intégrable dans L1(QT ), ceci
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implique l’existence de δ2 > 0, telle que, si | K |≤ δ2, on a

c(h)

∫
K∩[un≤h]

| ∇un |2 dx dt ≤
ε

3
.

Finalement, on choisit δ∗ = inf(δ1, δ2), si | K |≤ δ∗, on obtient∫
K

Gn(t, x, un,∇un) dx dt ≤ ε,

ce qui termine la preuve du théorème 3.2.

3.2 Annexe

Lemme 3.7
Soit ψ : R −→ R une fonction Lipschitzienne continue et croissante avec ψ(0) = 0, posons

V =

{
v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)),
∂v

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

}
.

Alors pour tout v ∈ V, telle que v(0, .) = v(T, .) p.p dans Ω, on a
∫ T

0

〈∂v
∂t
, ψ(v)〉 = 0.

Preuve
Soit v ∈ V telle que v(0, .) = v(T, .) p.p dans Ω, on définie la régularisation de Lebesgue-
Steklov vh de v pour tout h > 0, par

vh(t, x) =
1

h

∫ t+h

t

v(s, x)ds.

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes (pour plus de détails, voir [44])

vh ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

∂vh

∂t
∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))

et vh → v fortement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) lorsque h tend vers 0.

On a ∫ T

0

〈∂v
∂t
, ψ(v)〉 = lim

h→0

∫ T−h

0

∫
Ω

ψ(vh)
∂vh

∂t
,
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soit Ψ(v) =

∫ v

0

ψ(s)ds, on obtient

∫ T−h

0

∫
Ω

ψ(vh)
∂vh

∂t
=

∫ T−h

0

∫
Ω

∂Ψ(vh)

∂t

=

∫
Ω

Ψ(vh(T − h))−Ψ(vh(0)).

Puisque V ↪→ C([0, T ];L2(Ω)) et v(0, .) = v(T, .) p.p dans Ω, on a∫ T

0

〈∂v
∂t
, ψ(v)〉 = lim

h→0

∫
Ω

Ψ(vh(T − h))−Ψ(vh(0)) = 0.

54



Chapitre 4

Résultats d’existence des solutions
périodiques faibles pour certaines

équations paraboliques quasi-linéaire
avec donnée L1

Le but de ce chapitre est d’étudier l’existence d’une solution périodique faible pour une
équation parabolique quasi-linéaire avec croissance arbitraire en gradient et condition aux
limites de type Dirichlet. L’existence sera prouver par la technique des sous- et sur-solutions
combinée avec la méthode des troncature.

4.1 Introduction

Dans le même temps, le comportement asymptotique des solutions des problèmes pé-
riodiques a suscité un vif intérêt de la part des scientifiques et plusieurs articles ont été
publiés. Cependant, la plupart des travaux se sont concentrés sur différente notion des so-
lution (classique, faible, renormalisé, entropique) des problèmes quasi-linéaires et de nom-
breux résultats ont été rapportés ([2, 10, 12, 13, 23, 29, 48]) et dans les références qu’ils
contiennent. Dans ce travail, nous nous intéressons à l’existence d’une solution périodique
faible pour le problème quasi-linéaire suivant

∂u(t, x)

∂t
−∆u+G(t, x,∇u) = f dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT ,

(4.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 1, de frontière assez régulière ∂Ω, T > 0 est la
période, QT =]0, T [×Ω, ΣT =]0, T [×∂Ω, −∆ désigne l’opérateur de Laplace sur L1(Ω) avec
des conditions aux limites de Dirichlet, G est une fonction Carathéodory et f est une fonc-
tion mesurable positive appartient à L1(QT ). Dans [10], Amann a résolu le problème (4.1)
lorsque f est assez régulier et que G a une croissance sous-quadratique par rapport au
gradient, c’est à dire

| G(t, x, u,∇u) |6 c(| u |)(| ∇u |2 +1).
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Il a utilisé la technique des sous- et super-solutions et le théorème de point fixe dans les
espaces de Banach appropriés.

Le travail [29] de Hess et Deuel était préoccupé par le problème (4.1) avec f apparte-
nant à L2(QT ) et la linéarité de G a une croissance sous-linéaire par rapport au gradient, à
savoir

| G(t, x, u,∇u) |6 k(t, x) + c | ∇u | .

En utilisant la méthode de la sous- et sur-solution, ils ont obtenu l’existence d’une solution
périodique faible dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)).
Alaa et Iguernane [2] ont présenté le résultat d’existence d’une solution périodique

faible de (4.1) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)) lorsque les non-linéarités sont néga-

tives, ils ont obtenu l’existence par la technique de troncature associée à la méthode des
sous- et sur-solutions.

Nous présentons le résultat principal de ce chapitre de la manière suivante. Dans la
section 4.2, nous commençons par les hypothèses nécessaires et nous définissons la notion
de solution périodique faible de (4.1) afin d’énoncer le théorème principal de notre travail.
La section 4.3 est consacrée à la démonstration du théorème principal présenté dans la
section 4.2. Enfin, dans la section 4.4, nous généralisons le résultat de la section 4.2 à une
classe des problème périodique quasi-linéaire avec donnée non régulière.

4.2 Résultat principal

Dans cette section, nous établissons notre résultat principal, tout d’abord, nous intro-
duisons les hypothèses nécessaires que nous supposons tout au long de cette section.

4.2.1 Hypothèses

Nous supposons que
f ∈ L1(QT ), f > 0, (4.2)

G(t, x, r) ∈ L1(QT ) pour tout r ∈ RN et p.p. (t, x) ∈ RN , (4.3)

G : [0, T ] × Ω× RN → [0,+∞[ est une fonction , (4.4)

G(t, x, 0) = min{G(t, x, r), r ∈ RN} = 0, (4.5)

G(t, x, s, r) ≤ K(t, x) + d ‖r‖p , (4.6)

pour tout p ∈ [1, N+2
N+1

[, r ∈ RN et p.p. (t, x) ∈ QT , avec K ∈ L1(QT ) et d > 0. Nous de-
vons préciser dans quel sens nous voulons résoudre le problème (4.1), pour lequel nous
introduisons la notion de la solution périodique faible.
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Définition 4.1
Une fonction u est dite solution périodique faible du problème (4.1), si elle satisfaite


u ∈ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

G(t, x,∇u) ∈ L1(QT )
∂u

∂t
−∆u+G(t, x,∇u) = f dans D′(QT )

u(0, .) = u(T, .) dansL1(Ω)

(4.7)

Définition 4.2
Nous appelons sur-solution périodique faible (resp. sous-solution) de (4.1) une fonction u

satisfaisante (4.7) avec ” = ” remplacée par ” ≥ ” (resp. ” ≤ ”).

Maintenant, nous énonçons le résultat principal de cette section.

Théorème 4.1
Supposons (4.2)-(4.6) et qu’elle existe w une sur-solution faible de (4.1). Alors le problème
(4.1) admet une solution périodique faible satisfaisante 0 ≤ u ≤ w dans QT .

4.3 Preuve du résultat principal

La preuve est du Théorème 4.1 est divisée en plusieurs étapes. Au début, on pose XT =

Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), avec 1 ≤ p < N+2

N+1
.

Étape 1. Problème approximatif

pour tout n > 1, nous approximons G comme suit

Gn(t, x, r) =
G(t, x, r)

1 +
1

n
| G(t, x, r) |

1[w6n],

Nous remarquons que Gn satisfait les propriétés suivantes

0 6 Gn 6 G, and | Gn |6 n.

pour f nous construisons une suite hn ∈ C2
0(QT )

hn > 0, ‖ hn ‖L1(QT )≤‖ f ‖L1(QT ),

et hn converge vers f dans L1(QT )+, on note

fn = hn1[w≤n], wn = min(w, n).
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Maintenant, nous définissons le problème approché associé à (4.1) par
un ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)),
∂un
∂t
−∆un +Gn(t, x,∇un) = fn dans D′(QT )

un(0, .) = un(T, .) dans L2(Ω)

(4.8)

puisque Gn est bornée par n et fn ∈ L∞(QT ), on peut appliquer le résultat de [29] pour
déduire l’existence de un ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ L∞(QT ) solution faible per-
iodique de (4.8) telle que

0 ≤ un ≤ wn ≤ w.

Notre idée est de passer à la limite dans (4.8), pour ceci, nous devons prouver le lemme
dans l’étape suivante.

Étape 2. Estimations à priori

Lemme 4.1
i) Il existe une constante C qui dépond de ‖ f ‖L1(QT ) telle que∫

QT

| Gn(t, x,∇un) |≤ C.

ii) Il existe une constante C qui dépond de p, T,Ω telle que

‖ un ‖XT≤ C

[
2 ‖ f ‖L1(QT ) + ‖ w(0) ‖L1(Ω)

]
.

Preuve
i) En intégrant l’équation satisfaite par un sur QT , on a∫

QT

∂un
∂t
−
∫
QT

∆un +

∫
QT

Gn(t, x,∇un) =

∫
QT

fn(t, x),

remarquons que un(0, .) = un(T, .) dans Ω et Gn ≥ 0, on a∫
QT

| Gn(t, x,∇un) | dxdt 6
∫
QT

fn(t, x)dxdt,

6 ‖ f ‖L1(QT ) .

ii) De plus, par [16] on aura

‖ un ‖XT ≤ C(p,Ω)

[
‖ fn ‖L1(QT ) + ‖ Gn(∇un) ‖L1(QT ) + ‖ un(T ) ‖L1(Ω)

]
≤ C(p,Ω)

[
2 ‖ f ‖L1(QT ) + ‖ w(0) ‖L1(Ω)

]
.
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Étape 3. Passage à la limite

Selon le résultat classique de [15], l’application (un(0), ξn) 7−→ un est compacte de
L1(Ω)×L1(QT ) dans L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)), où ξn(t, x) = fn(t, x)−Gn(t, x,∇un). Alors, on peut
extraire une sous-suite de un, dénotée par un pour la simplicité, telle que

un −→ u dans L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω))

(un,∇un) −→ (u,∇u) p.p. dans QT .

Il reste à s’assurer que u est une solution du problème (4.1), pour ceci nous devons montrer
que un converge fortement dans XT .
Nous écrivons pour m,n ≥ 1 et 0 < γ < 1,∫

QT

| ∇un −∇um |p dxdt ≤
(∫

QT

| ∇un −∇um |
)γ(∫

QT

| ∇un −∇um |
p−γ
1−γ

)1−γ

. (4.9)

Choisissons γ telle que p−γ
1−γ = q ∈ [1, N+2

N+1
[, puis appliquons (4.9) pour conclure le résultat.

Grâce à l’hypothèse (4.6), on en déduit que

Gn(t, x,∇un) −→ G(t, x,∇u) dans L1(QT ).

D’autre part,

un(T ) = S(T )un(0) +

∫ T

0

S(T − s)ξn(s, .)ds,

avec S(t) est le semi-groupe des contractions dans L1(Ω) généré par l’opérateur −∆ avec
condition aux limite de Dirichlet sur ∂Ω. Puisque un(0, .) = un(T, .) dans L1(Ω), on a pour
tout φ ∈ L∞(Ω)

lim
n→+∞

∫
Ω

un(0, x)φ(x)dx = lim
n→+∞

∫
Ω

S(T )un(0, x)φ(x)dx

+ lim
n→+∞

∫
Ω

∫ T

0

S(T − s)ξn(s, x)φ(x)dsdx,

Puisque S(t) est continu dans L1(Ω) et ξn → ξ fortement dans L1(QT ), alors∫
Ω

u(0, x)φ(x)dx =

∫
Ω

S(T )u(0, x)φ(x)dx+

∫
Ω

∫ T

0

S(T − s)ξ(s, x)dsdx,

=

∫
Ω

u(T, x)φ(x)dx.

Alors u(0, .) = u(T, .) dans L1(Ω).
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4.4 Résultat d’existence pour une équation quasi-linéaire

avec donnée L1

Dans ce paragraphe, nous appliquons les résultats de la première partie et nous prou-
vons l’existence d’une solution périodique faible pour le problème suivant :

∂u(t, x)

∂t
−∆u+G(t, x,∇u) = F (t, x, u) + µ dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT .

(4.10)

Les non-linéarités G et F sont supposées des fonctions carathéodory et µ est une fonction
mesurable positive appartenant à L1(QT ).

4.4.1 Hypothèses

Dans ce paragraphe nous supposons que

µ ∈ L1(QT ), µ > 0, (4.11)

F : [0, T ] × Ω× R→ [0,+∞[ est une fonction Caratheodory , (4.12)

F (t, x, s) ∈ L1(QT ), F est croissante par rapport à s, (4.13)

G : [0, T ] × Ω× RN → [0,+∞[ est une fonction Caratheodory , (4.14)

G(t, x, r) ≤ H(t, x) + d ‖r‖2 , for all r ∈ RN et p.p.(t, x) ∈ QT , (4.15)

où H ∈ L1(QT ) et d > 0.

Définition 4.3
On appelle solution faible périodique de (4.10) toute fonction u vérifiant


u ∈ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

G(t, x,∇u), F (t, x, u) ∈ L1(QT )
∂u

∂t
−∆u+G(t, x,∇u) = F (t, x, u) + µ dans D′(QT )

u(0, .) = u(T, .) dans L1(Ω)

(4.16)

Définition 4.4
On appelle sur-solution faible périodique (resp. sous-solution) de (4.10) toute fonction u

vérifiant (4.16) avec ” = ” remplacée par ” ≥ ” (resp. ” ≤ ”).

Sous certaines hypothèses nécessaires et grâce au résultat du théorème 4.1, on montre le
théorème suivant.
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Théorème 4.2
Nous supposons que (4.11)-(4.15) sont vérifiés et qu’il existe une fonction ŵ telle que,

ŵ ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

F (t, x, ŵ) ∈ L1(QT )
∂ŵ

∂t
−∆ŵ = F (t, x, ŵ) + µ dans D′(QT ),

ŵ(0, .) = ŵ(T, .) dans L1(Ω).

Alors (4.10) a une solution périodique faible u telle que 0 6 u 6 ŵ.

Preuve.

La preuve de ce théorème se réalise en plusieurs étapes.

Étape 1. Définition du problème approché

Considérons la suite définie par u0 = ŵ et pour tout n > 1 un solution du problème
auxiliaire suivant

un ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

∂un
∂t
−∆un +Gn(t, x,∇un) = F (t, x, un−1) + µ dans D′(QT )

un(0, .) = un(T, .) dans L1(Ω)

(4.17)

avec
Gn(t, x, r) =

G(t, x, r)

1 +
1

n
| G(t, x, r) |

,

En utilisant le résultat du Théorème 4.1 associé à un raisonnement par récurrence sur n,
nous prouvons l’existence d’une solution faible un du problème (4.17) telle que

0 6 un 6 un−1 6 ŵ. (4.18)

Étape 2. Estimations a priori

Tout d’abord nous définissons la fonction de troncature Tk(s) = max{−k,min{k, s}} et
on note

Sk(v) =

∫ v

0

Tk(s) ds.

Lemme 4.2
i) Il existe une constante C qui dépond de ‖ µ ‖L1(QT ) et ‖ F (ŵ) ‖L1(QT ), telle que∫

QT

| Gn(t, x,∇un) | dxdt 6 C.
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ii)

lim
k 7→+∞

sup
n

∫
[un>k]

| Gn(t, x,∇un) | dxdt = 0.

Preuve
i) Intégrons l’équation satisfaite par un sur QT ,∫

QT

∂un
∂t
−
∫
QT

∆un +

∫
QT

Gn(t, x,∇un) =

∫
QT

F (t, x, un−1) +

∫
QT

µ,

on sait que un(0, .) = un(T, .) dans L1(Ω), utilisons les hypothèses sur F , il vient que∫
QT

| Gn(t, x,∇un) |6
∫
QT

F (t, x, ŵ) +

∫
QT

µ.

ii) Multipliant l’équation satisfaite par un par la fonction de troncature Tk(un) puis inté-
grons sur QT , il s’ensuit que∫
QT

∂Sk(un)

∂t
+

∫
QT

| ∇Tk(un) |2 +

∫
QT

Gn(t, x,∇un)Tk(un) =

∫
QT

F (t, x, un−1)Tk(un)

+

∫
QT

µTk(un),

En utilisant les hypothèses sur F et le fait que un est périodique par rapport au temps,
nous conclut que∫

QT

Gn(t, x,∇un)Tk(un) 6
∫
QT

F (t, x, ŵ)Tk(un) +

∫
QT

µTk(un),

alors pour tout 0 < M < k, on a

k

∫
[un>k]

Gn(t, x,∇un) 6 k

∫
QT∩[un>M ]

(
F (t, x, ŵ) + µ

)

+M

∫
QT∩[un6M ]

(
F (t, x, ŵ) + µ

)
,

par conséquent,∫
[un>k]

Gn(t, x,∇un) 6
∫
QT

(
F (t, x, ŵ) + µ

)
χ[un>M ] +

M

k

∫
QT

(
F (t, x, ŵ) + µ

)
.

Pour conclure le résultat souhaité, il suffit de montrer que

lim
k 7→+∞

sup
n

∫
QT

(
F (t, x, ŵ) + µ

)
χ[un>M ] = 0,

62
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On a,

| [un > M ] |6 1

M
‖ un ‖L1(QT )6

1

M
‖ ŵ ‖L1(QT )

ce qui nous donne
lim

M 7→+∞
sup
n
| [un > M ] |= 0.

Puisque (F (t, x, ŵ) + µ) ∈ L1(QT ), pour chaque ε > 0 il existe δ tels que pour tout
mesurable E ⊂ QT

| E |< δ,

∫
E

(
F (t, x, ŵ) + µ

)
6
ε

2
,

Gràce aux résultats précédents, on obtient que pour chaque ε > 0, il existe Mε telle que
pour tout M >Mε

sup
n

(∫
QT

(F (t, x, ŵ) + µ)χ[un>M ]

)
6
ε

2
,

On choisit M = Mε et tendant k vers +∞, on obtient

lim
k 7→+∞

sup
n

(∫
[un>k]

Gn(t, x,∇un)

)
= 0.

Lemme 4.3
Soit un solution du problème approché (4.17). Alors

i) un converge vers u fortement dans L1(0, T ;W 1,1
0 (QT )).

ii) ‖ Tk(un) ‖L2(0,T ;H1
0 )6 k

[
‖ F (ŵ) ‖L1(QT ) + ‖ µ ‖L1(QT )

]
Preuve
(i) Posons

ηn = F (t, x, un−1) + µ−Gn(t, x,∇un)

En utilisant le résultat (i) du Lemme 4.3, (4.13) and (4.17) on aura ηn bornée dans L1(QT )

et d’après [15], l’application

L1(Ω)× L1(QT ) −→ L1(0, T ;W 1,1
0 (QT ))

(un(0), ηn) 7−→ un

est compacte. Alors, on peut extraire de un une sous-suite notée encore un pour la simplicité,
telle que

un −→ u in L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω))

(un,∇un) −→ (u,∇u) p.p. dans QT
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(ii) Multipliant par Tk(un) l’équation satisfaite par un, on obtient∫
QT

∂Sk(un)

∂t
+

∫
QT

| ∇Tk(un) |2 +

∫
QT

Gn(t, x,∇un)Tk(un) =

∫
QT

F (t, x, un−1)Tk(un)

+

∫
QT

µTk(un),

puisque un est périodique, il vient que∫
QT

∂Sk(un)

∂t
= 0.

En utilisant (4.14) et (4.18), on déduit que∫
QT

Gn(t, x,∇un)Tk(un) > 0,

et d’après (4.13), (4.18) on a∫
QT

| ∇Tk(un) |26 k

[ ∫
QT

F (t, x, ŵ) +

∫
QT

µ

]
.

Lemme 4.4
Soit un la suite définie ci-dessus. On a

Tk(un) converge vers Tk(u) fortement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Preuve
Considérons vn,k = Tk(ŵ − un), vk = Tk(ŵ − u) and vn,k,h = (Tk(ŵ − un))h, où σh désigne la
régularisation de steklov définie par

σh(t, x) =
1

h

t+h∫
t

σ(s, x)ds.

D’après (4.18), on a
0 6 vn,k,h 6 vk,h,

Pour montrer que Tk(un) converge fortement vers Tk(u) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), il suffit de s’as-

surer que

lim
n→∞

∫
QT

‖∇vn,k‖2 dxdt ≤
∫
QT

‖∇vk‖2 dxdt.
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Pour h > 0, on a

lim
n7→+∞

∫
QT

‖∇vn,k‖2 dxdt = lim
h→0

lim
n 7→+∞

∫
QT−h

‖∇vn,k,h‖2 dxdt

= lim
h→0

lim
n 7→+∞

T−h∫
0

< vn,k,h,−∆vn,k,h > dxdt

≤ lim
h→0

lim
n 7→+∞

T−h∫
0

< vn,k,h,
∂vn,k,h
∂t

−∆vn,k,h > dxdt,

Remarquons que,
∂vn,k,h
∂t

−∆vn,k,h > 0,

alors

lim
n7→+∞

∫
QT

‖∇vn,k‖2 dxdt 6 lim
h→0

lim
n7→+∞

T−h∫
0

< vk,h,
∂vn,k,h
∂t

−∆vn,k,h > dxdt,

6 lim
h→0

lim
n7→+∞

[ T−h∫
0

< vk,h,
∂vn,k,h
∂t

> dt

+

∫
QT−h

∇vn,k,h∇vk,hdxdt
]
.

On sait que vn,k converge vers vk faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), alors vn,k,h converge vers

vk,h faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), on obtient

lim
n7→+∞

∫
QT

‖∇vn,k‖2 dxdt 6 lim
h→0

[ T−h∫
0

< vk,h,
∂vk,h
∂t

> dt+

∫
QT−h

‖∇vk,h‖2 dxdt

]
,

6 lim
h→0

[
1

2

∫
Ω

[v2
k,h]

T−h
0 dx+

∫
QT−h

‖∇vk,h‖2 dxdt

]
,

6
∫
QT

‖∇vk‖2 dxdt.
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Étape 3. Passage à la limite

Selon le lemme 4.3 il existe une fonction mesurable u ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) et une sous-

suite de (un) notée toujours un pour la simplicité, telle que

un −→ u dans L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω))

(un,∇un) −→ (u,∇u) p.p. dans QT

alors,
F (t, x, un−1) −→ F (t, x, u) p.p. dans QT ,

On applique le Théorème de Lebesgue, il vient que

F (t, x, un−1) −→ F (t, x, u) dans L1(QT ).

Par les résultats précédents des lemmes 4.2 et 4.3, on conclut que

Gn(t, x,∇un) −→ G(t, x,∇u) p.p. dans QT , (4.19)

il reste à montre que

Gn(t, x, un,∇un)→ G(t, x, u,∇u) dans L1(QT ),

Utilisons (4.19) il suffit de prouver que Gn(t, x,∇un) est équi-integrable dans L1(QT ) c’est
à dire

∀ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ E ⊂ QT , si |E| < δ alors
∫
E

Gn(t, x,∇un) dx dt ≤ ε.

Soit E un sous-ensemble mesurable de QT , ε > 0, et k > 0. On a∫
E

Gn(t, x,∇un) dx dt = I1 + I2

avec
I1 =

∫
E∩[un>k]

Gn(t, x,∇un) dx dt,

et
I2 =

∫
E∩[un≤ k]

Gn(t, x,∇un) dx dt.

Pour I1 on a le résultat suivant

I1 ≤
∫

[un>k]

Gn(t, x,∇un) dx dt,
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et d’après le lemme 4.2 on déduit l’existence de k∗ > 0, telle que, por tout k > k∗, on a

I1 ≤
ε

3
.

Pour traiter I2 on utilise l’hypothèse (4.15), nous obtenons pour k ≥ k∗

I2 ≤
∫
E

(H(t, x) + d | ∇Tk(un) |2) dx dt.

puisque H ∈ L1(QT ), alors H est équi-integrable dans L1(QT ), alors il existe δ1 > 0, telle
que, si | E |≤ δ1, on a ∫

E

H(t, x) dx dt ≤ ε

3
.

Et gràce au Lemme 4.4 la suite (| ∇Tk(un) |2)n est équi-integrable dans L1(QT ), ceci im-
plique l’existence de δ2 > 0, telle que, si | E |≤ δ2, alors

d

∫
E

| ∇Tk(un) |2 dx dt ≤ ε

3
.

Finalement, on choisit δ∗ = inf(δ1, δ2), alors si | E |≤ δ∗, on obtient∫
E

Gn(t, x,∇un) dx dt ≤ ε.

D’autre part,

un(T ) = S(T )un(0) +

∫ T

0

S(T − s)ηn(s, .)ds,

où
ηn(t, x) = F (t, x, un−1) + µ(t, x)−Gn(t, x,∇un).

puisque un(0, .) = un(T, .) dans L1(Ω), on a pour tout φ ∈ L∞(Ω)

lim
n→+∞

∫
Ω

un(0, x)φ(x)dx = lim
n→+∞

∫
Ω

S(T )un(0, x)φ(x)dx

+ lim
n→+∞

∫
Ω

∫ T

0

S(T − s)ηn(s, x)φ(x)dsdx,

on sait que S(t) est continu dans L1(Ω) et ηn → η fortement dans L1(QT ), alors∫
Ω

u(0, x)φ(x)dx =

∫
Ω

S(T )u(0, x)φ(x)dx+

∫
Ω

∫ T

0

S(T − s)η(s, x)dsdx,

=

∫
Ω

u(T, x)φ(x)dx.

D’ou u(0, .) = u(T, .) dans L1(Ω). Ce qui termine la preuve.
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Chapitre 5

Quelques résultats d’existence des
solutions périodiques faibles pour des
systèmes quasi-linéaires avec donnée

L1

Le comportement périodique des solutions de systèmes paraboliques quasi-linéaires in-
tervient dans la modélisation mathématique d’une grande variété de phénomènes, non
seulement dans la biologie, mais aussi dans les sciences naturelles, la chimie, l’ingénierie
et l’écologie, telles que la dynamique des gaz, les processus de fusion, certains modèles
biologiques, les processus cellulaires et la propagation de maladies. La littérature sur les
solutions périodiques en temps pour les équations différentielles fonctionnelles ordinaires
présente un grand développement. Plusieurs résultats ont été publiés, non seulement dans
des revues purement mathématiques, mais également dans celles de l’application et de la
modélisation. La plupart des études sont consacrées à l’étude d’existence des solutions glo-
bales, à leurs propriétés de comportement périodique et de régularité, particulièrement en
ce qui concerne les systèmes dégénérés et singuliers.
Dans le même temps, la périodicité des solutions aux problèmes quasi-linéaires parabo-
liques a également suscité l’intérêt des scientifiques et de nombreux résultats ont été rap-
portés sous conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann ([10, 14, 36, 23, 58, 57])
tous ces articles sont consacrés aux étude des solutions classiques. Ces dernières années,
l’attention a été portée sur la notion des solutions faibles pour des systèmes elliptiques pour
des conditions limites linéaires, ([2, 12, 13, 20, 29, 48]) ces travaux utilisaient différentes
méthodes, la théorie de degré topologique, le théorème de point fixe de Schauder, la théo-
rie de la bifurcation, la méthode des sous et sur solutions, etc.

Ce chapitre traite des résultats d’existence des solutions périodiques faibles pour le
système parabolique de réaction-diffusion suivant

∂uj
∂t
− dj∆uj +Gj(t, x,∇u) = fj dans QT ,

uj(0, .) = uj(T, .) dans Ω, pour j = 1, . . . ,M

uj(t, x) = 0 sur ΣT ,

(5.1)

où u = (u1, . . . , uM), ∇u = (∇u1, . . . ,∇uM), f = (f1, . . . , fM), M > 2 et Ω est un ouvert
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5.1. RÉSULTAT PRINCIPAL

borné de RN , N > 1, de frontière assez régulière ∂Ω, T > 0 est la période, QT =]0, T [×Ω,
ΣT =]0, T [×∂Ω, −∆ est l’opérateur de Laplace sur L1(Ω) avec des conditions aux limites de
Dirichlet, dj sont des constantes positive, Gj est une fonction Carathéodory et fj est une
fonction mesurable positive appartient à L1(QT ). les résultats de cette étude peuvent être
appliqués au modèle suivant

∂u

∂t
− d1∆u+ α1 | ∇u |δ1 +β1 | ∇v |λ1= f1 dans QT ,

∂v

∂t
− d2∆v + α2 | ∇u |δ2 +β2 | ∇v |λ2= f2 dans QT ,

u(0, .) = u(T, .) dans Ω,

v(0, .) = v(T, .) dans Ω,

u = v = 0 sur ΣT ,

(5.2)

où di, αi, βi sont des constantes positives pour i = 1, 2, pour bien comprendre la situation,
nous mentionnons quelques travaux récents concernant les systèmes paraboliques et les
problèmes périodiques .

Dans [10] Amann a été intéressé par le problème (5.2) lorsque (f1, f2) est assez régu-
lière et 1 6 δi, λi 6 2, il montre l’existence d’une solution classique dans C1,2(QT ) ∩ C(QT )

par application des techniques de sous et sur-solution et a travers le théorème du point fixe
de Schauder, nous renvoyons le lecteur à [14], [36], [58] pour plus de détails.

Alaa et M. Iguernane [2] considérés le problème lorsque les données (f1, f2) appar-
tiennent à L2(QT )× L2(QT ) et 1 6 δi, λi 6 2, ils montrent l’existence d’une solution pério-
dique faible dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)).
Le but de ce chapitre est d’examiner le cas où les données sont irrégulières et que la non-

linéarité a une croissance critique par rapport au gradient. Nous avons organisé ce chapitre
de la manière suivante. Dans la section 2, nous commençons par définition de la notion de
la solution périodique faible de (5.1). Sous certaines hypothèses, nous prouvons l’existence
de la solution périodique faible de (5.1). La section 3 est consacrée à l’application de nos
résultats à une classe des systèmes périodiques de réaction-diffusion finalement la section
4 présente un théorème d’existence d’une sur solution périodique faible de (5.1).

5.1 Résultat principal

Cette section présente deux résultats d’existence pour des systèmes périodiques parabo-
liques quasi-linéaires. Le premier résultat prouve l’existence lorsque les non-linéarités sont
dominées par une fonction L1. Le deuxième résultat concerne des systèmes périodiques
avec une non-linéarité avec la croissance critique par rapport au gradient. Maintenant nous
introduisons les hypothèses que nous supposons tout au long de cette section.
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5.1.1 Hypothèses

Pour tout j = 1, . . . ,M , nous supposons que

fj ∈ L1(QT ), fj > 0. (5.3)

Gj(t, x, r) ∈ L1(QT ) pour tout r ∈ (RN)M et p.p. (t, x) ∈ QT , (5.4)

Gj : QT × Ω× (RN)M → [0,+∞[ est une fonction carathéodory , (5.5)

Gj(t, x, 0) = min{Gj(t, x, r), r ∈ (RN)M} = 0. (5.6)

Avant de montrer le résultat principal, nous introduisons la notion de solution périodique
faible pour préciser dans quel sens nous voulons résoudre le système (5.1).

Définition 5.1
Une fonction u = (u1, . . . , uM) est dite solution faible périodique du système (5.1), si elle est
satisfaite pour tout j = 1, . . . ,M

uj ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

Gj(t, x,∇u) ∈ L1(QT ),
∂uj
∂t
− dj∆uj +Gj(t, x,∇u) = fj dans D′(QT ),

uj(0, .) = uj(T, .) dans L1(Ω).

(5.7)

Définition 5.2
Nous appelons sur-solution faible périodique (resp. sous-solution) de (5.1) une fonction u

satisfaisant (5.7) avec ” = ” remplacée par ” ≥ ” (resp. ” ≤ ”).

Remarque 5.1
Dans (5.7) uj(0, .) = uj(T, .) dans L1(Ω) signifie que pour tous φ ∈ L∞(Ω),

lim
s 7→0

∫
QT

(uj(T − s, x)− uj(s, x))φ(x) dx = 0.

Théorème 5.1
Sous hypothèses (5.3)-(5.6), nous supposons qu’il existe w = (w1, . . . , wM) une sur-solution
faible périodique de (5.1) et qu’il existe une fonction θ dansL1(QT ) telle que{

| Gj(t, x, r) |≤ θ(t, x) p.p. (t, x) ∈ QT .

∀r ∈ (RN)M ,∀j = 1, . . . ,M.
(5.8)

Alors le système (5.1) admet une solution faible périodique qui satisfaite pour tout j =

1, . . . ,M

0 ≤ uj ≤ wj dans QT .
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Preuve
Pour tout j = 1, . . . ,M , nous approximons fj comme suit, soit hnj ∈ C2

0(QT ), tel que

hnj > 0, ‖ hnj ‖L1(QT )≤‖ fj ‖L1(QT ), (5.9)

et hnj converge vers fj dans L1(QT )+, notons

fnj = hnj 1[wj≤n], wnj = min(wj, n).

Nous définissons le système approximatif de (5.1) par
unj ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)),
∂unj
∂t
− dj∆unj +Gj(t, x,∇un−1

1 , . . . ,∇un−1
j , . . .∇un−1

M ) = fnj dans D′(QT ),

unj (0, .) = unj (T, .) dans L2(Ω).

(5.10)

Puisque Gj est bornée et fnj ∈ L∞(QT ), le problème (5.10) admet une solution unj (voir [29])
tel que

0 ≤ unj ≤ wnj ≤ wj. (5.11)

Nous appliquons le résultat de [16], pour obtenir

‖ unj ‖L1(0,T ;W 1,1
0 (Ω)) ≤ C

[
‖ fnj ‖L1(QT ) + ‖ Gj ‖L1(QT ) + ‖ unj (0) ‖L1(Ω)

]
≤ C

[
‖ fj ‖L1(QT ) + ‖ θ ‖L1(QT ) + ‖ wj(0) ‖L1(Ω)

]
.

Le dernier passage est obtenu en utilisant (5.8), (5.9) et (5.11). D’après le résultat classique de
[15], l’application (unj (0), ξnj ) 7−→ unj est compacte de L1(Ω)× L1(QT ) vers L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)),
avec

ξnj (t, x) = fnj (t, x)−Gj(t, x,∇un−1
1 , . . . ,∇un−1

j , . . . ,∇un−1
M ).

Ensuite, nous pouvons extraire une sous-suite de unj , notée unj par souci de simplicité, telle que

unj −→ uj in L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω))

(unj ,∇unj ) −→ (uj,∇uj) a.e. in QT .

En appliquant le théorème de convergence dominé, il s’ensuit que

Gj(t, x,∇un−1
1 , . . . ,∇unj , . . . ,∇un−1

M ) −→ Gj(t, x,∇u) dans L1(QT ).

Pour assurer que uj est une solution de (5.1), nous montrons que uj est périodique par rapport
au temps. Pour ceci, nous avons

unj (T ) = Sdj(T )unj (0) +

∫ T

0

S(T − s)ξnj (s, .)ds,
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où Sdj est le semi-groupe des contractions dans L1(Ω) généré par l’opérateur −dj∆ avec condi-
tion de Dirichlet sur le bord ∂Ω. Puisque unj (0, .) = unj (T, .) dans L1(Ω), on a pour tout
φ ∈ L∞(Ω)

lim
n→+∞

∫
Ω

unj (0, x)φ(x)dx = lim
n→+∞

∫
Ω

Sdj(T )unj (0, x)φ(x)dx

+ lim
n→+∞

∫
Ω

∫ T

0

Sdj(T − s)ξnj (s, x)φ(x)dsdx,

On sait que Sdj(t) est continu dans L1(Ω) et ξnj → ξj fortement dans L1(QT ), alors∫
Ω

uj(0, x)φ(x)dx =

∫
Ω

Sdj(T )uj(0, x)φ(x)dx+

∫
Ω

∫ T

0

Sdj(T − s)ξj(s, x)dsdx,

=

∫
Ω

uj(T, x)φ(x)dx.

Alors uj(0, .) = uj(T, .) dans L1(Ω).

Théorème 5.2
Supposons que (5.3)-(5.6) sont vérifiés, et en supposant que pour tous j = 1, . . . ,M

| Gj(t, x, r1, . . . , rM) |≤ Kj(t, x) +
M∑
j=1

Cj ‖rj‖p , (5.12)

pour tout p ∈ [1, N+2
N+1

[, rj ∈ RN , avec Kj ∈ L1(QT ) et Cj > 0.
Alors (5.1) a une solution faible périodique uj qui satisfait pour tout j = 1, . . . ,M

0 ≤ uj ≤ ŵj dans QT ,

avec ŵj est solution du système suivant
ŵj ∈ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),
∂ŵj
∂t
− dj∆ŵj = fj dans D′(QT ),

ŵj(0, .) = ŵj(T, .) dans L1(Ω).

Remarque 5.2
Grâce à la positivité des non-linéaritésG, nous pouvons vérifier facilement que ŵ = (ŵ1, . . . , ŵM)

est une sur solution faible périodique de (5.1). L’existence de ŵ sera prouvée par l’utilisation
du théorème de points fixe de Schauder dans l’annexe à la fin de ce chapitre.

5.1.2 Preuve du résultat principal

Pour tout j = 1, . . . ,M , nous approchons Gj comme suit

Gn
j (t, x, r) =

Gj(t, x, r)

1 +
1

n
| Gj(t, x, r) |

1[ŵj6n],
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Posons
fnj = fj1[ŵj≤n], ŵnj = min(ŵj, n).

Nous définissons le système approximatif de (5.1) par
unj ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)),
∂unj
∂t
− dj∆unj +Gn

j (t, x,∇un) = fnj dans D′(QT ),

unj (0, .) = unj (T, .) dans L2(Ω).

(5.13)

ŵnj est une sur-solution faible périodique de (5.13) et Gn
j est bornée par n, alors en appli-

quant le résultat de Théorème 5.1, le problème (5.13) a une solution unj telle que

0 ≤ unj ≤ ŵnj ≤ ŵj, pour tout j = 1 . . .M. (5.14)

Nous voulons passer à la limite dans le système approximatif (5.13). Pour cela, nous devons
prouver les lemmes suivants.
Posons XT = Lp(0, T ;W 1,p

0 (Ω)), avec 1 ≤ p < N+2
N+1

.

Lemme 5.1
Pour tout j = 1, . . . ,M .

i) Il existe une constante C qui dépend de ‖ fj ‖L1(QT ) tel que∫
QT

| Gn
j (t, x,∇un) |≤ C.

ii) Il existe une constante C dépendant de p, T,Ω telle que

‖ unj ‖XT≤ C

[
2 ‖ fj ‖L1(QT ) + ‖ ŵj(0) ‖L1(Ω)

]
.

Preuve
i) Intégrons l’équation satisfaite par unj sur QT , on obtient pour tout j = 1, . . . ,M .∫

QT

∂unj
∂t
−
∫
QT

dj∆u
n
j +

∫
QT

Gn
j (t, x,∇un) =

∫
QT

fnj (t, x),

puisque unj (0, .) = unj (T, .) dans Ω et Gn
j ≥ 0, on a∫

QT

| Gn
j (t, x,∇un) | dxdt 6

∫
QT

fnj (t, x)dxdt,

6‖ fj ‖L1(QT ) .

73



5.2. APPLICATION À UNE CLASSE DES SYSTÈMES DE RÉACTION-DIFFUSION

ii) De plus, par [16] nous avons

‖ unj ‖XT ≤ C(p,Ω)

[
‖ fnj ‖L1(QT ) + ‖ Gn

j (∇un) ‖L1(QT ) + ‖ unj (0) ‖L1(Ω)

]
≤ C(p,Ω)

[
2 ‖ fj ‖L1(QT ) + ‖ wj(0) ‖L1(Ω)

]
.

Cette dernière inégalité est obtenue en utilisant (i) et (5.14).

D’après le lemme 5.2, nous avons fnj (t, x)−Gn
j (t, x,∇un) bornée dans L1(QT ), nous pouvons

alors appliquer le résultat de la compacité de [15] pour extraire une sous-suite de unj notée
unj , tel que

unj −→ uj dans L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω))

(unj ,∇unj ) −→ (uj,∇uj) p.p. dans QT .

Pour s’assurer que uj est une solution du problème (5.1), il reste à montrer que unj converge
fortement vers uj dans XT . Pour cela, nous écrivons pour m,n ≥ 1 et 0 < γ < 1,∫

QT

| ∇unj −∇umj |p≤
(∫

QT

| ∇unj −∇umj |
)γ(∫

QT

| ∇unj −∇umj |
p−γ
1−γ

)1−γ

. (5.15)

Choisissons γ tel que p−γ
1−γ = q ∈ [1, N+2

N+1
[, l’utilisations de (5.15) nous permet d’obtenir le

résultat souhaité.
Grâce à l’hypothèse (5.12), on en déduit

Gn
j (t, x,∇un) −→ Gj(t, x,∇u) dans L1(QT )

ce qui montre que les fonctions non-linéaires convergent fortement dans L1(QT ). La pério-
dicité de uj peut être obtenue par le même raisonnement de la première preuve.

5.2 Application à une classe des systèmes de réaction-

diffusion

Dans ce paragraphe, nous appliquons le résultat de la première partie pour prouver
l’existence d’une solution faible périodique pour le système quasi-linéaire suivant

∂uj
∂t
− dj∆uj +Gj(t, x,∇u) = Fj(t, x, u) + µj dans QT ,

uj(0, .) = uj(T, .) dans Ω,

uj(t, x) = 0 sur ΣT .

(5.16)

où u = (u1, . . . , uM),∇u = (∇u1, . . . ,∇uM), µ = (µ1, . . . , µM), F (., u) = (F1(., u), . . . , FM(., u))

avec M > 2, On suppose que les fonctions non-linéaires Gj et Fj sont des fonctions cara-
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théodory et µj est une fonction mesurable positive appartenant à L1(QT ). Afin de démon-
trer l’existence d’une solution périodique faible de (5.16) nous allons construire une suite
décroissante de solution approchée de (5.16), cette monotonie nous permet de surmonter
la difficulté présentée par la convergence forte du gradient.

5.2.1 Hypothèses

Pour tout j = 1, . . . ,M , nous supposons que

µj ∈ L1(QT ), µj > 0. (5.17)

Fj : [0, T ] × Ω× RM → [0,+∞[ est une fonction carathéodory , (5.18)

Fj(t, x, s) ∈ L1(QT ), Fj(., s) est quasi-monotone croissante. (5.19)

Gj : [0, T ] × Ω× (RN)M → [0,+∞[ est une fonction carathéodory, (5.20)

Gj(t, x, r) ≤ Hj(t, x) +
M∑
j=1

Cj ‖rj‖2 . (5.21)

avec Hj ∈ L1(QT ) et Cj > 0. Pour (5.19), nous rappelons qu’une fonction Fj(., u) est dite
quasi-monotone croissante si Fj(., u) est croissante pour toutes les composantes uj de u.
La notion de solution périodique faible est présentée ici pour préciser dans quel sens nous
voulons résoudre le système (5.16).

Définition 5.3
Une fonction u = (u1, . . . , uM) est appelée solution faible périodique du système (5.16), si pour
tout j = 1, . . . ,M , on a

uj ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

Gj(t, x,∇u), Fj(t, x, u) ∈ L1(QT ),
∂uj
∂t
− dj∆uj +Gj(t, x,∇u) = Fj(t, x, u) + µj dans D′(QT ),

uj(0, .) = uj(T, .) dans L1(Ω).

(5.22)

En se basant sur le résultat de la première section, nous prouvons que (5.16) admet une
solution faible périodique, c’est le résultat principal du théorème suivant.

Théorème 5.3
Sous les hypothèses (5.17)-(5.21), on suppose qu’il existe v = (v1, . . . , vM) tel que, pour tout
j = 1, . . . ,M 

vj ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

Fj(t, x, v) ∈ L1(QT )
∂vj
∂t
− dj∆vj = Fj(t, x, v) + µj dans D′(QT ),

vj(0, .) = vj(T, .) dans L1(Ω).
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Alors (5.16) a une solution faible périodique u = (u1, . . . , uM) telle que pour j = 1, . . . ,M , on
a

0 6 uj 6 vj.

Preuve.

La preuve de ce théorème est divisée en plusieurs étapes.

Étape 1. Problème approché

Pour j = 1, . . . ,M , on considère la suite définie par u0
j = vj et pour n > 1, unj est la

solution du système suivant
unj ∈ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),
∂unj
∂t
− dj∆unj +Gn

j (t, x,∇un) = Fj(t, x, u
n−1) + µj dans D′(QT ),

unj (0, .) = unj (T, .) dans L1(Ω).

(5.23)

avec
Gn
j (t, x, r) =

Gj(t, x, r)

1 +
1

n
| Gj(t, x, r) |

,

En utilisant le résultat du théorème 5.1 combiné avec un argument d’induction, nous prou-
vons l’existence de unj solution faible du système approximatif (5.23) telle que

0 6 unj 6 un−1
j 6 vj. (5.24)

Étape 2. Estimations a priori

Avant de donner les lemmes qui seront utilisés pour la preuve du Théorème 5.3, nous
définissons la fonction de troncature Tk ∈ C2 pour tout nombre réel positif k par,

Tk(s) = s si 0 6 s 6 k,

Tk(s) 6 k + 1 si s > k,

0 6T ′k(s) 6 1 si s > 0,

T ′k(s) = 0 si s > k + 1,

0 6 −T ′′k (s) 6 C(k).
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Par exemple, la fonction Tk peut être définie comme suit

Tk(s) = s dans [0, k],

Tk(s) =
1

2
(s− k)4 − (s− k)3 + s dans [k, k + 1],

Tk(s) =
1

2
(k + 1) pour s > k + 1.

Posons
Sk(v) =

∫ v

0

Tk(s) ds.

Lemme 5.2
For j = 1, . . . ,M .

i) Il existe une constante C dépendante de ‖ µj ‖L1(QT ) et ‖ Fj(v) ‖L1(QT ), telle que∫
QT

| Gn
j (t, x,∇un) | dxdt 6 C.

ii)

lim
k 7→+∞

sup
n

∫
[unj >k]

| Gn
j (t, x,∇un) | dxdt = 0.

Preuve

i) Intégrons l’équation satisfaite par unj sur QT ,∫
QT

∂unj
∂t
−
∫
QT

dj∆u
n
j +

∫
QT

Gn
j (t, x,∇un) =

∫
QT

Fj(t, x, u
n−1) +

∫
QT

µj,

puisque unj (0, .) = unj (T, .) dans L1(Ω) et en utilisant les hypothèses (5.18), (5.19) et
(5.24) nous obtenons∫

QT

| Gn
j (t, x,∇un) |6

∫
QT

Fj(t, x, v) +

∫
QT

µj.

ii) En multipliant l’équation satisfaite par unj par la fonction de troncature Tk(unj ) et inté-
grant sur QT , il vient que∫

QT

∂Sk(u
n
j )

∂t
+ dj

∫
QT

| ∇Tk(unj ) |2 +

∫
QT

Gn
j (t, x,∇un)Tk(u

n
j )

=

∫
QT

Fj(t, x, u
n−1)Tk(u

n
j ) +

∫
QT

µjTk(u
n
j ),
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l’hypothèse sur Fj et la périodicité de unj , donne∫
QT

Gn
j (t, x,∇un)Tk(u

n
j ) 6

∫
QT

Fj(t, x, v)Tk(u
n
j ) +

∫
QT

µjTk(u
n
j ),

alors pour chaque 0 < A < k, nous avons

k

∫
[unj >k]

Gn
j (t, x,∇un) 6 k

∫
QT∩[unj >A]

(
Fj(t, x, v) + µj

)

+A

∫
QT∩[unj 6A]

(
Fj(t, x, v) + µj

)
,

par conséquent, ∫
[unj >k]

Gn
j (t, x,∇un) 6

∫
QT

(
Fj(t, x, v) + µj

)
χ[unj >A]

+
A

k

∫
QT

(
Fj(t, x, v) + µj

)
.

Pour conclure le résultat souhaité, il suffit de montrer que

lim
k 7→+∞

sup
n

∫
QT

(
Fj(t, x, v) + µj

)
χ[unj >A] = 0,

nous remarquons que

| [unj > A] |6 1

A
‖ unj ‖L1(QT )6

1

A
‖ vj ‖L1(QT ),

ce qui implique
lim

A 7→+∞
sup
n
| [unj > A] |= 0.

Puisque (Fj(t, x, v) + µj) ∈ L1(QT ), pour chaque ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour tout
mesurable E ⊂ QT ,

| E |< δ,

∫
E

(
Fj(t, x, v) + µj

)
6
ε

2
,

d’après le résultat précédent, nous obtenons pour chaque ε > 0, l’existence de Aε tel que
A > Aε

sup
n

(∫
QT

(Fj(t, x, v) + µj)χ[unj >A]

)
6
ε

2
,

choisissons A = Aε et tendons k vers l’infinie, nous avons

lim
k 7→+∞

sup
n

(∫
[unj >k]

Gn
j (t, x,∇un)

)
= 0.
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Lemme 5.3
Soit unj la suite définie ci-dessus. Alors pour j = 1, . . . ,M , on a

i) unj converge faiblement vers uj dans L1(0, T ;W 1,1
0 (QT )),

ii) ‖ Tk(unj ) ‖L2(0,T ;H1
0 )6 C

[
‖ Fj(v) ‖L1(QT ) + ‖ µj ‖L1(QT )

]
.

Preuve
(i) Posons

ηnj = Fj(t, x, u
n−1) + µj −Gn

j (t, x,∇un),

d’après le résultat (i) du Lemme 5.2, (5.19) et (5.24), il vient que ηnj est bornée dans L1(QT )

et grâce au résultat de [15], l’application

L1(Ω)× L1(QT ) −→ L1(0, T ;W 1,1
0 (QT ))

(unj (0), ηnj ) 7−→ unj

est compacte. Alors, nous pouvons extraire une sous-suite de unj , notée encore par unj pour la
simplicité, telle que

unj −→ uj in L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω))

(unj ,∇unj ) −→ (uj,∇uj) a.e. in QT

(ii) En multipliant par Tk(unj ) l’équation que vérifie unj , on obtient∫
QT

∂Sk(u
n
j )

∂t
+ dj

∫
QT

| ∇Tk(unj ) |2 +

∫
QT

Gn
j (t, x,∇un)Tk(u

n
j )

=

∫
QT

Fj(t, x, u
n−1)Tk(u

n
j ) +

∫
QT

µjTk(u
n
j ),

la périodicité implique, ∫
QT

∂Sk(u
n
j )

∂t
= 0.

Utilisons (5.20) et (5.24), pour obtenir∫
QT

Gn
j (t, x,∇un)Tk(u

n
j ) > 0,

enfin par application de (5.19) et (5.24) on a,∫
QT

| ∇Tk(unj ) |26 C

[ ∫
QT

Fj(t, x, v) +

∫
QT

µj

]
.
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Lemme 5.4
Soit unj la suite définie ci-dessus. Alors pour tous j = 1, . . . ,M , on a

Tk(u
n
j ) converge vers Tk(uj) fortement dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Preuve
Pour prouver ce lemme, nous considérons pour tous j = 1, . . . ,M ,

zn,kj = Tk(vj − unj ),

zkj = Tk(vj − uj),
zn,k,hj = (Tk(vj − unj ))h,

avec σh désigne la régularisation de Lebesgue steklov définie par

σh(t, x) =
1

h

t+h∫
t

σ(s, x)ds.

Pour montrer que Tk(unj ) converge fortement vers Tk(uj) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), il suffit de

montrer que

lim
n→∞

∫
QT

∥∥∥∇zn,kj ∥∥∥2

dxdt ≤
∫
QT

∥∥∇zkj ∥∥2
dxdt.

Pour h > 0, on a

lim
n7→+∞

dj

∫
QT

∥∥∥∇zn,kj ∥∥∥2

dxdt = lim
h→0

lim
n7→+∞

dj

∫
QT−h

∥∥∥∇zn,k,hj

∥∥∥2

dxdt

= lim
h→0

lim
n7→+∞

T−h∫
0

< zn,k,hj ,−dj∆zn,k,hj > dxdt

≤ lim
h→0

lim
n7→+∞

T−h∫
0

< zn,k,hj ,
∂zn,k,hj

∂t
− dj∆zn,k,hj > dxdt,

remarquons que,
∂zn,k,hj

∂t
− dj∆zn,k,hj > 0,
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et d’après (5.24), on a 0 6 zn,k,hj 6 zk,hj , alors

lim
n7→+∞

dj

∫
QT

∥∥∥∇zn,kj ∥∥∥2

dxdt

6 lim
h→0

lim
n7→+∞

T−h∫
0

< zk,hj ,
∂zn,k,hj

∂t
− dj∆zn,k,hj > dxdt,

6 lim
h→0

lim
n7→+∞

[ T−h∫
0

< zk,hj ,
∂zn,k,hj

∂t
> dt+ dj

∫
QT−h

∇zn,k,hj ∇zk,hj dxdt

]
.

Puisque zn,kj converge faiblement vers zkj dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), alors zn,k,hj converge faiblement

vers zk,hj dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), nous obtenons

lim
n7→+∞

dj

∫
QT

∥∥∥∇zn,kj ∥∥∥2

dxdt

6 lim
h→0

[ T−h∫
0

< zk,hj ,
∂zk,hj
∂t

> dt+ dj

∫
QT−h

∥∥∥∇zk,hj ∥∥∥2

dxdt

]
,

6 lim
h→0

[
1

2

∫
Ω

[(zk,hj )2]T−h0 dx+ dj

∫
QT−h

∥∥∥∇zk,hj ∥∥∥2

dxdt

]
,

6 dj

∫
QT

∥∥∇zkj ∥∥2
dxdt.

Étape 3. Passage à la limite

Selon le lemme (5.3), il existe une fonction mesurable uj ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) et une

sous-suite notée toujours (unj ) pour simplicité, telle que

unj −→ uj dans L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)),

(unj ,∇unj ) −→ (uj,∇uj) p.p. dans QT ,

alors,
Fj(t, x, u

n−1) −→ Fj(t, x, u) p.p. dans QT ,

grâce au théorème de Lebesgue, nous avons

Fj(t, x, u
n−1) −→ Fj(t, x, u) dans L1(QT ).

Par les résultat des Lemmes précédents (5.2) et (5.3), on a

Gn
j (t, x,∇un) −→ Gj(t, x,∇u) p.p. in QT , (5.25)
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Il reste à montrer que

Gn
j (t, x,∇un)→ Gj(t, x,∇u) dans L1(QT ),

En utilisant (5.25) il suffit de prouver que Gn
j (t, x,∇un) est équi-intégrable dans L1(QT )

c’est à dire

∀ε > 0, ∃ δ > 0, ∀ E ⊂ QT , si |E| < δ alors
∫
E

Gn
j (t, x,∇un) dx dt ≤ ε.

Soit E un ensemble mesurable de QT , ε > 0 et k > 0. On a pour tout j = 1, . . . ,M ,∫
E

Gn
j (t, x,∇un) dx dt = Ij,1 + Ij,2.

Avec
Ij,1 =

∫
E∩[unj >k]

Gn
j (t, x,∇un) dx dt,

et
Ij,2 =

∫
E∩[unj ≤ k]

Gn
j (t, x,∇un) dx dt.

La première intégrale Ij,1 vérifie l’inégalité suivante

Ij,1 ≤
∫

[unj >k]

Gn
j (t, x,∇un) dx dt,

d’après le Lemme (5.2) nous obtenons l’existence de k∗ > 0, tel que, pour tout k > k∗, on a

Ij,1 ≤
ε

3
.

Consernant Ij,2 nous utilisons l’hypotèse (5.21), on a pour tout k ≥ k∗

Ij,2 ≤
∫
E

(
Hj(t, x) +

M∑
j=1

Cj | ∇Tk(unj ) |2
)
dx dt.

Puisque Hj ∈ L1(QT ), alors Hj est équi-intégrable dans L1(QT ), il existe δ1 > 0, tel que, si
| E |≤ δ1, alors ∫

E

Hj(t, x) dx dt ≤ ε

3
.

de plus d’après (5.4) la suite (| ∇Tk(unj ) |2)n est équi-intégrable dans L1(QT ), ce qui im-
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plique l’existence de δ2 > 0, tel que, si | E |≤ δ2, on a

M∑
j=1

Cj

∫
E

| ∇Tk(unj ) |2 dx dt ≤ ε

3
.

Enfin, en choisissant δ∗ = inf(δ1, δ2), if | E |≤ δ∗, on obtient∫
E

Gn
j (t, x,∇un) dx dt ≤ ε.

D’autre part,

unj (T ) = Sdj(T )unj (0) +

∫ T

0

S(T − s)ηnj (s, .)ds,

avec,
ηnj (t, x) = Fj(t, x, u

n−1) + µj(t, x)−Gn
j (t, x,∇un).

Puisque unj (0, .) = unj (T, .) dans L1(Ω), on a pour tout φ ∈ L∞(Ω)

lim
n→+∞

∫
Ω

unj (0, x)φ(x)dx = lim
n→+∞

∫
Ω

Sdj(T )unj (0, x)φ(x)dx

+ lim
n→+∞

∫
Ω

∫ T

0

Sdj(T − s)ηnj (s, x)φ(x)dsdx.

On sait que Sdj(t) est continu dans L1(Ω) et ηnj → ηj converge fortement dans L1(QT ), alors∫
Ω

uj(0, x)φ(x)dx =

∫
Ω

Sdj(T )u(0, x)φ(x)dx+

∫
Ω

∫ T

0

Sdj(T − s)ηj(s, x)dsdx,

=

∫
Ω

uj(T, x)φ(x)dx.

Alors uj(0, .) = uj(T, .) dans L1(Ω).
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Chapitre 6

Application au problème inverse de
source avec des conditions

périodiques par rapport au temps

Ce chapitre présente une liaison entre l’existence des solutions faibles périodique que
nous avons déjà étudiés dans les chapitres précédents avec les problèmes inverses de
sources.

6.1 Introduction

L’objectif principal des problèmes inverses est de déterminer la cause d’un phénomène
à travers des observations expérimentales, plus précisément des problèmes qui consistent
à déterminer les causes connaissant les effets, ces problèmes s’opposent aux problèmes
directs qui visent à décrire les effets connaissant les causes. Parmi les applications des pro-
blèmes inverses on trouve l’électromagnétisme, la détection des tumeurs, la géophysique,
les méthodes de prospection, l’imagerie médicale, la mécanique des structures, le contrôle
non destructif des structures, la tomographie, la complétion des données. Notons que la
difficulté qui se pose c’est que moins évident qu’un effet soit la conséquence d’une unique
cause, c’est une question souvent poser au niveau de l’unicité de la solution d’un problème
inverse, cette difficulté a été introduit par Hadamard dans [35] il a caractérisé la notion de
problème bien posé dans les trois points suivants :
• la solution existe,
• elle est unique,
• elle dépend continûment des données.

Un problème qui est dit "mal posé" s’il se pose au sens de la définition ci-dessus. Pour se
débarrasser de cette difficulté Tikhonov a proposé dans [71] une méthode de régularisation
qui consiste à approcher le problème mal posé par une suite de problèmes bien posés
dépendant d’un paramètre dit de régularisation. Nous obtenons une solution approchée
stable, en modifiant l’opérateur ceci en ajoutant des informations à priori sur la solution
du problème mal posé.
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6.2 Position du problème

Considérons le problème périodique suivant
∂u

∂t
−∆u+ a(t, x)u+G(t, x,∇u) = f dans QT

u(0, .) = u(T, .) dans Ω

u(t, x) = 0 sur ΣT ,

(6.1)

Où Ω est un ouvert borné régulier ouvert de RN , N > 1, avec bord régulier ∂Ω, T > 0

est le période, QT =]0, T [×Ω, ΣT =]0, T [×∂Ω et a : R → [0,+∞[ est continue, G est une
fonction carathéodory et F est une fonction mesurable.

Problème direct

Le problème direct consiste à prouver l’existence d’une solution u de (6.1) connaissant
le terme source d’énergie f , puisque l’objectif de ce chapitre est d’étudier les problèmes
inverses on se place dans un cadre variationnel simple, on suppose que

f ∈ L2(QT ), f > 0 (6.2)

a : QT → [0,+∞[ est une fonction mesurable telle que , (6.3)

0 < a0 6 a(t, x) 6 a1 p.p (t, x) ∈ QT (6.4)

G : QT × R× RN → [0,+∞[ est une fonction carathéodory , (6.5)

G(t, x, 0) = min{G(t, x, r), r ∈ RN} = 0, (6.6)

r 7→ G(t, x, r) est une fonction convexe (6.7)

DrG(t, x, r) ∈ L∞(QT ) (6.8)

| G(t, x, r) |6 α(t, x) + β | r | (6.9)

où DrG désigne le sous différentiel de G, α ∈ L2(QT ) et β > 0.
On utilise la définition suivante pour définir la notion de solution périodique faible pour
(6.1).
Définition 6.1
Une fonction u est dite solution périodique faible de (6.1), si

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(QT ),

∂u

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), G(t, x,∇u) ∈ L1(QT )

u(0, .) = u(T, .) dans L2(Ω)

Pour tout φ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(QT )

T∫
0

<
∂u

∂t
, φ > +

∫
QT

∇u∇φ+

∫
QT

a(t, x)uφ+

∫
QT

G(t, x,∇u)φ =

∫
QT

fφ (6.10)
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Définition 6.2
Nous appelons sur-solution faible périodique (resp. sous-solution) de (6.1) une fonction u

satisfaisant (6.10) avec ” = ” remplacée par ” ≥ ” (resp. ” ≤ ”).

Nous renvoyons le lecteur au chapitre 2 pour l’existence de u solution faible périodique de
(6.1), l’existence est démontrée à l’aide de la méthode des sous- et sur-solutions, de plus la
solution u satisfait

0 6 u 6 ŵ (6.11)

où ŵ est la solution du problème semi-linéaire suivant
∂ŵ

∂t
−∆ŵ + a(t, x)ŵ = f dans QT

ŵ(0, .) = ŵ(T, .) dans Ω

ŵ(t, x) = 0 sur ΣT ,

Concernant l’unicité de u, on prend u et v deux solutions de (6.1), posons w = u− v, on a
pour tout φ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))

T∫
0

<
∂w

∂t
, φ > +

∫
QT

∇w∇φ+

∫
QT

a(t, x)wφ =

∫
QT

(
G(t, x,∇v)−G(t, x,∇u)

)
φ (6.12)

Maintenant, on choisit φ = (w+)δ dans (6.12), où δ est un nombre positif qui sera fixé à la
fin.

T∫
0

<
∂w

∂t
, (w+)δ > +

∫
QT

∇w∇(w+)δ+

∫
QT

a(t, x)w(w+)δ =

∫
QT

(
G(t, x,∇v)−G(t, x,∇u)

)
(w+)δ

il vient de [29] lemme 2 que
T∫

0

<
∂w

∂t
, (w+)δ >> 0

puis on utilise (6.4)

δ

∫
QT

(w+)δ−1 | ∇w+ |2 +a0

∫
QT

(w+)δ+1 6
∫
QT

| G(t, x,∇v)−G(t, x,∇u) | (w+)δ

Puisque G est convexe par rapport à r, on aura

G(t, x,∇u)−G(t, x,∇v) > DrG(t, x,∇v).∇w
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ce qui implique que∫
QT

(
G(t, x,∇v)−G(t, x,∇u)

)
(w+)δ 6

∫
QT

| DrG(t, x,∇v).∇w | (w+)δ

6‖ DrG(t, x,∇v) ‖∞
∫
QT

| ∇w+ | (w+)δ

D’où

δ

∫
QT

(w+)δ−1 | ∇w+ |2 +a0

∫
QT

(w+)δ+1 6‖ DrG(t, x,∇v) ‖∞
∫
QT

| ∇w | (w+)δ

Maintenant, on utilise l’inégalité de Young

‖ DrG(t, x,∇v) ‖∞
∫
QT

| ∇w+ | (w+)δ 6 ε ‖ DrG(t, x,∇v) ‖∞
∫
QT

(w+)δ+1+
1

ε

∫
QT

(w+)δ−1 | ∇w+ |2

On conclut que

δ

∫
QT

(w+)δ−1 | ∇w+ |2 +a0

∫
QT

(w+)δ+1 6 ε ‖ DrG(t, x,∇v) ‖∞
∫
QT

(w+)δ+1+
1

ε

∫
QT

(w+)δ−1 | ∇w+ |2

Choisissons ε = a0

2‖DrG(t,x,∇v)‖∞ , il vient que

δ

∫
QT

(w+)δ−1 | ∇w+ |2 +
a0

2

∫
QT

(w+)δ+1 6
2 ‖ DrG(t, x,∇v) ‖∞

a0

∫
QT

(w+)δ−1 | ∇w+ |2

Maintenant, on choisit δ > 2‖DrG(t,x,∇v)‖∞
a0

, on obtient∫
QT

(w+)δ+1 6 0

ce qui implique que w+ 6 0 dans QT , ceci entraine u 6 v. Par la même démarche on montre
que v 6 u, ce qui démontre l’unicité de la solution du problème (6.1).

Problème inverse

Le problème inverse que nous traitons consiste à déterminer le terme source f à partir
d’une observation qu’on note uobs, ceci a l’aide de la minimisation de la fonctionnelle coût
suivante

J(f) =
1

2

∫
QT

| uf − uobs |2 dxdt
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où uf solution du problème (6.1)
∂uf
∂t
−∆uf + a(t, x)uf +G(t, x,∇uf ) = f dans QT

uf (0, .) = uf (T, .) dans Ω

uf (t, x) = 0 sur ΣT ,

On cherche à déterminer f ∗ tel que

J(f ∗) = min
f∈Uad

J(f) (6.13)

où Uad désigne l’ensemble des fonctions admissibles qu’on suppose qu’il est donné par

Uad =

{
f ∈ L2(0, T ;H1(Ω)),

∂f

∂t
∈ L2(0, T ;H1(Ω)∗),

‖ f ‖L2(0,T ;H1(Ω)) + ‖ ∂f
∂t
‖L2(0,T ;H1(Ω)∗)6 C

}
on munit Uad par la norme de convergence suivante, (fn) converge vers f dans Uad si

et seulement si (fn) converge fortement vers f dans L2(0, T ;H1(Ω)) et
(
∂fn
∂t

)
converge

fortement vers ∂f
∂t

dans L2(0, T ;H1(Ω)∗).
Posons

V =

{
u ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), u(0, .) = u(T, .) dans L2(Ω)

}
On munit V par la norme suivante

‖ u ‖V :=

(∫
QT

| ∇u(t, x) |2 dt dx+

∫
QT

| u(t, x) |2 dt dx
) 1

2

6.3 Existence d’une solution optimale

Théorème 6.1
Problème de minimisation (6.13) admet au moins une solution dans Uad.
Preuve
Tout d’abord notre fonctionnelle J est minorée par 0 et l’ensemble des fonctions admissibles
Uad est non vide, donc λ = inf

f∈Uad
J(f) en utilisant la définition de la borne inférieure on déduit

qu’il existe une suite minimisante (fn) telle que

λ 6 J(fn) 6 λ+
1

n
(6.14)

Or (fn) est une suite dans Uad, alors

‖ fn ‖L2(0,T ;H1(Ω)) + ‖ ∂fn
∂t
‖L2(0,T ;H1(Ω)∗)6 C,
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grâce au lemme de compacité d’Aubin voir [47], on peut extraire de (fn) une sous-suite notée
encore (fn), telle que

fn → f ∗ fortement dans L2(QT )

pour conclure il suffit de montrer que J(fn) converge vers J(f ∗) dans R, posons un = ufn
solution du problème suivant

∂un
∂t
−∆un + a(t, x)un +G(t, x,∇un) = fn dans QT

un(0, .) = un(T, .) dans Ω

un(t, x) = 0 sur ΣT ,

(6.15)

En multipliant (6.15) par un et en intégrant sur QT , on obtient

T∫
0

<
∂un
∂t

, un > +

∫
QT

| ∇un |2 +

∫
QT

a(t, x) | un |2 +

∫
QT

G(t, x,∇un)un =

∫
QT

fnun

puisque un est périodique alors
T∫

0

<
∂un
∂t

, un >= 0

d’après (6.5) et (6.11), on a ∫
QT

G(t, x,∇un)un > 0

d’autre part, on applique l’inégalité de Hölder∫
QT

| ∇un |2 +

∫
QT

a(t, x) | un |2 6
∫
QT

| fnun |

∫
QT

| ∇un |2 +a0

∫
QT

| un |2 6‖ fn ‖L2(QT )‖ un ‖L2(QT )

min(1, a0) ‖ un ‖2
V 6 CΩ ‖ fn ‖L2(QT )‖ un ‖V

où CΩ est la constante de Poincaré, on sait que (fn) converge dans L2(QT ), donc elle est bornée
dans L2(QT ), puis en utilisant l’inégalité de Young nous avons

‖ un ‖2
V6 C

Ce qui entraine que (un) est bornée dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et d’aprés (6.9) on conclut que

G(t, x,∇un) est bornée dans L2(QT ), et comme

∂un
∂t

= ∆un −G(t, x,∇un)− a(t, x)un + fn
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nous aurons
(
∂un
∂t

)
bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)), utilisant maintenant le lemme de com-

pacité d’Aubin [47], donc on peut extraire une sous-suite de (un) notée encore (un), telle que
un → u∗ fortement dans L2(QT ). Pour passer à la limite dans (6.15) il faut montrer que
un → u∗ fortement dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)), pour cela, on remarque que∫
QT

| ∇un −∇u |2=

∫
QT

∇un(∇un −∇u)−
∫
QT

∇u(∇un −∇u)

En utilisant la convergence faible de (un) dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), on a

lim
n 7→+∞

∫
QT

∇u(∇un −∇u) = 0.

D’autre part, en multipliant (6.15) par un − u et en intégrant sur QT , nous obtenons

T∫
0

<
∂un
∂t

, un − u > +

∫
QT

∇un(∇un −∇u) +

∫
QT

G(t, x,∇un)(un − u)

+

∫
QT

a(t, x)un(un − u) =

∫
QT

fn(un − u)

puisque un est périodique alors

T∫
0

<
∂un
∂t

, un − u >= −
T∫

0

<
∂un
∂t

, u >

Or
(
∂un
∂t

)
converge faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)), on obtient

lim
n 7→+∞

T∫
0

<
∂un
∂t

, un − u >= − lim
n7→+∞

T∫
0

<
∂un
∂t

, u >= −
T∫

0

<
∂u

∂t
, u >= 0.

en utilisant la convergence forte de un et fn dans L2(QT ), il vient que

lim
n 7→+∞

∫
QT

fn(un − u) = 0 lim
n 7→+∞

∫
QT

a(t, x)un(un − u) = 0

Ce qui implique que,

lim
n7→+∞

∫
QT

∇un(∇un −∇u) 6 lim
n7→+∞

∫
QT

| G(t, x,∇un)(un − u) |
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par application de l’inégalité de Hölder, on a∫
QT

| G(t, x,∇un)(un − u) | 6‖ G(t, x,∇un) ‖L2(QT )‖ un − u ‖L2(QT )

6 C ‖ un − u ‖L2(QT )

par passage à la limite, nous aurons

lim
n7→+∞

∫
QT

∇un(∇un −∇u) 6 0.

Ce qui entraîne que (un) converge fortement vers u∗ dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Maintenant on peut

passer à la limite dans (6.15), il vient d’après l’unicité de la solution du problème (6.1) que u∗

satisfait le problème suivant
∂u∗

∂t
−∆u∗ + a(t, x)u∗ +G(t, x,∇u∗) = f ∗ dans QT

u∗(0, .) = u∗(T, .) dans Ω

u∗(t, x) = 0 sur ΣT ,

Finalement, on conclut que J(fn) converge vers J(f ∗) dans R et par passage à la limite dans
(6.14), on obtient

λ = J(f ∗) = inf
f∈Uad

J(f)

6.4 Dérivation de la fonctionnelle coût

Dans cette section nous proposons de calculer la dérivée de la fonctionnelle coût J
par rapport à f . Pour cela, nous utilisons la méthode de l’état adjoint [40], cette méthode
consiste à introduire un Lagrangien en supposant que u et f sont indépendantes.
Le Lagrangien associé à la fonctionnelle J est définie pour tout (f, u, p) ∈ Uad × V × V par
la forme suivante

L(f, u, p) =
1

2

∫
QT

| u−uobs |2 +

T∫
0

<
∂u

∂t
, p > +

∫
QT

∇u∇p+
∫
QT

G(t, x,∇u)p+

∫
QT

a(t, x)up−
∫
QT

fp

(6.16)
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Maintenant les trois variables f, u et p sont indépendantes, on dérive le Lagrangien par
rapport à u pour obtenir l’équation de l’état adjointe, soit φ ∈ V

<
∂L(f, u, p)

∂u
, φ >=

∫
QT

φ(u− uobs) +

T∫
0

<
∂φ

∂t
, p > +

∫
QT

∇φ∇p

+

∫
QT

a(t, x)pφ+

∫
QT

∇rG(t, x, u,∇u)∇φp

lorsqu’elle s’annule nous donne l’équation de l’état adjoint
∂p

∂t
+ ∆p+ div

(
∇rG(t, x, u,∇u)p

)
− a(t, x)p = u− uobs dans QT

p(0, .) = p(T, .) dans Ω

p(t, x) = 0 sur ΣT ,

(6.17)

Soit h ∈ Uad, on dérive le Lagrangien par rapport à f on obtient

<
∂L(f, u, p)

∂f
, h >= −

∫
QT

hp

Maintenant si on prend u = uf on a

L(f, uf , p) = J(f) ∀p ∈ V

alors
<
∂J(f)

∂f
, h >=<

∂L(f, uf , p)

∂f
, h > + <

∂L(f, uf , p)

∂u
,<

∂uf
∂f

, h >>

Si on prend p solution de l’état adjoint (6.17) on aura

<
∂L(f, uf , p)

∂u
,<

∂uf
∂f

, h >>= 0.

Ce qui implique que la dérivée de J par rapport à f est donnée par

J ′(f).h = −
∫
QT

hp

avec p solution de l’état adjoint
∂p

∂t
+ ∆p+ div

(
∇rG(t, x, u,∇u)p

)
− a(t, x)p = u− uobs dans QT

p(0, .) = p(T, .) dans Ω

p(t, x) = 0 sur ΣT ,
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Conclusion générale

Cette étude concerne l’existence des solutions périodiques faibles pour des problèmes
quasi-linéaires paraboliques présentant deux principales propriétés : la positivité du terme
source et la croissance critiques par rapport aux gradients. Naturellement, ces conditions
apparaissent dans de nombreux systèmes issus de la modélisation mathématique. La nou-
veauté ici c’est qu’on a appliqué les résultats d’existence des solutions périodiques faibles
obtenues pour la résolution des problèmes inverse de source avec conditions périodiques
en temps. L’originalité ici c’est que les non-linéarités dépendent du gradient et que la po-
sitivités des solutions et préservées. Plusieurs travaux partiels d’existence des solutions
périodiques faibles pour cette classe d’équations ont été obtenus avec des hypothèses sup-
plémentaires. Essentiellement celles-ci nécessitent que le terme source soit uniformément
borné, la croissance par rapport aux gradients et sous linéaire et que les sur- et sous-
solutions soient régulières, ce qui est assuré en général par une structure variationnelle
classique. Ce travail est principalement consacré à l’étude de l’existence globale des solu-
tions périodiques faibles dans le cas des termes source et des sous- et sur solutions sont
non réguliers et les croissances des non-linéarités sont critiques. Nous développons des
méthodes originales pour surmonter de telles difficultés et nous obtenons des théorèmes
d’existence pour ce type de systèmes.

Perspectives

Dans un avenir proche nous allons aborder les questions intéressantes suivantes :
• Unicité : en s’intéressant à la notion des solutions entropiques et renormalisés.
• Existence des solutions périodiques pour des problèmes parabolique avec des opé-

rateurs du type Leray-Lions.
• Problèmes périodiques avec des conditions non linéaires sur le bord.
• L’application des méthodes numérique de minimisation pour la résolution des pro-

blèmes inverses périodiques.
• Simulation numérique.
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Annexe

Lemme A.1 (lemme linéaire)
Soit le problème parabolique linéaire suivant

∂u

∂t
− d∆u = g dans Ω×]0, T [

(1− λ)u+ λ
∂u

∂ν
= α sur ∂Ω×]0, T [

u(x, 0) = u0 dans Ω,

(A.1)

et si nous désignons par z la solution du problème élliptique suivant z − d∆z = 0, dans Ω

(1− λ)z + λ
∂z

∂ν
= α sur ∂Ω,

alors nous avons si g ∈ Lp([0, T ];Lq(Ω)),avec 1 < p, q < ∞, α ∈ C1(Ω̄) et u0 ∈ Lq(Ω), le

problème (A.1) admet une solution unique u telle que
∂u

∂t
et ∆u appartiennent à Lp([0, T ];Lq(Ω))

et ∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
Lp([0,T ];Lq(Ω))

+ ‖∆u‖Lp([0,T ];Lq(Ω)) ≤ Cp,q(‖g‖Lp ([0,T ];L
q
(Ω)) + ‖α‖C1(∂Ω) + ‖u0‖Lq (Ω))

de plus u satisfait à

‖u(t)‖L∞(Ω) ≤ ‖u0 − z‖L∞(Ω) + ‖α‖L∞(∂Ω) + c

t∫
0

1

(t− s)
n
2p

‖g(s) + z‖Lp(Ω) ds

pour tout p >
N

2
.

Pour une preuve, voir par exemple [8], [45], [59].

Lemme A.2
∀1 < p < ∞, ∀1 ≤ i, j ≤ m, il existe Cp(T − τ) > 0 indépendante de Θ, telle que Ψj solution
de (2.28) vérifie

i) ‖PΨj(., τ)‖Lp(Ω) , ‖PΨj‖Lp(Q(τ,t)) , ‖∆Ψj‖Lp(Q(τ,t)) ≤ Cp(T − τ), où

PΨj(., t) =

 Ψj(., t) si λj > 0

Ψj(., t)−
1

|Ω|
∫
Ω

Ψj(x, t)dx si λj = 0
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ii)
T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] ≤ Cp(T − τ),

et si 1 < p <
n+ 2

2
, q =

p(n+ 2)

n+ 2− 2p
, alors il existe Kq(T − τ) telle que

iii) ‖Ψj‖Lq(Q(τ,t)) ≤ Kq(T − τ).

Preuve du résultat : i) et iii) se déduisent immédiatement de la définition de Ψj,Wj et
de [45] et [38].

Pour l’estimation ii), nous avons à traîter les cas suivants :
1er cas : λi > 0 et λj > 0, dans ce cas, et d’aprés (2.1), nous avons

T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] =

T∫
τ

∫
∂Ω

Ψj[
∂(hi(vi))

∂ν
+

1− λj
λj

hi(vi)]

=
T∫
τ

∫
∂Ω

Ψj[h
′
i(vi)(

αi
λi
− 1− λi

λi
vi) +

1− λj
λj

hi(vi)]

(A.2)

d’aprés (2.16) et (2.17), il vient que h′i(vi) ≥ 0,et comme vi ≥ 0, nous avons

T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] ≤

T∫
τ

∫
∂Ω

Ψj[h
′
i(vi)

αi
λi

+
1− λj
λj

hi(vi)]

d’aprés (2.8) et (2.17)

T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] ≤

T∫
τ

∫
∂Ω

Ψj[h
′
i(Ni)

αi
λi

+
1− λj
λj

hi(Ni)]

utilisant Hölder puis i), nous obtenons

T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] ≤ Cp(T − τ).

2e cas : λi = λj = 0, dans ce cas : vi = αi et Ψj = 0, et donc

T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] =

T∫
τ

∫
∂Ω

hi(αi)(−
∂Ψj

∂ν
)

utilisant Hölder, le théorème de trace et i), nous obtenons ii).
3e cas : λi = 0, λj > 0, dans ce cas, (2.22) entraîne que αi = 0, ainsi, et d’aprés (2.16), il
vient que

T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] =

T∫
τ

∫
∂Ω

Ψjh
′
i(vi)

∂vi
∂ν
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comme Ψj ≥ 0, h′i(vi) ≥ 0 et
∂v

∂v
< 0, nous avons

T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] ≤ 0.

4e cas : λj = 0 et λi > 0, dans ce cas : Ψj = 0 et d’aprés (2.8) et le fait que
∂Ψj

∂ν
< 0, nous

avons

T∫
τ

∫
∂Ω

[Ψj
∂(hi(vi))

∂ν
− hi(vi)

∂Ψj

∂ν
] =

T∫
τ

∫
∂Ω

hi(αi)(−
∂Ψj

∂ν
) ≤

T∫
τ

∫
∂Ω

hi(Ni)(−
∂Ψj

∂ν
)

on suit les mêmes démarches que dans le 2émecas pour aboutir au résultat.

Théorème A.1
Soit f = (f1, . . . , fM) une fonction positive qui appartient à [L1(QT )]M . Alors il existe ŵ =

(ŵ1, . . . , ŵM) une solution faible périodique positive du système suivant
ŵj ∈ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),
∂ŵj
∂t
− dj∆ŵj = fj dans D′(QT ), pour j = 1, . . . ,M

ŵj(0, .) = ŵj(T, .) dans L1(Ω).

(A.3)

Remarque A.1
Comme on le sait bien, (A.3) est linéaire et le second membre f = (f1, . . . , fM) ne dépend
pas des composantes de la solution ŵ = (ŵ1, . . . , ŵM), il suffit donc de prouver le résultat du
théorème A.1 pour une seule équation.

Preuve
Tout d’abord, nous définissons l’opérateur suivant

S : L1(Ω)→ L1(Ω)

v 7→ ŵ(T, .),

où ŵ est l’unique solution du système suivant
ŵ ∈ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),
∂ŵ

∂t
− d∆ŵ = f dans D′(QT ),

ŵ(0, .) = v dans L1(Ω).

(A.4)

Pour l’existence et l’unicité de ŵ solution de (A.4) nous référons le lecteur au [16]. Pour utiliser
le point fixe Schauder, il faut montrer que S est continu et compact. La compacité est une
conséquence directe de [15] et pour la continuité, nous considérons une suite (vn) dans L1(Ω),
telle que (vn) converge fortement vers (v) dans L1(Ω) et posons ŵn = S(vn), ŵ = S(v). D’après
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[16] on a l’estimation suivante

‖ ŵn − ŵ ‖L∞(0,T ;L1(Ω)) + ‖ ŵn − ŵ ‖L1(0,T ;W 1,1
0 (Ω))6 C ‖ vn − v ‖L1(Ω)

ce qui implique,
‖ ŵn(T, .)− ŵ(T, .) ‖L1(Ω)6 C ‖ vn − v ‖L1(Ω)

d’où la continuité est obtenue.
Il reste à prouver l’existence d’un rayon R0 > 0, tel que la boule B(0, R0) de L1(Ω) soit
invariante par S. Pour cela, nous prenons y solution du problème suivant

y ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),

∂y

∂t
− d∆y = f dans D′(QT ),

y(0, .) = 0 dans L1(Ω).

(A.5)

de (A.4) et (A.5), nous obtenons
(ŵ − y) ∈ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L1(Ω)),
∂(ŵ − y)

∂t
− d∆(ŵ − y) = 0 dans D′(QT ), pour j = 1, . . . ,M

(ŵ − y)(0, .) = v dans L1(Ω).

(A.6)

Selon le résultat classique de [9], la solution de (A.6) satisfait à l’estimation suivante

‖ ŵ(T, .)− y(T, .) ‖L1(Ω) 6‖ ŵ(0, .)− y(0, .) ‖L1(Ω) exp(−λ1T )

6‖ v ‖L1(Ω) exp(−λ1T ).

Par conséquent,

‖ S(v)(T, .) ‖L1(Ω)6‖ y(T, .) ‖L1(Ω) + ‖ v ‖L1(Ω) exp(−λ1T ),

où λ1 est la première valeur propre de−d∆ avec condition de Dirichlet sur le bord. Pour obtenir
l’existence d’un point fixe de S, il suffit de choisir

R0 >
‖ y(T, .) ‖L1(Ω)

1− exp(−λ1T )
.

Ceci termine la preuve.
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