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Introduction générale

Les mathématiques ont toujours le bénéfice de participer au développement de plusieurs
domaines scientifiques : la physique, la biologie, la biomédicale, I'ingénierie...Pour le ma-
thématicien, ces domaines offrent de nouvelles et passionnantes branches de recherches,
pendant que pour le spécialiste, le modelage mathématique offre un autre outil de la re-
cherche proportionnée avec de nouvelles techniques du laboratoire.

Rappelons que la modélisation des réactions chimiques conduit a des systémes dits de
réaction-diffusion. Il faut noter que durant ces dérnieres décennies, I'interét porté a I'étude
de ce type de systémes n’a cessé de croitre et une abondante littérature a été développée
sur ce sujet, notamment sur les problemes d’existences locales, globales ou d’explosion en
temps fini, de comportement asymptotique...

Dans le second chapitre, nous nous intéressons a I’analyse mathématique des systémes
de réaction-diffusion de type :

85;7" — A = fo(x,t,0) pour 1 <r <m dansQ x (0,T)
(P) (1= X)ve + A\OLv, = ay, pour 1 <r <m surdQ x (0,7)
ve(2,0) = vg () pour 1 <r <m pourzx €

ou  est un ouvert borné de RY, N > 1, de frontiére réguliere 992, v = (vy, ..., ), T > 0,
A, désigne un opérateur de dérivation défini par

A (0) = Y 000, (@)0us0) + D 0 (B @)9) + (@)

et ou les conditions au bord sont définies a 'aide des dérivées conormales associées :

Z )0yp(0)n;(o) pour o € OS2

les fonctions f, :©2 x (0,+00) x R™ — R sont des applications non-linéaires, et pour tout r,
0< A\ <1,a7;, b € CHQ), ¢ € C°(Q) et a, € C*(Q).

Nous étudions ce systéeme sous les deux propriétés caractéristiques suivantes :

(H,) la positivité des solutions est préservée au cours du temps,

(H,) le contrdle de masse ou loi de balance.

Cette derniere hypothése s’exprime par le fait que Z h(fr) < L(t) invr + M(t) (ou

les h, sont des fonctions convexes positives et L, M sont des fonctions contlnues) La com-
binaison de ces propriétés, en plus des bonnes conditions aux bords que nous considérons
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Introduction générale

r=m

permettent d’établir une estimation L' uniforme de Y  h,(v,), ceci justifie la terminologie
r=1

de contrdle de masse. Malheureusement, cette estimation est en général insuffisante pour

garantir 'existence globale des solutions. Ainsi d’autres hypotheses s'imposent.

La question que nous nous posons alors est de savoir sous quelles conditions sur les
données du probléme et sur la dépendance des termes non-linéaires ce genre de systeme
admet des solutions globales.

Notons ici que ce genre de probléme a suscité I'intéret de plusieurs auteurs et de nom-
breux travaux ont été faits dans ce sens. Remarquons aussi que la classe des systemes que
nous avons obtenus dans la partie modélisation (chapitre 1) est un cas particulier de cette
forme générale (P). Ces systemes vérifient bien (H;) — (Hs) (voir plus loin), mais I'existence
locale n’en est pas moins difficile a établir. En effet, on sait que lorsque vy € (L*(2))™,
l'existence locale sur [0, T},..) s'obtient da maniére classique (par application du point fixe
de Schauder dans des espaces Jud1c1eux voir par exemple [38]) ; de plus 7., est caracté-

risé par : si 1,4, < 00 alorst lim (Z v (¢ )HLOo ) = +00.

max r=1

Pour l'existence globale, les premiers résultats dans le cas des systémes 2 x 2 (m = 2)
ont été obtenus par Alikakos [7] et Masuda [52], ensuite par Hollis-Martin-Pierre [38].
Ces derniers ont introduit une nouvelle méthode permettant de traiter une tres large classe
de systémes a structure triangulaire. En effet, en plus de (H;) — (H3) et de 'hypothese
(H3) : f1 < 0 ouraisonnablement majorée, cette méthode ne nécessite que deux hypotheses
supplémentaires portant sur la croissance des termes non-linéaires et sur la nature des
conditions aux bords. Une autre approche du probleme a été introduite par Pierre [62],
elle permet de traiter des systemes triangulaires dont les termes non-linéaires admettent

des croissances quelconques. Cette méthode, dite "méthode L'”

, ne fournit cependant que
des solutions faibles. Une autre approche récente a été développée par [5] qui permet
d’obtenir I'existence globale des solutions faibles en utilisant une technique de troncature.

Nous avons choisi d’exposer dans cette these les différents techniques développées par
Morgan [55], Hollis-Martin-Pierre [38], Alaa, Mounir [6]. Les résultats que nous obtenons
ici améliorent ces derniers dans le sens ou les conditions au bord que nous traitons sont

plus générales. En plus des hypotheses (Hl) (H,), et sous de bonnes conditions au bord,

nous obtenons une estimation dans L> de Z hi(v;). Ceci permet d’obtenir une estimation
=1
dans L?, V1 < p < oo, des h;(v;). C’est en moyennant ces deux résultats fondamentaux que

nous démontrons I'existence globale.




Organisation de la these

Premier chapitre : Modélisation des réactions chimiques

Ce chapitre comporte quelques principes des milieux continus : lois de conservation,
conservation de la masse, le 1¢" et 2¢ principe de la thermodynamique, quelques lois de
comportement ainsi qu'une modélisation de I'évolution des réactions chimiques et se ter-
mine par une modélisation mathématique du phénomeéne de trempes.

Second chapitre : Existence locale, globale, unicité et positivité pour les
systemes de Réaction-Diffusion

Dans ce chapitre, Nous considérons le systeme d’équations de réaction-diffusion suivant

%(m,t} — DAv(z,t) = f(v(z,t)) ret>0
(1—>\T)vr+)\r%:ar, pour 1 <r<m x€9Qt>0 ey
v(z,0) = vo(z) x € .

ou :
0= (V1,0 U ), Uy 2 X (0,00) — R, pour 1 < r < m,

L Ov L e

tirn désigne le dérivée par rapport au temps de v,
N 82

* A désigne 'opérateur Laplacien : Av,(z,t) = Za—vg(x, t)pour 1 <r <m,
j=10L;

* D matrice diagonale carrée d’order m dont les coefficients d, sont strictement positifs,
* f fonction mesurable de R™ dans R™ et localement lipschitzienne

[f(p) = fF(P)| < K(r) |p—pl,Vp,p € R™ avec |[p|,[p] <r )

ou |.| désigne la norme euclidienne dans R™,
* la condition initiale est définie par

Vo = (UOi)1§i§m € LOO(QvR>m7 (3)

“* avr o - m 01)7"
5 Vou,.n = j;a%

vecteur normal extérieur a 01,

7 s s e 7 —
.n; désigne la dérivée normale de v,, n = (n;),_,_,, estle
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Organisation de la these

* pour tout 1 <7 < m, A, et a, vérifient
0< A\ <1, a, € C*D). 4)

Nous énoncgons des conditions suffisantes assurant I'existence locale et 'unicité de la solu-
tion classique de (1). Puis nous rappelons le résultat suivant :

Théoréme 0.1 (Hollis-Martin-Pierre)
Sous le hypotheses (2) et (4), le systeme (1) admet une unique solution locale et classique v
sur [0, Thax|, telle que pour chaque 1 < r < m, il existe N, : [0, Tyyax[— [0, 00) continue avec

0 < v,(t,x) < N,(1), Y(w,1) € QX [0, Tonas| (5)

De plus, le temps maximal d’existence T),.x est caractérisé par

m

Yt . o
ST Tnax < 00, alors t—1>IT1:lnaxZ; [0 (D) | oo () = +00 (6)

Troisieme chapitre : Existence de solutions périodiques faibles pour le
modele des trempes

Ce chapitre est la version francaise d’un article publié a Journal of Advanced Mathema-
tical Studies [42].

Le but de ce chapitre est de présenter une analyse mathématique du modele des trempes
modélisé par le probléme parabolique suivant

8ug5£ ) _ div(a(u)Vu) + G(t,z,u,Vu) = F(t,z,u) dans Qr
w0,) = u(T.) dans (7)
ult,z) =0 sur Xp,

Ou  est un ouvert borné régulier ouvert de RY, N > 1, avec bord régulier 02, T > 0 est
la période, Qr =]0,T[xQ, £r =]0,T[x0Q et a: R — [0,+00] est continue, G et F sont
des fonctions carathéodory. Nous supposons tout au long de ce chapitre

a :[0,7] x Qx R — [0, +oo[ une fonction carathéodory
0 < ag <a(s) <a; pour tout s € R.

(F :]0,7] x Qx R — [0, +oo[ une fonction carathéodory
t — F(t,z,u) une fonction périodique
u — F(.,.,u) fonction croissante
F(t,z,s) <a(t,z)+ B |s| otae L*(Qr)et S >0

lim sup 228 — @,
\ s—too s
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Organisation de la these

G:[0,T] x Qx Rx RY — [0, +o0o[ une fonction carathéodory
G(t,z,s,0) = min{G(t, x,s,7r),r € RN} =0
G(t,z,s,r) < el s N(H(t2) + |Ir]*)
ou c: [0,+oo[— [0, +o0] est croissante et H € L'(Qr).

L’existence d’'une solution faible a ce dernier modele est prouvée par la méthode des sous-
et sur-solution, nous construisons une sur solution faible du probléeme considéré, puis en
passant a 'utilisation de la méthode des troncatures pour montrer I'existence d’une solution
faible.

Quatrieme chapitre : Résultats d’existence des solutions périodiques
faibles pour certaines équations paraboliques quasi-linéaire avec donné
Ll

Ce chapitre est 'objet d’'une publication aux Annals of the University of Craiova Mathe-
matics and Computer Science Series [24]

Dans ce chapitre on s’intéresse a I'analyse mathématique de 'existence d’une solution
périodique faible pour I'’équation parabolique suivante

augt’ D - Au+G(t,x,Vu) = f dans Qr
u(0,.) = u(T,.) dans Q €)
u(t,z) =0 sur Y,

ou  est un ouvert borné de R, N > 1, de frontiére assez réguliere 9Q), T > 0 est la
période, Qr =)0, T[xQ, X7 =]0, T[x 99, —A désigne 'opérateur de Laplace sur L'(Q2) avec
des conditions aux limites de Dirichlet, G est une fonction Carathéodory et f est une fonc-
tion mesurable positive appartient a L'(Qr). Nous introduisons les hypothéses nécessaires
qui garantit I'existence d’une solution faible du probléme (8).

Hypotheses

Nous supposons que

fe L' (Qr), f >0,
G(t,x,r) € L'(Qr) pour tout r € RY et p.p. (t,z) € RY,
G :[0,T] x Qx RY — [0, 400 est une fonction Caratheodory ,
G(t,z,0) = min{G(t,z,7),r € RV} =0,
Gt z,r) < K(t,x)+d ||’

pour tout p € [1, ]I\V]—ﬁ[,r e RN etp.p. (t,z) € Qr, avec K € L*(Qr) et d > 0.

Le résultat principal de cette section se résume dans le Théoréme suivant

viii



Organisation de la these

Théoreme 0.2
Supposons qu’elle existe w une sur-solution faible de (8). Alors le probléme (8) admet une
solution périodique faible satisfaisante 0 < u < w dans Q7.

Apreés, nous appliquons le résultat du théoréme 0.2 pour prouver I'existence d’une solution
périodique faible pour le probleme suivant

augf£ ) Au+ G(t,z,Vu) = F(t,z,u) +p dans Qr
u(0,.) = w(T,.) dans )
u(t,z) =0 sur Xr

les fonctions non-linéaires GG et F' sont supposées des fonctions carathéodory et p est une
fonction mesurable positive appartenant a L' (Q7).
Hypotheses

Concernant le probleme (9), nous supposons que

1% S Ll(QT)?/L > 07

F:]0,T] x QxR — [0,400[ est une fonction Caratheodory ,
F(t,x,s) € L'(Qr), F est croissante par rapport a s,
G :[0,T] x Qx RY — [0, 400 est une fonction Caratheodory ,
G(t,z,r) < H(t,x)+d|r|*, pourtout r € RN et pp.(t,x) € Qr,

Grace aux hypotheses précédentes on démontre le théoréme suivant

Théoréme 0.3
Supposons qu’il existe w € L' (0, T; W} (Q)) N C([0,T], L' (Q)) une solution faible du probléme
suivant )

@ e LY0,T; Wy (Q)) nC([0, 7], LY(2)),

F(t,z,w) € LY(Qr)

% — AT = F(t,2,®) + dans T'(Qr),
@(0,.) = @(T,.) dans L'(9).

\

Alors le probleme (9) admet une solution périodique faible u telle que 0 < u < w.

Cinquiéme chapitre : Quelques résultats d’existence des solutions pé-
riodiques faibles pour des systemes paraboliques quasi-linéaires avec
donnée L!

Ce chapitre est la version francaise d’'un article accepté pour publication dans Boletim
da Sociedade Paranaense de Matematica [25]

ix
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Ce chapitre traite des résultats d’existence des solutions périodique faible pour le sys-
téme parabolique de réaction-diffusion suivant

a&t —djAu; + G(t,z,Vu) = f; dans Qr,
u;(0,.) = u;(T,.) dans Q, pourj=1,...,. M (10)
Uj(t, :1:) =0 sur ZT,

ouu = (u,...,un), Vu= (Vuy,...,Vup), f = (f1,---, fum), M > 2 et Q est un ouvert
borné de RY, N > 1, de frontiére assez réguliere 99, T > 0 est la période, Qr =]0, T[x (2,
Yr =]0,T[x0R, —A est lopérateur de Laplace sur L'(f2) avec des conditions aux limites
de Dirichlet, d; sont des constantes positifs, G; est une fonction Carathéodory et f; est une
fonction mesurable positive appartient a L'(Qr). Nous supposons tout au long de cette

section. Pour tout j = 1,..., M,
f € LY(Qr), f; 2 0. 1D
G,(t,z,7) € L*(Qr) pour tout r € (RN et p.p. (t,7) € Qr, (12)
Gj: Qr x Qx (RMM — [0, +oo[ est une fonction carathéodory , (13)
G;(t,2,0) = min{G,(t,z,7),r € (RV)M} = 0. (14)

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoreme 0.4
Supposons que (11)-(14) sont vérifiés, et que pour tous j =1,..., M

M
| Gt @) [S KG(ta) + ) Oy g7

Jj=1

pour tout p € [1, 2], r; € RN, avec K; € L'(Qr) et C; > 0.

Alors (10) a une solution faible périodique u; qui satisfait pour tout j = 1,..., M
0 < w; < w,; dans Qr,
avec w; est solution du systéme suivant

@; € L0, T3 Wy () n ([0, T], LN(€)),
% —djAw; = f; dans D'(Qr),
w;(0,.) = w;(T,.) dans L' ().
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Sixieme chapitre : Application au problemes inverses de source avec
des conditions périodiques par rapport au temps
L’objet de ce chapitre est de présenter une liaison entre 'existence des solutions faibles

périodiques que nous avons déja étudiés dans les chapitres précédents avec les problemes
inverses de sources. Considérons le probleme périodique suivant

% — Au+a(t,z)u+ G(t,z,Vu) = f dans Qr
u(0,.) = u(T,.) dans (15)
u(t,r) =0 sur X,

Ou Q est un ouvert borné régulier ouvert de RY, N > 1, avec bord régulier 092, T > 0
est la période, Qr =|0,T[x2, X7 =]0,T[x02 et a : R — [0, +o0[ est continue, G est
une fonction carathéodory et F' est une fonction mesurable. Le probleme inverse que nous
traitons consiste a déterminer le terme source f a partir d'une observation qu’on note s,
ceci a 'aide de la minimisation de la fonctionnelle cofit suivante

1

J(f) = 5/ | wp — Ugps |* dadt

Qr

ou u solution du probleme (15)

% — Aug +alt,x)up + G(t,2, Vug) = f - dans Qr
up(0,.) = uy(T,.) dans
up(t,z) =0 sur .

On cherche a déterminer f* tel que

J(f") = min J(f) (16)

fel/{ad

ou U,y désigne 'ensemble des fonctions admissibles qu’on suppose qu'’il est donné par

af

—J 2 . 1 *
v € L*(0,T; H (Q2)"),

ts = {1 € 0.1 17'(0)
of
FF lz2omm@y + 1 55 lzomm@n< O
Dans ce chapitre nous prouvons l'existence d’une solution optimale du probleme de mini-

misation (16) puis nous calculons la dérivée de la fonctionnelle cofit J par rapport a f par
utilisations de la méthode de I'état adjoint.

xi



Chapitre 1
Modélisation des réactions chimiques

L’objectif de ce chapitre est de modéliser les réactions chimiques. Nous commencons par
rappeler les lois fondamentales de la physique (lois de conservations) et certaines lois de
comportement. La quantité cléf de la modélisation ici est celle de la vitesse des réactions,
en plus des lois fondamentales de la physique. Nous arrivons a modéliser 1’évolution des
réactions chimiques sous forme de systemes différentiels. C’est en tenant compte de la
dépendance des concentrations de la variable espace que nous obtenons des systemes de
réaction-diffusion. On peut consulter les références [65, 68, 72].

1.1 Quelques principes généraux en modélisation des mi-
lieux continus

On désigne par milieu continu tout liquide, gaz ou solide déformable considéré d’un
point de vue macroscopique. On peut 'assimuler a un systeme de particules dont ’évolution
ou I'équilibre peut-étre décrit a 'aide des lois universelles de la physique, a savoir : la loi
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et du moment de cette quantité
de mouvement par rapport a un point et de I'énergie.

Toutes les équations de la physique et des sciences voisines sont obtenues d’'une part a
partir de ces lois fondamentales, d’autre part a partir des lois de comportements qui sont
spécifiques du milieu considéré : elles ont généralement un caractere plus empirique et des
domaines de validité plus ou moins limités. La dérivation de ces lois de comportement est
une science difficile; il est indispensable de s’appuyer sur les connaissances et 'expérience
des experts du domaine d’application envisagé.

Lois de conservation

Elles sont universelles, contrairement aux lois de comportement, et s’appliquent a tout
systeme matériel, indépendament de sa nature : liquide, gazeuse ou autre.

Rappelons qu'un milieu continu est intuitivement un ”systéme de particules ” en mou-
vement. On le modélise a chaque instant par I'ensemble des points d’'un ouvert 2(¢) de
R3 : On imagine que chaque point est une particule qui se déplace et que 'ensemble des
particules occupe le domaine €)(¢) a chaque instant. On suppose, de plus, I'existence d’'une
famille de bijections S(s,t)s.~0 de €(s) dans (¢) dépendant régulierement de s,z > 0 et
permettant de suivre chacun des points du domaine initial dans sa trajectoire au cours du
temps, soit
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t— S(O,t)XQ = I(Xo,t)

On associe a ce milieu les quantités suivantes :
ﬁ.
* V' (Xo, t) la vitesse Lagrangienne définie par

= 0
V(Xo, t) = ax(Xo, t)

et v(Xo,t) = v(x(Xo,t),t) la vitesse Eulérienne.
* o(z,t) = la densité du milieu a I'instant t, c’est-a-dire la masse par unité de volume
dans (t), ainsi la masse m(w) de tout sous-ensemble mesurable w de 2(t) est donnée par

m(w) = [ el t)ds

w

Afin de traduire mathématiquement les lois de conservation, nous utiliserons le lemme
suivant qui permet d’exprimer la dérivée par rapport au temps d’une intégrale du type

K(t) = /k:(x,t)da:,
w(t)

ou w(t) = S(0,t)(wy) avec wy un sous-ensemble mesurable quelconque de ©2(0) et ot &(., .)
est une fonction définie sur ()(¢). Cette dérivée est parfois appelée dérivée particulaire par
référence au fait qu'on dérive selon les trajectoires des particules.

Un lemme de dérivation par rapport au domaine

Sous les hypotheses de régularité

/ % + div(kv))dz,

w(t)

/ e+ / kvndo,

w(t)

ou encore

N d s . . . \
ou n est la normale extérieur unitaire a dw(t).
Pour une démonstration et des précisions sur la régularité requise, voir par exemple
[26].

Conservation de la masse

Loi qui exprime l'invariance par rapport au temps ¢ de la masse de tout sous-systéme
matériel w(t) = 5(0,t)(wy) que 'on suit au cours du temps, ou w, est un sous-ensemble
mesurable quelconque de €2(0). Cette masse est donnée par

2
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miw) = [ ofa.t)ds

w(t)

on a donc y

Em(w(t)) =0
D’aprés le lemme appliqué a k£ = p, on a pour tout sous-ensemble wy de ©2(0)

aQ . —
/(E + div(pv))dx =0
w(t)

et puisque wy et donc w(t) sont arbitraires dans €2(¢), on en déduit '’équation de conserva-
tion de la masse, dite parfois équation de continuité

89 . —
5t + div(pv) =0

Conservation de I’énergie (1¢ principe de la thermodynamique)

Elle s’écrit

ol
* ow : Les apports volumiques de quantités de chaleur par unité de temps,
* ¢ : le vecteur-flux de chaleur,
97 : la densité volumique des forces appliquées,
?7 : la densité surfacique de force s’appliquant sur chaque éléments de surface.

Conservation de la quantité de mouvement et de son moment en O

Ces lois s’écrivent

d — = - .
E( / v)dr = / ofdr + / Fdo pour la quantité de mouvement
w(t) w(t) Ow(t)

et

d — N — — — —
%(/OM/\QU)d:L‘: /OM/\gfdx+ / OM A Fdo pour le moment
w(t) w(t) Ow(t)

2¢m¢ principe de la thermodynamique :

Il s’exprime par
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d w q.n
— > — — -
dt(/ osdz) 2 / °T / T do

w(t) w(t) ow(t)

ol s est 'entropie et 7' la température absolue.

1.1.1 Lois de comportement

Nous donnons ici deux exemples des lois de comportement :

Loi de diffusion de Fick

Cette loi exprime qualitativement que les particules se déplacent vers les régions a plus
. .. . . . - =4
faible densité. Quantitativement, ce mouvement est tel que le flux de diffusion (J = ov) a
travers chaque surface soit proportionnel au gradient de densité ; ce qui peut s’écrire
_)
\Y
U= —d(~2).
0
La loi de continuité devient alors

.
o — div(dV ) = 0,

soit encore, en utilisant d est une fonction de x uniquement

o — div(d(x)Ve) = 0.

La densité p, dans ce cas, satisfait alors une loi linéaire de diffusion : C’est '’équation linéaire
de la chaleur. Notons que pour les situations stationnaires, c’est-a-dire lorsque o(z,t) =
o(z), et le coefficient de diffusion constant, la densité satisfait a '’équation de Laplace Ap =
0.

Remarquons qu'’il existe d’autres lois de diffusion comme par exemple, la loi de Darcy,
qui s’applique a la diffusion de certains fluides dans les milieux poreux et qui, couplée avec
d’autres lois de comportement, exprime que la vitesse vest proportionnelle au gradient de
densité, soit

U= —d€Q
ceci conduit a 'équation
ot — g A(Qz) =0
qui est une équation de diffusion non-linéaire pour la densité, connue sous le nom d’équa-
tion des milieux poreux.
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Loi de Fourier pour la conduction de la chaleur

c 1 o1 . \ . — 7 .
On consideére un milieu continu au repos, c’est-a-dire v = 0. Dans ce cas I’équation de
conservation de la chaleur prend la forme

d R
E(/ge): /gw— /dwq (1.1)

w(t) w(t) w(t)

I'’équation de continuité elle aussi se simplifie pour exprimer que o(z,t) est indépendante
de t. Ainsi, (1.1) donne

Oe
Cor
On ajoute les deux lois de comportement suivantes :

= ow — dz’va.

* e = ¢T : concernant I’énergie interne
—
* ¢ = —kVT , k>0 : la loi de Fourier qui est une loi analogue 2 la loi de Fick, mais
appliquée au flux de chaleur et non au flux de matiére. On obtient ainsi
aT
c— — kAT =0
ot
qui est la célebre équation linéaire de la chaleur.

1.1.2 Modélisation de I’évolution des réactions

Vitesse d’une réaction, conservation de la matiere

On convient de noter [A] la concentration d’un constituant A dans un systeme donné,
c’est-a-dire par définition, la quantité de ce constituant par unité de volume. On utilise
généralement la mole par litre comme unité de concentration. Rappelons que la mole est
I'unité standard du Systeme Internationnal (SI) pour la quantité de matiere : elle corres-
pond a la quantité de matiére d’'un constituant contenant autant de particules élémentaires
qu’il y a d’atomes dans 12 grammes de carbone 12. Noter pour 'ordre de grandeur que cela
correspond a environ 6 x 10?3 particules.

Considérons d'une maniere générale '’équation en équilibre suivante

TLlAl + n2A2 + ...+ npAp — m131 + m2B2 + ...+ quq (12)

ou p et q sont des entiers > 1, ainsi que n;,7 = 1,...,p,m;,j = 1,...,q. Cette équation
d’équilibre contient en soi la conservation de la quantité de matiere. Ainsi, en supposant le
systéme clos, c’est-a-dire, sans aucun apport extérieur ni perte de matiere, on obtient

1dB]_ 1dA]

V= = s

1=1,....,p, 7=1,...,q.

le nombre ci-dessus est appel€ vitesse instantanée de la réaction (1.2). On appele réactifs
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les constituants A;, et produits les constituants B;.
En général, une réaction d’équilibre n’est pas seulement constituée d’'une réaction élé-
mentaire, mais de plusieurs réactions paralléles ou successives, par exemple du type suivant

A— B,B—C (1.3)

ou encore
A= 1B (1.4)

ou encore
A+ B=X,X=C+D (1.5)

Par simplicité, nous convenons de noter dans la suite, a = [A], b = [B], etc ...Dans ces
équations, la loi de conservation de la matiere s’exprime par

b (t) = —d (t) —c(t), ie, a(t) +b(t) + c(t) = cste, pour (1.3)
a'(t) +b'(t) = 0 pour (1.4)
z'(t) = 2(—d (t) — (), d'(t) =b(t), ¢ (t) = d (t) pour (1.5)

quand aux vitesse de réactions, elles s’écrivent

v; = —a'(t), vy = ¢ (t) pour les réactions de 'équation (1.3)
v = —a (t) = —b (t) pour (1.4)
v = —a (1) = —b(t), vo = ¢ (t) = d (t) pour (1.5).

Il s’agit maintenant de décrire les lois de comportement de ces vitesses. Notons que
dans les systemes précédents, on a toujours moins d’équations que d’inconnues. Les lois de
comportements vont permettre de "clore” ces systémes.

Lois de comportement

On va supposer que, dans les réactions dites "élémentaires”, la vitesse de réaction est
supposée proportionnelle au produit des concentrations des réactifs. Pour des réactions
plus complexes, elle est généralement proportionnelle a des puissances de ces concentra-
tions. Cependant, on verra que la vitesse peut aussi étre une fonction homographique des
concentrations, voire des combinaisons plus complexes de ces comportements. Ces lois sont
déduites des connaissances approfondies des étapes intermédiaires de la réaction considé-
rée.

Réactions élémentaires

On va supposer que les réactions élémentaires satisfont a la loi d’action de masse.
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Loi d’ordre un : On considere la réaction la plus simple

A— B

Si cette réaction est élémentaire, on considere qu’a température constante, la vitesse de
réaction est proportionnelle a la concentration [A], soit

!/ ’

a (t) = —ka(t) = —b (t)

ce qui peut s’écrire

da
— = —kdt.
a
Cette équation différentielle s’integre immédiatement en

a(t) = age™ ™

ou : ap = a(0) est la valeur initiale de a. Beaucoup de réactions suivent en fait cette loi,
par exemple la décomposition radioactive de certains éléments chimiques. La constante &
est appelée constante de vitesse. Sa valeur n’est pas toujours trés bien connue : on peut la
déterminer a 'aide de mesures expérimentales.

Loi d’Arrhénius : La loi précédente correspond a une réaction se déroulant a température
constante. On s’attend a ce que la valeur de cette constante varie avec la température. C’est
I'objet de la loi d’Arrhénius qui s’écrit

k= Ae Fo/RT

ou T est la température absolue, R la constante des gazs parfaits (= 8,314 J/K), E,
I'énergie d’activation et A une constante a préciser dans chaque cas.

Loi d’ordre deux : On considere la réaction supposée ”élémentaire”

A+B —C

On considere qu’a température constante la vitesse de réaction est de la forme

¢ (t) = ka(t)b(t)

On dit alors qu'’il s’agit d’'une loi d’ordre deux par rapport a 'ensemble des réactifs, on

obtient . )
Siag #by, ———— = 20 o —k(bo—ao)t
a — CLC? + bo bO
0

sinon a(t) = Taol{t
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A partir de ces deux lois élémentaires, on peut écrire les lois de comportement des
vitesses pour des réactions plus complexes, mais décomposables en réactions élémentaires
du type ci-dessus.

Quelques exemples

Exemple 1

A— B
B—C

Le bilan matiére s’écrit alors

/ / /

b(t)=—a(t)—c(t)

Pour la loi de comportement, on peut supposer que chaque réaction est élémentaire et
d’ordre un, ce qui donne

/

a = —kia
b = kia — kb (1.6)
¢ = kob

Exemple 2

A+B=X
X —C+D

Le systeme d’équations s’écrit

a =—kiab+k_jxz=10
= kiab—k_1x — kot (1.7)

¢ =kox=d

Exemple 3
On consideére 'exemple de 'ammoniac

Ny +3Hy — 2N Hjy
dont le mécanisme peut étre expliqué par Uintroduction d’un état intérmédiaire X

Ny +3Hy = X

(1.8)
X S NH3z + NH;

Si on suppose élémentaires les deux réactions, le systéme d’équations s’écrit (en supposant
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ki =Fky=1) d 1d
@[NQ] = —[NoJ[Ho® + ks [X] = 5[]
CIX] = [NoJlHol? — ka[X] — kool X] + [VHJ (19
d 2
5 7|V Hs] = ko[ X] = [N H|
Exemple 4

On va étudier Uexemple important de la catalyse enzymatique qui s’écrit :

E+S=FES

(1.10)
ES—FE+P

ol les molécules de substrat S réagissent avec lenzyme E pour donner un produit P via la
formation d’un complexe intermédiaire ES. On obtient alors

([ L1B] = —K[E)IS) + kA[ES) + R[S

@[5] = —ki[E][S] + k_1[ES] a1
L1BS] = k[E[S] - k1 [ES] — ko[ES]

i

\ dt

[P] = ko[ ES]

Formation de complexe intermédiaire et principe des états stationnaires

Nous venons de donner quelques exemples d’équations apparemment simples mais dont
la compréhension du vrai mécanisme nécessite 'introduction d’une succession d’équations
intermédiaires et aussi de composants intermédiaires. Souvent, ceux-ci sont trés réactifs
et ne sont pas vraiment détectables dans le mélange. Leur concentration reste en tous
cas négligeable devant celle des vrais réactifs ou produits. C’est le principe dit des états
stationnaires (P.E.S) que nous expliquerons sur 'exemple 2.

On y considere donc que le complexe intermédiaire X est trés réactif et qu’il arrive trés
vite & I'équilibre. Le P.E.S consiste a considérer brutalement que ' (¢) = 0 dans le systéme
(1.7), ce qui donne

/ﬁab = (/ffl + kz)x

soit "
1
= ——ab
kit kg
ainsi, le systeme devient
’ k?_lk’Q
=———ab
k_1+ ko
b=a+ bo — Qo
, k1ko )
— 1 ab=d
Ttk

9
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Ainsi, on peut considérer qu’en fait, la réaction A+ B — C + D est d’ordre 2. Par ailleurs,
on peut intégrer directement les deux premieres équations pour obtenir a, b, puis en déduire
c,d.

Autres exemples

Exemple 5
On applique le P.E.S a lUexemple 3 en considérant que le complexe intermédiaire X est trés

d
réactif, soit —[X| = 0, d'ou

dt )
X] = ———[Ny|[H)?
X] = e el
et donc y -
—_— = — 3 L 3
dt[N2] k1 [No][Ha]” + —— [No][Ho]
d’ou J -
—h1h2 3
— = Nol||Hs|° = ——|H.
dt[ 2] k:,1+k2[ o|[Ho] [Hs)]
d’autre part
d
—|NH;| = 2ks| X
dt[ 3] = 2k X]
ainsi J ok k
—INH3| = =12 IN,I[H,?
GINH] = ([
Exemple 6

Considérons de maniere analogue la réaction de U'exemple 4

E+S=FES
ES —FE+P

. d .
En considérant que a[ES] = 0, on obtient

k[E][S] = (k2 + k_1)[ES]

et donc y bk
Pl = ke[ ES] = m[EHS]
En utilisant le fait que [E] + [ES] = [E]o, on a alors
7o = (et
o SIP = (B[S
dt k1 + ko + k1 [S]

10
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ki + k

en posant Ky, = ’ 2, appelée constante de Michaelis, on obtient
1

d ko

%[P] = m[E]o[S]

Exemple 7
Il a été proposé en 1906 pour la vitesse de réaction de 'Hydrogéne et du Brome

Bry+ Hy — 2H Br (1.12)

la loi empirique suivante

2L[H,)|Br,)?
i[HBT]: [Hs][Brs]2
dt 1 + m[H Br]/[Brs]

Cette loi établie empiriquement a finalement obtenue une explication par le mécanisme de

réactions en chaine suivant (voir [49])

Bry — Br + Br
Br+Hy, — HBr+ H
H +Bry, — HBr+ Br
H +HBr — H,+ Br
Br+ Br — Bry

En effet, le systeme d’équations obtenues est le suivant

( %[Bm] — Ja[Bra] — ks[H|[Bra + ks[Br?
%[Br'} — 201 [Brs] — ko[ Brrl[Ha) + ks[H|[Bra] + ka H|[HBr] — 2ks[Br]?
= Bl ki
—[H] = ke[Br|[Hs] — ks[H'|[Bro| — ka[H'|[H Br]

d
\ dgrt[HBr] = ko[Br|[Hs) — k4[H'|[H Br] + k3|H'|[Brs)

En appliquant le P.E.S, il vient que

I{JQ[BT’][HQ] ]{71

A = ks [Bro] + ka[HBr] [Br = )
ainsi ) }1
d 2L\H,|.|Brsy|2
a1 = T B (B

. k1 k4
L =koy/ = etm= "2,
ol 2 k5e m e

11
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Systéeme de réaction-diffusion

Nous nous placons maintenant dans une situation plus réaliste ou les réactions ont lieu
dans un milieu ambiant ou les concentrations dépendent aussi de la variable d’espace.
Prenons par exemple la réaction suivante

A+B—C
B+C—D

en supposant que chacune des réactions est élémentaire et suit une loi d’ordre 2, nous

aurions /
a = —kiab
b = —kjab — kobe
¢ = kyab — kybe
d = kybe

et la conservation de la matiére s’exprime par

’

! / / / /
c=—a —d,b =a —d

Pour tenir compte de la dépendance des concentrations de la variable d’espace x, nous
pouvons assimiler chaque constituant a un milieu continu animé d’une vitesse eulérienne
— o 7 . J4

v(x,t). La quantité du constituant A contenu dans le volume w(t) est donnée par : m,(w(t)) =

| a(z,t)dx, et de méme pour les autres constituants. D’apres les résultats déja obtenus,
w(t)
on a d
5
— 7 —|— div(a(x,t)v)dx

w(t)

ainsi, la variation instantanée de quantité de matiere est donnée par

da N
ET + div(a(x,t)v).

Supposer que la vitesse des réactions ci-dessus suit une loi d’ordre 2 consiste a écrire que
cette variation instantanée est proportionnelle au produit des concentrations de A et B.
Ainsi, la premiére équation devient

% + div(a(z, t)v)) = —kiab

que nous écrivons le plus souvent

ot + div(J,) = S,

12
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et les lois de conservation de matiere deviennent

@mc(w@)) = ;%ma(w(t)) —damd(w(ﬂ)
Zm(w(t)) = —ma(w(t)) — —ma(w(?))

Pour compléter le systeme, il faut ajouter une loi de comportement pour la vitesse des
particules ou le flux de matiere de chaque constituant. La loi la plus simple et de domaine
de validité relativement large pour ce type d’application est la loi de Fick, soit

N
J, =av = —d,Va

ou d, est la fonction de diffusivité du constituant A. On introduit la méme loi pour les
autres constituants avec pour chacun sa propre constante de diffusivité d, , d. , d;. On
obtient comme modele le systeme suivant d’équations aux dérivées partielles

— —div(d,Va) = —kyab
(

5

— — div(d.Ve) = kyab — kobc
(

dyVb) = —lyab — kabe

t
g
| 5 div(dgVd) = kebc

Ici, il s’agit d’'un systéeme de réaction-diffusion, terminologie qui fait référence aux deux
phénomeénes apparaissant dans ’équation diffusion de chaque constituant avec sa propre
vitesse de diffusion (régie par la constante de diffusivité) et interaction non linéaire entre
les différents constiuants.

La variable x varie dans un domaine de R3. On peut supposer ici que ce domaine est
indépendant du temps si la réaction a lieu dans un milieu ”fixe” ; on le note 2.

Pour "fermer” le systéme, il est indispensable d’ajouter des conditions au bord de €2 qui
doivent traduire les éventuels échanges de matiere avec le milieu extérieur. Par exemple :

1- Si la réaction se produit dans un milieu isolé, on écrit que le flux de matiére a la
frontiére est nul, soit av.n = 0 sur J, ou selon la loi de Fick, d,Va.n = 0 sur 0, ce qui

roe .. 0
peut encore s’écrire si d, est une constante positive —a(z,t) = 0 pour z € 99Q,¢ > 0.
2- Si le flux de matiere, a travers la frontiére est une fonction affine de la concentration,
on aurra dans ce cas

-

AVa.n = —(1 = Na + a sur 952 x (0, 00)

ou encore 3
)\—a+(1—)\)a:asur89 x (0, 00)
on
ou A € [0,1].

Ainsi, en appliquant ces résultats aux exemples précédents, nous obtenons :

13
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* pour la réaction de 'amoniac (1.8), le systéme de réaction-diffusion associé est

I[Na]

kik
o diA[Ny] = _—k:_11+2k2 [Na][H,]? pour (z,t) € Q x [0, 00)
O|H. 3k k
[8t2] — dyA[Ho] = i :_2]{2 [No][Ho]? pour (z,t) € Q x [0, 00)
O|NH Ve e 11
[at - dsA[NH;] = 1+2k [No][Ho]? pour (z,t) € Q x [0,00) (1.13)
—1 2
a[a]\le] _ agﬂ _ a[];fé] — O pour (x7t) c aQ % [0,00)
( [Na](2,0) = no, [Ha](2,0) = ho, [NH3|(2,0) =0 pour z € Q
* pour la réaction enzymatique (1.10), nous obtenons
(
3[?] —hA[E]=0 dans €2 x [0, 00)
015] —ky
5 dyA[S] Ko + 9] [Elo[S] dans © x [0, c0)
a|P k
% — dA[P] = K i [S] [E]o[S] dans  x [0, 00) (1.19)
A _ a9 _aPl s 90 % 0.0
[E](z,0) = Ey, [S](z,0) = Sp, [P](2,0) =0 pour z € Q

\

* quant a la réaction de 'Hydrogene et du Brome (1.12), elle entraine le systeme de

réaction-diffusion suivant

( a[gt”] — dA[Bry] = ;gfggfﬁ;ﬂ dans Q x [0, 50)
% — dA[Hy] = ;ﬂfggﬁﬁgz] | dans Q x [0, 00)
a[]éf _ A A[HBr] = - f%ﬁ B[ﬁ;gm] dans Q x [0, 00) (115
a[an] = 8[;52} = a[gVBT] —0 sur 99 x [0, 00)

| [Bra)(2,0) = no, [Hy)(x,0) = ho, [HBr](2,0) =0 pour z € ©

1.2 Modélisation mathématique du phénomene des trempes

Dans cette partie, nous présentons deux modeles mathématiques du processus des
trempes. La premiere est basée sur ’équation de la conduction thermique avec un tempéra-
ture variable. Dans le deuxiéme modele, le probleme est formulé en considérant I'énergie
interne comme une variable. On obtient une équation parabolique périodique avec une
non-linéarité par rapport au gradient de cette énergie.

14
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Introduction

La martensite est formée par un refroidissement rapide (trempe) de austénite qui piege
les atomes de carbone qui n’ont pas le temps de se diffuser hors de la structure du cristal.
Cette réaction martensitique commence lors du refroidissement lorsque I'austénite atteint
la température de départ de la martensite (Ms) et le parent I'austénite devient mécani-
quement instable. A une température constante inférieure a4 Ms, une fraction de austénite
mere se transforme rapidement, alors la transformation se produira pas plus loin. Lorsque
la température diminue, 'austénite a une grand chance de transformer en martensite. En-
fin, quand la martensite est terminé la température (Mf) est atteinte et la transformation
est terminée. Martensite peut également former par application de stress (cette propriété
est fréquemment utilisée dans céramique trempée comme zircone stabilisée a 'oxyde d’yt-
trium et aciers spéciaux comme les aciers TRIP (c’est-a-dire les aciers a plasticité induite
par transformation)). Ainsi La martensite peut étre induite thermiquement ou induite par
le stress.

Les matériaux métalliques, comme I’acier et les alliages chrome-nickel, présentent un com-
portement complexe au cours des processus de traitement thermique. En trempant, un
échantillon d’acier est chauffé au-dessus de 900 ° C et suivi d’'un refroidissement. Soudain,
ce traitement induit un changement de phase pour générer de la martensite a la surface de
I’échantillon, afin d’augmenter sa résistance.

Le changement de phase austénite-martensite se produit dans une certaine plage de tempé-
rature et modifie les propriétés physiques du matériau. Les mesures de la chaleur spécifique
et de la conductivité thermique indiquent une dépendance non linéaire de ces parametres
par rapport a la température pendant le changement de phase.

Maintenant nous présentons deux modeles mathématiques du processus de trempe. Pou le
premier modele, on utilise ’équation de la conduction thermique pour obtenir une formu-
lation du probléme avec température variable. un nouveau probléme est reformulé dans le
deuxiéme modele, dont la variable est I'énergie interne, enfin nous proposons un probleme
mathématique plus général, en ajoutant une condition dans le temps et ce derier probléeme
nous ont étudié dans le chapitre 4 en détaille.

1.2.1 Modele mathématique

Dans cette section, nous considérons la formulation mathématique du probleme. La Sec-
tion 1.2.2 présente les équations de thermodynamique et la formulation du probléme. Dans
la Section 1.2.3, nous présentons les reformulations du probléme de la chaleur en termes
d’énergie interne F, I’équation résultante sera utilisée dans le chapitre 3 pour I'analyse
mathématique du modele.
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1.2. MODELISATION MATHEMATIQUE DU PHENOMENE DES TREMPES

1.2.2 Probleme initial de la conduction thermique

Soit 0(t,z) le champ de la température. L’équation de la conservation de I'énergie est
donnée par

E
Por +divg = f (1.16)

ol p = p(#) > 0 est la densité de masse présenter en fonction de la température ceci qui
donne la possibilité de changer la structure du matériau et £ est '’énergie. Nous supposons
que le flux de la chaleur ¢ est donné par la loi Fourier

q=—k(0)VO, k=Ek@)>0. (1.17)

De plus, on suppose que I'énergie interne £ = FE(#) dépend de la température et que la

chaleur spécifique c est positive,

c(6) = %—? >0, (1.18)

alors 0(t, z) vérifie le probléme suivant

pc@ —div(kV0) = f dans (0,7) x Q

ot
0=g sur (0,7) xT" (1.19)
0(0,2) =0(T, x) pour z € ()

ol g est une fonction prescrite de (0,7") x I, et 2 est considéré comme le réacteur, qui est
supposé un ouverte borné réguliére de RY avec bord I = 91).

Les propriétés thermiques doivent satisfaire a la régle du mélange. La chaleur spécifique et
la conductivité thermique sont données par

C:§AcA+€M Cpm and k:é.A kA+§M kM7

avec 4 + &y = 1, ou &4 est la fraction de volume de austénite et &), est la fraction volu-
mique de martensite. le les sous-indices «A» et «M» désignent respectivement les proprié-
tés appartenant a la phases austénitique et martensitique. Lorsque la structure de certains
matériaux est définie par une température connue, il vient que la vitesse température du
stress est hors champ, ceci produira une transformation de phase dont le processus, ce qui
est souvent connue par un changement brusque. Nous prenons le signe £ comme une cer-
taine phase de fraction volumique de la composition et nous adaptons la formule suivante
pour calculer la quantité de transformation de phase :

€ =1—exp(l — b,t"),

Dans cette formule, b,(0) et a,(f) sont deux parametres corrélés avec la température, et
ils concernent également la composent de I'acieret et le conditionnement austénitique. La
quantité de transformation de l'austénite a la martensite est calculé par la formule sui-
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1.2. MODELISATION MATHEMATIQUE DU PHENOMENE DES TREMPES

vante :
Eu(0) = 1 — exp[—A(M; — 0)], (1.20)

ou A = 0.011 et M, est la température au début de la transformation de la martensite. De
plus, le principe de I'additivité donne I'expression de la fraction volumique de l'austénite
restreinte.

De plus, la fonction f correspond a la génération interne de la chaleur au changement

de phase est donné par

)3
f= L+ (1.21)

ol la chaleur latente L, est supposée positive en raison de la transformation de la matrice
austénitique dans la martensite, et u est une fonction mesurable périodique par rapport au
temps.

De (1.20) et (1.21), la fonction génératrice de la chaleur f est donné par

f= —L(@)g +p,  L(0) = ALy exp[—A(Ms — 0)] > 0. (1.22)

1.2.3 Reformulation en termes d’énergie

Le but est d’établir les résultats d’existence de solution et des estimations dans les es-
paces de sobolev, ceci peut étre achevé par une reformulation du probleme (1.19) en termes
d’énergie interne E. A partir de (1.18), la température peut étre donnée en fonction de
I'énergie, 6 = 6(F). Donc la loi de Fourier (1.17) peut étre écrit comme

q=—k(0)VO = —a(E)VE,

puisque,

la conductivité thermique k(0) = ¢(0)a(F), ce qui implique oo = a(E) > 0. De plus (1.22),
la fonction f devient

L(0) OE

fz—ma‘i‘l%

En considérant u = E(f), et en substituant dans I'équation (1.16) nous obtenons

paa—f —div(a(E)VE) = —%%—f + i,
(p+ %)%—f —div(a(E)VE) = p. (1.23)

Alors
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1.2. MODELISATION MATHEMATIQUE DU PHENOMENE DES TREMPES

ﬁ(u)% —div(a(u)Vu) = u (1.24)
Ou div(a(w)Vu) 1
o pw )
avec
. L
p=p+z>0 (1.25)

Comme p(u) > 0, nous pouvons diviser I’équation ci-dessus pour p, et en utilisant la relation

SCONI v(a(u)Vu ! < (a(u)Vu
on obtient
a_u_ lva(u)Vu L a(u)Vu) = L
57~ () + (Vo) (0l Vu) = s (1.27)
or
ou . a(w)Vu, 1 dp(u) ) - (o) V) — 1
7~ () — (s ) (a() V) = s (1.28)
qui peut étre écrit comme
g—? — div(a(u)Vu) + b(u) |[Vu|* = F(u) (1.29)
Ou
) = 2@
(u) ) >0 (1.30)
_ o) dp(u)
b(u) = S du (1.31)
1
F(u) = uﬁ(u) (1.32)

Finalement, nous obtenons un probleme quasi-linéaire périodique par rapport au temps

3u(at£ z) div(a(u)Vu) + b(u) | Vu |*= F(t,z,u) dans Qr
w0,.) = u(T,.) dans 0 (1.33)
sur Y

u(t,z) =0

18



— Chapitre 2
Existence locale, globale, unicité et
positivité pour les systemes de
Réaction-Diffusion

Introduction

Durant ces dérnieres décennies, l'interét porté a 'étude des systémes de réaction-diffusion
n’a cessé de croitre et une abondante littérature a été développée sur ce sujet, notamment
sur les problemes d’existences locales, globales ou d’explosion en temps fini, de comporte-
ment asymptotique...

Cette theése s’inscrit dans ce méme contexte, nous nous intéressons en particulier a
I'étude des systemes de réaction-diffusion de type (P). Nous commencons par rappeler
un résulat d’existence locale pour ce type de problemes ainsi qu'une caractérisation du
temps maximal d’existence de la solution de laquelle nous déduisons un critére d’existence
globale.

Puis, dans un deuxieme temps, nous introduisons les deux propriétés caractéristiques
de la classe des systémes de réaction-diffusion pour laquelle nous allons étudier 'existence
globale des solutions a savoir (H1) et (H2).

2.1 Existence locale et unicité pour des systemes de réaction-
diffusion

Soit 2 un ouvert borné de R”, de frontiére réguliere 92 . Nous considérons le systéme
d’équations de réaction-diffusion suivant

%(x,t) — DAv(z,t) = f(v(x,t)) reQt>0
(1—)\T)vr+)\r%:ar, pourl <r<m xz€0dQ,t>0 2.1)
v(x,0) = vo(x) x €€

ou:
0= (V1,0 V), Uy 2 X (0,00) — R, pour 1 < r < m,

L O .
tirm désigne le dérivée par raport au temps de v,
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2.1. EXISTENCE LOCALE ET UNICITE POUR DES SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION

: : N 9%
* A désigne 'opérateur Laplacien : Av,(z,t) = ZlaT;(x, t)pour 1 <r <m,
j=1 15
* D matrice diagonale carrée d’order m dont les coefficients d,. sont strictement positifs,

* f fonction mesurable de R™ dans R™ et localement lipschitzienne

|f(p) = f(O)| < K(r)[p—pl.Vp,p € R™ avec |p|,|p| <r (2.2)

ol |.| désigne la norme euclidienne dans R™,
* ]a condition initiale est définie par

Yo = (UOi)1§i§m € LOO(QaR)m> (23)

0 81}7’ — Ui 8’07‘ L. Lo 7 —
“ a5, = Vu,.n = 21%% désigne la dérivée normale de v,, n = (n;),_,_,, estle
J= J

vecteur normal extérieur a 02,

* pour tout 1 < r < m, A, et «, Vérifient
0< A\ <1, a, € C*Q). (2.4)

La définition suivante précise ce que nous désignons par une solution au sens classique.

Définition 2.1 (Solution classique)
Par solution classique, nous entendons une solution v appartenant @ C*1 (2 x (0, Tiuax))™ et
vérifiant (2.1) au sens usuel.

Nous énonc¢ons maintenant des conditions suffisantes assurant I’existence locale et I'uni-
cité de la solution classique de (2.1). Nous avons donc le résultat suivant :

Théoréme 2.1 (Hollis-Martin-Pierre)
Sous le hypotheses (2.2) et (2.4), le systéme (2.1) admet une unique solution locale et classique
v sur [0, Thax|, telle que pour chaque 1 < r < m, il existe N, : [0, Tyyax[— [0, 00) continue avec

0 <wv.(t,z) < N.(t), Y(z,t) € Q X [0, Trax| (2.5)

De plus, le temps maximal d’existence T,.. est caractérisé par

m

ST Thnax < 00, alors tj%lnaxz [[0r(8) || ooy = +00 (2.6)

Voir [38] pour une démonstration de ce résultat.

Remarque 2.1
Pour étudier Uexistence globale de la solution du systéme (2.1), c’est-a-dire déterminer si
Twax = 00, nous utilisons la contraposée de la caractérisation (2.6) du temps maximal
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de lexistence

S'il existe une fonction N : (0,00) — (0, 00) telle que pour

m 2.7)
tout t € [0, Tnax[: 3 [|0r(t)[| ooy < N(t), alors Tinax = +00
r=1
Par conséquent, pour montrer Uexistence globale des solutions classiques, il suffit de mon-
trer que celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps d’existence.

Remarque 2.2
Notons que sous les hypotheses (2.11) et (2.12), et si de plus on a une hypotheése de “controle
de masse” sur f (condition dite de Lyapunov) : 3 H : R™ — (0, 00) réguliére satisfaisant :

) |H(z)| = oo quand |z| — oo

ii) IM € Rtelque : < VH(z), f(z) >< MH(z), Vz € R™

alors, Uexistence globale pour le systeme différentiel ordinaire associé est assurée, soit

dy
a—f(y) t>0
y(0)=vy t=0

Rappelons que Uexistence globale pour une équation différentielle ordinaire implique toujours
Uexistence globale pour U'équation de réaction-diffusion associée (c’est une application du prin-
cipe de maximum), mais ce résultat est en général faux pour les systémes. Pour s’en convaincre,
nous proposons le contre-exemple suivant.

Soit le systeme

%:aAu+2aN reQ t>—1
8_::AU+2(N—t)+U2—8|1—u|US ref t>-1 (2.8)
u=0,v=(1+t)" r e, t>—1

ot Q est la boule unité de RY, et r* est définie par

o r, str >0
0, sinon

Le systéeme différentiel ordinaire associé est

y; = 2aN t>0
vh=2(N —t) y2 — 8|1 —wyi]ys t>0 (2.9
yi(—1) =&, ya(—1) = &

(N +1)?

v la solution de (2.9) existe dans [—1, c0), V&;,& > 0. De plus

alors, si a >

u(r,t) =1—7r% v(r,t) = (> +r?)""
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est une solution positive de (2.8) dans Q x (—1, 00) qui explose dans L*>(Q2) quand t — 0 (voir

[50D).

Remarque 2.3
Nous présentons ici un contre-exemple qui refléte U'importance de la condition d, > 0, pour
1< <m.

Nous considérons pour cela le systéme suivant

(0
—u—dlAu:—uvﬁ re, t>0

%

— — dyAv = wP reQ, t>0

gt 5 (2.10)
U v

— == Q, t

= o 0 e, t>0

|« = o, v =g reQ, t=0

Nous pouvons montrer que si do = 0,d; > 0 et § > 1, alors il n’existe pas d’estimations dans
L de la solution de (2.10) en terme de |[uo|| ;g €t ||voll (o) Pour t large. Plus précisément,
si pour a,b > 0 et ug, vy tels que

0<uy<a,0<v<0b
il existe une solution de (2.10) dans [0,T] telle que pour tout t € [0, T]
loe.0)l,...,, < e(T,a.b)

alors
T<[(B—-1)p"a "

Pour plus de détails voir [38].

2.1.1 Positivité de la solution

Nous énoncons maintenant les hypotheses assurant que la positivité de la solution du
systeme (2.1) est préservée au cours du temps. Nous supposons donc que :
* ]a condition initiale est positive, c’est-a-dire

voi(r) > 0, V1 < i < m, et pour tout x dans , (2.11)
* f est quasi-positive, c’est-a-dire
vpla <oy Pm 2 Oa Si ﬁr = (pla "'7p7“—1707pr+17 "'7pm)7alors fr(ﬁr) Z O, (212)

*pourtoutl <r <m
a, >0 (2.13)
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Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme concernant la positivité de la solution
du systeme de réaction-diffusion (2.1).

Théoréme 2.2

Sous les hypotheéses(2.2) -(2.13), la positivité de la solution classique v de (2.1) est préservée
au cours du temps, cest-a-dire v(x,t) > 0, pour(x,t) € Q X [0, Tipax|-

Preuve

Nous définissons f sur R™ par

; f(or,.,vm), siv, >0, VI<r<m

f(U) = f(’l)b ...,Um) = {

J01, o Vig_ 15 0,Vig, 15 oey Um), STV <0

Nous considérons alors le systéeme suivant

%@ﬁ = DA (1) + f(b(,1)), ze0t>0

(1_)‘T)@T’+)\r? =a,, pourl <r<m, z€dQt>0 (2.14)
v

o(z,0) = vo(x), T € .

Notre objectif est de montrer que v reste positive au cours du temps, ce qui termine la démons-
tration du théoréme 9. En effet, dans ce cas, f coincide avec f, et par conséquent o serait une
solution positive de (2.1)

Nous introduisons , pour cela, la fonction sign~ définie par

. —1,sir<0
sign_r = .
0, sinon

Comme sign~ est croissante, nous pouvons considérer la fonction ¢ , convexe, deux fois déri-
vable, et telle que
g'(r) — sign~r quand e —> 0.

Pour tout 1 < r < m, nous multiplions la r®™¢ équation de (2.14) par JL(0,.), nous avons alors
apres intégration sur §)

b )
“it(0r) = dp [ (AD)jL(0) + [ fr(9)4L(0,). (2.15)
[ 12 fiasriirs |

Q Q

Nous notons par I et I, les intégrales du membre de droite de (2.15). Nous obtenons, en
utilisant la formule de Green

I = —d, / Vi,V (iL(0,))dz + d, / ;Tjé(@r)da.
1%
Q oN
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Utilisant le fait que j. est convexe, nous aurons

—dT/V@TV(j;(ﬁT))dx = —dr/j;(ﬁr) Vo, > de < 0.
Q

Q

Pour le terme sur le bord, nous avons deux cas a étudier :
1¢cas : si 0 < N\, < 1, nous avons d’aprés (2.1)

87}7‘ PN o 057' 1_)\7‘A A
S uindo = [ (= 200 (o )do

o0N o0

par passage a la limite, et en utilisant le théoréeme de Lebesgue, nous obtenons

00 1—)
li “il(0,)doe = [(— — "0, )sign” (0,.)d
e : >sjgn (i) do
= (% — =%, sign” (,)do
80N [0, >0] Ar Ar
T 1 - >\r ~ . A
+ f <a_ — ———,) sign” (v,)do
QN[H,-<0] Ar Ar

utilisant la définition de sign—, (2.4) et (2.13), il vient que

. v, ,

1m

e—0 ov Je
o2

(0,)do < 0.

2¢mecas : si A, = 0, dans ce cas 0, = o, > 0 sur 0X) et donc

lim j.(0,) = sign™(a,) = 0 sur 9Q.

e—0
par suite
o0
li "5 (0, )do =
Jim [ =72(0,)do = 0
Llo)
ainsi, dans les deux cas
00
li "l (0, )do <
lim [ =g (0,)do < 0
o0
et donc
e—0
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Traitons maintenant I, nous avons

A

hm]2 = hm f (0) jL(v,) + hmO f fr (0) jL(o,)

0, 0] T [or<0]
~ [ £®
[6r<0]
f fT(--w@iflJO?/ﬁiJrla'“)
[0,-<0]

utilisant (2.12), nous trouvons
e—0

Ainsi, par passage a la limite dans (2.15), nous avons

lim ( // avr Jo(0,)) dxds < 0
e—0
1 2 ) dzds <0
ino 5 (J(0,)) dxds

/ )< 1im [ j.(6.(0))dz

e—0
Q Q

ce qui implique que

par conséquent

d’aprés (2.11), nous avons
lim [ j.(0.)(t) <0
e—0
Q

/@i—(t)dm <0
Q

d’ott v; = 0etdoncv; >0pouri=1,...m

ainsi

Remarque 2.4
La preuve donnée ici marche aussi si nous avons considéré une notion de solution plus générale,
a savoir les solutions dites faibles : v € C([0,T]; L*(Q))™ N L*(0,T; H} (2))™, pour plus de
détails, voir [6].

2.1.2 Existence globale pour les sytemes de réaction-diffusion trian-
gulaire

Nous allons maintenant aborder le probleme de I'existence globale de la solution v =

(vr)1<r<m de (2.1). Pour cela, nous supposons qu’il existe une fonction H € C*(R"",R) et

h, € C*(Ry,R) pour tout r = 1,...,m telles que H(z) = > h,(z) pour tout z, > 0 et
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vérifiant
h(0) =0,V1 < r < m, (2.16)
he(z:), h.”(z.) > 0, pour tout z. >0, r =1,...,m, (2.17)
H(z) — 400, siet seulement si |z| — 400, (2.18)

il existe A = (a;j)1<ij<m € R™ ™ qui satisfait a;; > 0,a; > 0,V1 <4, j < m tels que pour
tout j = 1,...,m, il existe K7, K, > 0 indépendament de j tels que

Zaﬂ (2:)fi(z2) < K1H(z) + Ky, V2 > 0, (2.19)

il existe ¢1, K3, K4 > 0 tels que pour tout¢ = 1,...,m, on a
hi(z) fi(z) < Ks(H(2))" 4 K, pour tout z > 0, (2.20)
il existe K5, K¢ > 0 tels que
<VH(z), f(z) >< K;H(z) + Ks, pour tout z > 0, (2.21)
Pour les conditions au bord, nous supposons que

xpourtout 1 < ¢ <m, \; >0,
* si 314 tel que \;p =0, alorson a :
oV j# ip, A\, =0,
e 15 #ip,\; >0, dans ce cas, a;, = 0.

(2.22)

Remarque 2.5
i) Les hypotheéses (2.17) et (2.18) assurent respectivement la convexité et la coercivité de
H de [0, 00) dans [0, 00).

ii) L’hypothése (2.19) implique que le systeme (2.1) admet une structure triangulaire.

iii) L’hypotheése (2.20) est une condition de croissance polynémiale sur f. Le résultat est
indépendant de Uordre de q;.
iv) Quant a (2.21), elle impose au systeme (2.1) d’étre un systéme avec contréle de masse.
En particulier; si H = I, alors (2.21) implique > f, < K5 u, + K¢ c’est la conserva-
r=1

r=1

tion de la masse.

Nous allons énoncer maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 2.3 (Existence globale)
Sous les hypotheéses (2.2)-(2.13), et (2.16)-(2.22), le systeme de réaction-diffusion (2.1) ad-
met une unique solution globale classique et positive.
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2.1.3 Applications

Nous allons utiliser ce théoréme pour montrer que les systemes de réaction-diffusion
obtenus dans le 1¢" chapitre (modélisation) admettent une solution globale.

Exemple 8
La réaction de Uamoniac
No+3Hy —> 2NH3

donne le systéeme suivant

( a;\t&] — dlA[Ng] = —Oé[NQ] [HQP pour (ZL’,t) Q X [0, OO)
6512 — dlA[HQ] = —30[[N2HH2]3 pour (l‘,t) € x [0,00)
0 NH3 — ddA[NH5] = 2@[N2HH2]3 pour (.T,t) € x [0,00)
O[N]  O[H,] O[NHs]
i - =0 pour (z,t) € 052 x [0, 00)
L [NQ](.Q?, O) =ng, [HQ](QL’, O) = ho, [NHg](.T, O) =0 pour x Q0
Oll NOUS AVOns Posé o = ﬂ
PO =

Ce systeme admet une solution globale, puisque les hypothéses du Théoréme 2.3 sont satis-

faites avec

H(z1,20,23) = 21 + 22 + 23, fi(2) = —042125’, fo(z) = —30421237 fs(z) = 20421237 A=
1 00

110 |,

1 11

K1:KQ:K4:K5:K6:0,K3:(1/,q1:4.

Exemple 9
La réaction engymatique conduit, aprés modélisation, au systeme suivant

(

?__dlA[E]:() dans Q x [0, c0)
S —k
a A[S] = KM—Z[S][E]O[S] dans €2 x [0, 00)
%% dg[A][P] :{W[E}om dans 2 x [0, c0)
JlE] 0[S] 9P

= = =0 sur 9§ x [0, 00)
v v v
[E]($,0>:E07[S]<JZ,0):SO,[P](J,’,O):O pOUT‘ZEEQ,

\

si nous avons posé k = k.
Les hypotheéses du théorémeZ2.3 sont vérifiées avec

]{322

H(z1,20,23) = 21+ 22 + 23, [1(2) = 0, f3(2) = —fa(z) = Ko 1 2 A=
2

— =

[ )

= o O
')
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2.1. EXISTENCE LOCALE ET UNICITE POUR DES SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION

K1:K2:K4:K5:K6:O,nga,qlzo.

Exemple 10
La réaction du 'Hydrogéne et du Brome

Bro+ Hy — 2HBr

conduit au systéme suivant

/ 3

1 — Lvyv?
ool _ dAv = —2 dans Q x [0, 00)
ot v1 + mys
—L 2
Oz _ doAvy = TR dans Q x 0, 00)
ot vy + mus
2 Lvyv?
% — dsAvg = Beieleis I dans Q x [0, 00)
a@t 8 a U1 + muvs
%:%:%ZO sur 9 x [0, 00)
v v v
V1,0, V2,0, V3,0 = 0

\

ol nous avons posé vy = [Brsy|, vo = [H,] et v = [H Br].
Les conditions du théoremeZ2.3 sont satisfaites avec

3 3
—Lzy2? fo(2) = 2Lzp2f _

H(z1, 29, 23) = z1+22+23, f1(2) = fa(2) = 2 4 mza
1 3

21 +mzs’

e

_ = O

= o O
.

Ki=Ky=K3=K5=Ks=0, K3=0,q =2.

2.1.4 Etapes de la démonstration du résultat principal

Une estimation fondamentale

Nous allons énoncer un résultat donnant une estimation fondamentale vérifiée par la
solution de (2.1). Cette estimation serait importante pour la démonstration de I'existence
globale.

Théoreme 2.4 (Estimation fondamentale)
Supposons que (2.2)-(2.13), (2.16)-(2.18), (2.21) et (2.22) sont satisfaites, alors il existe

g € C([0,00)) telle que : Hfg H(v(., s))dsHLm(Q) < g(1), V0 < t < Toa.

Un lemme fondamental

Le lemme technique suivant serait lui-aussi d’'une grande importance dans la démons-
tration du Théoreme 2.3.
Lemme 2.1
Sous les conditions (2.2)-(2.13), (2.17), (2.19) et (2.21), et pour tout j = 1,...,m, il existe
¢ > 1 tels que pour tout £ < p < oo, il existe 0 < 0, < 1 et Ky, Ky, € C([0,00)) tels que
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2.1. EXISTENCE LOCALE ET UNICITE POUR DES SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION

VO <7 < T < Thax nous avons
1) | ooy < Kip(T = 7) + Kop(T = 7) [ H@)| Pz, - (2.23)

Nous passons maintenant a la démonstration du théoréme concernant 'existence glo-
bale de la solution de (2.1).

Démonstration du Théoréme 2.3

Notre objectif est de montrer que sous les hypotheses du Théoreme 2.3, et pour tout
j =1,...,m, lanorme de h;(v;) dans L>(2) reste majorée par une fonction de ¢. Ainsi, et
d’aprés la coercivité de H (hypothese (2.18)), ||v;||, (o reste majorée par une fonction de
t. La caractérisation (2.7) entraine alors I'existence globale de la solution de (2.1).
En effet, (2.23) entraine que pour tout 1 < p < oo, il existe M,,, N, > 0et0 < ¢, < 1
tels que
”H(U>HLP(Q(T,T)) < My + Np(T' = 7) || H (v )HLP Q(r.T))

et comme H(v) > 0et0 < 6, < 1, nous avons

HH(U)HLP(Q(TJ“)) < C(T - T,p), pour tout 1<p<

ainsi
[ K5 (H (2)" + Kall ooy < C(I'—7,p), pour tout 1 < p < oo.

Nous considérons alors, pour tout j = 1, ..., m, Z; solution du probleme suivant

Z;
a@t —d;AZ; = K3(H(2))" + K4 dans 2x]0,T7,
(1-M\)Z; + 0% = sur 9]0, T (2.24)
Zj(x,0) = th(vj(xao))”mo(g) dans
ou T < Ty €t
B = max(|lh;(0) | e oy » 1025 (NG| e 90y (2.25)

D’aprés le lemme linéaire (voir annexe), Z; existe, V j = 1, ..., m. De plus, nous avons
125 0)ll gy < M;(2), V2 €10, T (2.26)

or 'hypothese (2.17) entraine que pour tout j = 1,....,m

O(h;(v;)) /
=5 = Ay (1)) < hy(vy) £()

d’apres (2.20), nous aurons

w — d;A(h(vy)) < Ks(H(v)? + K,
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et comme Z; vérifie (2.24), nous obtenons

0
5¢(Zi = hi(vi)) = diA(Z; = hy(vy)) 2 0, dans Qx]0, T

D’autre part
(Z; — hj(v;))(x,0) > 0, pour tout = €

Il reste & comparer Z; et h;(v;) sur le bord de €2x]0, 7', nous distinguons alors deux cas
1°"cas : \; = 0, dans ce cas, Z; = j3; et v; = a; sur Jf), nous avons, en utilisant (2.25)

Zj — hj(v;) = Bj — hy(a;) = 0,
2°mecas : \; > 0, dans ce cas, et d’aprés (2.1), nous avons

hi(v;) ., o 1=
o hj(vj)()\j " v;) sur OS2

utilisant (2.16) et (2.17), nous obtenons

‘)(hj(vj)) ’ a 1— )\j
— s L W) —= — (2.
” R (v;) y " h;(v;) sur 09

et d’aprés (2.4), (2.13),(2.8) et (2.17), nous avons

ainsi la relation (2.25) entraine que

0

/\jg

(Zj = hj(vy)) + (1= X)(Z; — hj(vs) = B; — a;hi(N;) > 0 sur OS2
et d’aprés le théoreme 9
0 < hj(vj) < Z; dans 2x]0, T, pour tout j = 1,...,m
et utilisant (2.26), il vient que
150 ey < 120l iy < M;(0), Wt €10,
finalement, (2.18) entraine que

10 (2, Ol gy < Nj(0), VG = 1, ceeym, ¥(z, ) € Qx]0, T

par conséquent, 7 ., = +00.
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Démonstration du théoréme 2.4

Nous démontrons ici que, sous les conditions (2.2)-(2.13), (2.16)-(2.18), (2.21) et
(2.22), il existe g € C([0, 00)) telle que

t

/H(v(x, s))ds < g(t), Y0 <t < Tiax-

0 Loo(Q)

Pour cela, nous posons
Z(x,t) = /Zdihi(vi(x,s))ds, 0<7<t<Thax

Nous avons d’une part

—th Zdhlet

D’autre part
Ahl(vl) = hi” (UZ) ’V'Uz"z + h; (Ui)AUZ‘

d’ou

87 = /Zdz [ (03) [Vuil” + B (v) Avi]ds

utilisant maintenant ’hypothése (2.17), nous obtenons

~AZ < — / Zd R (v;) Av;

d’aprés (2.1), il vient que

—AZ <ftVH (f()—%)
:ft<VH()f ) > — f<VH)g;}>

utilisons ’hypothese (2.21) nous obtenons

“AZ < K /(H(v) 4 Ko(t— 1)+ Hu(z, 7)) — H(v(z, 1))

J
d’ou

Hv(x,t) — AZ < K5/H(v) + Kg(t —7) + H(v(z,7)).

31
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D’autre part, si I’on pose

dy = maxd;, d,, = min d;
1<i<m lgigm

il vient que

et donc 5 . 5
1 02 1
= < - _
e AZ < K5!dm atZ(x,s)ds—i— Ke(t —7) + H(v(z, 7))
< 22 2, t) + Kot —7) + H(u(z, 7))
ainsi K L9
— 20 2w, t) + — - Z (1) — AZ(a,t) < Kolt — 7) + H(o(x, 7))
dpm dy Ot
Nous posons
at N dM
w(z,t) =e*Z(x,t) ol o = —K5d—
nous avons alors
ow _(aZ+ 8Z)
o T
ainsi w vérifie pour tout (z,t) € Q(7,1)
ow ot

de plus
w(z,t) = Z(x,7)e* =0

quant aux conditions sur le bord concernant w, nous avons a traiter trois cas :
1er cas : si pour tout i = 1,...,m, A\; > 0, dans ce cas

0z Lom v,
D — d.h(v:) —
ov [Zzzl ’ ’(UZ)&/
tm a; 1=\
o / (] _ (2 .
= [ L) (5t - =)
t m i t m 1 — )\Z
= [ Yo 05— [ Yodi —uibi(w)
T =1 1 T 1=1 )

d’apres (2.16), (2.17) et (2.8), il vient que

/Zd —h’ /tzm:di 1;—5%1-(%)

- 7
=1
-
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et en considérant \* = min * nous obtenons

1<i<m

+— </Zd alh’ = Cr—r) , pour x € 0Q,t €]0, Tinax]

2¢cas:siVi=1,...,m, \; = 0, dans ce cas v; = «; sur 0f) et donc

Z(x,t) = / Zdihi(ai)

d’apres (2.4), a; € C?(Q) et donc
Z(x,t) < C(T — 7) ,pour x € 08, t €]0, Trax|
3ecas:sidI C {1,...m}, I #0telqueVie I, \, =0etVj ¢ I, \; > 0. Dans ce cas, et

d’apres (2.22), a; =0 etdoncv; =0, Vi € I.
Nous avons alors

t v, 2 1— )\
= / > dibj(v;) a“ / Zdh Tjuj) (2.27)
T el J

(2.27) entraine que

t
. 07z Q;j "
A Z+$§/Zdj)\—jh’ )+ A /Zdh v;)
¢l
or, Vi € I, hi(v;) = h;(0) = 0, ainsi
07
NZ+—<C(T-r7).
+ o = ( 7)

Finalement, w vérifie

%—1: —dyAw < Xz, t) dans Qx]0, Tiax|

A* w+g— < C(T —7) surdQx]0,T max|
1%

w(z,0) =0 dans (2
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D’apres le lemme linéaire (voir annexe), nous avons
Hw(.,t)HLQO(Q) <N(t),YV0 <7 <t < Thax

d’ou le résultat.

Démonstration du lemme 2.1

Notre objectif est de montrer que sous les conditions du lemme2.1, (2.23) est satisfaite,
Vj = 1,...,m. Pour cela, nous considérons, pour tout 1 < p < coet0 <7 <t < T, une
fonction © € LP(Q x [r,1]) telle que [|O]| ;g = 1, © = 0, et pour tout j = 1,...,m, ¥;
solution de

_aait d;AV;(z,t) = O(z,t) dans Q x [r,1]

(1= )W + /\j% =0 sur 9Q x [r, 1] (2.28)
14

V(z,T) =0 dans Q

Notons que si W;(z,t) = V,(z, T —t), pour (z,t) € Q x [0,T — 7], alors W, vérifie

a;? — d;AW;(x,t) = O(x, T —t) dans Q x [0, — 7]
(1 )\)W+>\8;/:0 sur 092 x [0, T — 7]
W,i(z,0) =0 dans Q

D’aprés le lemme linéaire (voir annexe), Vj = 1,...,m, W; existe donc V¥, aussi. De plus,
U, > 0 (par application directe du théoreme 9, IW; et donc ¥; sont positifs).

Pour i = 1,...,m, nous posons u; = h;(v;), F; = h.(v;) f;(v). Démontrons alors la relation
(2.23) par récurrence sur i.

Pour ¢ = 1, nous avons d’aprés (2.28)

//ul@ //u1 —% — d1AV,)dxds

utilisant la formule de Green, il vient que

ov T T ov
ul—l —i—dlffVulV\I/l dlfful !
0Q

|
!

ful@ =
Q

8\111 T 8u1 8\111
ulw — Ofg{dlAul.Wl ‘|—d1 ‘!5{;01}1% - Eul)

d’aprés le lemmeA.2 (voir annexe), nous avons

T T

T
v
//u1® //ulb—//\lll.dlAul%—Cp’T. (229)
0

0 Q 0
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Utilisant (2.1) et (2.17), et apres intégration par partie, nous avons

T T 8u1

— [ [ U.diAwdeds < [ [ W4(F — —)dzds

0 Q 0 Q ot
A oV,
ff(\I’ F1 +Ula—)d$d8+f\1/ T O)U10< )dl’
0Q

ainsi, (2.29) devient

T T
//ul@ < //\IllFldl'dS + /‘Ifl(fﬂ, O)Ulo(fﬂ)dfﬂ + Cp/]’.
0 Q 0 Q Q

En multipliant (2.30) par a4, et utilisant (2.3) et le lemmeA.2 (annexe)

T T
//anul@dmds S //\IflanFlde’dS + Ova
0 Q 0 Q

d’aprés (2.19) nous avons

T T
[ [a11u1©deds < ay [ [ V(K )+ Ks)dzxds + Cpr
00 0Q
T
S aHKfo\I/ dxds +CL11K1ff\II H dedS +Cp,T
0Q
T

S CLHKlff\Ile dIdS+CpT
0Q

utilisant l'injection de Sobolev, 3L, r > 0 tel que
W1 (z, ‘)HLOC(O,T) < Lpr [ Wi(z, ')HLP(O,T) , V€ ),

le lemmeA.2 (annexe) entraine alors

13 Mo, g < Cor

Ainsi, en appliquant l'inégalité de Holder et le lemmeA.2 (voir annexe), il vient que

/ / UH(©) < LyrCor 1H ) 07100

et d’aprés le théoreme2.4, nous avons

T

//\I/lH(U) < L,7Cpr g(T)

0 Q

(2.30)

(2.31)
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ainsi, nous obtenons

T
an//m@da:ds < Cypr
0 O

[
HU1||Lq(QT) < Cy(T) + Cy HH(U)HquI(O,T,Q) avec 0 < 0, < 1.

d’ou

Supposons alors que (2.23) est vrais jusqu’a 7 — 1, et montrons ce résultat pour i.
En effet, et comme nous avons fait dans le cas : = 1, nous obtenons

T T o,
[ Ju® = [ [u(-"3" —d;A¥))
0 Q 0 Q ot
T a\p. T
__ofg{m_at d]ff\IJ Au; + Cpr
7 ov,; _d; K
w41 o
_ Rl A U (F, — i
<=/ ]ug diofg it =5+ Cox
7 ov; d; 0V, d; d;
_—foZa—t]—f—d—]UZW—f— d]qj F + d]\I/ ( )ui0+0p,T\IjjdiAui+Cp,T
OQ )
T \If T
<G -] [0+ L [GF+Cor
z 1 0 Q

I d; . . .
multiplions par 7 i et sommons de i = 1, ..., j, nous avons, d’aprés (2.19)
J

i d j-1 dz’ ooy, T
({Zd— wi® < Tzl - o off{u H LU EHE) + ) + G (2:32)

=1

or, d’aprés ’hypothese de récurrence, Holder et le lemmeA.2 (annexe)

dz'

T Vi di
Zaﬂ - d fful Za]z
] 0 Q i=1

4

Cpr(K1g(T) + Ky (T) HH(U)”%Q(Q(T,T)))

ol +. =1
D’autre part, en appliquant toujours Holder, il vient que

T
[, H(v)dzds < f||\I! | oo (01 [ H(v)dzds
Q 0

< HH\I[J'”L‘X’(O’T)HLP(Q)

f H(v)

La(Q)

S Lp,TCp,T

La(€)
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le Théoréme 2.4 entraine alors
/ / U, H(v)daeds < L,7Cyr Q|7 g(T)

et donc (2.32) devient

T

/ / Z 40 < Cry(T) + Co(T) | HO) Y 1y -

0 7,1]

Comme © € LP(Q1x [7,1]) et que : [[O] 1,4 = 1 pour tout 1 < p < oo, (2.23) est vérifiée.
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— Chapitre 3
Existence de solution périodique
faible pour le modele des trempes

Ce chapitre expose I'analyse mathématique du modele des trempes qui a été présenter
dans la Section 1.2. Pour prouver I’existence d’une solution faible a ce dernier modele, nous
construisons une sur solution faible du probléme considéré, puis en passant a l'utilisation
de la technique des sous et sur solution pour montrer 'existence d’une solution faible. Nous
rappelons que le modele des trempes est modélisé par le probleme parabolique suivant

8ug£ z) div(a(u)Vu) + G(t,z,u,Vu) = F(t,z,u) dans Qr
w0,) = u(T’.) dans Q (3.1
ut,z) =0 sur X,

Ou Q est un ouvert borné régulier ouvert de R, N > 1, avec bord régulier 9, T > 0 est la
période, Q1 =]0,T[xQ, X7 =|0,T[x0Q et a: R — [0,+oc0] est continue, G et F sont des
fonctions carathéodory. Pour localiser notre probléme, nous citons quelques travaux récent
concernant les problemes périodiques.

1) H. Amann [10] a considéré le probleme (3.1) dans le cas ou F € C%(Qr) indépendant
de w, a(u) est bornée ( |a(r)| < M < oo0) et G est sous quadratique c’est a dire

|Gt u,r)| < e(ful) (L +[r]?).

Grace au théoréme de point fixe de Schauder, il a montré l'existence d’une solution clas-
sique periodique u € C(Qr).

2) T. Cardinali et N. S. Papageorgiou [23] Ont été considérés le probleme quand F' €
L?*(Qr) indépendant de w, la fonction a(u) est bornée ( |a(r)| < M < oo) et G satisfaite
I'inégalité suivante

|G (t, z,u, Vu)| < n(t,z) + C(Jul + |Vul|)

avec n € L*(Qr) and C > 0.

IIs sont basés sur la méthode des sous- et sur-solution pour montre 'existence d’'une so-
lution faible périodique u € C([0,T7], L*(Q)) N L*(0, T, H}(?)), telle que v < u < @, ou
u,w € L*(0,T, H}(Q)) N C([0,T], L*(2)) sont respectivement les sous- et sur-solutions du
probléme.
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3.1 Résultat principal

Avant d’exposer nos résultats principaux, nous commencons par les hypotheses néces-
saires que nous supposons tout au long de ce chapitre.

3.1.1 Hypotheses

Nous considérons que

{ a :[0,T] x Qx R — [0, +oc[ une fonction carathéodory 3.2)

0 < ag <a(s) <a; pour tout s € R.

((F :[0,7] x Qx R — [0, +oo[ une fonction carathéodory
t — F(t,z,u) une fonction périodique
u — F(.,.,u) fonction croissante (3.3)
F(t,z,s) <a(t,z)+ B |s| otae L*(Qr)et S >0

: F(t
lim sup 242 — 0
\ s—+oo s

G:[0,T] x Ox Rx RN — [0, +oo[ une fonction carathéodory
G(t,z,s,0) = min{G(t, x,s,7r),r € RN} =0
G(t,,s,r) < e s |)(H )+ |Ir])
ou c: [0,+oo[— [0, +o0] est croissante et H € L'(Q7).

(3.4)

Remarque 3.1

G:[0,T] x Qx Rx RN — [0, +00] est une fonction carathéodory, cela signifie :
(t,x) —> G(t,x, s,r) est mesurable pour presque tous les (s, ),
(s,r) — G(t,z,s,r) est continu pour presque tous les (t,x).

Nous devons préciser dans quel sens nous voulons résoudre le probléeme (3.1). Pour cela,
nous introduisons la notion de solution faible, sous- et sur-solution faible.

Définition 3.1

Une fonction u est dite solution faible périodique du probleme (3.1) si

uwe L20,T; H (Q)) NC([0,T], L*()),
G(t,z,u,Vu), F(t,z,u) € L*(Qr)

Ju , , (3.5)
i div(a(u)Vu) + G(t,z,u, Vu) = F(t,z,u) dans D'(Qr)
u(0,.) = u(T,.) dans L?(Q).

Définition 3.2
Nous appelons sur-solution faible périodique (resp. sous-solution) de (3.1) tout fonction
satisfaisant (3.5) avec ” =" remplacée par” > " (resp.” < 7).

Dans la section suivante nous montrons I’existence d’une sur-solution périodique faible de
(3.1) afin de prouver I'existence de la solution faible.
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3.1.2 Existence d’une sur-solution faible périodique

La positivité de la non-linéarité G implique que la solution w du probleme suivant est
une sur-solution du (3.2)

awétt, z) _ div(a(w)Vw) = F(t,x,w) dans Qr
w(0,.) = w(T,.) dans (3.6)
w(t,z) =0 sur Xp

Avant de montrer I'existence de w nous définissons la notion de solution faible du probleme
(3.6).

Définition 3.3
Une fonction w est dite solution périodique faible du probleme (3.6) si

w e L*0,T; Hy(Q)), %" € L*(0,7; H(Q)),w(0) = w(T) dans L*(Qr)

et pour tout ¢ € L*(0,T; H}(2)), on a
T ow
[ Ghars [ awveve= [ Feawe (3.7)
0 ot T Qr
Ou (,) est le produit de la dualité entre H}(Q2) et H~(Q).

Théoreme 3.1
Supposons que (3.2) et (3.3) sont satisfaits. Alors (3.6) admet une solution faible périodique.

Pour prouver l'existence d’une sur-solution faible périodique, nous utilisons la théorie de
degré topologique, tout d’abord considérons le probleme suivant

8wg;, 28 div(a(v)Vw) +w = F(t,z,v) +v dans Qr
w(O, ) = w(T, ) dans € (3.8)
U)(t, 1}) =0 sur ET,

ouv € LQ(QT)
Remarque 3.2

Une fonction w est appelée solution périodique faible de (3.8) si

w e L*0,T; Hy(Q)), %—1’;’ € L*(0,T; H(Q)),w(0) = w(T) dans L*(Qr)

et pour tout ¢ € L*(0,T; H}(Q)), on a

T ow
[ Groe [ awvevor [ wo= [ Feavos [ v @9

Qr Qr Qr
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Lemme 3.1
Siv e L3 (Qr), alors (3.8) admet une unique solution faible périodique de plus la solution est
positive.

Preuve
Concernant Uexistence et U'unicité de w nous renvoyons le lecteur aux [47], Chapitre 2, p.236.
Pour montrer la positivité de w, nous définissons la fonction sign~ par

L —1 sir<0
=N 0 s e so0

et nous introduisons la fonction convexe j. € C*(R), telle que j! est bornée et pour tout r € R
ona
gi(r) — sign~(r) lorsquee — 0.

On prend ¢ = j'(w) dans (3.9), on obtient

/OT<%—Qf,jé(w>>+/Ta(v)vwwé<w)+/ wj(w) =/TF(t,x,v)jg(wH/ijé(w)-

T

J i) =gt + a0 [ 1V P i+ [ wiiw) < [ F (a0 (w)

T T
+/ vi(w).
T

le fait que w est périodique et j. est convexe, implique que

/ i) < / (a0 (w) + / vl
< /H F(t,,0)j. (w) + /WO] Pt + [ o

[w<0]
+ / vjl(w).
[w=0]

Puisque j!(w) = 0 sur U'ensemble w > 0, on aura

/wjz<w>< / Fit,2,0)f(w) + / o (w).
Qr [w<0] [w<0]

Tendant € vers 0, on obtient

/ w.sign” (w) < —/ F(t,z,v) —/ v.
T [w<0] [w<0]
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Utilisons (3.3) et le fait que v € Li(QT), ona

/ () <0

Ce qui signifie que w > 0 dans Q.

Proposition 3.1
L’opérateur de solution S définit par

v w,

olt w est l'unique solution de (3.8), est compact.

Preuve

Etape 1

Nous montrons que S est continu, soit (v,) une suite dans L2 (Qr), telle que v, converge
fortement vers v dans L? (Qr), posons w, = S(v,) et on prend ¢ = w, dans (3.9), on obtient

T 8wn 2 2
<W,wn> + a(vy) | Vwy, |© + | w, |°= F(t,z,v,)w, + Up W,
0 T T T T

d’apres le Lemme 3.7 de 'Annexe, on a

T dw,
|| G =0

grdce aux hypoteses (3.2), (3.3) et par application de l'inégalité de Holder on trouve

oo [ 190 P [ TP (o D +048) v s )l an -
T T

on peut appliqué l'inégalité de Young pour obtenir
I wn || 20,73 (9)) S C( I [lz2@r) +(1+B) [l on ll2(@r) ) (3.10)

Puisque v, — v fortement dans L (Qr), alors
| wy, HL?(O,T;H@(Q))é C, (3.11)

avec C' est une constante positive indépendante de n. Nous rappelons que w,, satisfaite

ow,,
ot

= div(a(v,)Vwy,) — w, + F(t, z,v,) + vy,

observons que (div(a(v,)Vw,) — w,) est bornée dans L*(0,T; H~'(Q)) et Uhypothése (5.17)
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affirme que la suite (F(t,x,v,) + v,) est bornée dans L*(Qr), ce qui implique

ow,,

I

| 20,5110 < C. (3.12)

Grdce aux estimations (3.11), (3.12) et par application de lemme de compacité d’Aubin, nous
pouvons extraire de (w,,) une sous-suite notée par (w,,) telle que

w, — w fortement dans L*(Qr) et p.p dans Qr,
w,, — w faiblement dans L*(0,T; H} (%)),
ow ow
t o — fai L*(0,T; H (N
pn 5 faiblement dans L*(0,T; (),
v, — v fortement dans L*(Qr) et p.p dans Qr,

F(t,x,v,) = F(t,z,v) fortement dansL*(Qr) et p.p dans Qr.

Par passage a la limite dans (3.9), on obtient w = S(v), ce qui implique que S est continu.
Etape 2

Pour montrer la compacité de S, on prend (v,) une suite bornée dans L% (Qr) et soit w, =
S(vy,), par le méme raisonnement, on a les estimations (3.11), (3.12), ensuite le lemme d’Au-
bin, implique que la suie (w,) est relativement compacte dans L?(Qr), cela termine la preuve.

Maintenant, nous introduisons 'opérateur

H:[0,1] x L3 (Qr) — L1L(Qr)
(A, v) = S(Av),

il est clair que H est compact. Il reste a montrer I'existence de Ry > 0 pour lequel le degré
topologique est bien définie.

Lemme 3.2

Supposons que w = H (A, w), pour tout A € [0, 1]. Alors il existe Ry > 0, telle que

|| w ||L2(QT)< R().

Preuve
Supposons que wy, = H(\n, wy) et || wy ||z2(qp)= n-
Posons
W,
Uy = 77—,
| wn [|L2(Qr)

on prend ¢ = w,, dans (3.9), on obtient

T ow, 9
(—= w,) + a(Awy) | Vw, |*= F(t, 2, \ywy,)w,.
0 ot Qr Qr
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D’apres le Lemme 3.7 de ’Annexe, on a

T ow,
£<57W0—0

Uhypotheése (3.2) implique que

ag/ |V, |2</ Pt 2, Ay )w, |
T T

aO/ ’vun |2</
T Qr

Utilisons l'inégalité de Holder et (3.3) on obtient

Alors
F(t,z, \ywy,)

(3.13)
Fwn [ 22(0r)

nl-

Il i 1| 220,752 (2 < C-

de plus,
ou,,

ot

F(t,z, A\w,)

| wn l22(Qr)

= div(a(Aw,)Vu,) +

D’aprés (3.2), (3.3) le dernier terme est borné dans L*(Qr), ce qui implique que

ou,,
l 5 | 220,510 < C.

Et par suite, on peut extraire de la suite (u,,) une sous-suite notée encore (u,), telle que

u, — u fortement dans L*(Qr) et p.p dans Qr,

lun <, avec € L3(Qr).

par conséquent, || u ||z2@= 1, ce qui implique que u # 0. Pour avoir une contradiction, il

suffit de montrer que
F(t,z, \ywy,)

= 0.
I wn [l 22@r)

lim
n—-+o00 Qr

n

Pour cela, nous pouvons appliquer le théoréme de la convergence dominée, on a

F(t, z, \ywn,)

lwn lz2@r)

[ ‘wn‘
< t, Apff————— n
)+ MBI ) |

< ?w@+ﬁwm@n

< lalt,z) + 677]77 € L(Qr).

il reste a montrer que
F(t, z, \ywy,)

u, — 0 p.p dans Qr,
| wn llL2(@r)
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Soit (t,x) € Qr, tel que u,(t,x) converge vers u(t, x), nous avons trois cas a discuter
Cas 1 : u(t,x)>0.
wy(t,2) = up(t, ) || wn || 22(0p), alors wy(t, x) converge vers +oc.

F(t,z, \yw,,) F(tx, Mwy,) Awy(t, x)

n U (t, )
| wn ll22(Qr) Awn(t, ) || wa (l22(Qr)
F(t, z, \ywy,) 9
= ~~ /7 N n t? )
o (£, 7) (un(t,2))
utilisons (3.3) et le fait que
F(t
lim TG g
s——+00 S
on obtient Pt 2
—( L nwn)un — 0.
| wn ll22(Qr)

Cas 2 : u(t,x)<0.
Ce cas est similaire au premier; on a wy(t,x) = un(t,x) || wy ||12(Q.), alors wy,(t, x) converge
vers —oo, et d’'apres

TR GLIL N
S——00 S
on obtient,
Ft, z, \yw,
—( s At )un—>0.
| wn lz2(@r)
Cas 3 : u(t,x)=0.
F(t, z, \ywn, n(t,
Bt dwn) | [a<t,x>+ WM] Lt 7) |
| wn lz2(@r) | wn lz2(@r)

< Jatt) 481wt || Tuntn)

Passons a la limite et utilisons le faite que u(t,z) =0, on a

F(t,z, \ywy,)

| wn [l z2@r)

ao/ | Vuy, |2</
T QT

GN%%@ﬁ%é
T

out Cq, est la constante de Poincareé, si on passe a la limite, on obtient ay < 0, ce qui impossible,

u, — 0.

d’apres (3.13)
F(t,z, \ywy,)

lwn lz2@e)

’

ce qui implique
F(t,x, \ywy,)

H Wn ||L2(QT) "

Y

ceci termine la preuve.
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Preuve du Théoréme 3.1

D’apres le Lemme 3.2 la degré topologique est bien définie, alors
deg(Id —H(1,.), B(0, Ry),0) = deg(Id —H(0,.), B(0, Ro), 0).
Pour montrer que (3.6) admet une solution faible périodique, il suffit de prouver que
deg(I1d —H(0,.), B(0, Ro),0) = 1,

cela peut étre assuré si
| ¥ lL2@r) < Ro,

ou ¢ = H(0,). on prend ¢ comme fonction de test dans (3.9), on obtient

/0 O )+ /Q ()| v = /Q R0

d’apres (3.2), (3.3) et la périodicité, il vient que
w [ 1vol < [ Jalta)l.
T T
< allzzonll ¥ ez -

L’inégalité de Young nous donne,

19 [[z20,7smy < Clao) | @ [l z2@n)

alors, on aura l’estimation suivante

| % |l2@m < CaClao) || o ||z2qp)= R,

ou (Y, est la constante de poincaré et C'(a) est une constante positive qui dépend seulement
de agp.
Enfin, en choisissant R = max(R,, R;), on a

deg(Id — H(1,.), B(0, R),0) = deg(Id — H(0,.), B(0, R),0) =

3.1.3 Existence d’une solution périodique faible

Théoréme 3.2
Supposons que (3.2), (3.3) et (3.4) sont satisfaits. Alors le probléme (3.1) admets une solution
faible périodique telle que 0 < u < w dans Qr, ou w est la solution du probléeme (3.6).

La preuve de ce théoréme est divisée en plusieurs étapes.
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Etape 1. Probléme approché
Pour n > 1, nous approchons G comme suit :

G(t,x,s,r)
1
1+ = |Gt
F G )

Gn(tv x? S? r) =

Y

il est facile de vérifier que G,, satisfaite
0<G,<Gpy1 <G, and |G, |< n.
Nous considérons la suite définie par uy = w et pour n > 1, u, est la solution du probléme

un € L2(0,T; HY(Q)) N C([0,T], L2(Q))

(P,) agtn — div(a(u,)Vu,) + Gu(t, ©,up, Vu,) = F(t,x,u,_1) dans D'(Qr) (3.14)
un(0) = u, (T dans L*(92),

Un argument d’induction peut étre appliqué pour prouver que (3.14) a une solution telle
que
Ogun<un—1§w-

Pour n = 1, up = walors 0 < uy < w et F(t,x,up) = F(t,z,w), puisque w est une
solution faible de (3.6), alors le résultat classique de [23] peut étre appliqué pour prouver
'existence de wu; solution de (P;) (3.14) telle que 0 < u; < up < w.

Supposons maintenant que le résultat est vrai jusqu’au n nous allons prouver que le résultat
est vrai pour n + 1, alors on suppose que 0 < u,, < u, 1 < w et

un € L2(0,T; HY(Q)) N C([0,T], L2(R))

(Fn) 0;;1 — div(a(u,)Vu,) + Gu(t, €, un, Vu,) = F(t, 2, u,-1)  dans D'(Qr)
U (0) = u,(T) dans L?(Q2).

Puisque G, et F' sont des fonctions croissantes, on a

un € L2(0,T; HY(Q)) N C([0,T], L2(R))

8;; — div(a(u,) Vi) + Gii (t, @, un, Vu,) > F(t,z,u,)  dans D'(Qr)
n(0) = n(T) dans L*(Q)

alors u,, est une sur-solution de (P, 1), d’aprés le résultat de [23] le probléme (P, ;) admet
une solution u,,, telle que 0 < w11 < Uy,
Ensuite, nous avons prouvé par induction que pour tout n > 1, le probleme (3.14) a
une solution telle que
0<u, <u,_1 <w.
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De plus, il existe une fonction mesurable u : Qr — [0, +o0] telle que w,, — u p.p. dans
Qret0<u<u, <w, grace au théoréme de convergence dominé, nous obtenons

u, — ufortementdans L*(Qr), (3.15)
F(t,x,u,_1) — F(t x,u) fortement dans L*(Qr). (3.16)

Etape 2. Estimations a priori

Nous proposons de passer a la limite en (3.14), ceci peut étre assuré en prouvant les

lemmes suivants.
Lemme 3.3

Si u, est une solution de (3.14), alors il existe une constante C; qui dépend de 3, T, | Q2 |,
Il o, || w || telle que
/ | Gn(t, x, un, Vu,) | dedt < Cj.
Qr
Preuve
Intégrant U’équation satisfaite par u,, sur Qr, on a

Ot —/ div(a(u,)Vu,) + Gn(t,x,un,Vun):/ F(t,z,up—1)
Qr ot T Qr T

Puisque u,(0,.) = u,(T,.) et daprés Uhypoteése (3.3), on obtient
/ Gt 2, up, V) | dadt < / (alt,) + B | w |)dedt,
T T
L’inégalité de Holder nous donne,

/ | Gty Vi) | dedt < (T | QD2(]] @ [l2@r) +0 | @ [|220r)-

T

Lemme 3.4
Soit u,, solution de (3.14), alors il existe une constante Cy qui dépend de ao, 5, T, | 2 |, || o |,
|| w || telle que

| wn (| 20,12 2 < Co-
Preuve
Multiplions le probléme (P,) par u,, et intégrons sur ()1, on obtient

T
/ <%>un> ‘|’/ a(un) ‘ Vu, ’2 —|—/ Gn(t,w,un,Vun)un :/ F(twrvunfl)un-
0 T - .

Par le Lemme 5.1 de ’Annexe on conclut que

T duy,
/0 <W7un> =0,
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en utilisant (3.2), (3.3) et (3.4), on obtient

F(t,z,w)w

/ a(uy) | Vuy, \2 < /
T Qr
ao/ | Vu, [* < /
Qr Q

par application de linégalité de Holder, on a

(a(t,z)+ B |wl]) |w]

T

/ | Vu, P<C(|| e lr2gr +8 | w llr2m) | w lz2@n
T

Lemme 3.5
Soit u,, une solution de (P,), alors

lim a(u,)Vu,(Vu, — Vu) <O0.

n—-+oo Qr

Preuve
On sait que 0 < u < u, < w, choississons (u, — u) une fonction de test, on a

T o "
/ (L,un —u) + / a(u,)Vu,(Vu, — Vu) + / Gn(t, x, uy, Vuy,)(u, — u)
0 ot Qr Qr

:/ F(t,z,up—1)(up — ).

T
Remarquons que,

/ Gn(t, x, up, Vuy,)(u, —u) =0,
Qr

et ’hypothese (3.3) nous donne

AT(%,UH —u) + /T a(u,)Vu, (Vu, — Vu) < / (a(t,z) + B | w|)(u, — u)

T

< (el +8 1w ll2@n) | un = llz2@r) 3.17)

T ou, T ou, T ou,
/0 <W;un_u>—/0 <W,Un>—/0 <W’u>’

par le Lemme 5.1 de 'Annexe, on a

De plus,

alors
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Pour traiter la derniére intégrale, nous définissons la régularisation de Lebesgue-Steklov u" de
u, pour h > 0 par

1 t+h
u(t, ) = —/ u(s, x)ds.
h i

ona
ou,,

T—h au
i (—,u) = lim lim / /
n—+o0o Qr ot h—0 n—+oo

lim

On sait que u,, — u faiblement dans L*(0,T; H}(Q)), ce qui implique que u" — u" faiblement
dans L*(0,T; H} (), on a

. ou,, T=h 8u
(——,u) = lim
n—+oo Jo ot h—0

lim
- 5,135 Q( T~ ) — (u")*(0) = 0.

Puisque u,, — u fortement dans L*(Qr) et selon (3.17) on conclut que

lim a(un)Vu,(Vu, — Vu) <O0.

n——+00 Qr

D’ot1 le lemme est prouve.
Lemme 3.6

Soit u,, solution du probléme (P,) telle que

u, — ufortementde L*(Qr) et p.p dans Qr,
u, — u faiblement dans L*(0,T; H;(9)),

et
lim a(u,)Vu,(Vu, —Vu) <0
n—-+00 Qr
Alors
u,, — u fortement dans L*(0,T; H}()).
Preuve

Le fait que wu,, converge vers u fortement dans L*(Q7) et p.p dans Qr et par application du
théoréeme de la convergence dominée, on obtient

a(u,)Vu — a(u)Vu fortement dans L*(Qr).

Puisque
u, — u faiblement dans L*(0,T; Hy(2)),

on aura

/ a(u,)Vu(Vu, — Vu) — 0
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Remarquons que,

/T a(u,) | Vu, — Vu [*= /T a(u,)Vu,(Vu, — Vu) — / a(u,)Vu(Vu, — Vu)

T
ce qui implique que,
lim a(ty,) | Vu, — Vu <0

n—-+oo Qr

d’autre part, on a
ogao/ |Vun—Vu|2§/ a(un) | Vit — V|2
T T
En passant a la limite dans la derniére inégalité, nous concluons que

lim | Vu,, — Vu [*= 0.

n——+o00 Qr

Etape 3. Passage a la limite

Le but de cette section est de prouver que la limite u de la suite u,, est une solution
périodique faible de (3.1) au sens de la définition 3.1. D’aprés (3.16) et le lemme 3.4 on
conclut I'existence d’une sous-suite, toujours notée u,, pour la simplicité, telle que

u, — u fortementdans L*(Qr) and p.p. in Qr

u, — u faiblement dans L*(0,T; Hy(2))
et grace aux résultats de 3.5 et 3.6 on a
u,, — u fortement dans L*(0,T; Hy(Q)).

il rest a montrer que

Gn(t, z, Uy, Vu,) — G(t,z,u, Vu) dans L'(Qr). (3.18)

En utilisant le lemme 3.3 et la convergence forte de u,, dans L?*(0,7; H}(€2)) on a
Gn(t, z,up,, Vu,) — G(t,z,u, Vu) p.p dans Qr.

Pour montrer (3.18) il suffit de prouver que G,(t, z, u,, Vu,) est équi-intégrable dans
LY(Qr) Cest a dire

Ve >0, 36 >0, VK C Qrp, if |[K| < alors /Gn(t,x,un,Vun)dxdt <e.
K
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Soit K un sous ensemble mesurable de )7, > 0,et h > 0. On a

/Gn(t,x,un, Vu,)dxdt =1 + I.

K

I = / Gn(t, z,up,, Vuy,) dx dt,
KN[u, > h]
et
I, = / Gu(t, x, up, Vuy,) dz dt.
Kl <H)

La premiere intégrale I, vérifier 'inégalité suivante

1
I, < E/unGn(t,x,un,Vun) dx dt,

K

en utilisant ’équation satisfaite par u,, dans (3.14), 'hypotese (3.2) et (3.3), on obtient

1
L < 7 /(a(un) | Y, |* +F(t, 2,1 )u,) d dt
Qr
1
< 7 /(a1 | Vu, > +F(t, z,w)w) dz dt.
Qr

d’apres le résultat du lemme3.4, il existe une constante C, > 0, telle que

Cl
I < 71
Alors il existe h* > 0, telle que, pour tout h > h*, on a

IL <

Wl ™

Pour I, on utilise 'hypothése (3.4), on obtient pour tout ~ > h*

I < c(h) / (H(t, )+ | Vu, ) dedt

KN[un <h]

Puisque H € L'(Qr) alors H est équi-intégrable dans L!(Qr), d’ou il existe §; > 0, telle
que, si | K |< 4y, alors

c(h) / H(t,z)dzdt <

KN[un <h]

Wl o

On a aussi d’aprés le lemme 3.6 la suite (| Vu, |?), est équi-intégrable dans L'(Qr), ceci
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implique l'existence de J, > 0, telle que, si | K |< d,, on a

c(h) / | Vu, |2 dxdtgg.

KN[un <h)

Finalement, on choisit §* = inf(d;,d2), si | K |< 0%, on obtient

/Gn(t,x,un,Vun) drdt < e,

K

ce qui termine la preuve du théoréme 3.2.

3.2 Annexe

Lemme 3.7
Soit 1) : R — R une fonction Lipschitzienne continue et croissante avec 1)(0) = 0, posons

V= {v € L*(0,T; Hy(9)), % € LQ(O,T;Hl(Q))}.
T ov
Alors pour tout v € V, telle que v(0,.) = v(7,.) p.p dans , on a / <E, YP(v)) = 0.
0

Preuve
Soit v € V telle que v(0,.) = v(T,.) p.p dans §), on définie la régularisation de Lebesgue-
Steklov v" de v pour tout h > 0, par

1 t+h
V't x) = —/ v(s,x)ds.
h Ji

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes (pour plus de détails, voir [44])

h
Ve 0T HYQ), T € 120, HY(9)

et v" — v fortement dans L*(0,T; H}(S2)) lorsque h tend vers 0.

Ona

h—0

T 9y s T—h Ol
| Grvn =tim [ [ vt T,
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soit U(v) = /U Y(s)ds, on obtient
e / o (v")
(" )

/OT_h[lw(vh>aa—f / u
/; T — h)) — ¥(v"(0)).

Puisque V — C([0,T]; L*(Q)) et v(0,.) = v(T,.) p.p dans , on a

/O <%,¢(v)) — lim | W"(T — h)) — U(u"(0)) = 0.
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— Chapitre 4
Résultats d’existence des solutions
périodiques faibles pour certaines

équations paraboliques quasi-linéaire

avec donnée L!

Le but de ce chapitre est d’étudier I'existence d’une solution périodique faible pour une
équation parabolique quasi-linéaire avec croissance arbitraire en gradient et condition aux
limites de type Dirichlet. L’existence sera prouver par la technique des sous- et sur-solutions
combinée avec la méthode des troncature.

4.1 Introduction

Dans le méme temps, le comportement asymptotique des solutions des problémes pé-
riodiques a suscité un vif intérét de la part des scientifiques et plusieurs articles ont été
publiés. Cependant, la plupart des travaux se sont concentrés sur différente notion des so-
lution (classique, faible, renormalisé, entropique) des problemes quasi-linéaires et de nom-
breux résultats ont été rapportés ([2, 10, 12, 13, 23, 29, 48]) et dans les références qu’ils
contiennent. Dans ce travail, nous nous intéressons a I’existence d’une solution périodique
faible pour le probleme quasi-linéaire suivant

au% 28 Au+G(t,z,Vu) = f dans Qr
u(0,.) = u(T},.) dans (4.1)
u(t,z) =0 sur Y,

ou ) est un ouvert borné de RV, N > 1, de frontiére assez réguliere 9Q), T > 0 est la
période, Qr =)0, T[xQ, X7 =]0, T[x 99, —A désigne 'opérateur de Laplace sur L'(Q2) avec
des conditions aux limites de Dirichlet, G est une fonction Carathéodory et f est une fonc-
tion mesurable positive appartient a L'(Qr). Dans [10], Amann a résolu le probleme (4.1)
lorsque f est assez régulier et que GG a une croissance sous-quadratique par rapport au
gradient, c’est a dire

| G(t, z,u, Vu) |< o) u])(] Vu [* +1).
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I a utilisé la technique des sous- et super-solutions et le théoreme de point fixe dans les
espaces de Banach appropriés.

Le travail [29] de Hess et Deuel était préoccupé par le probleme (4.1) avec f apparte-
nant a L*(Qr) et la linéarité de G a une croissance sous-linéaire par rapport au gradient, a
savoir

| G(t,z,u, Vu) |< k(t,x) + ¢ | Vu | .

En utilisant la méthode de la sous- et sur-solution, ils ont obtenu I'existence d’une solution
périodique faible dans L?(0,T; H} () N C([0, T, L*()).

Alaa et Iguernane [2] ont présenté le résultat d’existence d’une solution périodique
faible de (4.1) dans L*(0,T; Hy(Q)) N C([0, T}, L*(Q2)) lorsque les non-linéarités sont néga-
tives, ils ont obtenu l'existence par la technique de troncature associée a la méthode des
sous- et sur-solutions.

Nous présentons le résultat principal de ce chapitre de la maniere suivante. Dans la
section 4.2, nous commencons par les hypotheses nécessaires et nous définissons la notion
de solution périodique faible de (4.1) afin d’énoncer le théoréme principal de notre travail.
La section 4.3 est consacrée a la démonstration du théoreme principal présenté dans la
section 4.2. Enfin, dans la section 4.4, nous généralisons le résultat de la section 4.2 a une
classe des probleme périodique quasi-linéaire avec donnée non réguliere.

4.2 Résultat principal

Dans cette section, nous établissons notre résultat principal, tout d’abord, nous intro-
duisons les hypotheses nécessaires que nous supposons tout au long de cette section.

4.2.1 Hypotheses

Nous supposons que

fe LY Qr), >0, (4.2)

G(t,z,r) € L'(Qr) pour tout r € RY et p.p. (t,z) € RY, (4.3)
G :[0,T] x Qx RY — [0, 400 est une fonction , (4.4)
G(t,z,0) = min{G(t,z,r),r e RV} =0, (4.5)

Gtz s,1) < K(t,2) +d|rP, 4.6)

pour tout p € [I, £+2[r € RN et p.p. (t,2) € Qr, avec K € L'(Qr) et d > 0. Nous de-

vons préciser dans quel sens nous voulons résoudre le probleme (4.1), pour lequel nous
introduisons la notion de la solution périodique faible.
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Définition 4.1
Une fonction wu est dite solution périodique faible du probléme (4.1), si elle satisfaite

ue LY0,T; Wy () ne((o, T), L)),
G(t,x,Vu) € L'(Q7)

% —Au+G(t,z,Vu) = f dans D'(Qr) “-7)
u(0,.) = u(T,.) dans L' (Q)

Définition 4.2

Nous appelons sur-solution périodique faible (resp. sous-solution) de (4.1) une fonction u
satisfaisante (4.7) avec ” =" remplacée par” > 7 (resp. 7 < 7).

Maintenant, nous énoncons le résultat principal de cette section.

Théoreme 4.1
Supposons (4.2)-(4.6) et qu’elle existe w une sur-solution faible de (4.1). Alors le probleme
(4.1) admet une solution périodique faible satisfaisante 0 < u < w dans Qr.

4.3 Preuve du résultat principal

La preuve est du Théoréme 4.1 est divisée en plusieurs étapes. Au début, on pose X =

LP(0,T; WyP(Q)), avec 1 < p < %—ﬁ

Etape 1. Probléme approximatif
pour tout n > 1, nous approximons (G comme suit
G(t,z,r)

G(t,z,r) = 1
1+ ﬁ | G(thar) |

[w<n]»

Nous remarquons que G, satisfait les propriétés suivantes
0<G,<G, and |G, |<n.
pour f nous construisons une suite h,, € CZ(Q7)
hn 20, | b [l2r@n < I llzi@n)s
et h,, converge vers f dans L'(Q7)", on note

Jo = hnliw<n),  wp, = min(w,n).
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4.3. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

Maintenant, nous définissons le probleme approché associé a (4.1) par

u, € L*(0,T; H}(Q2)) N C([0,T], L*(Q)),

aaut" — Auy, + Gp(t, 2, Vuy,) = [ dans D'(Qr) (4.8)

un(0,.) = un(T,.) dans L?*(Q)

puisque G,, est bornée par n et f, € L>(Qr), on peut appliquer le résultat de [29] pour
déduire l'existence de u,, € L*(0,T; H} (2)) N C([0, T], L*(©)) N L>(Q7) solution faible per-
iodique de (4.8) telle que

0<u, <w, <w.

Notre idée est de passer a la limite dans (4.8), pour ceci, nous devons prouver le lemme
dans I’étape suivante.

Etape 2. Estimations a priori

Lemme 4.1
1) Il existe une constante C' qui dépond de || f | 11(q,) telle que

/ | Gt 2, V) |< C.
T
ii) Il existe une constante C' qui dépond de p, T ) telle que

| n [l < 0{2 I'f l[er@r + [Tw(0) e }

Preuve

i) En intégrant Uéquation satisfaite par u,, sur Qr, on a

Qr 6t T T Qr

remarquons que u,(0,.) = u,(T,.)dans Qet G, >0, on a

/ | G (t, z, Vuy,) | dedt < fult, z)dzdt,
T Qr

< | v -
ii) De plus, par [16] on aura
[ un llx, < Clp, Q){ | fallr@r) + | Ga(Vun) lv@r) + 1 un(T) Iz

< C.O) [2 1 £ Desom + 1 w(0) llzxcoy
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Etape 3. Passage a la limite

Selon le résultat classique de [15], l'application (u,(0),&,) — u, est compacte de
LY(Q) x LY(Qr) dans L'(0,T; Wy (Q)), ot &, (t, ) = fo(t, ) — Gy (t, z, Vu,). Alors, on peut
extraire une sous-suite de u,,, dénotée par u,, pour la simplicité, telle que

u, — wudans LY(0,T;W,"(Q))
(tun, Vu,) — (u, Vu) p.p. dans Qr.
Il reste a s’assurer que u est une solution du probleme (4.1), pour ceci nous devons montrer

que u,, converge fortement dans Xr.
Nous écrivons pour m,n > let0 <y < 1,

v - 1—y
/ |Vun—Vum|pd:Bdt§(/ |Vun—Vum]) (/ |vun—vum|’5w) . (4.9
Qr Qr Qr

Choisissons ~ telle que % =q € [l, %ﬁ[ puis appliquons (4.9) pour conclure le résultat.

Grace a 'hypothese (4.6), on en déduit que
Gn(t, 2, Vu,) — G(t,r,Vu) dans L'(Qr).

D’autre part,
0 (1) = ST)un(0) + [ ST = 5)6u(s. ),
0

avec S(t) est le semi-groupe des contractions dans L'(§2) généré par 'opérateur —A avec

condition aux limite de Dirichlet sur 9f2. Puisque u,,(0,.) = u,(7T,.) dans L!(Q), on a pour

tout ¢ € L>(Q)
lim /un((),x)gb(x)dm = lim S(T)un(() z)p(x)dx

n—-+o0o Q n—-+oo
+ lim // T — 5)&n(s, x)p(x)dsdx,

n—-4o00

Puisque S(t) est continu dans L'(Q2) et &, — ¢ fortement dans L'(Qr), alors

/Qu((),m)gzﬁ(x)dx / S(T)u(0, x)p(z)dx + /Q /OT S(T — s)&(s, x)dsdx,

= [ uTpotayis

Alors u(0,.) = u(T,.) dans L'(Q).
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4.4 Résultat d’existence pour une équation quasi-linéaire
avec donnée L'

Dans ce paragraphe, nous appliquons les résultats de la premiere partie et nous prou-
vons I'existence d’'une solution périodique faible pour le probléme suivant :

Ou(att, 7 _ Au+ G(t,x,Vu) = F(t,z,u) +p dans Qr
U(O, ) = U(T, ) dans (4.10)
U(t, l’) =0 sur ET-

Les non-linéarités G et F' sont supposées des fonctions carathéodory et u est une fonction
mesurable positive appartenant a L'(Qr).

4.4.1 Hypotheses

Dans ce paragraphe nous supposons que

pe L' (Qr),p=0, (4.11)

F:10,T] x Qx R — [0,400[ est une fonction Caratheodory , (4.12)
F(t,z,s) € L'(Qr), F est croissante par rapport a s, (4.13)

G :10,T] x Qx RY — [0, +00[ est une fonction Caratheodory , (4.14)
G(t,z,r) < H(t,x)+d|r||*, forall r e RN et pp.(t,z) € Qr, (4.15)

ou H € L'(Qr) etd > 0.
Définition 4.3
On appelle solution faible périodique de (4.10) toute fonction u Vvérifiant

we LY0,T; Wy () ne([0,T], L'()),
G(t,x,Vu), F(t,z,u) € L'(Qr)

du (4.16)
i Au+ G(t,z,Vu) = F(t,z,u) +p dans D'(Qr)
u(0,.) = u(T,.) dans L'(Q)

Définition 4.4
On appelle sur-solution faible périodique (resp. sous-solution) de (4.10) toute fonction wu
vérifiant (4.16) avec” =7 remplacée par” > " (resp. 7 < 7).

Sous certaines hypotheses nécessaires et grace au résultat du théoréme 4.1, on montre le
théoréme suivant.
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Théoreme 4.2
Nous supposons que (4.11)-(4.15) sont vérifiés et qu’il existe une fonction w telle que,

(@ e LY0,T; Wh'(Q) nc(o,T], L1(Q)),
F(t,ac,ﬂ?) S Ll(QT)

%_7“: — A = F(t,z,®) + p dans '(Qr),
@(0,.) = @(T,.) dans L'(9).

Alors (4.10) a une solution périodique faible u telle que 0 < u < .

Preuve.

La preuve de ce théoréme se réalise en plusieurs étapes.

Etape 1. Définition du probléme approché

Considérons la suite définie par uy = @ et pour tout n > 1 u, solution du probléme
auxiliaire suivant

u, € LY(0,T; W, "' (Q)) nC([0,T], L'()),

aalin _ Aun + Gn<t,ﬂf, Vun) = F(t, :L"un_l) + L dans D/(QT) (4.17)
un(0,.) = un(T' ) dans L'(Q)
avec »
Golt,o,r) = tzr)

1
14+ —|G(t
+ 1 Glt,2,7) |

En utilisant le résultat du Théoreme 4.1 associé a un raisonnement par récurrence sur n,
nous prouvons 'existence d’une solution faible u,, du probleme (4.17) telle que

0<u, <up_1 <. (4.18)

Etape 2. Estimations a priori

Tout d’abord nous définissons la fonction de troncature 7}, (s) = max{—k, min{k, s}} et
on note

Si(v) = /O Ti(s) ds.

Lemme 4.2
1) Il existe une constante C' qui dépond de || 11 || 11 (g et || F(©) || 1), telle que

/ | G (t, z,Vu,) | dedt < C.
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i)

k=400

lim sup/ | Gi(t, x, Vu,) | dedt = 0.
[un>k]

Preuve
i) Intégrons U'équation satisfaite par u,, sur Qr,

/ aun —/ Aun+/ Gn(taxvvun) :/ F(t,flj,un—l) +/ Fbs
Qr ot Qr Qr Qr Q@r

on sait que u,(0,.) = u,(T,.) dans L' (), utilisons les hypothéses sur F, il vient que

/ | Go(t, 2, V) |</ F(t,x,@)+/ I
Qr Qr Qr

ii) Multipliant U'équation satisfaite par w,, par la fonction de troncature T (u,,) puis inté-

grons sur Qr, il s’ensuit que

/T 3Sg(tun) +/ | VTi(ua) |2+ | Galt,, Vun)Tk(un)Z/ E(t, 2, un—1)Ti(un)

T Qr T

+ /T 1T (un),

En utilisant les hypothéses sur F et le fait que u,, est périodique par rapport au temps,
nous conclut que

Gn(t,x,Vun)Tk(un)g/ F(t,x,@)Tk(un)—i-/ wTy(uy,),

Qr T T

alors pour tout 0 < M < k, on a

k:/ Gn(t,z,Vu,) < k:/ (F(t,x,@) + ,u)
[un >k QT Nun>M]

+M <F(t, T, W)+ u),

QTm[ungM}

par conséquent,

. M _
/ Gn(t,z,Vu,) < / (F(t, T, W)+ u) Xfun>M) + = (F(t, T, W) + u).
[un>k} T k QT

Pour conclure le résultat souhaité, il suffit de montrer que

lim sup/ (F(@%@) +/~L) X[un>m] = 0,
k—4oo o T
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Ona,

1 .
[ > M) 12 1t @< 17 1 @ lorcen

ce qui nous donne

Mli)riloos%p | [u, > M] |=0.

Puisque (F(t,z,w) + u) € L'(Qr), pour chaque ¢ > 0 il existe ¢ tels que pour tout

mesurable E C Qr
<o | (F(t,w,@ +u) <
E

Grace aux résultats précédents, on obtient que pour chaque € > 0, il existe M, telle que
pour tout M > M,

Y

DO | ™

sup ( [ e u)xwm) <
n T

€
27

On choisit M = M, et tendant k vers 400, on obtient

lim sup (/ Gn(t,x,Vun)> =0.

Lemme 4.3
Soit u,, solution du probléme approché (4.17). Alors
i) u, converge vers u fortement dans L*(0,T; W, (Qr)).

i) || Ty (un) HL2(0,T;H§)< k[ | F(w) ||L1(QT) + | p ”Ll(QT) ]

Preuve
(i) Posons

T = F<t7 xz, unfl) +u— Gn(ta x, vun)
En utilisant le résultat (i) du Lemme 4.3, (4.13) and (4.17) on aura n, bornée dans L'(Qr)
et d’'aprés [15], Uapplication
LY(Q) x LYQr) — LY0,T; Wy (Qr))

(un(0), )+ un

est compacte. Alors, on peut extraire de u,, une sous-suite notée encore u,, pour la simplicité,
telle que

u, — win LY(0,T; W, (Q))
(tun, Vu,) —> (u,Vu) p.p. dans Qr
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(i) Multipliant par Ty (u,) Uéquation satisfaite par u,,, on obtient

/T 8515(:71) n /T | VT (uy) | +/T Gn(t, z, Vu,)Ti(u,) = /T F(t, 2, un 1) Ty (n)

+ [ i),

puisque u,, est périodique, il vient que

/T ot =0

En utilisant (4.14) et (4.18), on déduit que

/ Golt, 2, Vi) T () > 0,
Qr

et d'apres (4.13), (4.18) ona
/ | VTk(un) P< k:[/ F(t, z, @) +/ u}

Soit u,, la suite définie ci-dessus. On a

Lemme 4.4

T (u,,) converge vers Ty, (u) fortement dans L*(0,T; Hy ().

Preuve
Considérons vy, j, = Tj,(W — uy,), vy = Tp(W — u) and v, g, = (T(W — uy))s, ol oy, désigne la
régularisation de steklov définie par

D’apres (4.18), on a
0 < Upph < Voh,

Pour montrer que Ty, (u,) converge fortement vers Ty,(u) dans L*(0,T; H}(S2)), il suffit de s’as-
surer que

lim /||an,k]|2da:dt§/||Vvk||2dxdt.
Qr Qr
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Pour h > 0, 0ona

lim / |VUnil® dedt = lim lim / IV Vo] ddt

n——+00 h—0 n—-4o00
Qr-n
T—h
= lim lim < Unkohy =AUy g > dxdt

h—0 n—+o00
0

T—h

. . OVnk.h
< lim lim < Unkhy ——=2 — Avy e > dxdt,
h—0 n—+o00 B ot B
0
Remarquons que,
avn k,h
8;5 = — Avp . = 0,
alors
T—h

h—0 n——+00 ot
0

vy,
hm /HankH dzdt < lim lim /<Uk,h,M—Avn,k,h>dxdt,

T—h 5
v
lim lim [/ < Vg, bk dt

N

h—0 n——+oco ot

+ / vak,thk,hdxdt.
Qr—n

On sait que v, converge vers vy, faiblement dans L*(0,T; H}(?)), alors v, converge vers
vy, faiblement dans L*(0,T; H}(Q2)), on obtient

T—h
9,
hm /HankH drdt < hm{ < Vg py Ukh>dt—i— / | Vor|? dxdt]

Qr—n

0
hm{ / T hdl’—l— / HV’l}th dxdt}
h—0

Q

T—h

/A

< / | V|| dadt.
Qr
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Etape 3. Passage a la limite
Selon le lemme 4.3 il existe une fonction mesurable v € L'(0,T; W,"'(Q)) et une sous-

suite de (u, ) notée toujours u,, pour la simplicité, telle que

u, — wudans L*(0,T; W, (Q))
(tun, Vu,) —> (u, Vu) p.p. dans Qr
alors,
F(thu un—l) — F(tu :L‘7U> P-p- dans QTa

On applique le Théoreme de Lebesgue, il vient que
F(t,x,u,_1) — F(t,z,u) dans L'(Qr).
Par les résultats précédents des lemmes 4.2 et 4.3, on conclut que
Gn(t,z,Vu,) — G(t,z,Vu) p.p. dans Qr, 4.19)
il reste a montre que
Gn(t, z, Uy, Vu,) = G(t, z,u, Vu) dans L*(Qr),

Utilisons (4.19) il suffit de prouver que G, (t, x, Vu,) est équi-integrable dans L'(Qr) c’est
a dire

Ve >0, 36 >0,VEC Qrp, si |E|<d alors /Gn(t,x,Vun)dxdt < e.

E

Soit E un sous-ensemble mesurable de )7, > 0,etk > 0.0n a

/Gn(t,x,Vun) dedt =1, + I,
E

avec
I, = / Gn(t,z,Vu,)dx dt,
EN[un, > k]
et
I, = / Gn(t, z,Vu,)dx dt.
EN[un <K

Pour I; on a le résultat suivant

I < / Gn(t, z,Vu,)dxdt,

[un > K]
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et d’apres le lemme 4.2 on déduit I'existence de k* > 0, telle que, por tout k£ > k*, on a

I <

Wl ™

Pour traiter [, on utilise I’hypothese (4.15), nous obtenons pour k& > k*

I < /(H(t,x) +d | VTk(up) |?) da dt.

E

puisque H € L'(Qr), alors H est équi-integrable dans L'(Qr), alors il existe §; > 0, telle
que, si| F |<d;,ona

/H@@wﬁgg
E

Et grace au Lemme 4.4 la suite (| VTj(u,) |?), est équi-integrable dans L'(Qr), ceci im-
plique I'existence de J, > 0, telle que, si | £ |< d,, alors

d/ | VTe(un) |? da dt <
E

Wl ™

Finalement, on choisit §* = inf(dy, d2), alors si | E' |< ¢*, on obtient

/Gn(t,x,Vun) drdt < e.

=

D’autre part,

ou
Nn(t,x) = F(t, 2, up—1) + p(t,z) — Gu(t, x, Vuy,).

puisque u,(0,.) = u,(T,.) dans L'(Q), on a pour tout ¢ € L>(2)
lim / un(0,2)p(r)dr = lim / S(T)un (0, z)p(z)dx

n—-+o0o Q n—-+o0o Q

+ lim /Q /OTS(T—s)nn(s,x)gb(x)dsdx,

n——+oo

on sait que S(t) est continu dans L'(Q2) et ,, — n fortement dans L'(Qr), alors

/Q (0, 2)6(x)dr = /Q S(TYu(0, 2)6(x)dz + /Q /0 ST — (s, w)dsd.
_ /Q (T, 2)6(x)dz.

D’ou u(0,.) = u(T,.) dans L*(€2). Ce qui termine la preuve.
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— Chapitre 5
Quelques résultats d’existence des
solutions périodiques faibles pour des
systemes quasi-linéaires avec donnée
Ll

Le comportement périodique des solutions de systémes paraboliques quasi-linéaires in-

tervient dans la modélisation mathématique d'une grande variété de phénomenes, non
seulement dans la biologie, mais aussi dans les sciences naturelles, la chimie, I'ingénierie
et I'écologie, telles que la dynamique des gaz, les processus de fusion, certains modeles
biologiques, les processus cellulaires et la propagation de maladies. La littérature sur les
solutions périodiques en temps pour les équations différentielles fonctionnelles ordinaires
présente un grand développement. Plusieurs résultats ont été publiés, non seulement dans
des revues purement mathématiques, mais également dans celles de I'application et de la
modélisation. La plupart des études sont consacrées a I’étude d’existence des solutions glo-
bales, a leurs propriétés de comportement périodique et de régularité, particulierement en
ce qui concerne les systemes dégénérés et singuliers.
Dans le méme temps, la périodicité des solutions aux problemes quasi-linéaires parabo-
liques a également suscité I'intérét des scientifiques et de nombreux résultats ont été rap-
portés sous conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann ([10, 14, 36, 23, 58, 57])
tous ces articles sont consacrés aux étude des solutions classiques. Ces dernieres années,
I'attention a été portée sur la notion des solutions faibles pour des systémes elliptiques pour
des conditions limites linéaires, ([2, 12, 13, 20, 29, 48]) ces travaux utilisaient différentes
méthodes, la théorie de degré topologique, le théoreme de point fixe de Schauder, la théo-
rie de la bifurcation, la méthode des sous et sur solutions, etc.

Ce chapitre traite des résultats d’existence des solutions périodiques faibles pour le
systeme parabolique de réaction-diffusion suivant

O
% — deUj + Gj(lf,l’, VU) = fj dans QT7
u;(0,.) = u;(T,.) dans Q, pourj=1,....M (5.1
u(t,z) =0 sur X,

ot u = (uy,...,upy), Vu= (Vuy,...,Vupy), f = (f1,---, fu), M > 2 et Q est un ouvert
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borné de RY, N > 1, de frontiére assez réguliere 99, T > 0 est la période, Q7 =]0, T[x 12,
Y7 =]0, T[x 09, —A est 'opérateur de Laplace sur L!(2) avec des conditions aux limites de
Dirichlet, d; sont des constantes positive, G; est une fonction Carathéodory et f; est une
fonction mesurable positive appartient a L'(Qr). les résultats de cette étude peuvent étre
appliqués au modele suivant

(0
—7; —diAutar | Vu | 48 | Vo M= £ dans Qr,
a—: — dQA’U + Qo ’ Vu ’62 +52 ‘ Vv ’)\2: f2 dans QT,
w(0,.) = u(T,.) dans (, ©2)
v(0,.) = o(T,.) dans €,
u=v=>0 sur Xp,

\

ou d;, av;, 5; sont des constantes positives pour i = 1,2, pour bien comprendre la situation,
nous mentionnons quelques travaux récents concernant les systemes paraboliques et les
problémes périodiques .

Dans [10] Amann a été intéressé par le probleme (5.2) lorsque (f1, f2) est assez régu-
liere et 1 < d;, \; < 2, il montre 'existence d’une solution classique dans C'?(Q) N CQr)
par application des techniques de sous et sur-solution et a travers le théoreme du point fixe
de Schauder, nous renvoyons le lecteur a [14], [36], [58] pour plus de détails.

Alaa et M. Iguernane [2] considérés le probléme lorsque les données (fi, fo) appar-
tiennent & L?(Qr) x L*(Q7) et 1 < §;, \; < 2, ils montrent I'existence d’une solution pério-
dique faible dans L*(0,T; Hy(Q)) N C([0,T], L*(£2)).

Le but de ce chapitre est d’examiner le cas ou les données sont irrégulieres et que la non-
linéarité a une croissance critique par rapport au gradient. Nous avons organisé ce chapitre
de la maniere suivante. Dans la section 2, nous commencons par définition de la notion de
la solution périodique faible de (5.1). Sous certaines hypotheses, nous prouvons I'existence
de la solution périodique faible de (5.1). La section 3 est consacrée a 'application de nos
résultats a une classe des systemes périodiques de réaction-diffusion finalement la section
4 présente un théoreme d’existence d’une sur solution périodique faible de (5.1).

5.1 Résultat principal

Cette section présente deux résultats d’existence pour des systemes périodiques parabo-
liques quasi-linéaires. Le premier résultat prouve I'existence lorsque les non-linéarités sont
dominées par une fonction L'. Le deuxiéme résultat concerne des systémes périodiques
avec une non-linéarité avec la croissance critique par rapport au gradient. Maintenant nous
introduisons les hypothéses que nous supposons tout au long de cette section.
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5.1.1 Hypotheses

Pour tout j = 1,..., M, nous supposons que
fi € L'(@Qr), f; 2 0. (5.3)
G,(t,z,r) € L*(Qr) pour tout r € (RV)M et p.p. (t,2) € Qr, (5.4)
G Qr x Qx (RM)M — [0, +o0[ est une fonction carathéodory , (5.5)
G;(t,2,0) = min{G,(t,z,r),r € (RV)M} = 0. (5.6)

Avant de montrer le résultat principal, nous introduisons la notion de solution périodique
faible pour préciser dans quel sens nous voulons résoudre le systeme (5.1).

Définition 5.1
Une fonction u = (uq,...,uy) est dite solution faible périodique du systéme (5.1), si elle est
satisfaite pour tout j =1,..., M

u; € L0, T; Wy (Q) nC([o, T, LY(Q)),
Gi(t,z,Vu) € L'(Qr),

| (5.7)
% — djAu; + G(t,x, Vu) = dans D'(Qr),
u;(0,.) = uy(T,.) dans L'(<2).

Définition 5.2
Nous appelons sur-solution faible périodique (resp. sous-solution) de (5.1) une fonction u
satisfaisant (5.7) avec” =7 remplacée par” > " (resp. 7 < 7).

Remarque 5.1
Dans (5.7) u;(0,.) = u;(T,.) dans L'(Q) signifie que pour tous ¢ € L>(Q),

lim | (uj(T —s,2) —uj(s,x))p(x)de = 0.
s—0
Qr
Théoréme 5.1
Sous hypothéses (5.3)-(5.6), nous supposons qu’il existe w = (wy, ..., wy) une sur-solution
faible périodique de (5.1) et qu’il existe une fonction 6 dansL'(Q7) telle que

5.8
Vre (RN)M vj=1,... M. (5.8)

{ | Gy(t,2,7) [ 0(t,2) pp. (1,2) € Qr.
Alors le systeme (5.1) admet une solution faible périodique qui satisfaite pour tout j =
1 M

goeeey

0 S Uj S wj dans QT'
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Preuve
Pour tout j = 1,..., M, nous approximons f; comme suit, soit h &€ C2(Qr), tel que

h? 20, H h;‘l ||L1(QT)§|| fj ||L1(QT)’ (5.9)
et h} converge vers f; dans L'(Qr)*, notons

fi =i l,<n),  wj = min(wj, n).

Nous définissons le systeme approximatif de (5.1) par

uy € 12(0, T H(2)) N C((0, 7], 17(2),

"
(;;J — d AW+ Gyt a, Vit Ve V) = fr dans D/(Qr),  (5.10)
uf(0,.) = u}(T,.) dans L*(Q).

J

Puisque G; est bornée et fie L>*(Qr), le probléme (5.10) admet une solution u? (voir [29])
tel que
Ogu? §w}1 < wj. (5.11)

Nous appliquons le résultat de [16], pour obtenir
I uf o rawi o)) < C{ 17 ler@ry + 1 Gy li@ry + 1147 (0) e }

< c{ 175 loan + 116 loson + 1 w(0) o }

Le dernier passage est obtenu en utilisant (5.8), (5.9) et (5.11). D’apreés le résultat classique de
[15], Vapplication (u}(0), &) — u? est compacte de L'(Q) x LY(Qr) vers L'(0,T; W, (),
avec

§(tx) = fi(t ) —Gj(tz, Vul ,Vug‘_l, U VT B

Ensuite, nous pouvons extraire une sous-suite de u, notée uj par souci de simplicité, telle que

(uf, Vu}) — (uj, Vuy) a.e. in Qr.
En appliquant le théoréme de convergence dominé, il s’ensuit que
G,(t,z, Vuy™', ... ,Vug, ... ,Vui ) — Gy(t, 2, Vu) dans L' (Qr).

Pour assurer que u; est une solution de (5.1), nous montrons que u; est périodique par rapport
au temps. Pour ceci, nous avons

wi (T) = Sq;(T)uj (0) + /0 S(T — 5)&j (s, .)ds,
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5.1. RESULTAT PRINCIPAL

ot Sy, est le semi-groupe des contractions dans L' () généré par l'opérateur —d; A avec condi-
tion de Dirichlet sur le bord 0. Puisque u}(0,.) = u}(T,.)dans L'(Q2), on a pour tout
¢ € L*(Q)

lim / G026yt = lin_ [ Si, (T (0,2)0()ds

n—-4o00 Q n—-4o00

+ lim / / 84, (T — $)€(s, 2)b(x)dsdr,

On sait que Sy, (t) est continu dans L'(Q) et £ — &; fortement dans L'(Qr), alors

Jus0.210w0e = [ s po.00wae s [ [ 41— e s,
_ /Q (T, 2)6 () dz.

Alors u;(0,.) = u;(T,.) dans L*(Q).

Théoréme 5.2
Supposons que (5.3)-(5.6) sont vérifiés, et en supposant que pour tous j = 1,..., M

M
| Gyt ) 1S Kt o)+ ) Cyllrgll” (5.12)

J=1

pour tout p € [1, {2, r; € RN, avec K; € L'(Qr) et C; > 0.

Alors (5.1) a une solution faible périodique u; qui satisfait pour tout j =1,..., M
0 S Uy S ﬁ;j dans QT,
avec w; est solution du systéme suivant

@; € L0, T3 Wy () n ([0, T, LN (),

8(;1;] d;Aw; = f; dans D'(Qr),

@,(0,.) = @,(T,.) dans L'().

Remarque 5.2

Grdce a la positivité des non-linéarités G, nous pouvons vérifier facilement que w = (wy, ..., Wy )
est une sur solution faible périodique de (5.1). L’existence de w sera prouvée par lutilisation
du théoréme de points fixe de Schauder dans Uannexe a la fin de ce chapitre.

5.1.2 Preuve du résultat principal

Pour tout j = 1,..., M, nous approchons GG; comme suit

n G,(t,z,r)
G (t,x,r) = J Lig;<n)»

1
1+ — | Gy(t
£ | Gyltr) |
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5.1. RESULTAT PRINCIPAL

Posons

~n __

fi = filg<n),  W; min(w;, n).

Nous définissons le systeme approximatif de (5.1) par

uy € L*(0,T; Hy () N C([0, T, L*(2)),

ou™
L dA 4 Gy(ta, Vat) = £ dans D/(@Qr), (5.13)
uf(0,.) = uj(T,.) dans L?(Q).

w?} est une sur-solution faible périodique de (5.13) et G} est bornée par n, alors en appli-
quant le résultat de Théoreme 5.1, le probleme (5.13) a une solution j telle que

0<uj< Aj” < wj, pour tout j =1... M. (5.14)

Nous voulons passer a la limite dans le systéme approximatif (5.13). Pour cela, nous devons
prouver les lemmes suivants.

Posons X, = LP(0,T; W,7(Q)), avec 1 < p < %—ﬁ
Lemme 5.1
Pour tout j =1,..., M.

1) Il existe une constante C' qui dépend de || f; || 11 (g, tel que

/ |G (t2, V) |< C.

T

ii) Il existe une constante C' dépendant de p, T, ) telle que

H U? HXTS C|:2 H fj HLl(QT) + H @j(()) ”LI(Q) :| .

Preuve

1) Intégrons Uéquation satisfaite par uj sur Qr, on obtient pour tout j =1,..., M.

ou”
/ 815]_/ deu?+/ Gtz Vu") = [ fj(t@),

Qr

puisque u}(0,.) = u}j(T,.) dans Q et G} > 0, ona

/ |G (ta, V) | dedt < [ fr(t o)dudt,
T Qr

<I i llevan -
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5.2. APPLICATION A UNE CLASSE DES SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION

ii) De plus, par [16] nous avons

1 lxe < Clo. Q){ 177 oo + 11 G2T0) v + 11420) ey
< C(p,9) [2 155 e + 1 05(0) sy

Cette derniére inégalité est obtenue en utilisant (i) et (5.14).

D’apres le lemme 5.2, nous avons f7'(t, ) -G’ (t,z, Vu") bornée dans L'(Qr), nous pouvons
alors appliquer le résultat de la compacité de [15] pour extraire une sous-suite de u}; notée
u?, tel que
w! —s uj dans L'(0,T; Wy (Q))
(uf, Vui) — (uy, Vu;) p.p. dans Qr.

Pour s’assurer que u; est une solution du probleme (5.1), il reste a montrer que u/} converge
fortement vers u; dans Xr. Pour cela, nous écrivons pour m,n > 1let0 <y < 1,

Y _ 1=y
/ | Vu — Vu]' P< </ | Vuj — Vui" | ) </ | Vuj — Vul' 7= ) . (5.15)
T Qr Qr

Choisissons v tel que =% = ¢ € [1, 223[, Tutilisations de (5.15) nous permet d’obtenir le

résultat souhaité.
Grace a I'’hypothese (5.12), on en déduit

G (t,x, Vu") — G;(t,,Vu) dans L'(Qr)
ce qui montre que les fonctions non-linéaires convergent fortement dans L'(Qr). La pério-

dicité de u; peut étre obtenue par le méme raisonnement de la premiere preuve.

5.2 Application a une classe des systemes de réaction-
diffusion

Dans ce paragraphe, nous appliquons le résultat de la premiére partie pour prouver
I'existence d’une solution faible périodique pour le systéme quasi-linéaire suivant

% — deUj + Gj(t,m, VU) = F}(t, l’,U) + 122 dans QT7
u;(0,.) = uy(T, ) dans ©, (5.16)
uj(t,x) =0 sur Xr.

ouu = (Ul, . ,’LL]\/[), Vu = (Vul, e VUM), o= (ul, . ,IUA[), F(,u) = (F1<.,u), PN FM(.,u))
avec M > 2, On suppose que les fonctions non-linéaires GG; et F; sont des fonctions cara-
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5.2. APPLICATION A UNE CLASSE DES SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION

théodory et ; est une fonction mesurable positive appartenant a L'(Qr). Afin de démon-
trer I'existence d’'une solution périodique faible de (5.16) nous allons construire une suite
décroissante de solution approchée de (5.16), cette monotonie nous permet de surmonter
la difficulté présentée par la convergence forte du gradient.

5.2.1 Hypotheses

Pour tout j = 1,..., M, nous supposons que

w; € LYQr), 1y > 0. (5.17)
F;:[0,T] x Qx RM — [0, +oo[ est une fonction carathéodory , (5.18)
Fj(t,z,s) € L'(Qr), F;(.,s) est quasi-monotone croissante. (5.19)
G, :[0,T] x Qx (RM)M — [0, +00| est une fonction carathéodory, (5.20)

M
Gi(t,x,r) < Hy(t,x)+ Y Ci il (5.21)

j=1

avec H; € L'(Qr) et C; > 0. Pour (5.19), nous rappelons qu’une fonction Fj(.,u) est dite
quasi-monotone croissante si F;(.,u) est croissante pour toutes les composantes u; de u.
La notion de solution périodique faible est présentée ici pour préciser dans quel sens nous
voulons résoudre le systéme (5.16).

Définition 5.3

Une fonction u = (uq, ..., uys) est appelée solution faible périodique du systéme (5.16), si pour
toutj=1,...,M,ona

u;j € L0, T; W, ' () N ([0, T], L'(R)),
Gi(t,z,Vu), Fj(t,z,u) € LYQr),

du, , (5.22)
5 diAu; + G(t,z,Vu) = Fj(t,z,u) + p; dans D'(Qr),
u;(0,.) = ui(T,.) dans L'(Q).

En se basant sur le résultat de la premieére section, nous prouvons que (5.16) admet une
solution faible périodique, c’est le résultat principal du théoréme suivant.

Théoreme 5.3
Sous les hypotheéses (5.17)-(5.21), on suppose qu'il existe v = (vy,...,vy) tel que, pour tout
j=1,...,M

vy € L0, T Wy () N ([0, T], L'(9)),
Fj(t>x7v) € Ll(QT)

ov;
% — d;Av; = Fi(t,z,0) + dans D'(Qr),
0i(0,) = v(T,.) dans L'()
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Alors (5.16) a une solution faible périodique u = (uy, ..., uy) telle que pour j = 1,..., M, on
a

Preuve.

La preuve de ce théoréme est divisée en plusieurs étapes.

Etape 1. Probléme approché

Pour j = 1,..., M, on considére la suite définie par u) = v; et pour n > 1, u} est la
solution du systéeme suivant

u? € LY0, T; Wy () nC([0, T], L)),

ou”
5; L g Aut+ Gt @, V) = Fy(t,z,unY) 4y dans D'(Qr), (5.23)
uf(0,.) = u}(T,.) dans L'(Q).

avec
Gj(t,x,r)

1
14— | Gy(t, z,
+o | Gylta,)|

I

Gt @,r) =

En utilisant le résultat du théoréme 5.1 combiné avec un argument d’induction, nous prou-
vons l'existence de u} solution faible du systeme approximatif (5.23) telle que

0 < uf <uj

-1 < V. (5.24)

Etape 2. Estimations a priori

Avant de donner les lemmes qui seront utilisés pour la preuve du Théoreme 5.3, nous
définissons la fonction de troncature 7T}, € C? pour tout nombre réel positif k par,

Ti(s) =ssi0< s <k,
Te(s) <k+1sis>k,
0<T)(s) <1sis>0,
)
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Par exemple, la fonction 7}, peut étre définie comme suit

Ty(s) = s dans [0, k],
Th(s) = %(5 _ k) — (s — k)® + s dans [k, k + 1],
Ti(s) = %(k + 1) pour s > k + 1.

Posons

Si(v) = /0 T(s) ds.

Lemme 5.2
Forj=1,..., M.
i) Il existe une constante C' dépendante de || 1; |11 (g et || F5(v) |1, telle que

/ | G%(t,z, Vu") | dzdt < C.

T

lim sup/ | G (t,z, Vu") | dzdt = 0.
[u;’>k’]

k=400

Preuve

1) Intégrons l'équation satisfaite par u’} sur Qr,

au? n n n n—1
T —/ djAu +/ Gi(t,x, Vu ):/ Fi(t,z,u )+/ i,
Qr T T T T

puisque u}(0,.) = u}(T,.) dans L'(Q2) et en utilisant les hypothéses (5.18), (5.19) et

(5.24) nous obtenons

/ | G?(EI,Vun) |</ P}‘(t,l’,v) +/ 1.

1) En multipliant Uéquation satisfaite par v} par la fonction de troncature Ty (u}) et inté-
grant sur Qr, il vient que

OSk(u?
/ k@<t /) + dj/ | VT (u}) |? —i—/Q Gy (t, x, Vu" )Ty (u})

:/ Fj(t,x,u"_l)Tk(U?)‘f‘/ w1 (u3),
- Qr
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Uhypothése sur F) et la périodicité de uj, donne
/ GY(t,x, Vu”)Tk(u;‘) < / Fy(t, o, v)Ti(uj) + /Q 1T (uy),
T T T

alors pour chaque 0 < A < k, nous avons

k/ G (t,x, Vu") < k/ (Fj(?f,l",v) +Nj>
[ul} >k] QrNu}>A]

+A/ (Fj(tw%av)—’—/jd)v
QTﬁ[ungA}

J

par conséquent,

[ul} >k T

A
+— (Fj(t,x,v) + ,uj>.
kJor

Pour conclure le résultat souhaité, il suffit de montrer que

lim sup/ (Fj(t,%v) + Mj)X[u7>A] =0,
Qr

k—+4oo 4

nous remarquons que

[ > A< 1 len< 5 11 loen:

ce qui implique

Agrfoosgp | [u} > A] [=0.

Puisque (F;(t,z,v) + p;) € L'(Qr), pour chaque ¢ > 0 il existe § > 0 tel que pour tout

mesurable E C Qr,
|E|< 57 / (F}(t,l‘,’l})—k/@) <Ey
B 2

d’apres le résultat précédent, nous obtenons pour chaque € > 0, Uexistence de A, tel que
A> A,

€
Sup (/ (}?j(t?x?q)) + MJ)X[u;P>A}) < 5,
T

n

choisissons A = A, et tendons k vers linfinie, nous avons

lim s G (t,z,Vu") | =0.
kir—i-nooblrlzp(/[u;>k] J( e )>
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Lemme 5.3
Soit v la suite définie ci-dessus. Alors pour j=1,..., M, ona
i) u} converge faiblement vers u; dans L'(0, T} Wy (Qr)),

i) || Te(ui) 2y < C| | Fi(0) ler@r) + I 45 2@

Preuve
(i) Posons
ny = Fy(t,z,u" ") + p; — G (t, 2, Vu™),

d’apres le résultat (i) du Lemme 5.2, (5.19) et (5.24), il vient que n; est bornée dans L'(Qr)
et grdce au résultat de [15], Uapplication

LMNQ) x LY(Qr) — LY(0,T; Wy (Qr))

(uf

1(0), ) V> uj

est compacte. Alors, nous pouvons extraire une sous-suite de u’;, notée encore par u pour la
simplicité, telle que

n . 1 . 1,1
(uf, Vuy) — (uj, Vuy) a.e in Qr

(i) En multipliant par T}, (u?}) Uéquation que vérifie uj, on obtient

0Sy(u”
/ ];3(15 ;) + dj/ | VT (uf) 2 —I—/Q GJ(t,z, Vu")Ti(u})

- [ B ne + [ whos),
T Qr

/ aSk(U?)_O
., ot

Utilisons (5.20) et (5.24), pour obtenir

la périodicité implique,

/Q G (t, 2, Vur)Tu(u?) > 0,

enfin par application de (5.19) et (5.24) on q,

/T | VTl P< C[/TFj(t,x,v)—i—/T,ujl.
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Lemme 5.4
Soit u? la suite définie ci-dessus. Alors pour tous j =1,..., M, ona
Ty (u) converge vers Ty, (u;) fortement dans L*(0,T; Hy ().
Preuve
Pour prouver ce lemme, nous considérons pour tous j =1, ..., M,

z]"k = Ty(v; — uj),

2 = Ti(v; — uy),

7k7h _ h
2 = (T (vy — uj))",
avec o désigne la régularisation de Lebesgue steklov définie par

t+h

o"(t, ) = %/U(S,%)d&

t

Pour montrer que Ty(u?) converge fortement vers Ty (u;) dans L*(0,T; H}()), il suffit de

J
montrer que
lim /HVz;”’k
n—oo
Qr

‘2dxdt < / |V25° dadt.
Qr
Pour h > 0, on a

lim dj/HVz]’hk
nH——+00
Qr

h—0 n—-+o00

2 kh 2
| dedt = Jim lim_d; / |z dwat
Qr—h

T—h
= lim lim < gkl —dezﬂ’k’h > dxdt
h—0 n—-+o00 J J
0
T—h kb
< lim lim < MR AR S dadt,
h—0 n—+o0 J 8t J J
0
remarquons que,
azn,k,h
J n,k,h
ot — deZj 2 0,
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et d’aprés (5.24), ona 0 < z?’k’h <z k " alors
k 2
lim d / | vz doat
n——+00
T
T—h g
< lim lim < zk ho g A S dadt,
h—0 ni—+o00 ot 7T
0
T—h azn .k
<lim lim / <M S > dt+d; / VP dadt |
h—0 n—+oo ot
0 Qr_n

Puisque z;‘k converge faiblement vers =¥ dans L*(0,T; H;(£2)), alors zj"k " converge faiblement
vers zf’h dans L?*(0,T; H} (), nous obtenons
n,k 2
lim d; / ||| dwat
n—4-00
T—h
< lim / < z —— >dt +d,; / HVzth d:):dt}
h—0
Qr-h
.1 k,hy21T—h koh||?
< fim |5 /[(zj Y Thdy + d V2! H dzdt |,
Q

Etape 3. Passage a la limite

Selon le lemme (5.3), il existe une fonction mesurable u; € L'(0,T; W, (Q)) et une
sous-suite notée toujours (u}) pour simplicité, telle que

u? — u; dans L'(0,T; Wy (Q)),
(uf, Vuj) — (u, Vuy) p.p. dans Qr,

alors,
Fy(t,z,u"") — Fj(t,x,u) p.p. dans Qr,

grace au théoreme de Lebesgue, nous avons
F(t,z,u" ') — Fy(t,z,u) dans L'(Qr).
Par les résultat des Lemmes précédents (5.2) et (5.3), on a

Gj(t,z,Vu") — Gy(t,z,Vu) p.p. in Qr, (5.25)
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Il reste a montrer que
G (t,x, Vu") = G;(t,,Vu) dans L'(Qr),

En utilisant (5.25) il suffit de prouver que G7(t,z, Vu") est équi-intégrable dans L'(Qr)
c’est a dire

Ve >0, 36 >0,V EC Qr, si |E|<d alors /G;‘(t,:c,Vu”)dxdt < e.
E

Soit F un ensemble mesurable de @7, > Oetk > 0.Onapourtout j =1,..., M,

/G;‘(t, z, Vu")dedt = 1;; + ;.
E

Avec
I = / Gj(t,z, Vu") dz dt,
ENfu} > k]

et
Lo = / G (t,z, Vu") dz dt.

EN[u? <k

La premiere intégrale [;; vérifie I'inégalité suivante

I;; < / G (t,z, Vu") dz dt,

[u} > k]

d’apres le Lemme (5.2) nous obtenons I'existence de k* > 0, tel que, pour tout & > k*, on a

I, <

Wl ™

Consernant /;, nous utilisons I'’hypotese (5.21), on a pour tout k& > k*
M
Iy < / (Hj(m) + Z Cj | VT (u}) |? ) dx dt.
E J=1

Puisque H; € L'(Qr), alors H; est équi-intégrable dans L' (Qr), il existe §; > 0, tel que, si
| E |< 61, alors

Wl ™

/Hj(t,x) dx dt <
B

de plus d’apres (5.4) la suite (| VT;(u}) |*), est équi-intégrable dans L'(Qr), ce qui im-
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5.2. APPLICATION A UNE CLASSE DES SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION

plique I'existence de J, > 0, tel que, si | £ |< d,, on a

Zo/yvn ) P dzdt <

OJIm

Enfin, en choisissant §* = inf(dy,d2), if | £ |< 0*, on obtient
/G?(t,x,Vu") dedt < e.
E
D’autre part,
T
ui (T) = Sq,(T)uj(0) +/ S(T — s)nj (s, .)ds,
0

avec,
n;(t,x) = Fi(t, z,u" )+ ot ) — G (t,x, Vu™).

Puisque u}(0,.) = u}(T,.) dans L'(£2), on a pour tout ¢ € L>(Q)

lim ui (0, z)¢(r)dr = lim Sa; (T)u} (0, z)¢(x)dx

n—-4o00 Q n—-4o00 Q

+ lim / /Tde(T—s)n?(s,x)gb(x)dsdm.

n—-+o0o aJo

On sait que Sy, (t) est continu dans L'(12) et 7 — 1, converge fortement dans L'(Qr), alors

/uJ(O x)o dx—/Sd dx+// Sa, (T — s)n;(s, z)dsdz,

_ /Q w; (T, 2)(x)dz.

Alors u;(0,.) = u;(T,.) dans L*(Q).
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— Chapitre 6
Application au probleme inverse de
source avec des conditions
périodiques par rapport au temps

Ce chapitre présente une liaison entre I'existence des solutions faibles périodique que
nous avons déja étudiés dans les chapitres précédents avec les problemes inverses de
sources.

6.1 Introduction

L’objectif principal des problemes inverses est de déterminer la cause d’'un phénomene

a travers des observations expérimentales, plus précisément des problémes qui consistent
a déterminer les causes connaissant les effets, ces problemes s’opposent aux problemes
directs qui visent a décrire les effets connaissant les causes. Parmi les applications des pro-
blemes inverses on trouve 1’électromagnétisme, la détection des tumeurs, la géophysique,
les méthodes de prospection, I'imagerie médicale, la mécanique des structures, le contréle
non destructif des structures, la tomographie, la complétion des données. Notons que la
difficulté qui se pose c’est que moins évident qu'un effet soit la conséquence d’une unique
cause, c’est une question souvent poser au niveau de I'unicité de la solution d'un probléme
inverse, cette difficulté a été introduit par Hadamard dans [35] il a caractérisé la notion de
probleme bien posé dans les trois points suivants :

e la solution existe,

e elle est unique,

e elle dépend continiment des données.
Un probléme qui est dit "mal posé" s’il se pose au sens de la définition ci-dessus. Pour se
débarrasser de cette difficulté Tikhonov a proposé dans [71] une méthode de régularisation
qui consiste a approcher le probleme mal posé par une suite de problemes bien posés
dépendant d’'un parametre dit de régularisation. Nous obtenons une solution approchée
stable, en modifiant 'opérateur ceci en ajoutant des informations a priori sur la solution
du probleme mal posé.
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6.2. POSITION DU PROBLEME

6.2 Position du probléeme

Considérons le probléme périodique suivant

% — Au+a(t,r)u+ G(t,z,Vu) = f dans Qr
U(O,) = U(Ta> dans (61)
u(t,z) =0 sur Y,

Ou Q est un ouvert borné régulier ouvert de RY, N > 1, avec bord régulier 092, T > 0
est le période, Qr =]0,T[xQ, ¥p =]0,T[x0 et a : R — [0,400] est continue, G est une
fonction carathéodory et F' est une fonction mesurable.

Probléme direct

Le probleme direct consiste a prouver 'existence d’'une solution u de (6.1) connaissant
le terme source d’énergie f, puisque l'objectif de ce chapitre est d’étudier les problemes
inverses on se place dans un cadre variationnel simple, on suppose que

fel*Qr), f20 (6.2)

a: Qr — [0, +o0o[ est une fonction mesurable telle que , (6.3)
0<ay<a(t,r) <app (t,z) € Qr (6.4)

G : Qr x Rx RN — [0, +00] est une fonction carathéodory , (6.5)
G(t,z,0) = min{G(t,z,r),r € RN} =0, (6.6)

r+— G(t,z,r) est une fonction convexe (6.7)
D,G(t,z,r) € L=(Qr) (6.8)

| G(t,x,r) |< alt,z)+ 8| r| (6.9)

ou D,G désigne le sous différentiel de G, a € L*(Qr) et 3 > 0.

On utilise la définition suivante pour définir la notion de solution périodique faible pour
(6.1).

Définition 6.1

Une fonction u est dite solution périodique faible de (6.1), si

u € L*(0,T; Hy()) N L=(Qr), % € L*(0,T; H (), G(t,x,Vu) € L' (Qr)

u(0,.) = u(T,.) dans L*(Q)
Pour tout ¢ € L*(0,T; Hy(22)) N L>=(Qr)

T

0/< %,¢> +/VUV¢+/a(t,x)u¢+/G(t,x,Vu)¢ :Q[ fé (6.10)

Qr Qr Qr
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6.2. POSITION DU PROBLEME

Définition 6.2
Nous appelons sur-solution faible périodique (resp. sous-solution) de (6.1) une fonction u
satisfaisant (6.10) avec ” =7 remplacée par” > "7 (resp.” < 7).

Nous renvoyons le lecteur au chapitre 2 pour I'existence de u solution faible périodique de
(6.1), I'existence est démontrée a 'aide de la méthode des sous- et sur-solutions, de plus la
solution u satisfait

0<u (6.11)

/A
g)

ol w est la solution du probléme semi-linéaire suivant

%—Zj — AW+ a(t,z)w = f dans Qr
w(0,.) = w(T,.) dans
w(t,z) =0 sur X,

Concernant I'unicité de u, on prend u et v deux solutions de (6.1), posons w = u — v, on a
pour tout ¢ € L*(0,T; H3(Q))

T
0
/< a—lf,¢> +/va¢+/a(t,:1:)w¢=/(G(t,x,Vu)—G(t,x,VU))qa (6.12)
0 Qr Qr Qr

Maintenant, on choisit ¢ = (w*)° dans (6.12), o1 § est un nombre positif qui sera fixé a la
fin.

r 0

/< a—f,(wﬂé > —i—/VwV(wﬂM—/ a(t, r)w(w™)’ = / (G(tm,Vv)—G(t,a:,Vu)) (w™)°
0 Qr Qr Qr

il vient de [29] lemme 2 que

T
Ow 15
- >
/< 8t’(w )’ >=0
0

puis on utilise (6.4)

5 [t 1wt e [ < [ 160050 - Gl 90 | @)
Qr Qr Qr

Puisque G est convexe par rapport a r, on aura

G(t,z,Vu) — G(t,z,Vv) > D,G(t,z,Vv).Vw
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6.2. POSITION DU PROBLEME

ce qui implique que

G(t,z, Vv) — G(t,z,Vu) | (w)’ < [ | D,G(t,z,Vv).Vw | (wh)’
/( Jurr< |

QT Qr

<Il D,G(t,2, Vo) || / |Vt | ()
Qr

Dot
5 / (W) | Vot P +ag / (W) <|| D,G(t, 2, V) || / |V | ()’
Qr Qr Qr

Maintenant, on utilise I'inégalité de Young

1
| D.G(t,2, V) | / |Vt | (w) < || DGt 2, Vo) / (w4 L / (W) | Vot P?
€
Qr Qr Qr

On conclut que

5 [ Yt P (@ < e DGn, Vo) e [t [ @) vut

Qr Qr Qr Qr

Choisissons ¢ = , il vient que

ag
2| DrG(t,z,Vv)lloo

5/(w+)5_1 | V' |2 +@ /(w*)‘”l < 2 || D,G(t 2, V) || /(w+)6—1 | V' |2

2 ap
Qr Qr Qr

2|| DG (t,2,Vv)| oo
ao

Maintenant, on choisit § > , on obtient

/ (W)™ < 0

Qr

ce qui implique que w* < 0 dans @7, ceci entraine u < v. Par la méme démarche on montre
que v < u, ce qui démontre l'unicité de la solution du probleme (6.1).

Probléme inverse

Le probleme inverse que nous traitons consiste a déterminer le terme source f a partir
d’une observation qu’on note u,, ceci a 'aide de la minimisation de la fonctionnelle coft
suivante .

J(f) = 5/ | up — Ugps |* dadt
Qr
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ou uy solution du probleme (6.1)

% — Aug +alt, x)uy + G(t,2,Vuy) = f dans Qr
up(0,.) = us(T,.) dans
up(t,z) =0 sur X,

On cherche a déterminer f* tel que

J(f*) = min J(f) (6.13)

feuad

ou U,y désigne I'ensemble des fonctions admissibles qu’on suppose qu'’il est donné par

tos = { 1 € O.T '), 5 € O.TSH @),

of
| f 220,00 ) + | e | L2070 () ) < C}

on munit U,,; par la norme de convergence suivante, (f,) converge vers f dans U, si

et seulement si (f,) converge fortement vers f dans L?(0,T; H*(Q)) et (%’l) converge

fortement vers % dans L?(0, T; H*(Q)*).
Posons
V= {u c L*(0,T; H(Q)), u(0,.) = u(T,.) dans L2(Q)}

On munit V par la norme suivante

| ufly:= (/ | Vu(t, z) |? dtd:r;—i—/ | u(t,z) |? dtd:c>
Qr T

6.3 Existence d’une solution optimale

1
2

Théoreme 6.1
Probléeme de minimisation (6.13) admet au moins une solution dans Uy.

Preuve
Tout d’abord notre fonctionnelle J est minorée par 0 et U'ensemble des fonctions admissibles

U,q est non vide, donc \ = filg{f J(f) en utilisant la définition de la borne inférieure on déduit
€EUqd

qu’il existe une suite minimisante ( f,) telle que

A< JI(f) <A+% (6.14)

Or (f,) est une suite dans U, 4, alors

Ofn
” fn HL2(07T;H1(Q)) + H E ”LQ(O,T;HI(Q)*)g C,
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6.3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION OPTIMALE

grdce au lemme de compacité d’Aubin voir [47], on peut extraire de ( f,) une sous-suite notée
encore (f,), telle que
fn — f* fortement dans L*(Qr)

pour conclure il suffit de montrer que J(f,) converge vers J(f*) dans R, posons u, = uy,
solution du probleme suivant

85; — Au, + a(t, z)u, + G(t,x,Vu,) = f, dans Qr
un(0,.) = un(T,.) dans (6.15)
up(t,x) =0 sur X,

En multipliant (6.15) par u,, et en intégrant sur (), on obtient

T

/< %,un > —i—/ | Vu, \2 —i—/a(t,x) | up, ]2 —|—/G(t,a:,Vun)un = /fnun
0 Qr Qr

Qr Qr

puisque u,, est périodique alors
T

/ < Oun >=0
- un —
ot’

0
d’apres (6.5) et (6.11), ona
/G(t,x,Vun)un >0
Qr
d’autre part, on applique l'inégalité de Holder

/|Vun|2+/a<t,x>|un|2</|fnun|

Qr Qr Qr
/ | Vaun |2 +a0 / L <l o ool tn 2o
Qr Qr

min(1, ao) || w |3 < Co || fu 2@l un llv

ou Cq, est la constante de Poincaré, on sait que (f,) converge dans L*(Qr), donc elle est bornée
dans L?(Qr), puis en utilisant U'inégalité de Young nous avons

Il [h< C

Ce qui entraine que (u,) est bornée dans L*(0,T; H}(S)) et d’aprés (6.9) on conclut que
G(t,z,Vu,) est bornée dans L*(Qr), et comme

ou,,
ot

= Au, — G(t,x,Vu,) — a(t,x)u, + f,
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6.3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION OPTIMALE

ou , s .
nous aurons 6_tn bornée dans L?(0,T; H~'(Q)), utilisant maintenant le lemme de com-

pacité d’Aubin [47], donc on peut extraire une sous-suite de (u,,) notée encore (u,), telle que
u, — u* fortement dans L?(Qr). Pour passer a la limite dans (6.15) il faut montrer que
u, — u* fortement dans L*(0,T; H;(f2)), pour cela, on remarque que

/ | Vu,, — Vu |*= Vu,(Vu, — Vu) — / Vu(Vu, — Vu)
T Qr T
En utilisant la convergence faible de (u,,) dans L*(0,T; H}(f2)), on a
lim Vu(Vu, — Vu) =
n——+00 Qr

D’autre part, en multipliant (6.15) par u,, — u et en intégrant sur ()7, nous obtenons

T
/ < %,un —u > +/Vun(Vun — Vu) + / G(t,x, Vuy,)(u, — u)
0 Qr Qr
+ /a(t,x)un(un —u) = /fn(un —u)
Qr Qr
puisque u,, est périodique alors
T T
/ au” U >= —/ < Oun u >
B ot’
0 0

Or <%) converge faiblement dans L*(0,T; H(f2)), on obtient

T T T
: ) ou, ou
lim < —, Uy —u>=— lim < — u>=— | < —,u>=0.

n— 00 ot n——+00 ot
0 0 0

en utilisant la convergence forte de u,, et f, dans L*(Qr), il vient que
ngrfoo / folty —u) =0 ngrfoo a(t, x)u,(u, —u) =0
Qr

Ce qui implique que,

lim [ Vu,(Vu, —Vu) < lim /\G (t,x, Vuy,) (u, —u) |

n—+00 n—~+00

Qr
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6.4. DERIVATION DE LA FONCTIONNELLE COUT

par application de l'inégalité de Holder, on a

/ ’ G(t7x7vun)<un - u) | <H G(tvxvvun> HLQ(QT)H Up — U HLQ(QT)
Qr
<O un = u |22

par passage a la limite, nous aurons

lim [ Vu,(Vu, — Vu) <O0.

n—400

Qr

Ce qui entraine que (u,,) converge fortement vers u* dans L*(0,T; H}())). Maintenant on peut
passer a la limite dans (6.15), il vient d’apres Uunicité de la solution du probléme (6.1) que u*
satisfait le probléme suivant

aaut — Au* +a(t,z)u* + G(t,z,Vu*) = f* dans Qr
u*(0,.) = u*(T,.) dans (2
u*(t,z) =0 sur X,

Finalement, on conclut que J(f,,) converge vers J(f*) dans R et par passage a la limite dans
(6.14), on obtient
X=J(f) = inf J(f)

feuad

6.4 Deérivation de la fonctionnelle coftit

Dans cette section nous proposons de calculer la dérivée de la fonctionnelle colit J
par rapport a f. Pour cela, nous utilisons la méthode de I’état adjoint [40], cette méthode
consiste a introduire un Lagrangien en supposant que u et f sont indépendantes.

Le Lagrangien associé a la fonctionnelle J est définie pour tout (f,u,p) € U,g X V X V par
la forme suivante

T

1 0
L(f u,p)= 5/ | U—gps | +/ < 8—1;,]9 > —i—/Vqu—i—/ G(t,x,Vu)p—i—/ a(t,x)up—/fp
Q

Qr 0 Qr Qr Qr T
(6.16)
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6.4. DERIVATION DE LA FONCTIONNELLE COUT

Maintenant les trois variables f,u et p sont indépendantes, on dérive le Lagrangien par
rapport a u pour obtenir 'équation de I’état adjointe, soit ¢ € V

T

oL 0

<—(g’uu’p),qb>—/¢(u—uobs)+/<a—f,p>+/V¢VP
Qr 0 Qr

+/wmmw+/V£wawvwvm
Qr Qr

lorsqu’elle s’annule nous donne I’équation de 'état adjoint

ot
p(0,.) = p(T,.) dans
p(t,z) =0 sur Y,

Op + Ap + div <V,,G(t, x,u, Vu)p) —a(t,x)p=u—ums dans Qr
(6.17)

Soit h € U,4, on dérive le Lagrangien par rapport a f on obtient

OL(f,u,p) __/
< a7 Jh >= ) hp

Maintenant si on prend u = uy on a

L(f,up,p)=J(f) VpeV

alors
< of Jh >=< o Jh >+ < M , < 8f’h>>
Si on prend p solution de I’état adjoint (6.17) on aura
OL(f,ur,p) Juy B
< " , < 8f’h>>_0'

Ce qui implique que la dérivée de J par rapport a f est donnée par

T(oh== [y

Qr

avec p solution de I'état adjoint

9p + Ap + div (VTG(t, T, u, Vu)p) —a(t,z)p=u—umps dans Qr

ot
p(0,.) = p(T,.) dans
p(t,z) =0 sur X,

92



Conclusion générale

Cette étude concerne 'existence des solutions périodiques faibles pour des problemes
quasi-linéaires paraboliques présentant deux principales propriétés : la positivité du terme
source et la croissance critiques par rapport aux gradients. Naturellement, ces conditions
apparaissent dans de nombreux systemes issus de la modélisation mathématique. La nou-
veauté ici c’est qu’on a appliqué les résultats d’existence des solutions périodiques faibles
obtenues pour la résolution des problémes inverse de source avec conditions périodiques
en temps. L’originalité ici c’est que les non-linéarités dépendent du gradient et que la po-
sitivités des solutions et préservées. Plusieurs travaux partiels d’existence des solutions
périodiques faibles pour cette classe d’équations ont été obtenus avec des hypotheses sup-
plémentaires. Essentiellement celles-ci nécessitent que le terme source soit uniformément
borné, la croissance par rapport aux gradients et sous linéaire et que les sur- et sous-
solutions soient réguliéres, ce qui est assuré en général par une structure variationnelle
classique. Ce travail est principalement consacré a I'étude de I’existence globale des solu-
tions périodiques faibles dans le cas des termes source et des sous- et sur solutions sont
non réguliers et les croissances des non-linéarités sont critiques. Nous développons des
méthodes originales pour surmonter de telles difficultés et nous obtenons des théoremes
d’existence pour ce type de systémes.

Perspectives

Dans un avenir proche nous allons aborder les questions intéressantes suivantes :
e Unicité : en s'intéressant a la notion des solutions entropiques et renormalisés.

Existence des solutions périodiques pour des problemes parabolique avec des opé-
rateurs du type Leray-Lions.

Problemes périodiques avec des conditions non linéaires sur le bord.

L’application des méthodes numérique de minimisation pour la résolution des pro-
blémes inverses périodiques.

Simulation numérique.
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Annexe

Lemme A.1 (lemme linéaire)
Soit le probléme parabolique linéaire suivant

%—dAu—g dans x]0,T|

(1= Nu+ )\g— =a surd0x]0,T] (A.D)
14

u(r,0) = ug dans €2,

et si nous désignons par z la solution du probléme élliptique suivant
z—dAz =0, dans )

0z
(I1—=XNz+ )\% =a sur Jf),

alors nous avons si g € LP([0,T]; L9(2)),avec1 < p,q < 0o, a € C1(Q) et ug € LI(N), le

probléme (A.1) admet une solution unique u telle que % et Au appartiennent a LP ([0, T]; LI(2))
et

de plus u satisfait a

ou

ot + ”AUHLP([O,T];Lq(Q)) < CIMJ(HgHLp([O,T};Lq(Q)) + ||a||01(69) + HUOHLQ(Q))

Lr([0,TL4(2)

t

1
[u(@) oo ) < N0 = 2| Lo ) + vl oo o) + C/ — ll9(s) + zll 1oy ds

(t—s)%

0
N
pour tout p > 5

Pour une preuve, voir par exemple [8], [45], [59].

Lemme A.2

V1< p<oo,V1l<i,j<m,ilexiste C,(T — 1) > 0 indépendante de O, telle que V; solution
de (2.28) vérifie
D 1P iy » 1P | imioiman 1A gy < ColT = 7), ot

\I/j(.,t) st )\ >0

PU;(.,t) = Wi t) — ’Q’ [W(x,t)dz siA; =0
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i [ | m% — hi(v) 52 < (T = 7),
etsil<p< ntzo_ p(n +2) , alors il existe K, (T — ) telle que

2 1T oy
tit) H\I]J"|Lq(Q(T¢)) < Ko(T = 7).

Preuve du résultat : i) et iii) se déduisent immédiatement de la définition de ¥,, W; et
de [45] et [38].

Pour l'estimation ii), nous avons a traiter les cas suivants :
1er cas : \; > 0 et \; > 0, dans ce cas, et d’aprés (2.1), nous avons

e N LS I R 7 AL L RS )
T 00 T 00 7
T , (0 1-— >\z 1— )‘j (A2)
= [89 v, [h’i<vi)(x Y v;) + ¥ hi(v;)]

d’aprés (2.16) et (2.17), il vient que h}(v;) > 0,et comme v; > 0, nous avons

/T / o, D) () 2 < / / \Ifj[h;m)j‘—gl;fhi(w)]

T 00 T 00

d’aprés (2.8) et (2.17)

//[\P]W - hz(vz)%] < / ‘I’j[h;(Ni)% + ! ; i hi(N;)]

J
T 00 T 00

utilisant Holder puis i), nous obtenons

[ [ 25D ) S < oy - ),

T 00

2¢cas: \; =)\, =0,danscecas: v, = o; et ¥; =0, et donc

/T Jro 2D ) S - / [ a5

T 00 T 00

utilisant Holder, le théoreme de trace et i), nous obtenons ii).
3ecas: \; =0, \; > 0, dans ce cas, (2.22) entraine que «; = 0, ainsi, et d’aprés (2.16), il

/T Jro, 2D 0y / [ w5

T 00 T 00

vient que
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ov
comme V¥, > 0, hl(v;) > 0 et 90 < 0, nous avons
(%

[ [ 2 @S <o

T O

ov;
4¢cas: \; =0et ), > 0,dans ce cas: ¥; = 0 et daprés (2.8) et le fait que a—] < 0, nous
v

avons
/T/[\Djw_hi(“i)%] :/T/hi(ai)(—%) S/T/hl(N

T 00 T 0N T 0f2

on suit les mémes démarches que dans le 2°“cas pour aboutir au résultat.

Théoréme A.1

Soit f = (fi,..., fu) une fonction positive qui appartient a [L*(Qr)]™. Alors il existe 0 =
(wy, ..., wy) une solution faible périodique positive du systéme suivant

lggf L0, T; Wy (€2)) N C([0, T), L'(%2)),

% — d;Aw; = f; dans D'(Qr), pourj=1,...,M (A.3)

w;(0,.) = w,;(T,.) dans L' ().

Remarque A.1

Comme on le sait bien, (A.3) est linéaire et le second membre f = (f1,..., fu) ne dépend
pas des composantes de la solution w = (wy, ..., Wy ), il suffit donc de prouver le résultat du
théoreme A.1 pour une seule équation.

Preuve
Tout d’abord, nous définissons Uopérateur suivant

S:LYQ) — LYQ)

v w(T,.),
oll w est l'unique solution du systeme suivant

w e LY0,T; Wy (2)) nC([0, T, L()),
ow

vl dA® = f dans D' (Qr), (A.4)

@(0,.) = vdans L' ().

Pour Uexistence et l'unicité de w solution de (A.4) nous référons le lecteur au [16]. Pour utiliser
le point fixe Schauder; il faut montrer que S est continu et compact. La compacité est une
conséquence directe de [15] et pour la continuité, nous considérons une suite (v,,) dans L'(Q),
telle que (v,,) converge fortement vers (v) dans L*(2) et posons @, = S(v,), @ = S(v). D’apreés
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6.4. DERIVATION DE LA FONCTIONNELLE COUT

[16] on a Uestimation suivante
| @n =@ ||z 0rizr@) + | Wn = W [ o it @) < Ol vn = v 1)
ce qui implique,
| W (T,.) = W(T,.) @< C || va —v |10

d’otl la continuité est obtenue.
Il reste a prouver Uexistence d’un rayon Ry, > 0, tel que la boule B(0, Ry) de L'()) soit
invariante par S. Pour cela, nous prenons y solution du probléme suivant

y € L'0,T; Wy () nC([0, T, L' (%),
% —dAy = f dans D'(Qr), (A.5)
y(0,.) = 0dans L'(Q).

de (A.4) et (A.5), nous obtenons
(@ —y) € L'(0,T; Wy () N C([0,T], L1 (%)),

—a(wat— v _ dA(w —y) = 0dans D'(Qr), pourj=1,....,M (A.6)

(W —1y)(0,.) =vdans L*(Q).

Selon le résultat classique de [9], la solution de (A.6) satisfait a Uestimation suivante

| 0(T,.) = y(T,.) 2@ <[l @(0,.) = y(0,.) [[L1(0) exp(=MT)
<[ v ||l exp(=MT).

Par conséquent,

I ST, ) ler@<I (T, ) e + [T o) exp(=MT),

ol \; est la premiere valeur propre de —dA avec condition de Dirichlet sur le bord. Pour obtenir
Uexistence d’un point fixe de S, il suffit de choisir

S | y(T,.) [z

Bo > 1 —exp(—MT)

Ceci termine la preuve.
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