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Notations et conventions

0.1 Notations

Dans toute la suite de cette thèse, nous utiliserons les conventions suivantes :
ä les indices latins ( i, j, k, ...) varient de 1 à 3.
ä les indices grecs (α, β , γ, λ, µ, ....) varient de 1 à 2.

ä les composantes contravariantes d’un vecteur (ou d’un tenseur) sont notées
avec des indices supérieurs et les composantes covariantes avec indices
inférieurs. La convention de sommation sur les indices répétés est utilisée.
ä uiv

i =
∑i=3

i=1 uiv
i.

ä u = (ui) vecteur de composantes ui.
äu.v = uivi produit scalaire euclidien.
än normale unitaire extérieure.
äuN = u.n la composante normale du déplacement.
äu = (uT , uN), uT la composante tangentielle du déplacement.
äσN = (σ(u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de

normale n.
äσ(u)n = (σT , σN), σT la composante tangentielle du vecteur σ(u)n.
ä∂iuj =

∂uj
∂xi

dérivée de uj par rapport à xi.
ädivσ(u) = ∂jσijei divergence du tenseur σ(u).
ä|u| = √u.u norme vectorielle euclidienne.
äA = (Aijkl) : tenseur de rigidité d’ordre 4 .
äD(Ω) : l’espace des fonctions testes. Ω domaine ( ouvert borné connexe de frontière

Lipshitzienne) de R3.
äω : domaine (ouvert borné connexe de frontière Lipshitzienne)de R2 .
äS : la surface moyenne de Ω.
ä(a1, a2, a3) : (resp. (a1, a2, a3)) base covariante (resp. contravariante ) associée à la

surface moyenne S.
ä(g1, g2, g3) : (resp. (g1, g2, g3)) base covariante (resp. contravariante ) associée à Ω.
äaαβ, bαβ : composantes covariantes du tenseur métrique et du tenseur de courbure

associées à S.
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0.1. NOTATIONS

ä gij : (resp.gij) composantes covariantes (resp. contravariante )du tenseur métrique
associées à Ω.

ä S désigne une surface dans l’espace Euclidien habituel.
ä Γγαβ désignent les symboles de Christoffel.
ä Γ0 désigne une partie de la frontière de mesure non nulle.
ä le triplet (a1, a2, a3) forme la base contravariante en tout point de S.
ä C (Ω) espace des fonctions continues définies sur Ω.

ä Ck (Ω) , k > 0 espace des fonctions continues définies sur Ω, dont les
dérivées partielles d’ordres ≤ k sont continues .
ä C∞ (Ω) : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Ω

ä D (Ω) : espace des fonctions de C∞ (Ω) à support compact.
ä D′ : l’espace des distributions.
ä ⇀: la convergence faible.
ä Hs (Ω) : espace de Sobolev d’ordre s.
ä b(u, v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation en flexion.
ä a(u, v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation membranaire.
ä ε : l’épaisseur ou le rapport de l’épaisseur à une autre dimension de la coque
ä M3 : ensemble des matrices d’ordre 3.
äM3

+={A ∈M3, detA > 0}.
ä S3 : ensemble des matrices symétriques d’ordre 3.
äS3

> : ensemble des matrices symétriques définie-positive d’ordre 3.
äO3 : ensemble des matrices orthogonales d’ordre 3.
ä O3

+={R ∈ O3, detR = 1}.
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Introduction générale

0.2 Introduction

Dans la plupart des systèmes de la mécanique des structures, il existe des situations dans
les quelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps. La problématique du
contact est essentiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une structure
et comment réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces.

ll est évident que le caractère de ce contact peut jouer un rôle fondamental dans le
comportement de la structure : sa déformation, son mouvement, la distribution des efforts,
etc... . Le contact unilatéral des corps solides, avec ou sans frottement, est une contrainte
mécanique souvent rencontrée en modélisation. Citons par exemple le frottement d’une
tôle dans un procédé d’emboutissage, le contact d’un pneu sur la route, le déploiement
d’un airbag. le problème de contact unilatéral (dit de Signorini) qui est issu de la méca-
nique des structures et où les inéquations portent sur la frontière. La condition de contact a
été formulée par Signorini [51] en 1959. La formulation variationnnelle associée à ce type
de condition a été étudiée mathématiquement par Fichera [24] en 1964. Ensuite, viennent
les travaux de G.Duvaut et J.L.Lions [21] qui ont rajouté le frottement aux problèmes de
contact et ils ont pu écrire ce problème sous forme d’un problème de minimisation de fonc-
tionnelle quadratique dans le cas d’un frottement de Tresca (i.e.avec un seuil de frottement
fixe qui ne dépend pas de la contrainte normale). Dans [21], on peut trouver aussi des
résultats d’existence et d’unicité pour le problème dit de Signorini (sans frottement ).

Le premier résultat d’existence de solutions pour le problème de Signorini avec frot-
tement a été établi au début des années 80. Nečas, Jaršek et Haslinger [43] ont prouvé
un résultat d’existence pour une barre élastique en dimension deux sous la condition d’un
coefficient de frottement assez petit. Des résultats plus généraux sont donnés ensuite par
Jarušek [32] , Kato [33] , Eck et Jarušek [23]. Récement, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu
[30] ont trouvé des conditions de non unicité des solutions.
Récemment, Y.Renard [45] a donné un critère d’unicité de solution pour le problème de
contact avec frottement. Ce résultat est très important pour la recherche de solutions mul-
tiples.

On désigne par structures minces les corps solides dont l’une des dimensions (l’épais-
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0.2. INTRODUCTION

seur, le diamètre) est petite devant les autres dimensions. Ce sont les plaques, les coques,
les barres, les filaments.... L’intérêt pour une modélisation fine de ces structures est d’au-
tant plus grand que le nombre des applications industrielles va croissant. Une modélisation
fine doit prendre en compte la faible épaisseur où le diamètre et en déduire des simplifica-
tions au modèle de départ qui est tridimensionnel. De nombreux modèles bidimensionnels
où unidimensionnels ont ainsi été décrits depuis plus d’un siècle. Ces cas ont été propo-
sés par Kirchhoff, Love, Novozhilov-Donnell, Donnell-Mushtari-Vlasov, Cossserat, Naghdi,
Mindlin, Reissner, Von Kármán Marguerre-Von Karman et Koiter. Suivant quelques hypo-
thèses, ils ont proposé des modèles. Parmi ces modèles les modèles de Kirchhoff-Love et
Mindlin-Reissner. Dans les quearante dernières années, Ciarlet et Destuynder [14] et ses
collaborateurs se sont attachés à donner des justifications mathématiques à ces modèles
et à en construire de nouveaux. L’étude d’un problème de contact unilatéral d’une plaque
mince contre un obstacle rigide avec frottement de coulomb a été faite par Dhia [19] en
utilisant une méthode de pénalisation. En 2002 ; Paumier [40] réalise une modélisation
asymptotique d’un problème de contact unilatéral d’une plaque mince encastrée, de mo-
dèle de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide où il a prouvé que ce problème tridimen-
sionnel avec frottement tend vers un problème bidimensionnel sans frottement. Parmi les
questions posées par Paumier[40] :"is this approach valid for shells and rods".
Léger et Miara [36] et [35] ont étudié pour les coques peu profonde en élasticité linéaire
sans frottement par l’utilisation de la méthode de convergence.

La piézoélectricité peut être considérée comme une interaction entre deux phénomènes
électromécaniques qui couplent les champs élastique et électrique . Une déformation mé-
canique du matériau génère un champ électrique, c’est l’effet direct de piézoélectricité où
effet capteur. Inversement, l’application d’un champ électrique, ou d’une différence de po-
tentiel, induit des déformations mécaniques, c’est l’effet inverse de piézoélectricité ou effet
actionneur. Ces phénomènes de piézoélectricité ont été découvert en 1880 par les frères
Jacques et Pierre Curie.

Il y a beaucoup de matériaux, naturels ou synthétiques, pouvant être polarisés pour
exhiber ces propriétés piézoélectriques, ce qui offre une diversité et une flexibilité pour
une grande variété d’application. Par exemple, la peau et les os ont de telles propriétés .

Notre système sensoriel au bout des doigts provoque la création d’un potentiel élec-
trique à la surface de la peau qui est transmis au cerveau par le système nerveux ; la for-
mation des os et leur destruction sont déclenchées par les propriétés électromécanique de
l’os par lesquelles le signal électrique orchestre la synthèse de microstructures viables avec
les propriétés mécaniques appropriées.

Parmi les matériaux piézoélectriques les plus utilisés dans les applications, on trouve
les piézocéramiques et les piézopolymères, dont les zirconates titanates (PZT) et les poly-
vinylidène fluorides (PVDF) sont des exemples représentatifs . Les PZT, de par leur nature
céramique, ont des rigidités comparables, et souvent supérieure, à celles des structures
auxquelles ils sont fixés. Une de ces conséquences est un bon rendement de la conver-
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0.2. INTRODUCTION

sion de l’énergie électrique en énergie mécanique, d’où un rôle actionneur très efficace,
qui, même si les forces générées sont inférieures à celles d’autres matériaux tels que les
magnétostrictifs, s’avère suffisant pour des structures minces.
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Première partie

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DES COQUES
MINCES
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Introduction

Cette première partie de la thèse présente l’étude variationnelle et asymptotique d’un
problème statique de contact unilatéral d’une coque mince élastique contre un obstacle
rigide avec les conditions de complémentarité dites les conditions de Signorini et ceci sur
la partie condidate au contact. Ce qui reste du bord est divisé en deux parties, une subit
une force surfacique, l’autre est encastrée. Chaque fois, on fait l’étude du problème sans
frottement puis avec frottement.

On débute notre travail par un chapitre qui comporte l’étude variationnelle de ce pro-
blème en supposant, en général, un corps élastique. Puis on établit un théorème d’existence
et d’unicité dans le cas sans frottement et un théorème d’existence dans le cas avec frot-
tement non local(loi de Tresca) puis local(loi de Coulomb). Et tout ceci dans le cadre de
l’élasticité linéaire.

Dans le deuxième chapitre on va garder la même situation que celle du premier cha-
pitre en remplaçant le corps élastique par une coque élastique mince. Ce chapitre est divisé
en trois sections. La première section comporte la géométrie des coques minces. Dans la
deuxième section, on part du problème classique formulé en coordonnées cartésiennes et
puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les coques, on reformule le
problème variationnel en coordonnées curvilignes et ceci dans le cas sans frottement. Dans
la troisième section on fait la même procédure pour le cas avec frottement de Coulomb.

Dans le troisième chapitre, on garde la position du problème du chapitre précédent
tout en proposant l’étude asymptotique des modèles bidimensionnels "membranaire" et
"couplé flexion-membrane"pour des coques dans le cadre de l’élasticté linéaire, toujours en
distinguant simultanément le cas sans frottement et le cas avec frottement de Coulomb.
Au dernier chapitre on fait l’étude de la convergence.
Enfin une conclusion qui comporte les résultats essentiels et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Élasticité tridimensionnelle

Soit Ω un ouvert borné connexe deR3 de frontière Γ = ∂Ω suffisamment régulière et soit
Ω l’adhérence de Ω dans R3. Dans tout la suite, l’ensemble Ω représentra le volume occupé
par un solide "non déformé" et sera appelé configuration de référence. Nous noterons x un
point courant de l’ensemble Ω, de composantes xi dans la base canonique {ei} de R3, et
∂i = ∂

∂xi
la dérivée partielle par rapport à la variable xi.

La structure est encastrée sur une partie de sa frontière Γ0 ⊂ Γ de ∂Ω- mesure non nulle
et est soumise à une disribution surfacique de force h sur Γ− de telle sorte que Γ0∩Γ− = ∅,
et de densité de force volumique f .
Les aspects mécaniques du problème sont de deux sortes ; les équations d’équilibre sont
déduites de principes mécaniques généraux ne faisant pas intervenir la nature du maté-
riau,les lois de comportement dépendent du matériau considéré et traduisent les relations
"contraintes-déformations"

1.1 Les équations d’équilibre

Nous appellerons déformation de la configuration de référence une application ϕ :
Ω −→ R3 suffisamment régulière, injective, et préservant l’orientation, c’est à dire vérifiant
(voir Ciarlet P.G.[8]) :

det∇ϕ(x) > 0, ∀x ∈ Ω. (1.1)

A tout déformation ϕ, nous associons un déplacement u, qui est le champ de vecteurs
u : Ω −→ R3 défini par la relation :

ϕ(x) = x+ u(x). (1.2)

L’ensemble Ω
ϕ

= ϕ(Ω) est appelé configuration déformée, sa frontière Γϕ = ϕ(Γ).
Notons F : Ω −→M+

3 le gradient de la déformation ϕ, F = ∇ϕ = I3 +∇u.
Si ϕ est une déformation dérivable au point x ∈ Ω, le tenseur des déformations de

Cauchy-Green à droite C = ∇ϕT∇ϕ, apparaît en quantité :

|ϕ(x+ δx)− ϕ(x)|2 = δxT∇ϕT (x)∇ϕ(x)δ(x) + o(|δx|2), x, x+ δx ∈ Ω, (1.3)

12



1.1. LES ÉQUATIONS D’ÉQUILIBRE

il joue un rôle fondamental en théorie de l’élasticité.
On dit que ϕ est une déformation rigide, si ∇ϕ(x) = Q,∀x ∈ Ω, telle que Q est une

matrice orthogonale et detQ > 0 ; on a alors C = I3 dans Ω(voir théorème 1.1.2, Ciarlet
[8]).

Lemme 1.1
Soit V ⊂ Ω un ouvert, de frontière ∂V suffisamment régulière, et soitA ⊂ ∂V , alors :
pour V ϕ = ϕ(V ), élément de volume,

∫

V ϕ
dxϕ =

∫

V

|det∇ϕ(x)|dx, (1.4)

et pour Aϕ = ϕ(A), ∫

Aϕ
daϕ =

∫

A

|Cof∇ϕ(x)n(x)|da, (1.5)

où :
n : le vecteur normal extérieur unitaire le long de ∂V .

Preuve
Voir([13],Theorem 1.3-1).

Théorème 1.1
Soit Tϕ : Ωϕ →M3 le champ de tenseurs, et soit T (x) = Tϕ(xϕ)Cof∇ϕ(x) la transformée de
Piola, alors :

divT (x) = det∇ϕ(x)divϕTϕ(xϕ), (1.6)

avec :
divϕ =

∑

i

∂

∂xϕi
,

et donc :

∫

∂V

T.nda =

∫

V

divTdx =

∫

V ϕ
divϕTϕdxϕ =

∫

∂V ϕ
Tϕ.nϕdaϕ. (1.7)

Preuve
Voir ([13],Theorem 1.7-1).

Introduisons enfin le tenseur des déformations de Green-Saint-Venant E (voir Ciarlet
[13])

E(u) =
1

2
(C − I3) =

1

2
(∇u+∇uT ) +∇u.∇uT , (1.8)

il l’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Le tenseur E est symé-
trique Eij = Eji.

Dans le tenseur des déformations apparait une patie linéaire (par raport au déplace-
ment u) et une partie non linéaire. La partie linéaire :
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1.1. LES ÉQUATIONS D’ÉQUILIBRE

eij(u) =
1

2
(∂iuj + ∂jui), (1.9)

est appelée tenseur linéarisé des déformations et intervient dans la théorie linéaire de
l’élasticité ( dans le cadre des petites déformations).

Nous supposons que le corps occupant une configuration déformée Ωϕ est soumis à
deux types de forces appliquées, forces appliquées de volume, correspondant à un champ
de vecteurs fϕ : Ωϕ −→ R3 et forces appliquée de surfaces définies sur une portion
Γϕ− = ϕ(Γ−) de la frontière Γϕ, correspondant à un champ de vecteurs hϕ : Γϕ− −→ R3.
Remarque 1 Pour des questions de compatibilité avec le point de vue mécanique, il est né-
cessaire que ϕ soit un difféomorphisme global de Ω sur ϕ(Ω) et que ϕ préserve l’orientation,
une condition à imposer est donc que :

det∇ϕ(x) > 0 pour tout x ∈ Ω. (1.10)

Réciproquement, la condition det∇ϕ(x) > 0 entraîne que localement, ϕ est un difféo-
morphisme qui préserve l’orientation, mais cette seule hypothèse est insuffisante pour ob-
tenir un résultat d’inversibilité global ( Voir [13] theorem 1.2-2).

D’après le théorème de Cauchy qui est lui-même une conséquence de l’axiome connu
sous le nom de principe des contraintes d’Euler-Cauchy, l’état d’équilibre statique de la
configuration déformée est traduite par :
Il existe :

tϕ : Ω
ϕ × S2 −→ R3, (1.11)

tel que :
Pour tout Aϕ ⊂ Ωϕ, ∫

Aϕ
fϕdxϕ +

∫

∂Aϕ
tϕ(xϕ, nϕ(xϕ))daϕ = 0, (1.12)

∫

Aϕ
xϕ ∧ fϕdxϕ +

∫

∂Aϕ
xϕ ∧ tϕ(xϕ, nϕ(xϕ))daϕ = 0, (1.13)

tϕ(xϕ, nϕ(xϕ)) = hϕ(xϕ), (1.14)

pour ∂Ωϕ - presque partout xϕ ∈ ∂Aϕ ∩ Γϕ−, où :
nϕ(xϕ) est le vecteur normal extérieur unitaire le long de ∂Aϕ en xϕ, (nϕ(xϕ) existe dxϕ−
presque partout, xϕ ∈ ∂Aϕ) et S2 = {υ ∈ R3; |υ| = 1} .

Théorème 1.2
Si tϕ(., nϕ) : Ω

ϕ −→ R3 est de classe C1 pour tout nϕ ∈ S2,

tϕ(xϕ, .) : S2 −→ R3est continue pour tout xϕ ∈ Ω
ϕ
, et fϕ : Ω

ϕ −→ R3 est continue.
Alors :
tϕ : Ω

ϕ × S2 −→ R3 est linéaire pour la deuxième variable.

Preuve
(Voir [13] .,theorem 2.3-1).
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1.1. LES ÉQUATIONS D’ÉQUILIBRE

Autrement dit,il existe Tϕ : Ω
ϕ −→M3 de classe C1 tel que :

tϕ(xϕ, nϕ) = Tϕ(xϕ)nϕ, pour tout xϕ ∈ Ω
ϕ

et pour tout nϕ ∈ S2,
Tϕ est appelé tenseur des contraintes de Cauchy.

Les équations d’équilibre dans la configuration déformée Ω
ϕ

doivent être satisfaites :
Théorème 1.3

−divTϕ(xϕ) = fϕ(xϕ) pour tout xϕ ∈ Ωϕ, (1.15)

Tϕ(xϕ)nϕ(xϕ) = hϕ(xϕ) pour tout xϕ ∈ Γϕ−, (1.16)

Tϕ(xϕ) ∈ S3 pour tout xϕ ∈ Ωϕ (1.17)

Preuve
(Voir [13].,theorem 2.4-1).

Pour passer à la variable x ∈ Ω (xϕ = ϕ(x))tout en préservant autant que possible
la forme "de divergence" des équations, on introduit la transformée de Poila du champ de
tenseurs Tϕ : c’est le champ de tenseurs T = (tij) : Ω −→M3.
On a :

dxϕ = |det∇ϕ(x)|dx, (1.18)

nϕdaϕ = Cof∇ϕ(x)n(x)da, (1.19)

et on définie f : Ω −→ R3 et h : Γ− −→ R3, par :

fϕ(xϕ)dxϕ = f(x)dx, (1.20)

hϕ(xϕ)daϕ = h(x)da. (1.21)

On fera désormais l’hypothèse que les forces appliquées sont "mortes", dans le sens que les
champs fϕ, hϕ, f, h sont indépendants de la déformation ϕ.

En supposant que ϕ suffisamment régulière et utilisant le changement de variables
dans (1.12), on déduit que :
pour tout A ⊂ Ω,

∫

A

f(x)dx+

∫

∂A

Tϕ(ϕ(x))Cof∇ϕ(x)n(x)da = 0. (1.22)

On définie T par :
T (x) = Tϕ(ϕ(x))Cof∇ϕ(x) pour tout x ∈ Ω, (1.23)

il est appelé en élasticité le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.

Donc : ∫

A

f(x)dx+

∫

∂A

T (x)n(x)da = 0. (1.24)
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et T vérifie les équations d’équilibre dans la configuration de référence Ω :

−divT (x) = f(x) pour tout x ∈ Ω, (1.25)

T (x)n(x) = h(x) pour tout x ∈ Γ−. (1.26)

∇ϕ(x)−1T (x) ∈ S3 pour tout x ∈ Ω (1.27)

où :
Γ− ⊂ ∂Ω et Γϕ− = ϕ(Γ−). (1.28)

Un inconvénient du premier tenseur de Piola-Kirchhoff est son absence de symétrie,
alors que le tenseur de Cauchy est symétique. On "récupère " cette symétrie en introduisant
le champ de tenseur Σ = (σij) :Ω→ S3 défini par :

Σ(x) = ∇ϕ(x)−1T (x) pour tout x ∈ Ω. (1.29)

Le tenseur Σ, est appelé en élasticité le second tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff, il est évidemment symétrique ; on déduit en effet immédiatement de (1.25) −
(1.27) les équations suivantes, qui représentent l’autre forme des équations d’équilibre dans
la configuration de référence Ω :

−div(∇ϕ(x)Σ(x)) = f(x) pour tout x ∈ Ω, (1.30)

(∇ϕ(x)Σ(x))n(x) = h(x) pour x ∈ Γ−. (1.31)

Σ ∈ S3 pour tout x ∈ Ω. (1.32)

Ce qui équivaut à :

−∂j(σij) = fi dans Ω, (1.33)

(σij)nj = hi sur Γ−, (1.34)

en utilisant les relations :
∂jϕi = δij + ∂jui. (1.35)

1.1.1 Les lois de comportement

Les lois de comportement expriment les relations qui existent entre le second tenseur
de Piola-Kirchhoff σ et le tenseur des déformations de Green Saint-Venant . Ces relations
dépendent de la nature du matériau.

On suppose dans toute la suite que l’ensemble Ω dans la configuration de référence est
occupé par un matériau élastique.
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Définition 1.1
On dit qu’un matériau occupant l’ensemble Ω dans la configuration initiale est élastique s’il
existe une fonction T̂ :Ω×M3

+ →M3, tel que :

T (x) = T̂ (x,∇ϕ(x)) pour tout x ∈ Ω, (1.36)

T̂ : est dite loi de comportement du premier tenseur de P iola−Kirchhoff .
Ce qui équivaut à, il existe une fonction Σ̂ : Ω×M3

+ → S3, tel que :

Σ(x) = Σ̂(x,∇ϕ(x)) pour tout x ∈ Ω, (1.37)

Σ̂ : est dite loi de comportement du second tenseur de Piola -Kirchhoff.

Théorème 1.4
Un matériau élastique satisfait le principe de l’indifférence matérielle si et seulement si :

T̂ (x,QF ) = QT̂ (x, F ) (1.38)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O3
+ et F ∈M3

+

Ce qui équivaut :
Σ̂(x,QF ) = Σ̂(x, F ), (1.39)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O3
+ et F ∈M3

+.

Preuve
(Voir [13] ,Theorem 3.3.1)

De (1.39),on déduit que :
Σ̂ dépend de F uniquement par la matrice U = (F TF )

1
2 ∈ S3

>.
D’oú on en déduit que :

Σ̂(x, F ) = Σ̂(x, U), (1.40)

pour tout x ∈ Ω et F = RU ∈M3
+.

Ce qui implique que, le second tenseur des contraintes de Piola - Kirchhoff Σ dépend
de ϕ uniquement par le tenseur métrique C = ∇ϕT∇ϕ.

D’où :

Σ(x) = Σ̃(x,C(x)) pour tout x ∈ Ω, (1.41)

où : Σ̃ : Ω× S3
> → S3 est définit par :

Σ̃(x,C) = Σ̂(x,C
1
2 ), (1.42)
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pour tout x ∈ Ω et C ∈ S3
>.

Définition 1.2
Lorsque le matériau est quelconque et ne possède pas de symétrie élastique, il est dit anisotrope.
Un matériau anisotrope est caractérisé par 21 constantes élastiques indépendantes. C’est la
relation de comportement qui lie les contraintes aux déformations.

Définition 1.3
Un matériau est isotrope en x ∈ Ω si les propriétés du matériau "sont les mêmes dans
toutes les directions" ; il s’agit donc d’une caractéristique d’un matériau donné, mais vaisible-
ment"raisonnable" pour certains matériaux, c’est une propriété de symétrie matérielle.

Remarque 1
Un matériau occupant la configuration de référence Ω est isotrope s’il est isotrope en tout les
points de Ω.

Théorème 1.5
Un matériau élastique occupant la configuration de référence Ω est isotrope si et seulement si :

T̂ (x, FQ) = T̂ (x, F )Q, (1.43)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O3
+ et F ∈M3

+.
Ce qui équivaut à :

Σ̂(x, FQ) = QT Σ̂(x, F )Q, (1.44)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O3
+ et F ∈M3

+.

Preuve
(Voir [13], theorem 3.4-1).

Définition 1.4
Un matériau élastique occupant la configuration de référence Ω est homogène si sa loi de

comportement est indépendante du point x ∈ Ω considéré.
Ce qui équivaut à :
ils existent ; T̂ :M3

+ →M3 et Σ̂ :M3
+ → S3,tels que :

T̂ (x, F ) = T̂ (F ), (1.45)

et
Σ̂(x, F ) = Σ̂(F ), (1.46)

pour tout x ∈ Ω et F ∈M3
+.
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La configuration de référence Ω est un état naturel (les contraintes sont libres), si

T̂ (x, I) = 0 pour tout x ∈ Ω̄. (1.47)

Ce qui équivaut à :
Σ̂(x, I) = 0 pour tout x ∈ Ω. (1.48)

Théorème 1.6
Si un matériau est isotrope et satisfait le principe de l’indifférence matérielle, alor il existe des
fonctions γ]i : Ω× R3 −→ R, telle que :

∑
(x) = γ0(x)I + γ1(x)C(x) + γ2(x)C2(x) pour tout x ∈ Ω. (1.49)

Où γi(x) = γ]i (x, trC, tr(CofC), detC)

Preuve
( Voir [13], theorem 3.7-1).

1.2 Définition de la surface moyenne

Soit E3 l’espace euclidien habituel rapporté à un repère orthonormé fixe (O, e1, e2, e3),
et soit ω un sous-ensemble ouvert borné du plan E2dont la frontière est notée γ. Alors, la
surface moyenne S de la coque est l’image dans E3 de l’ensemble ω (ω est appelé domaine
de référence)par l’application θ :

θ : (ζ1, ζ2) ∈ ω ⊂ E2 → θ(ζ1, ζ2) ∈ S ⊂ E3.

Notons ∂S = θ(γ), de telle sorte que S = S ∪ ∂S, et supposons θ et γ suffisamment
régulières. En particulier, nous supposons que tous les points de la surface moyenne S =

θ(ω) sont réguliers de telle sorte que les vecteurs,

aα =
∂θ

∂ζα
, α = 1, 2,

sont linéairement indépendants pour tous les points ζ = (ζ1, ζ2) ∈ ω. Ces deux vecteurs
définissent le plan tangent à la surface S en tout point θ(ζ). Le vecteur normal au plan
tangent est donné par,

a3 =
a1 × a2

|a1 × a2|
.

En désignant par |.| la norme euclidienne dans l’espace ξ3 équipé du produit scalaire habi-
tuel (a, b)→ a.b, alors , le point θ(ζ) et les trois vecteurs ai définissent un repère local pour
la surface moyenne (voir figure1.1 ), i.e., la base covariante attachée au point θ(ζ).

Nous désignerons par aαβ, bαβ les première et seconde formes fondamentales de la
surface moyenne S ; autrement dit,
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1.2. DÉFINITION DE LA SURFACE MOYENNE

aαβ = aβα = aαaβ

bαβ = a3.∂αaβ = −∂αa3.aβ = bβα

FIGURE 1.1 – Définition de la surface moyenne

Dans toute la suite, nous utiliserons des lettres grecques,α, β, ..., pour des indices pre-
nant leurs valeurs dans l’ensemble{1, 2}, des lettres latines, i, j,...,pour les indices prenant
leurs valeurs dans l’ensemble {1, 2, 3}et nous adoptons la convention de sommation sur les
indices répétés haut et bas. Aux vecteurs aα, nous associons deux autres vecteurs aβ du
plan tangent définis par,

aα.a
β = δβα,

δβα =

{
1 si α = β

0 si α 6= β
, (1.50)

Ces vecteurs sont reliés aux vecteurs aα par les relations,

aα = aαβa
β, aα = aαβaβ, a

αβ = aαaβ = aβα,
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où la matrice (aαβ) est l’inverse de la matrice (aαβ). Cette matrice inverse est bien définie
car tous les points de la surface moyenne S sont supposés réguliers.
L’ensemble (a1, a2, a3) définit la base contravariante attachée au point θ(ζ).

Pour un tenseur donné, les tenseurs métriques (aαβ) et (aαβ) nous permettent d’associer les
composantes covariantes, contravariantes et mixtes d’un tenseur donné. Par exemple, aux
composantes covariantes bαβ de la seconde forme fondamentale, nous pouvons associer les
composantes mixtes et la contravariantes correspondantes

bβα = aβλbλα; bαβ = aαλaβνbλν ,

et inversement,
bαβ = aαλb

λ
β = aαλaβνb

λν .

Étant donné que les bases (a1, a2, a3) et (a1, a2, a3) ne sont en général ni normées ni ortho-
gonales, il est commode d’introduire les symboles de Christoffel Γαβσ par,

Γαβσ = aα∂βaσ = −∂βaαaσ = Γασβ.

Il est également commode de préciser les expressions de quelques produits vectoriels des
fonctions de base : {

aα × aβ = εαβa
3; aαaβ = εαβa3

a3 × aβ = εβλa
λ; a3 × aβ = εβλaλ,

, (1.51)

on définit

a = a11a22 − (a12)2 6= 0( points réguliers),

et on définit l’élément d’aire dS de la surface moyenne par,

dS = |a1 × a2|dζ1dζ2 =
√
adζ1dζ2.

Remarque 2
(Liens entre aαβ, bαβ et les courbures de la surface moyenne.)

La première forme fondamentale aαβ est attachée aux caractéristiques métriques de la sur-
face moyenne tandis que la seconde forme fondamentale bαβ est attachée aux caractéristiques
de courbure de cette surface moyenne. Ces formes aαβ et bαβ sont naturellement dépendantes
du choix de la représentation θ choisie.
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Chapitre 2

Modélisation asymptotique du
problème de Signorini d’une coque

mince linéarisée

Introduction

Ce chapitre est divisé en trois sections. La première section comporte la géométrie des
coques minces. Dans la deuxième section, on part du problème classique formulé en coor-
données cartésiennes et puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les
coques, on reformule le problème variationnel en coordonnées curvilignes et ceci dans le
cas sans frottement. Dans la troisième section on fait la même procédure pour le cas avec
frottement de Coulomb.

2.1 Description de la géométrie d’une coque mince

Soit Ωε = ω×] − ε,+ε[, ε > 0, un domaine ouvert borné de R3 ; tel que ω est un sous-
ensemble ouvert de R2, avec une frontière assez régulière γ. On note la frontière latérale
de Ω par Γε0 = γ× [−ε, ε] la face supérieure et la face inférieure sont notées, respectivement
par Γε+ et Γε−. Soit θε : ω −→ R3 une fonction de classe C3. La configuration de référence de

la coque est
{

Ω̂ε
}−

, où Ω̂ε = Θ(Ωε), x̂ε = Θ(xε), Θ(xε) = θ(x1, x2) + xε3a3(x1, x2) pour tout

xε = (x1, x2, x
ε
3) ∈ Ω

ε
et aε3 est le vecteur unitaire normal à la surface moyenne ω̂ = Θε(ω)

de la coque (voir figure 2.1) 1, pour ε assez petit, l’application Θε : Ω
ε −→ Θε(Ω

ε
) est

un C1-difféomorphisme (voir [13]) et on suppose aussi qu’elle préserve l’orientation, i.e
det∇εΘ(xε) > 0,∀xε ∈ Ω

ε
.

On suppose que Ω
ε

est occupé par un corps linéairement élastique, homogène et isotrope
(voir chapitre 1, définition (1.1),(1.3) et(1.4) ). Dans sa configuration naturelle : une
coque d’épaisseur 2ε dont les constantes de Lamé sont notées par λ > 0, µ > 0 et sont
supposées indépendantes de ε. On suppose que la coque en question est soumise à des

1. Cette figure et toutes les figures suivantes sont prises de[12]
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2.2. LE CAS SANS FROTTEMENT

forces volumiques de densité f̂ ε ∈ (L2(Ω̂ε))3, sa face inférieure Γ̂ε− = Θε(Γε−) soumise à des
forces surfaciques de densité ĥε ∈ (L2(Γ̂ε−))3 sa face latérale est encastrée uniquement sur
Θε(γ0 × [−ε, ε]) qui est une partie non vide de Γ̂ε0 = Θε(Γε0) représentant sa face latérale
totale. On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face supérieure
Γ̂ε+ = Θε(Γε+) contre une fondation rigide Dε = {xε ∈ R3/(x1, x2) ∈ ω, xε3 ≥ d̂ε}, où (d̂ε ≥ 0)

est la fonction d’interstice définie sur Γ̂ε+ et qui désigne la distance entre la face supérieure
et la fondation rigide mesurée dans la direction normale, Λ son coefficient de frottement.
On suppose aussi que le système est en état statique.

Tout au long de cette thèse, les indices et exposants grecs varient dans l’ensemble {1,
2} et les indices et exposants latins varient dans l’ensemble {1, 2, 3} et la convention de
sommation d’Einstein par rapport aux indices et exposants répétés est systématiquement
utilisées, ∂i = ∂

∂xi
, ∂εi = ∂

∂xεi
, ∂̂εi = ∂

∂x̂εi
, n̂ε = (n̂εi ) est la normale unitaire extérieure le long

de la frontière de la coque Ω̂ε. On note par l’indice T la composante tangentielle, et par
l’indice N la composante normale ; (να) et (τα) sont respectivement la normale unitaire ex-
térieure et le vecteur tangent unitaire tels que τ1 = −ν2 et τ2 = ν1 le long de la frontière de
l’ensemble ω. Les opérateurs différentiels de la dérivée normale extérieure et de la dérivée
tangentielle να∂α et τα∂α long de γ sont notées par ∂ν et ∂τ . Dans toute la suite, on utilise
la convention de notation suivante : les notations comportant un chapeau sont exprimées
dans un système de coordonnées cartésiennes, celles sans chapeau étant exprimées dans
un système de coordonnées curvilignes, Soit ûεN (respectivement Ĝε

N) représente la compo-
sante normale du déplacement de contact (respectivement, pression) sur Γ̂ε+. La fonction
ûεN (respectivement, Ĝε

N) est la composante le long de n̂ε (respectivement, n̂ε ⊗ n̂ε) de la
trace sur Γ̂ε+ du champ de déplacement (respectivement, du champ de contrainte).

2.2 Le cas sans frottement

Nous utilisons une décomposition classique du vecteur de déplacement ûε = (ûεi ) et du
tenseur des contraintes σ̂ε = (σ̂εij) sur ∂Ω̂ε comme suit

ûεN = ûεn̂ε, ûεT = ûε − ûεN n̂ε

Ĝε
N = σ̂εn̂ε · n̂ε = σ̂εijn̂

ε
jn̂

ε
i , Ĝ

ε
T = σ̂εn̂ε − Ĝε

N n̂
ε

2.2.1 Problème classique (P̂ ε.C)

Le problème classique de l’équilibre d’une coque linéairement élastique tridimensionnelle
Ω̂ε, en contact unilatéral sans frottement avec la fondation rigide sur la frontière Γ̂ε+ est
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FIGURE 2.1 – Transformation du domaine

formulé comme suit :

P̂ ε.C





Trouver ûε telque :

−∂̂εj σ̂εij(ûε) = f̂ εi dans Ω̂ε

σ̂εij(û
ε)n̂εj = ĥεi sur Γ̂−

ûε = 0 sur Γ̂ε0

ûεN ≤ d̂ε, Ĝε
N ≤ 0, Ĝε

N(ûεN − d̂ε) = 0, Ĝε
T = 0 sur Γ̂ε+

(2.1)

où

σ̂εij(û
ε) = Âijlk,εêεkl(û

ε), (2.2)

Âijlk,ε = λεδijδkl + µε(δikδjl + δilδjk) : λε, µε coefficients élastiques de Lamé , (2.3)

êεij(û
ε) =

1

2
(∂̂εi û

ε
j + ∂̂εj û

ε
i ) composantes du tenseur de déformation linéarisé. (2.4)

Remarque 3

Ĝε
N présente la densité de force de pression et Ĝε

T la densité des forces de frottement.
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2.2.2 Problème variationnel (P̂ ε.V )

Théorème 2.1

Le problème (P̂ ε.C) est formellement équivalent au problème (P̂ ε.V )

P̂ ε.V





Trouver (ûε, Ĝε
N) ∈ K(Ω̂ε)×H− 1

2 (Γ̂ε+) telque :

âε(ûε, v̂ε) = L̂ε(v̂ε) + 〈Ĝε
N , v̂

ε
N〉 ∀v̂ε ∈ V(Ω̂ε)

〈Ĝε
N , v̂N − ûεN〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ K(Ω̂ε)

(2.5)

âε(ûε, v̂ε) =

∫

Ω̂ε
Âijlk,εêεkl(û

ε)eεij(v̂)dx̂ε

L̂ε(v̂) =

∫

Ω̂ε
f̂ εi v̂i dx̂

ε +

∫

Γ̂ε−

ĥεi v̂i dΓ̂ε

〈., .〉représente le produit de la dualité sur Γ̂ε+,

V(Ω̂ε) = {v̂ε = (v̂εi ) ∈ H1(Ω̂ε), v̂ε = 0 sur Γ̂ε0, },H1(Ω̂ε) = (H1(Ω̂ε))3

K(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ V(Ω̂ε)/v̂εN ≤ d̂ε sur Γ̂ε+}

Preuve
(Voir [21] )

Remarque 4

Le problème (2.5) est équivalent à l’inéquation variationnelle :

âε(ûε, v̂ε − ûε) ≥ L̂ε(ûε − v̂ε)

dans K(Ω̂ε) qui admet une solution unique sous les conditions f̂ εi ∈ L2(Ω̂ε) et ĥεi ∈ L2(Γ̂ε−),

cette solution réalise le minimum de la fonctionnelle :

Î(v̂ε) =
1

2
âε(v̂ε, v̂ε)− L̂ε(v̂ε)

2.2.3 Problème variationnel (P̂ ε.V ) en coordonnées curvilignes

On note par êi la base canonique de R3 et (gm,ε(xε)) sa base contravariante au point x̂ε,
définie par gεi (x

ε) · gj,ε(xε) = δji , dont la base covariante est (gεi (x
ε)) donnée par gεi (x

ε) =

∂εiΘ
ε(xε) ∀xε ∈ Ωε. On note respectivement les symboles de Christoffel et les composantes

covariantes et contravariantes du tenseur métrique par
Γk,εij = ∂εi g

ε
i · gk,ε, gεij = gεi · gεj , gij,ε = gi,ε · gj,ε , l’élément de volume de Θε(Ω̂ε) est

√
gεdxε, où
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gε = det(gεij). On note aussi les composantes contravariantes des forces volumiques et surfa-
ciques respectivement par f̂ εi (x̂ε)êi = f i,ε(xε)gεi (x

ε) ∀xε ∈ Ωε, ĥεi (x̂
ε)êi = hi,ε(xε)gεi (x

ε) ∀xε ∈
(Γε−). Les composantes de chaque champs de vecteurs v̂ε = (v̂εi ) ∈ V(Ω̂ε) sont données
par v̂εi (x̂

ε)êi = vεi (x
ε)gi,ε(xε),∀x̂ε = Θε(xε) ∈ {Ω̂ε}−, et on utilise les relations vεi (x

ε) =

v̂εj (x̂
ε)[gεi (x

ε)]j où [gεi (x
ε)]j est la jeme composante du vecteur gεi (x

ε). Pour plus de détails
(voir [13] et [12]) (voir figure 2.2).
Pour tout v̂εN ∈ H

1
2 (Γ̂ε+) on a v̂εN = v̂εi n̂

i,ε = (vεi g
i,ε)(gε3) = vε3 ∈ H

1
2 (Γε+).

On défin φε3 dans l’espace H−
1
2 (Γε+) pour tout vε3 ∈ (H

1
2 (Γε+) par 〈φε3, vε3

√
gε〉 = 〈φ̂εN , v̂εN〉 pour

tout v̂ε ∈ (H
1
2 (Γ̂ε+))3.

Soient (uεi ) les composantes covariantes du champs de vecteurs ûεi (x̂
ε)êi et Gi,ε les com-

posantes contravariantes du champs de vecteurs Ĝε
i (x̂

ε)êi. On transforme le problème pré-
cédent écrit en coordonnées cartésiennes x̂ε = (x̂εi ) en un problème écrit en coordonnées
curvilignes xε = (xεi ) mieux adaptées à l’étude des coques est décrite par la proposition
suivante.

FIGURE 2.2 – Coordonnées curvilignes

Proposition 2.1
Soit (uεi ) les composantes covariantes du champ vectoriel ûεi (x̂

ε)êi et Gi,ε les composantes
contravariantes du champ vectoriel Ĝε

i (x̂
ε)êi alors le problème variationnelle (P̂ ε · V ) en coor-

données curvilignes est formulé sous la forme suivante :
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(P ε · V )





Trouver (uε, G3,ε) ∈ K(Ωε)×H− 1
2 (Γε+) telque :

aε(uε, vε) = Lε(vε) + 〈G3,ε, vε3
√
gε〉 ∀vε ∈ V(Ωε)

〈G3,ε, (vε3 − uε3)
√
gε〉 ≥ 0 ∀vε3 ∈ K(Ωε)

(2.6)

où
aε(uε, vε) =

∫
Ωε
Aijkl,εeεk‖l(v

ε)
√
gεdxε, Aijkl,ε = λgij,εgkl,ε + µ(gik,εgjl,ε + gil,εgjk,ε)

eεi‖g(v
ε) = 1

2
(vεi‖j + vεj‖i), v

ε
i‖j = ∂εjv

ε
i − Γk,εij v

ε
k

Lε(vε) =
∫

Ωε
f i,εvεi

√
gεdxε +

∫
Γε−
hi,εvεi

√
gεdΓε

V(Ωε) = {vε = (vεi ) ∈ H1(Ωε), vε = 0 on Γε0}
K(Ωε) = {vε ∈ V(Ωε)/vε3 ≤ dε onΓε+}, dε = d̂ε

Preuve

( voir [21])

2.2.4 Passage à un domaine de référence

On considère le domaine fixe Ω = ω×] − 1,+1[ indépendant du paramètre d’épaisseur
ε. A tout point xε = (x1, x2, εx3) de Ωε = ω×]− ε,+ε[, on associe le point x = (x1, x2, x3) de
Ω par xεα = xα et xε3 = εx3.
On définit les ensembles suivants :
Ω = ω×]− 1,+1[ ainsi que Γ = γ × [−1,+1], Γ0 = γ0 × [−1,+1] et Γ± = ω × {±1}.
On note x = (xi) un point de Ω et on pose ∂i = ∂

∂xi
.

On construit l’application πε bijective de Ω dans Ω
ε

de la façon suivante [voir figure(2.3)] :

πε : x = (x1, x2, x3) ∈ Ω −→ πε(x) = xε = (x1, x2, εx3) ∈ Ω
ε

(2.7)

d’où : ∂εα = ∂α et ∂ε3 = 1
ε
∂3.

A toute fonction κε définie sur Ωε, on associe la fonction “mise à l’échelle” définie sur Ω par

κε(xε) = κ(ε)(x), xε ∈ Ωε, x ∈ Ω.

On définit ainsi les fonctions :

λε = λ , µε = µ , gε(xε) = g(ε)(x) , dε(xε) = d(ε)(x)

uεi (x
ε) = ui(ε)(x), vεi (x

ε) = vi(x), f i,ε(xε) = f i(ε)(x), pour tout xε = πε(x) ∈ Ωε

hi,ε(xε) = hi(ε)(x), Aijkl,ε(xε) = Aijkl(ε)(x) pour xε ∈ Γε− et x ∈ Γ−

G3,ε(xε) = εG3(ε)(x) pour xε ∈ Γε+ et x ∈ Γ+,

eεi‖j(v
ε)(xε) = ei‖j(ε, v(ε))(x) = ei‖j(ε; v)(x), Γkij(ε)(x) = Γk,εij (xε), ∀xε ∈ Ωε et x ∈ Ω.
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Alors, le problème variationnel P ε(Ωε) (2.6) se reformule sur le domaine fixe comme suit :

P (ε,Ω)





Trouver (u(ε), G3(ε)) ∈ K(Ω)×H− 1
2 (Γ+) telque :

∫
Ω
Aijkl(ε)ek‖l(ε, u(ε))ei‖j(ε, v)

√
g(ε)dx = L(v) + ε〈G3(ε), v3

√
g(ε)〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3(ε), (v3 − u3(ε))
√
g(ε)〉 ≥ 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(2.8)
tels que :

L(v) =

∫

Ω

f i(ε)(x)vi
√
g(ε)dx+

1

ε

∫

Γ−

gi(ε)(x)vi
√
g(ε)dΓ

ei‖j(ε, v) =
1

2
(vi‖j(ε) + vj‖i(ε))

vi‖j(ε, v) = ∂jvi − Γkij(ε)vk

V(Ω) = {v = (vi) ∈ H1(Ω) , v = 0 sur Γ0}
K(Ω) = {v ∈ V(Ω)/ v3 ≤ d}, d = dε

FIGURE 2.3 – Transformation en domaine indépendant de ε.
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2.2.5 Identification d’un problème variationnel bidimensionnel

Etude asymptotique

L’objectif de l’analyse asymptotique est de connaître le comportement de la solution
asymptotique du problème variationnel P (ε,Ω).

On suppose que la solution de ce problème admet un développement asymptotique
formel.

u(ε) = u0 + ε1u1 + ε2u2 + . . . avec u0 ∈ K(Ω), uq ∈ H1(Ω), q = 1, 2, . . . et u0 6= 0 (2.9)

G3(ε) = ε−2G3,−2 + ε−1G3,−1 +G3,0 + εG3,1 + ε2G3,2 + . . . (2.10)

avec
G3,k ∈ H− 1

2 , k = −2,−1, 0, 1, 2 . . .

ei‖j(ε;u(ε)) =
1

ε
e−1
i‖j + e0

i‖j + εe1
i‖j + ε2e2

i‖j + . . . ,

eij(ε; v) =
1

ε
e−1
i‖j(v) + e0

i‖j(v) + εe1
i‖j(v) + ε2e2

i‖j(v) + . . . , (2.11)

Le comportement asymptotique des fonctions g(ε) et Aijkl(ε) implique que (voir [12] sec-
tion 3.4)

g(ε) = a+O(ε)
√
g(ε) =

√
a+ ε(

√
a)1 + ε2(

√
a)2 + o(ε2) (2.12)

Aijkl
√
g(ε) = Aijkl(0)

√
a+ εBijkl,1 + ε2Bijkl,2 + o(ε2), (2.13)

où 



Aαβγδ(0) = λaαβaγδ + µ(aαγaβδ + aαδaβγ)

Aαβ33(0) = λaαβ, Aα3γ3(0) = µaαγ, A3333(0) = λ+ 2µ

Aαβγ3(0) = Aα333(0) = 0

(2.14)

et 



e−1
α‖β = 0

e−1
α‖3 = 1

2
∂3u

0
α

e−1
3‖3 = ∂3u

0
3

(2.15)





e0
α‖β = 1

2
(∂βu

0
α + ∂αu

0
β)− Γσαβu

0
σ − bαβu0

3

e0
α‖3 = 1

2
(∂3u

1
α + ∂αu

0
3) + bσαu

0
σ

e0
3‖3 = ∂3u

1
3

(2.16)
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e1
α‖β = 1

2
(∂βu

1
α + ∂αu

1
β)− Γσαβu

1
σ − bαβu1

3 + x3{bσβ|αu0
σ + bσαbσβu

0
3}

e1
α‖3 = 1

2
(∂3u

2
α + ∂αu

1
3) + bσαu

1
σ + x3b

τ
αb
σ
τu

0
σ

e1
3‖3 = ∂3u

2
3

(2.17)





e−1
α‖β(v) = 0

e−1
α‖3(v) = 1

2
∂3vα

e−1
3‖3(v) = ∂3v3

(2.18)





e0
α‖β(v) = 1

2
(∂βvα + ∂αvβ)− Γσαβvσ − bαβv3

e0
α‖3(v) = 1

2
∂αv3 + bσαvσ

e0
3‖3(v) = 0

(2.19)





e1
α‖β(v) = x3b

α
β|αvσ + x3b

σ
αbσβv3

e1
α‖3(v) = x3b

τ
αb
σ
τ vσ

e1
3‖3(v) = 0

(2.20)

Lemme 2.1
Soit ω un ouvert de R2 de frontière γ, soit Ω = ω×]− 1, 1[, et soit w ∈ Lp(Ω), p>1, vérifiant :∫

Ω
w∂3vdx = 0 pour tout v ∈ C∞(Ω̄) tel que v = 0 sur γ × [−1, 1]. Alors w = 0

Preuve
Soit ϕ ∈ D(Ω) et v : Ω̄→ R définie par :

v(x1, x2, x3) =
∫ x3

−1
ϕ(x1, x2, τ)dτ pour tout (x1, x2, x3) ∈ Ω̄

alors v ∈ C∞(Ω̄) et v = 0 sur γ × [−1, 1] ;
donc

∫
Ω
wϕdx = 0 =

∫
Ω
w∂3ϕdx = 0 ce qui entraîne w = 0 p.p sur Ω

2.2.6 Modèle de coque membranaire

On se propose quelques modèles bidimensionnels de coques membranaires obtenus par
l’analyse asymptotique formelle à partir du modèle tridimensionnel de coques élastiques
minces constituées d’un matériau isotrope et homogène.
On suppose qu’il existe deux fonctions f i,0 ∈ L2(Ω), hi,1 ∈ L2(Γ−) tel que

f i(ε)(x) = f i,0(x),∀x ∈ Ω (2.21)

hi(ε)(x) = εhi,1, ∀x ∈ Γ− (2.22)

G3,ε(xε) = εG3(ε)(x) pour xε ∈ Γε+ et x ∈ Γ+, (2.23)

d(ε) = d
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On substitue (2.9), (2.10) , (2.12), (2.13), (2.21) , (2.22) et (2.23) dans l’équation varia-
tionnel de (2.8), et on identifie les termes du même ordre de ε ; on obtient aux ordres ε−2,
ε−1 et ε0 respectivement les équations :

P−2
{∫

Ω
Aijkl(0)e−1

k‖le
−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−2, v3

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω) (2.24)

P−1
{∫

Ω
Aijkl(0)(e0

k‖le
−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
0
i‖j(v))

√
adx = 〈G3,−2, v3(

√
a)1〉+ 〈G3,−1, v3

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

(2.25)

P 0





∫
Ω
Aijkl(0)(e0

k‖le
0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
1
i‖j(v))

√
adx+

∫
Ω
Bijkl,1(0)(e0

k‖le
−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
0
i‖j(v))dx

+
∫

Ω
Bijkl,2(0)e−1

k‖le
−1
i‖j(v) =

∫
Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ−
hi,1vi

√
adΓ

+〈G3,0, v3

√
a〉+ 〈G3,−1, v3(

√
a)1〉+ 〈G3,−2, v3(

√
a)2〉 ∀v ∈ V(Ω).

(2.26)

De même, on substitu (2.9),(2.10) et (2.12) dans l’inéquation variationnelle de (2.8) on
obtient

1

ε2
(〈G3,−2, (v3 − u0

3)
√
a〉) +

1

ε
(〈G3,−1, (v3 − u0

3)
√
a〉+ 〈G3,−2, (v3 − u0

3)(
√
a)1 − u1

3

√
a〉)+

(〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉) + 〈G3,−1, (v3 − u0

3)(
√
a)1 − u1

3

√
a〉+ 〈G3,−2, (v3 − u0

3)(
√
a)2

− u1
3(
√
a)1 − u2

3

√
a〉) + ε[. . . ] + · · · > 0, ∀v3 ∈ K(Ω)

(2.27)

•Etape (a) : Le problème de Signorini d’ordre ε−2

On multiplie (2.27) par ε2 et on tend ε vers 0, on obtient

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω), (2.28)

le problème de Signorini d’ordre ε−2est formulé comme suit

(P−2
c )





∫
Ω
Aijkl(0)e−1

k‖le
−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−2, v3

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(2.29)

On choisit v ∈ V (Ω) indépendant de x3dans (2.29) (e−1
i‖j(v) = 0), on obtient :




〈G3,−2, v3

√
a〉 = 0,∀v3 ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 sur ∂ω}

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(ω) = {η ∈ V (ω); η 6 d}

(2.30)

alors
G3,−2 = 0 (2.31)
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En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0), on a :

∫

Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 0 ∀v ∈ V(Ω) (2.32)

donc de l’ellipticité des coefficients Aijkl(0) on déduit que

e−1
i‖j = e−1

i‖j(u
0) = 0 (2.33)

D’après le théorème (2.1) on obtient : ∂3u
0 = 0 dans Ω. D’où le terme principal

u0 ∈ V(Ω) est indépendant de x3 et peut être identifié avec un champ de vecteurs
ξ0 ∈ H1(ω) satisfaisant ξ0 = 0 sur γ0.

D’après l’identification des coefficients de ε−2 on obtient les relations :



ξ0 ∈ V(ω) = {η = (ηi) ∈ H1(ω); η = 0 sur γ0}
e−1
i‖j = 0 dans Ω

(2.34)

•Etape (b) : Le problème de Signorini d’ordre ε−1

Si l’on injecte les résultats (2.31), (2.34) dans (2.25), on obtient l’équation simplifiée
∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−1, v3

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω). (2.35)

De même, nous remplaçons (2.31) dans (2.27) et nous multiplions le résultat par ε,
nous tendons ε vers zéro, on obtient :

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω). (2.36)

Le problème de Signorini à l’ordre ε−1 est formulé comme suit

(P−1
c )





∫
Ω
Aijkl(0)e0

k‖le
−1
i‖j(v)

√
adx = 〈G3,−1, v3

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(2.37)

nous choisissons la fonction test v ∈ V(Ω) indépendante de x3 dans (2.37), on
trouve :




〈G3,−1, v3

√
a〉 = 0 ∀v3 ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 sur ∂ω}

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(ω) = {η ∈ V (ω); η 6 d}

(2.38)

d’où
G3,−1 = 0. (2.39)
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Donc, de (2.14), (2.37) et (2.39) nous obtenons
∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx =

∫

Ω

(Aαβγδ(0)e0
γ‖δ + Aαβ33(0)e0

3‖3)e−1
α‖β(v)

√
adx+

4

∫

Ω

Aα3γ3(0)e0
γ‖3e

−1
α‖3(v)

√
adx+

∫

Ω

(A33γδ(0)e0
γ‖δ + A3333(0)e0

3‖3)e−1
3‖3(v)

√
adx = 0 ∀v ∈ V(Ω).

(2.40)

De (??),(2.14) et (2.18) :

∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx =

∫

Ω

(
2µaασe0

σ‖3∂3vα + (λaαβe0
α‖β + (λ+ 2µ)e0

3‖3)∂3v3

)√
adx = 0

∀v ∈ V(Ω). D’après le théorème (2.1)et (2.18) on obtient les équations :

e0
σ‖3 = 0 et e0

3‖3 = − λ

λ+ 2µ
aστe0

σ‖τ dans Ω

•Etape (c) : Le problème de Signorini d’ordre ε0

Maintenant, nous nous intéressons à l’identification du problème où le terme (u0, G0)

est solution.
Tout d’ abord, nous choisissons v = (0, 0, v3) ∈ V(Ω) dans (2.40). On a alors

e−1
α‖β(v) = e−1

α‖3(v) = 0, e−1
3‖3(v) = ∂3v3

et ∫

Ω

(A33γδ(0)e0
γ‖δ + A3333(0)e0

3‖3)∂3v3

√
adx = 0. (2.41)

Pour résoudre l’équation (2.41), nous utilisons le lemme (2.1) nous obtenons

e0
3‖3 =

A33γδ(0)

A3333(0)
e0
γ‖δ =

λ

λ+ 2µ
aγδe0

γ‖δ. (2.42)

Deuxièment, nous choisissons v = (v1, v2, 0) ∈ V(Ω) dans (2.40), alors

e−1
α‖β(v) = e−1

3‖3(v) = 0, e−1
α‖3(v) = 1

2
∂3vα

et ∫

Ω

Aα3γ3(0)e0
γ‖3∂3vα

√
adx = 0 (2.43)

impliquent que
e0
γ‖3 = 0. (2.44)

En utilisant maintenant (2.31), (2.34), (2.39), (2.42) et (2.44) , alors le problème
(P 0) est réduit à
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∫
Ω
Aijkl(0)(e0

k‖le
0
i‖j(v) + e1

i‖je
−1
k‖l(v))

√
adx+

∫
Ω
Bijk,le0

k‖le
−1
i‖j(v)dx =

∫
Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ−
hi,1vi

√
adΓ

+〈G3,0, v3

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω).

(2.45)

En remplaçant (2.31) et (2.39) dans (2.27) et en tendant ε vers zéro, on obtient

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 (2.46)

Nous concluons que le problème de Signorini à l’ordre ε0 est formulé comme suit

(P 0
c )





∫
Ω
Aijkl(0)(e0

k‖le
0
i‖j(v) + e1

i‖je
−1
k‖l(v))

√
adx+

∫
Ω
Bijk,le0

k‖le
−1
i‖j(v)dx

=
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ− h

i,1vi
√
adΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω).

(2.47)

Si nous choisissons la fonction test dans l’équation variationnelle de (P 0
c ) indépen-

dante de x3, v = η(x1, x2) nous aurons :





e−1
i‖j(v) = 0

e0
α‖β(v) = e0

α‖β(η) = eαβ(η)− Γσαβησ − bαβη3

e0
α‖3(v) = e0

α‖β(η) = 1
2
∂αη3 + bσαησ

e0
3‖3(v) = e0

3‖3(η) = 0.

(2.48)

Par conséquent, la première équation variationnelle est réduite à

∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫

Ω

f i,0vi
√
adx+

∫

Γ−
hi,1vi

√
adΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉. (2.49)

En utilisant (2.42), (2.44) et (2.48) on obtient

∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫

Ω

Aαβγδ(0)e0
γ‖σe

0
α‖β(η)

√
adx+

∫

Ω

Aαβ33(0)e0
3‖3e

0
α‖β(η)

√
adx

=

∫

ω

aαβγδe0
γ‖δe

0
α‖β(η)

√
adx1dx2

(2.50)

où
aαβγδ =

4λµ

λ+ 2µ
aαβaγδ + 2µ(aαγaβδ + aαδaβγ) (2.51)

les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité bidimensionnel mis à l’échelle
de la coque.
Par conséquent, si nous choisissons la fonction test v = η(x1, x2) dans (P 0

c ) nous
concluons que le problème de Signorini à l’ordre 0, ce qui est l’approximation asymp-
totique du problème (P (ε,Ω)) (2.8), est formulé comme suit :
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PM(ω)





Trouver(u0, G3,0) ∈ K(ω)×H− 1
2 (ω)

∫
ω
aαβγδe0

γ|δe
0
αβ(η)

√
adx1dx2 =

∫
ω
piηi
√
adx1dx2 + 〈G3,0, η3

√
a〉, ∀η ∈ V(ω)

〈G3,0, (η3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀η3 ∈ K(ω)

(2.52)
où

K(ω) = {η ∈ V(ω); η3 6 d)}

pi =

∫ 1

−1

f i,0dx3 + hi,1(.,−1).

2.3 Le cas avec frottement de Coulomb

On va étudier dans cette partie, le même problème précédent en supposant que le
contact unilatéral est avec frottement de Coulomb.

2.3.1 Problème classique (P̂ ε.C)

P̂ ε.C





Trouver ûε telque :

−∂̂εj σ̂εij(ûε) = f̂ εi dans Ω̂ε

σ̂εij(û
ε)n̂εj = ĥεi sur Γ̂−

ûε = 0 sur Γ̂ε0

ûεN ≤ d̂ε, Ĝε
N ≤ 0, Ĝε

N(ûεN − d̂ε) = 0, sur Γ̂ε+

|σ̂ετ | < ν|σ̂εN | ⇒ ûετ = 0 sur Γ̂ε+

|σ̂ετ | < ν|σ̂εN | ⇒ ∃δ > 0, ûετ = −δσ̂ετ sur Γ̂ε+

(2.53)

tels que :

σ̂εij(û
ε) = Âijlk,εêεkl(û

ε), (2.54)

Âijlk,ε = λεδijδkl + µε(δikδjl + δilδjk), (2.55)

êεij(û
ε) =

1

2
(∂̂εi û

ε
j + ∂̂εj û

ε
i ). (2.56)
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2.3.2 Problème variationnel (P̂ ε.V )

Théorème 2.2
Le problème précédent (P̂ ε.C) est formellement équivalent au problème (P̂ ε.V )

P̂ ε.V





Trouver (ûε, Ĝε) ∈ K(Ω̂ε)×H−
1
2 (Γ̂ε+) tel que :

âε(ûε, v̂ε) = L̂ε(v̂ε) + 〈Ĝε
i , v̂

ε
i 〉 ∀v̂ε ∈ V(Ω̂ε)

〈Ĝε
N , v̂N − ûεN〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ K(Ω̂ε)

〈Ĝε
T , v̂T − ûεT 〉+ 〈ν|Ĝε

N |, |v̂εT | − |ûεT |〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ V(Ω̂ε)

(2.57)

âε(ûε, v̂ε) =

∫

Ω̂ε
Âijlk,εêεkl(û

ε)eεij(v̂)dx̂ε

L̂ε(v̂) =

∫

Ω̂ε
f̂ εi v̂i dx̂

ε +

∫

Γ̂ε−

ĥεi v̂i dΓ̂ε

〈Ĝε
i , φ̂

ε
i 〉 =

∫

Γ̂ε+

Ĝε
i φ̂

ε
i dΓ̂ε

〈., .〉présente le crochet de dualité sur Γ̂ε+,

V(Ω̂ε) = {v̂ε = (v̂εi ) ∈ H1(Ω̂ε), v̂ε = 0 sur Γ̂ε0},H1(Ω̂ε) = (H1(Ω̂ε))3

K(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ V(Ω̂ε)/v̂εN ≤ d̂ε sur Γ̂ε+}

Preuve
Voir [21] .

Remarque 5

Pour ûε assez régulier, alors les problèmes P̂ ε · C et P̂ ε · V sont équivalents.

2.3.3 Problème variationnel (P̂ ε.V ) en coordonnées curvilignes

On transforme le problème précédent écrit en coordonnées cartésiennes x̂ε = (x̂εi )

en un problème écrit en coordonnées curvilignes xε = (xεi ) mieux adaptées à l’étude
des coques.

Théorème 2.3

(P ε · V )





Trouver (uε, Gε) ∈ K(Ωε)×H−
1
2 (Γε+) tel que :

aε(uε, vε) = Lε(vε) + 〈Gi,ε, vεi
√
gε〉 ∀vε ∈ V(Ωε)

〈G3,ε, (vε3 − uε3)
√
gε〉 ≥ 0 ∀vε3 ∈ K(Ωε)

〈Gε
T , (v

ε
T − uεT )

√
gε〉+ 〈Λ|G3,ε|, (|vεT | − |uεT |)

√
gε〉 ≥ 0 ∀vε ∈ V(Ωε)

(2.58)
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où
aε(uε, vε) =

∫
Ωε
Aijkl,εeεk‖l(u

ε)eεk‖l(v
ε)
√
gεdxε, Aijkl,ε = λgij,εgkl,ε+µ(gik,εgjl,ε+gil,εgjk,ε)

eεi‖j(v
ε) = 1

2
(vεi‖j+v

ε
j‖i), v

ε
i‖j = ∂εjv

ε
i−Γk,εij v

ε
k, L

ε(vε) =
∫

Ωε
f i,εvεi

√
gεdxε+

∫
Γε−
hi,εvεi

√
gεdΓε

V(Ωε) = {vε = (vεi ) ∈ H1(Ωε), vε = 0 sur Γε0}, K(Ωε) = {vε ∈ V(Ωε)/vε3 ≤
dε surΓε+}, dε = d̂ε

Preuve

Voir([21] )

.

2.3.4 Position du problème variationnel sur un domaine indé-

pendant de l’épaisseur

L’objectif de l’analyse asymptotique est de connaître le comportement de la solution
uε du problème P ε(Ωε) lorsque εtend vers zéro. Pour cela il est important que le
domaine sur lequel est posé le problème ne dépend pas de ε.

On garde la même mise à l’échelle pour les données que celle fait dans le cas sans
frottement.

On peut alors réécrire le problème variationnel P ε(Ωε) (2.58) sur l’ouvert fixe Ω :

P (ε,Ω)





Trouver (u(ε), G(ε)) ∈ K(Ω)× (H−
1
2 (Γ+))3 tel que :∫

Ω
Aijkl(ε)ek‖l(ε, u(ε))ei‖j(ε, v)

√
g(ε)dx = L(v) + ε〈Gi(ε), vi

√
g(ε)〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3(ε), (v3 − u3(ε)
√
g(ε))〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

〈GT (ε), ((v − u(ε))− (vT − uT (ε)))
√
g(ε)〉+ 〈Λ|G3(ε)|, (|vT | − |uT (ε)|)

√
g(ε)〉 > 0

∀v ∈ V(Ω)

(2.59)

où :

L(v) =

∫

Ω

f i(ε)vi
√
g(ε)dx+

1

ε

∫

Γ−

hi(ε)vi
√
g(ε)dΓ

ei‖j(ε, v) =
1

2
(vi‖j(ε) + vj‖i(ε))

vi‖j(ε) = ∂jvi − Γkij(ε)vk

V(Ω) = {v = (vi) ∈ H1(Ω), v = 0 sur Γ0}
K(Ω) = {v ∈ V(Ω)/v3 6 d}
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2.3.5 Modèle de coque membranaire

On se propose quelques modèles bidimensionnels de coques membranaires obtenus
par l’analyse asymptotique formelle à partir du modèle tridimensionnel de coques
élastiques minces constituées d’un matériau isotrope et homogène,entrant en contact
avec frottement de Coulomb contre un obstacle rigide.
On suppose qu’il existe deux fonctions f i,0 ∈ L2(Ω), hi,1 ∈ L2(Γ−) tel que

f i(ε)(x) = f i,0(x),∀x ∈ Ω (2.60)

hi(ε)(x) = εhi,1,∀x ∈ Γ− (2.61)

d(ε) = d

Gi,ε(xε) = εGi(ε)(x),∀x ∈ Γ+ (2.62)

Gi(ε) = Gi,0 + εGi,1 + ε2Gi,2 + .. (2.63)

On substitue (2.9), (2.12), (2.13) , (2.60), (2.61), (2.62) et (2.63) dans l’équation
variationnel de (2.59), et on identifie les termes du même ordre de ε ; on obtient à
l’ordre ε−2, ε−1 et ε0 respectivement les équations :

P−2
{∫

Ω
Aijkl(0)e−1

k‖le
−1
i‖j(v)

√
adx = 〈Gi,−2, vi

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω) (2.64)

P−1





∫
Ω
Aijkl(0)(e0

k‖le
−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
0
i‖j(v))

√
adx = 〈Gi,−2, vi(

√
a)1〉

+〈Gi,−1, vi
√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

(2.65)

P 0





∫
Ω
Aijkl(0)(e0

k‖le
0
i‖j(v) + e1

k‖le
−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
1
i‖j(v))

√
adx+

∫
Ω
Bijkl,1(0)(e0

k‖le
−1
i‖j(v) + e−1

k‖le
0
i‖j(v))dx

+
∫

Ω
Bijkl,2(0)e−1

k‖le
−1
i‖j(v)dx =

∫
Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ
hi,1vi

√
adΓ

+〈Gi,0, vi
√
a〉+ 〈Gi,−1, vi(

√
a)1〉+ 〈Gi,−2, vi(

√
a)2〉 ∀v ∈ V(Ω)

(2.66)

De même, en substituant (2.9), (2.12) et (2.63) dans l’inéquation variationnelle de
(2.59) on obtient





εd〈G3,d, (v3 − u0
3)
√
a〉+

∑
s>d ε

s〈G̃3,s, ṽs3〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

εd
(
〈Gd

T , ((v − u0)− (vT − u0
T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,d|, (|vT | − |u0

T |)
√
a)〉
)

+
∑

s>0 ε
s
(
〈G̃s

T , ṽ
s
T 〉
)
> 0 ∀v ∈ K(Ω)

(d > −2)

(2.67)
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• Etape (1) : Le problème de Signorini d’ordre ε−2

On multiplie (2.67) par ε2 et on tend ε ver 0, on obtient

{
〈G3,−2, (v3 − u0

3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G−2
T , ((v − u0)− (vT − u0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,−2|, (|vT | − |u0

T |)
√
a)〉 > 0 ∀v ∈ K(Ω)

(2.68)

le problème de Signorini d’ordre ε−2 est

(P−2
c )





∫
Ω
Aijkl(0)e−1

k‖le
−1
i‖j(v)

√
adx = 〈Gi,−2, vi

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G−2
T , ((v − u0)− (vT − u0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,−2|, (|vT | − |u0

T |)
√
a)〉 > 0 ∀v ∈ V(Ω)

(2.69)
On choisit v ∈ V(Ω) indépendant de x3, dans (2.69) ,(e−1

i‖j(v) = 0), on obtient :





〈Gi,−2, vi
√
a〉 = 0,∀vi ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 sur ∂ω}

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(ω) = {η ∈ V (ω); η 6 d}

〈G−2
T , ((v − u0)− (vT − u0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,−2|, (|vT | − |u0

T |)
√
a)〉 > 0 ∀v ∈ V(Ω)

(2.70)
alors

Gi,−2 = 0 donc G3,−2 = Gα,−2 = 0 (2.71)

En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0), on a :

∫

Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 0 ∀v ∈ V(Ω) (2.72)

donc de l’ellipticité de Aijkl(0) on déduit alors

e−1
i‖j = e−1

i‖j(u
0) = 0 (2.73)

D’après le théorème (2.1) on obtient : ∂3u
0 = 0 dans Ω. D’où le terme principale

u0 ∈ V(Ω) est indépendant de x3 et peut être identifié avec un champ de vecteurs
ξ0 ∈ H1(ω) satisfaisant ξ0 = 0 sur γ0.

D’après l’identification des coefficients de ε−2 on obtient les relations :



ξ0 ∈ V(ω) = {η = (ηi) ∈ H1(ω); η = 0 sur γ0}
e−1
i‖j = 0 dans Ω

(2.74)
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• Etape (2) : Le problème de Signorini d’ordre ε−1

Si l’on injecte les résultats (2.71), (2.73) dans (2.65), on obtient l’équation simplifiée
∫

Ω

Aijkl(0)e−1
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 〈Gi,−1, vi

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω) (2.75)

De même, nous remplaçons (2.71) dans (2.67) et nous multiplions le résultat par ε
et on tend ε vers zéro, on obtient :



〈G3,−1, (v3 − u0

3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ V (Ω)

〈G−1
T , ((v − u0)− (vT − u0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,−1|, (|vT | − |u0

T |)
√
a)〉 > 0 ∀v ∈ K(Ω).

(2.76)

Le problème de Signorini à l’ordre ε−1 est formulé comme suit

(P−1
c )





∫
Ω
Aijkl(0)e0

k‖le
−1
i‖j(v)

√
adx = 〈Gi,−1, vi

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G−1
T , ((v − u0)− (vT − u0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,−1|, (|vT | − |u0

T |)
√
a)〉 > 0 ∀v ∈ V(Ω)

(2.77)
nous choisissons la fonction test v ∈ V(Ω) indépendante de x3 dans (2.77), on
trouve :




〈Gi,−1, vi
√
a〉 = 0 ∀vi ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 sur ∂ω}

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(ω) = {η ∈ V (ω); η 6 d}

〈G−1
T , ((v − u0)− (vT − u0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,−1|, (|vT | − |u0

T |)
√
a)〉 > 0 ∀v ∈ V(Ω)

(2.78)
d’où

Gi,−1 = 0 donc G3,−1 = Gα,−1 = 0 (2.79)

Donc, de (2.14), (2.77) et (2.79) nous obtenons
∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx =

∫

Ω

(Aαβγδ(0)e0
γ‖δ + Aαβ33(0)e0

3‖3)e−1
α‖β(v)

√
adx+

4

∫

Ω

Aα3γ3(0)e0
γ‖3e

−1
α‖3(v)

√
adx+

∫

Ω

(A33γδ(0)e0
γ‖δ + A3333(0)e0

3‖3)e−1
3‖3(v)

√
adx = 0

∀v ∈ V(Ω)

(2.80)
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de (??),(2.14) et (2.18) :
∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx

=

∫

Ω

(
2µaασe0

σ‖3∂3vα + (λaαβe0
α‖β + (λ+ 2µ)e0

3‖3)∂3v3

)√
adx

= 0 ∀v ∈ V(Ω).

D’après le Lemme (2.1)et (2.18) on obtient les équations :

e0
σ‖3 = 0 et e0

3‖3 = − λ

λ+ 2µ
aστe0

σ‖τ dans Ω

• Etape (3) : Le problème de Signorini d’ordre ε0

Maintenant, nous nous intéressons à l’identification du problème où le terme (u0, G0)

est solution.
Tout d’abord, nous choisissons v = (0, 0, v3) ∈ V(Ω) dans (2.80). On a alors

e−1
α‖β(v) = e−1

α‖3(v) = 0, e−1
3‖3(v) = ∂3v3

et ∫

Ω

(A33γδ(0)e0
γ‖δ + A3333(0)e0

3‖3)∂3v3

√
adx = 0 (2.81)

Pour résoudre l’équation (2.81), nous avons besoin du Lemme (2.1) on a

e0
3‖3 =

A33γδ(0)

A3333(0)
e0
γ‖δ =

λ

λ+ 2µ
aγδe0

γ‖δ (2.82)

Deuxièmement, nous choisis v = (v1, v2, 0) ∈ V(Ω) dans (2.80), alors

e−1
α‖β(v) = e−1

3‖3(v) = 0, e−1
α‖3(v) = 1

2
∂3vα

et ∫

Ω

Aα3γ3(0)e0
γ‖3∂3vα

√
adx = 0 (2.83)

ce qui implique lors de l’application du Lemme (2.1) que

e0
γ‖3 = 0. (2.84)

En utilisant maintenant (2.71), (2.73), (2.79), (2.82) et (2.84) , alors le problème
(P 0) est réduit à





∫
Ω
Aijkl(0)(e0

k‖le
0
i‖j(v) + e1

i‖je
−1
k‖l)
√
adx+

∫
Ω
Bijk,le0

k‖le
−1
i‖j(v)

=
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ−
hi,1vi

√
adΓ + 〈Gi,0, vi

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

(2.85)
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En remplaçant (2.71) et (2.79) dans (2.67) et en tendant ε vers zéro, on obtient




〈G3,0, (v3 − u0

3)
√
a〉 > 0

〈G0
T , ((v − u0)− (vT − u0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,0|, (|vT − |u|0T |)

√
a)〉 > 0 ∀v ∈ V(Ω)

(2.86)

Nous concluons que le problème de Signorini de l’ordre ε0 est formulé comme suit

(P 0
c )





∫
Ω
Aijkl(0)(e0

k‖le
0
i‖j(v) + e1

i‖je
−1
k‖l)
√
adx+

∫
Ω
Bijk,le0

k‖le
−1
i‖j(v)

=
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ− h

i,1vi
√
adΓ + 〈Gi,0, vi

√
a〉 ∀v ∈ V(Ω)

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

〈G0
T , ((v − u0)− (vT − u0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,0|, (|vT | − |u0

T |)
√
a)〉 > 0 ∀v ∈ V(Ω)

(2.87)
Si nous choisissons la fonction test dans l’équation variationnelle de (P 0

c ) indépen-
dante de x3, v = η(x1, x2) nous aurons :





e−1
i‖j(v) = 0

e0
α‖β(v) = e0

α‖β(η) = eαβ(η)− Γσαβησ − bαβη3

e0
α‖3(v) = e0

α‖β(η) = 1
2
∂αη3 + bσαησ

e0
3‖3(v) = e0

3‖3(η) = 0

(2.88)

Par conséquent, la première équation variationnelle est réduite à

∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫

Ω

f i,0vi
√
adx+

∫

Γ−
hi,1vi

√
adΓ + 〈Gi,0, vi

√
a〉 (2.89)

En utilisant (2.82), (2.84) et (2.88) on obtient

∫

Ω

Aijkl(0)e0
k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫

Ω

Aαβγδ(0)e0
γ‖σe

0
α‖β(η)

√
adx+

∫

Ω

Aαβ33(0)e0
3‖3e

0
α‖β(η)

√
adx

=

∫

ω

aαβγδe0
γ‖δe

0
α‖β(η)

√
adx1dx2

(2.90)

où
aαβγδ =

4λµ

λ+ 2µ
aαβaγδ + 2µ(aαγaβδ + aαδaβγ), (2.91)

sont les composantes contravariants du tenseur d’élasticité bidimensionnel mis à
l’échelle de la coque.
Par conséquent, si nous choisissons la fonction test v = η(x1, x2) dans (P 0

c ) nous
constatons que le problème de Signorini d’ordre 0, qui est l’approximation asympto-
tique du problème (P (ε,Ω)) (2.59), est formulé comme suit
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Trouver (u0, G0) ∈ K(ω)× (H−
1
2 (ω))3tel que :

∫
ω
aαβγδe0

γ|δe
0
αβ(η)

√
adx1dx2 =

∫
ω
piηi
√
adx1dx2 + 〈Gi,0, ηi

√
a〉, ∀η ∈ V(ω)

〈G3,0, (η3 − ξ0
3)
√
a〉 > 0 ∀η3 ∈ K(ω)

〈G0
T , ((η − ξ0)− (ηT − ξ0

T ))
√
a〉+ 〈Λ|G3,0|, (|ηT | − |ξ0

T |)
√
a)〉 > 0 ∀η ∈ V(ω)

(2.92)
où

K(ω) = {η ∈ V(ω; η3 6 d)}

pi =

∫ 1

−1

f i,0dx3 + hi,1(.,−1)
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Chapitre 3

Etude de la convergence des solutions
du problème variationnel mis à
l’échelle P (ε,Ω) pour une coque

elliptique membranaire.

Dans ce chapitre 1, on établit un théorème de convergence des solutions du problème
variationnel P (ε,Ω) d’une coque elliptique membranaire, i.e, sa surface moyenne S = θ(ω̄)

est elliptique qui se caractérise par la courbure Gaussienne (voir [13] ou [12, p.121]),
par exemple une partie d’un ellipsoïde. On suppose aussi qu’elle est totalement encastrée.
On va prouver que sa limite est solution d’un problème bidimensionnel ce qui valide les
résultats obtenus par la méthode des développements asymptotiques formels (Chapitre 3).

On va étudier chaque fois le cas de contact sans frottement puis le cas de contact avec
frottement de Coulomb.

Nous énonçons maintenant quelques résultats qu’on aura besoin par la suite :

3.1 Le cas de contact sans frottement

Théorème 3.1
On Suppose que θ ∈ C3(ω̄,R3) , et on considère une famille de coques membranaires, li-
néairement élastiques et elliptiques ; d’épaisseur 2ε qui s’approche de zéro, dont la surface
moyenne S = θ(ω̄) est la même pour toutes les coques. Soit (u(ε), G3(ε)) la solution du pro-
blème PM(ε,Ω) ; si 0 < ε ≤ ε0 ; alors il existe des fonctions u∗α ∈ H1(Ω) satisfaisants u∗α = 0

sur γ × [−1, 1], u∗3 ∈ L2(Ω) et G3∗ ∈ L2(ω) tels que :

uα(ε)→ u∗α dans H1(Ω)

u3(ε)→ u∗3 dans L2(Ω)

G3(ε) ⇀ G3∗ dans L2(ω)

1. La première section de ce chapitre est l’objet d’une communication au séminaire international TAM-
TAM’11, Sousse, Tunisie.
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quand ε→ 0.
u∗ := (u∗i ) est indépendante de x3.

En outre la moyenne ; ū∗ := 1
2

∫ 1

−1
u∗dx3 satisfait le problème variationnel bidimensionnel

mis à l’échelle PM(ω) d’une coque elliptique membranaire linéairement élastique suivant :

(PM(ω))





Trouver (ū∗3, G
3∗) ∈ KM(ω)× L2(ω) tel que :∫

ω
aαβστγστ (ū

∗
3)γαβ(η)

√
ady =

∫
ω
piηi
√
ady + 〈G3∗, η̄3〉 ∀η = (ηi) ∈ VM(ω)

〈G3∗, η̄3 − ū∗3〉 ≥ 0 ∀ η3 ∈ KM(ω)

tels que

KM(ω) = {η = (ηi) ∈ VM(ω)/η3 ≤ d};

VM(ω) = H1
0 (ω)×H1

0 (ω)× L2(ω)

γαβ(η) :=
1

2
(∂βηα + ∂αηβ)− Γσαβησ − bαβη3

aαβστ :=
4λu

λ+ 2u
aαβaστ + 2u(aασaβτ + aατaβσ)

pi :=

∫ 1

−1

f idx3 + hi− et hi− = h(.,−1)

Preuve
La preuve de ce théorème est divisée en huit étapes. Pour des raisons techniques la considéra-
tion des forces de surface n’est pas prise en compte .

Etape1 On montre dans cette partie que les suites {uα(ε)},{u3(ε)} et {ei‖j(ε)} admettent
des sous-suites notées aussi, respectivement par {uα(ε)},{u3(ε)} et {ei‖j(ε)} vérifiants
les convergences faibles suivantes :

uα(ε) ⇀ u∗α dans H1(Ω),

u3(ε) ⇀ u∗3 dans L2(Ω),

ei‖j(ε) ⇀ e∗i‖j dans L2(Ω).

En utilisant l’inégalité de Korn tridimensionnelle on obtient : ∃ des constantes CM et

45



3.1. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

Ce tels que :

C−2
M

∑

i

|ui(ε)|20,Ω ≤ C−2
M

(∑

α

‖uα(ε)‖2
1,Ω + |u3(ε)|20,Ω

)

≤
∑

ij

|ei‖j(ε)|20,Ω

≤ Ceg
−1
2

0

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)ei‖j(ε)
√
g(ε)dx

= Ceg
−1
2

0

(∫

Ω

f iui(ε)
√
g(ε)dx+ 〈

√
g(ε)G3(ε), u3(ε)〉

)

≤ Ceg
−1
2

0

∫

Ω

f iui(ε)
√
g(ε)dx

≤ Ceg
−1
2

0 g
1
2
1

{∑

i

|f i|20,Ω

} 1
2
{∑

i

|ui(ε)|20,Ω

} 1
2

D’où, il existe des constantes C1, C2 et C3 indépendantes de ε telles que :
‖uα(ε)‖1,Ω ≤ C1, |u3(ε)|0,Ω ≤ C2 et |ei‖j(ε)|0,Ω ≤ C3.
On déduit que les suites {uα(ε)}, {u3(ε)} et {ei‖j(ε)} sont bornées, respectivement dans
H1(Ω), L2(Ω) et L2(Ω). Ce qui nous permet d’extraire des sous-suites toujours notées
respectivement par {uα(ε)}, {u3(ε)} et {ei‖j(ε)} qui admettent des limites faibles res-
pectivement dans H1(Ω), L2(Ω) et L2(Ω) qu’on note u∗α, u∗3 et e∗i‖j respectivement.

Etape2 On montre que les fonctions u∗i trouvées dans (i) sont indépendantes de x3.
D’après (i) :

∂3uα(ε) + ε∂αu3(ε) = 2ε{eα‖3(ε) + Γσα3(ε)uσ(ε)} → 0 dans L2(Ω);

en effet, d’après (i) la suite (u3(ε)) est bornée dans L2(Ω) et uα(ε) ⇀ u∗α dans H1(Ω) et
Γσα3(ε) convergent dans C0(Ω̄) (voir [12, Thm.3.3.1]).
D’autre part, pour tout ϕ ∈ D(Ω) :

∫

Ω

∂3u
∗
αϕdx = lim

ε→0

∫

Ω

∂3uα(ε)ϕdx,

lim
ε→0

{∫

Ω

ε∂αu3(ε)ϕdx

}
= − lim

ε→0

{∫

Ω

εu3(ε)∂αϕdx

}
= 0

Donc :

0 = lim
ε→0

{∫

Ω

(∂3uα(ε) + ε∂αu3(ε))ϕdx

}
=

∫

Ω

∂3u
∗
αϕdx,

ce qui donne ∂3u
∗
α = 0 dans Ω au sens des distributions.

La partie (i)implique également que ∂3u3(ε) = εe3‖3(ε)→ 0 dans L2(Ω).
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Pour tout ϕ ∈ D(Ω), de u3(ε) ⇀ u∗3 dans L2(Ω) on a

∫

Ω

∂3u
∗
3ϕdx = −

∫

Ω

u∗3∂3ϕdx = − lim
ε→0

∫

Ω

u3(ε)∂3ϕdx = lim
ε→0

∫

Ω

∂3u3(ε)ϕdx = 0

ce qui implique ∂3u
∗
3 = 0 dans Ω au sens des distributions.

Etape3 Les limites e∗i‖j trouvées dans (i) sont indépendantes de x3, de plus elles sont en
rapport avec la limite u∗ := (u∗i ) par :

e∗α‖β = γαβ(u∗) :=
1

2

(
∂αu

∗
β + ∂βu

∗
α

)
− Γσαβu

∗
σ − bαβu∗3, (3.1)

e∗α‖3 = 0, (3.2)

e∗3‖3 = − λ

λ+ 2µ
aαβe∗α‖β. (3.3)

On rappelle que

eα‖β(ε) =
1

2
(∂αuβ(ε) + ∂βuα(ε))− Γpαβ(ε)up(ε).

D’après (i) on a eα‖β(ε) ⇀ e∗α‖β dans L2(Ω), uα(ε) ⇀ u∗α dans H1(Ω), u3(ε) ⇀ u∗3
dans L2(Ω). Et le fait que Γσαβ(ε) → Γσαβ et Γ3

αβ(ε) → bαβ dans C0(Ω̄) (voir [12, Thm.
3.3-1]) ; on trouve que

1

2
(∂αuβ(ε) + ∂βuα(ε))− Γpαβ(ε)up(ε) ⇀ γαβ(u∗) dans L2(Ω)

d’où (3.1).
De la partie (ii) on déduit que les fonctions e∗α‖β sont indépendantes de x3 car les fonc-
tions u∗i sont indépendantes de x3.
Soit υ = (υi) une fonction arbitraire dans l’espace

V (Ω) = {υ = (υi) ∈ H1(Ω); υ = 0 on γ × [−1, 1]}

Les relations suivantes sont des conséquences directes des définitions des ei‖j(ε, υ) :

εeα‖β(ε, υ)→ 0 dans L2(Ω)

εeα‖3(ε, υ)→ 1

2
∂3vα dans L2(Ω)

εe3‖3(ε, υ) = ∂3v3

pour tout ε > 0. Les équations du problème variationnel tri-dimensionnel mis à l’échelle
P (ε,Ω) nous donnent
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∫

Ω

Aijkl(ε){εek‖l(ε)ei‖j(ε, υ)}
√
g(ε)dx

=

∫

Ω

{Aαβστ (ε)eσ‖τ (ε) + Aαβ33(ε)e3‖3(ε)}{εeα‖β(ε, υ)}
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{4Aα3σ3(ε)eσ‖3(ε)}{εeα‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{A33στ (ε)eσ‖τ (ε) + A3333(ε)e3‖3(ε)}{εe3‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx

= ε

∫

Ω

f ivi
√
g(ε)dx+ ε〈

√
g(ε)G3(ε), v3〉. (3.4)

On choisit v3 = 0 sur le bord Γ+ dans (4.18) ; après passage à la limite, on trouve
∫

Ω

{
2µaασe∗σ‖3∂3vα +

(
λaστe∗σ‖τ + (λ+ 2µ)e∗3‖3

)
∂3v3

}√
adx = 0.

A l’aide des fonctions tests convenables, on déduit que e∗σ‖3 = 0 et e∗3‖3 = −λ
λ+2µ

aαβe∗α‖β.

Etape4 : G3(ε) ⇀ G3∗ dans L2(ω) quand ε −→ 0?

De (4.18) nous avons ∀v ∈ V(Ω)

〈
G3(ε), v3

〉
=

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)ei‖j(ε, v)
√
g(ε)dx−

∫

Ω

f i,0(x)vi
√
g(ε)dx

=

∫

Ω

{Aαβτδ(ε)eτ‖δ(ε) + Aαβ33(ε)e3‖3(ε)}eα‖β(ε, v)
√
g(ε)dx

+ 4

∫

Ω

Aα3τ3(ε)eτ‖3(ε)eα‖3(ε, v)
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{A33τδ(ε)eτ‖δ(ε) + A3333(ε)e3‖3(ε)}e3‖3(ε, v)
√
g(ε)dx

−
∫

Ω

f i,0(x)vi
√
g(ε)dx. (3.6)

Pour v ∈ V(Ω) indépendant de x3 nous avons quand ε −→ 0

eα‖β(ε, v) −→ γαβ(v) = 1
2

(∂αvβ + ∂βvα)− Γταβvτ − bαβv3 in L2(Ω),

eα‖3(ε, v) −→ 1
2
∂αv3 + bταvτ in L2(Ω),

e3‖3(ε, v) = 0.





(3.7)

Gardons v ∈ V(Ω) indépendant de x3 fixé en (3.6) et que ε −→ 0, nous obtenons
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lim
ε−→0

〈
G3(ε), v3

〉
=

∫

Ω

{
2λµ

λ+ 2µ
aαβaτδ + µ

(
aατaβδ + aαδaβτ

)}
e∗τ‖δγαβ(v)

√
adx

−
∫

Ω

f i,0(x)vi
√
adx

=

∫

Ω

aαβτδγτδ(u
∗)γαβ(v)

√
adx−

∫

Ω

f i,0(x)vi
√
adx (3.8)

de v ∈ V(Ω) indépendant de x3 nous avons v(y, x3) = v(y) avec (y, x3) ∈ Ω et v ∈ H1
0(ω) [15,

Lemma3.2], . La relation (3.8) est valable pour tous les v ∈ V(Ω) indépendant de x3 et en
particulier pour v = (0, 0, v3), nous avons donc

lim
ε−→0

〈
G3(ε), v3

〉
=

∫

ω

aαβτδγτδ(u
∗
3)γαβ(v)

√
adx1dx2 −

∫

ω

(∫ 1

−1

f 3,0dx3

)
v3

√
adx1dx2

=−
∫

ω

bαβa
αβτδγτδ(u

∗
3)v3

√
adx1dx2 −

∫

ω

(∫ 1

−1

f 3,0dx3

)
v3

√
adx1dx2

L’application v3 y −
∫
ω
bαβa

αβτδγτδ(u
∗
3)v3

√
adx1dx2 −

∫
ω

(∫ 1

−1
f 3,0dx3

)
v3

√
adx1dx2 est une

forme linéaire continue sur H1
0 (ω), et comme H1

0 (ω) = L2(ω), nous pouvons étendre l’appli-
cation à une forme linéaire continue sur L2(ω). Ainsi, il existe G3,∗ ∈ L2(ω) (sous-ensemble
dense de H−

1
2 (ω)) tel que :

〈
G3,∗, v3

〉
= −

∫

ω

bαβa
αβτδγτδ(u

∗
3)v3

√
adx1dx2 −

∫

ω

(∫ 1

−1

f 3,0dx3

)
v3

√
adx1dx2

et
lim
ε−→0

〈
G3(ε), v3

〉
=
〈
G3,∗, v3

〉
. (3.9)

A partir de (3.8) et (3.9) (u∗, G3,∗) est la solution de la formulation variationnelle

∫

Ω

aαβτδγτδ(u
∗)γαβ(v)

√
adx =

∫

Ω

f i,0(x)vi
√
adx+

〈
G3,∗, v3

〉

qui peut s’écrire comme ( u∗ et v sont indépendants de x3), en utilisant [15, Lemma3.2], ,

{
(u∗3, G

3,∗) ∈ VM(ω)× L2(ω) tel que :
∫
ω
aαβτδγτδ(u

∗
3)γαβ(v)

√
adx1dx2 =

∫
ω

(∫ 1

−1
f i,0dx3

)
vi
√
adx1dx2 + 〈G3,∗, v3〉

. (3.10)

Etape5 : u∗3 ≤ d dans Ω?
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De u3(ε) dans K(Ω), Etape1 et Etape2 la fonction u3(ε) vérifie quelques propriétés

u3(ε) ≤ d a.e. sur Γ+,

u3(ε) ⇀ u∗3 dans L2(Ω),

∂3u3(ε) −→ 0 dans L2(Ω).





(3.11)

Nous notons que l’ensemble K(Ω) étant convexe et faiblement fermé dans H1(Ω) mais la limite
faible de u3(ε) est dans L2(Ω) et non dans H1(Ω).Donc on ne peut pas en déduire de cette
propriété que u∗3 ≤ d p.p. dans Ω. Pour cela, nous utilisons un autre argument, le raisonnement
par l’absurde, la même méthode que celle utilisée dans [46]. Supposons qu’il existe ω0 ⊂ ω,

mes(ω0) > 0, tel que u∗3 > d dans Σ = ω0 × [−1, 1].

Soit φ ≥ 0 élément de D(ω0) et Σφ=Supp(φ) × [−1, 1] ⊂ Σ. Définissons une fonction χ dans
Σφ par χ = −(1 + x3)φ, nous avons les propriétés

χ = 0 sur Γ−,

χ < 0 sur Σφ\Γ−,
χ ≤ 0 sur Γ+,

∂3χ = −φ ≤ 0 dans Σφ.





(3.12)

En utilisant la formule de Green, nous obtenons

∫
Ω
∂3 (u3(ε)− d)χdx = −

∫
Ω

(u3(ε)− d) ∂3χdx+
∫
∂Ω

(u3(ε)− d)χn3dσ

=
∫

Ω
(u3(ε)− d)φdx+

∫
Γ+

(u3(ε)− d)χdσ

}
(3.13)

Passons à la limite quant ε −→ 0 dans (3.13) en considérant les relations(3.11), (3.12) et
u∗3 > d dans Σ

nous déduisons que le côté droit de (3.13) converge vers une limite strictement positive. Par
contre le côté gauche converge vers la limite 0 ce qui induit une contradiction. Nous en dé-
duisons donc que u∗3 ≤ d dans Ω. De Etape2 nous avons u∗3 ∈ L2(Ω) est indépendant de
x3 alors u∗3(y, x3) = u∗3(y) ∈ L2(ω) pour presque tout (y, x3) ∈ Ω. Par conséquent

u∗3 ∈ K(ω) =
{
η ∈ L2(ω); η ≤ d p.p. sur ω

}
(3.14)

Etape6 : 〈G3∗, (η3 − u∗3)〉 ≥ 0 pour tout η3 ∈ KM(ω)?

Prenons dans l’inéquation de (2.8) v3 = d et v3 = 2u(ε)−d, nous obtenons 〈G3(ε), (d− u3(ε))〉 =

0, comme d ∈ H1
0 (ω) par conséquent

lim
ε−→0

〈
G3(ε), u3(ε)

〉
= lim

ε−→0

〈
G3(ε), d

〉
=
〈
G3∗, d

〉
. (3.15)

De plus, nous avons 〈
G3(ε), (v3 − u3(ε))

〉
≥ 0,∀v3 ∈ K(Ω) (3.16)
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lim
ε−→0

〈
G3(ε), (v3 − u3(ε))

〉
= lim

ε−→0

〈
G3(ε), v3

〉
− lim

ε−→0

〈
G3(ε), u3(ε)

〉

=
〈
G3∗, v3

〉
−
〈
G3∗, d

〉

≤
〈
G3∗, v3

〉
−
〈
G3∗, u∗3

〉
=
〈
G3∗, (v3 − u∗3)

〉
.

Nous concluons que 〈
G3∗, (v3 − u∗3)

〉
≥ 0,∀v3 ∈ K(ω). (3.17)

A la fin, en utilisant les relations (3.10), (3.14) et (3.17) nous déduisons le problème varia-
tionnelle limite





Trouver (u∗3, G
3,∗) ∈ KM(ω)× L2(ω) tel que

∫
ω
aαβτδγτδ(u

∗
3)γαβ(v)

√
adx1dx2 =

∫
ω

(∫ 1

−1
f i,0dx3

)
vi
√
adx1dx2 + 〈G3,∗, v3〉 , ∀v ∈ VM(ω)

〈G3∗, (v3 − u∗3)〉 ≥ 0,∀v3 ∈ K(ω)

avec KM(ω) = H1
0 (ω)×H1

0 (ω)×K(ω).

Ce problème a une solution unique d’après le théorème de Stampacchia. Par conséquent, le les
convergences établies pour les sous-suites u(ε), G3(ε) sont pour l’ensemble des suites.

Etape7 ei‖j(ε) −→ e∗i‖j dans L2(Ω)? (les convergences faibles établies à l’Etape 1 sont fortes).

Soit Λ(ε) déini par :

Λ(ε) =

∫

Ω

Aijkl(ε)
(
ek‖l(ε)− e∗k‖l

) (
ei‖j(ε)− e∗i‖j

)√
g(ε)dx

=

∫

Ω

f i,0(x)ui(ε)
√
g(ε)dx+

〈
G3(ε), u3(ε)

〉

−
∫

Ω

Aijkl(ε)
(
2ek‖l(ε)− e∗k‖l

)
e∗i‖j
√
g(ε)dx.

Combinons le fait que les coefficients Aijkl(ε) sont définis positifs uniformément [12, Thm. 3.3-
2], la relation 0 < g0 ≤ g(ε), ∀x ∈ Ω [12, Thm. 3.3-1], les convergences faibles de Etape1, le
comportement asymptotique de Aijkl(ε),

√
g(ε) (2.12), (2.13) et (3.15) nous obtenons

0 ≤ C−1
e

√
g0

∑

i,j

∥∥ei‖j(ε)− e∗i‖j
∥∥2

0,Ω
≤ Λ(ε)

et
Λ = lim

ε−→0
Λ(ε) =

∫

Ω

f i,0u∗i
√
adx+

〈
G3∗, d

〉
−
∫

Ω

Aijkl(0)e∗k‖le
∗
i‖j
√
adx.

En utilisant les expressions de Aijkl(0) (2.14) et e∗i‖j (3.1), (4.2), (4.3) et que (u∗i , e
∗
i‖j) sont
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3.1. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

indépendants de x3 (Etape2) nous avons
∫

Ω

Aijkl(0)e∗k‖le
∗
i‖j
√
adx =

∫

ω

aαβτδγτδ(u
∗
3)γαβ(u∗3)

√
adx1dx2

∫

Ω

f i,0u∗i
√
adx =

∫

ω

(∫ 1

−1

f i,0dx3

)
u∗i
√
adx1dx2

et par conséquent
Λ =

〈
G3∗, d

〉
−
〈
G3∗, u∗3

〉
=
〈
G3∗, (d− u∗3)

〉
≤ 0

ce qui signifie que ei‖j(ε) −→ e∗i‖j dans L2(Ω).

Etape8 : uα(ε) −→ u∗α dans H1(Ω), u3(ε) −→ u∗3 dans L2(Ω)? (les convergences faibles
établies dans Etape1 sont fortes). Le preuve est identique à celle proposée dans [15, Thm.
5.1.], .
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Conclusion

On conclut de ce travail, dans le cas des coques minces, en utilisant la méthode des
développements asymptotiques formelles que dans le cas sans frottement, on trouve un
problème bidimensionnel de Signorini sans frottement et dans le cas avec frottement de
Coulomb, on trouve un problème bidimensionnel de Signorini avec frottement. Donc,
dans chaque cas, on dérive un problème bidimensionnel de même type. Et ceci en utili-
sant l’étude asymptotique formelle. Ce qui n’est pas le cas pour les plaques et les coques
peu-profondes (shallow shells) où on perd les forces de frottements dans le problème bi-
dimensionnel, ce qui répond à la question de Paumier [40]. Ensuite dans le chapitre 4, on
a validé ce résultat à l’aide de la méthode de convergence et ceci pour le cas particulier :
une coque membranaire elliptique totalement encastrée et uniquement dans le cas sans
frottement. Pour le cas avec frottement, on a pas pu avoir un résultat de convergence pour
toute la suite u(ε) parce qu’on dispose pas d’un résultat d’unicité pour le problème limite en
général. La question qui se pose, qu’est ce qui se passe pour les autres modèles de coques,
membrane généralisée, flexion, membrane-flexion, modèle de Naghdi et modèle de Koiter.
La question se pose aussi pour les modèles non linéarisés et pour les modèles dynamiques.
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Deuxième partie

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DES COQUES
MINCES

PIÉZOÉLECTRIQUES
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INTRODUCTION

Un problème de contact est décrit par un système d’équations aux dérivées partielles dé-
crivant le mouvement et la déformation des corps, ainsi que par des conditions aux limites
modélisant des forces de contact et de frottement. Les premiers résultats sur le sujet des
problèmes de contact dans la théorie d’élasticité ont été obtenus à la fin du 19 ème siècle
par Hertz (1895) (la date se réfère à la date de publication de ses travaux). La recherche
a été effectuée en (1880) et Boussinesq (1885). Pour plus de détails sur les études menées
avant 1953 sur les problèmes de contact nous nous référons à [27] . Au cours des dernières
décennies, des problèmes d’analyse de structure impliquant Les interfaces de contact ont
reçu une grande importance en raison des énormes applications industrielles. Signorini
(1933, 1959) a donné une formulation générale pour les problèmes de contact sans frotte-
ment. Il a énoncé des conditions aux limites et des conditions de contact prescrites pour un
corps élastique contre une fondation rigide. Les premiers résultats de l’existence de ces pro-
blèmes ont été donnés par Fichera[24, 25]. L’étude du contact unilatéral sans frottement
pour une plaque élastique avec obstacle rigide a été analysé par Caffarelli et Friedman [6],
Caffarelli, Friedman et Torelli [7], Dal Maso et Paderni [39]. Dans le cas avec frottement,
Paumier [40] a étudié la modélisation asymptotique du contact unilatéral avec frottement
de Coulomb pour la plaque Kirchhof-Love contre une fondation rigide. Il a prouvé que le
problème tridimensionnel de Signorini avec frottement converge fortement vers la solution
unique d’un problème de plaque de Signorini bidimensionnel sans frottement. Récemment,
Léger et Miara [17] ont étudié une coque linéaire peu profonde sans fortement en utilisant
la méthode de convergence. Bensayah, Chacha et Ghezal [2] ont généralisé les résultats
de Paumier [40]à une coque peu profonde et l’étude de Léger et Miara [17] au cas de
frottement de Coulomb. Dans cette direction, nous nous référons à Ghezal et Chacha [28]
et aux références citées dans ce document pour une coque non linéaire peu profonde. La
piézoélectricité est un phénomène électromécanique qui couple les champs élastiques et
électriques. En général, un matériau piézoélectrique répond à des forces / pressions mé-
caniques et génère une charge / tension électrique. Ce phénomène s’appelle l’effet piézo-
électrique direct, il a été découvert en 1880 par Pierre et Jacques Curie. Inversement, une
charge / un champ électrique appliqué au matériau induit des contraintes ou déformations
mécaniques. Ce phénomène est appelé l’effet piézoélectrique inverse, avait été prédit en
1881 par Lippmann. Pour plus de détails sur la piézoélectricité, voir par exemple Ikeda
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[31] et les références citées dans celui-ci. L’une des premières applications de l’effet piézo-
électrique était un détecteur sous-marin à ultrasons développé pendant la première guerre
mondiale. Les structures minces de matériaux piézoélectriques sont généralement utilisées
sous forme de patchs ou de films minces collés ou insérés dans une structure en matériau
classique, pour détecter ou générer des déformations, appelées capteurs ou actionneurs.
Les matériaux piézoélectriques appartiennent à une classe des matériaux intelligents, qui
sont très importants dans de nombreuses applications telles que, par exemple, la biomé-
canique, la biomédecine, la mécanique des structures, l’aéronautique, le génie civil, etc.
Le domaine des matériaux intelligents a fait l’objet de recherches intensives au cours des
dernières décennies. De plus, les matériaux avancés tels que les matériaux composites sont
de plus en plus utilisés dans l’industrie moderne. Ils rendent les structures plus légères et
plus rigides . Cependant, ils apportent des problèmes de vibrations et de bruit. Afin de ré-
pondre à ces préoccupations, de nombreuses méthodes d’amortissement des vibrations uti-
lisant des matériaux piézoélectriques ont été développées. Les exemples les plus habituels
utilisés dans les applications aérospatiales, aéronautiques et automobiles sont les coques
élastiques minces, en particulier les structures de coques minces et peu profondes, où la
courbure initiale de la coque est supposée faible. En particulier, les coques composites avec
capteurs et actionneurs piézoélectriques semblent combiner les avantages des coques com-
posites avec des capacités multifonctionnelles supplémentaires. En outre, le comportement
électromécanique couplé de matériaux piézoélectriques et leur disponibilité sous forme
de feuilles ont entraîné une utilisation intensive de coques composites stratifiées avec des
couches piézoélectriques dans les domaines civil, naval et aérospatial. Nous nous référons
à Rogacheva [44] , Bernadou et Haenel [4], Tzou [47] et Yang [48] pour la théorie des
coques piézoélectriques et leurs applications. Un dispositif piézoélectrique en contact avec
ou sans frottement est fourni par les commutateurs ou systèmes microélectromécaniques
et le problème de la stabilisation des vibrations dans les structures mécaniques. Il existe
actuellement un intérêt considérable pour les problèmes de contact avec frottement impli-
quant des matériaux piézoélectriques. Il a une importance technologique en perspective : à
titre d’exemple, le mouvement relative de deux corps peut être détecté par un capteur pié-
zoélectrique en contact avec frottement avec eux. Cependant, il existe très peu de résultats
mathématiques concernant les problèmes de contact avec frottement pour des matériaux
piézoélectriques, voir par exemple Maceri et Bisegna [38], et Matei et Sofonea [42]. Pour
les structures piézoélectriques minces, les résultats sont limités. Nous citons les résultats
importants de Yan et Miara [49, 50] et de Figueiredo et Stadler [26]. Dans ce travail,
nous examinons le problème de contact avec le frottement pour les coques peu profonds
piézoélectriques. Au moyen d’une analyse asymptotique, nous montrerons que la solution
du problème tridimensionnel de Signorini avec frottement de Tresca d’une coque peu pro-
fonde piézoélectrique linéaire converge vers un problème bidimensionnel d’une coque peu
profonde piézoélectrique lorsque l’épaisseur de la coque tend vers zéro. Dans ce travail,
nous étendons les travaux de Yan et Miara (19) sur le problème de Signorini au problème
de Signorini avec frottement de Tresca. Aussi, nous généralisons le modèle obtenu en (20)
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à une coque peu profonde piézoélectrique. Le plan de notre travail est le suivant : Après
cette introduction, nous donnons dans la section 2, les équations d’équilibre mécanique et
de Maxwell-Gauss, le contact de Signorini et les conditions de frottement de Tresca. Dans
la section 3, nous étudions le problème de l’inégalité variationnelle équivalent. Dans la
section 4, nous prouvons la convergence de la solution lorsque l’épaisseur de la coque peu
profonde tend vers zéro et établissons le problème limite d’une coque piézoélectrique peu
profonde en contact unilatéral avec frottement. Dans la section 5, nous donnons le modèle
à deux dimensions. Conclusion et commentaire sont présentés dans la dernière section.
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Chapitre 4

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DU
PROBLEME DE CONTACT AVEC

FROTTEMENT POUR LES COQUES
PEU- PROFONDES

PIÉZOÉLECTRIQUES

4.1 Position du problème

Pour tout ε > 0, soit Ωε = ω×] − ε, ε[, Γε0 = γ0×] − ε, ε[, Γε± = ω × {±ε} et θε : ω̄ → R
une fonction de la classe C3 . On définit une application :

Θε : Ω̄ε → R3 : Θε(xε) = (x1, x2, θ
ε(x1, x2)) + xε3a

ε
3(x1, x2).

Suivant la définition proposée par Ciarlet et Paumier [18], nous pouvons dire qu’une
coque est peu profonde s’il existe une fonction θ ∈ C3(ω̄) indépendante de ε tel que
θε(x1, x2) = εθ(x1, x2), ∀ (x1, x2) ∈ ω̄.

Soit Ω̂ε le domaine tridimensionel occupé par le milieu piézoélectrique, c’est-à-dire la
coque peu profonde.

On suppose que la coque peut profnde est soumise à une densité de force volumique
f̂ ε ∈ L2(Ω̂ε) et une densité de charges électriques ρ̂εe ∈ L2(Ω̂ε) ,soumise à une densité
surfacique de force ĝε ∈ L2(Γ̂ε−) et soumise à des charges électriques ϑ̂εe ∈ L2(Γ̂ε−) et soumise
à un potentiel fixe ϕ̂ε = 0 sur Γ̂ε0, et encastrée sur la partie Γ̂ε0 de la frontière.

On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face supérieure
Γ̂ε+ = Θε(Γε+) contre une fondation rigide Dε = {xε ∈ R3/(x1, x2) ∈ ω, xε3 ≥ ŝε}, où (ŝε ≥ 0)

est la fonction d’interstice définie sur Γ̂ε+ et qui désigne la distance entre la face supérieure
et la fondation rigide mesurée dans la direction normale

, voir Figure 4.1.
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4.1. POSITION DU PROBLÈME

Ω̂ε

Γ̂ε
+

Γ̂ε
0

ϑ̂ε
e

∼

ĝε

ρ̂εe
f̂ ε

Rigid foundation

Γ̂ε
−

n̂ε

ŝε

2ε

FIGURE 4.1 – Coque piézoélectrique linéaire peu profonde en contact avec frottement
contre une fondation rigide.

Le problème classique à trois dimensions d’une coque peu- profonde piézoélectrique li-
néaire Ω̂ε entre en contact unilatéral avec frottement contre une fondation rigide sur la
frontière Γ̂ε+ est formulé comme suit :

Équations d’équilibre mécanique et conditions aux limites





−divσ̂ε = f̂ ε dans Ω̂ε,

σ̂εn̂ε = ĝε sur Γ̂ε−,

ûε = 0 sur Γ̂ε0.

(4.1)

Équations de Maxwell-Gauss et conditions aux limites électriques





divD̂ε = ρ̂e
ε dans Ω̂ε,

D̂εn̂ε = ϑ̂εe sur Γ̂ε−,

D̂εn̂ε = 0 sur Γ̂ε+,

ϕ̂ε = 0 sur Γ̂ε0.

(4.2)

Équations constitutives tridimensionnelles

{
σ̂εij = Ĉijklê

ε
kl(û

ε)− P̂kijÊε
k(ϕ̂

ε) dans Ω̂ε,

D̂ε
k = P̂kij ê

ε
ij(û

ε) + d̂klÊ
ε
l (ϕ̂

ε) dans Ω̂ε,
(4.3)

tels que :
Ĉ = (Ĉijkl) est le tenseur d’ordre quatre des cofficients élastiques , P̂ = (P̂kij) est le

tenseur d’ordre trois des coefficients piézoélectriques, d̂ = (d̂kl) est le tenseur d’ordre deux
des coefficients diélectriques du matériau sont supposés être indépendants du paramètre ε,

Nous supposons que les trois tenseurs du matériau piézoélectrique Ĉ, P̂ et d̂ vérifient
les propriétés suivantes :
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Ĉijkl = Ĉijlk = Ĉklij,∃c > 0, ĈijklMklMij ≥ c

3∑

i,j=1

(Mij)
2,∀M = (Mij),Mij = Mji,

d̂kl = d̂lk,∃c > 0, d̂kl%k%l ≥ c

3∑

k=1

%2
k, ∀% = (%k) ∈ R3,

P̂mkl = P̂mlk.

(4.4)

conditions de contact de Signorini

ûεN ≤ ŝε, σ̂εN ≤ 0, σ̂εN(ûεN − ŝε) = 0, sur Γ̂ε+. (4.5)

La loi de frotement de tresca




|σ̂εT | ≤ q̂ε,

|σ̂εT | < q̂ε =⇒ ûT = 0,

|σ̂εT | = q̂ε =⇒ ∃c ≥ 0 : ûT = −cσ̂T ,





sur Γ̂ε+. (4.6)

4.2 L’inégalité variationnelle

4.2.1 L’inégalité variationnelle dans Ω̂ε

Nous définissons les espaces de déplacements mécaniques admissibles

V̂
ε
(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ H1(Ω̂ε); v̂ε = 0 sur Γ̂ε0},

le cône convexe
K̂
ε
(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ V̂

ε
(Ω̂ε); v̂εN ≤ ŝε sur Γ̂ε+},

et l’espace des potentiels électriques admissibles

Q̂ε(Ω̂ε) = {ψ̂ε ∈ H1(Ω̂ε); ψ̂ε = 0 sur Γ̂ε0}.

En utilisant la formulation de Green dans (4.1), nous obtenons

∫

Ω̂ε
σ̂εij ê

ε
ij(v̂

ε − ûε)dx̂ε −
∫

∂Ω̂ε
σ̂εijn̂

ε
j(v̂

ε
i − ûεi )dΓ̂ε =

∫

Ω̂ε
f̂ εi (v̂εi − ûεi )dx̂ε,

∫

Γ̂ε−

σ̂εijn̂
ε
j(v̂

ε
i − ûεi )dΓ̂ε =

∫

Γ̂ε−

ĝεi (v̂
ε
i − ûεi )dΓ̂ε,

∫

Γ̂ε0

σ̂εijn̂
ε
j(v̂

ε
i − ûεi )dΓ̂ε = 0 sur Γ̂ε0,

pour tout v̂ε ∈ K̂
ε
(Ω̂ε).
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Nous avons

σ̂εijn̂
ε
j(v̂

ε
i − ûεi ) = σ̂εT (v̂εT − ûεT ) + σ̂εN(v̂εN − ûεN)

= σ̂εT (v̂εT − ûεT ) + σ̂εN(v̂εN − ŝε)− σ̂εN(ûεN − ŝε),

comme σ̂εN(ûεN − ŝε) = 0 sur Γ̂ε+, nous avons

∫
Ω̂ε
σ̂εij ê

ε
ij(v̂

ε − ûε)dx̂ε −
∫

Ω̂ε
f̂ εi (v̂εi − ûεi )dx̂ε −

∫
Γ̂ε−
ĝεi (v̂

ε
i − ûεi )dΓ̂ε

−
∫

Γ̂ε+
(σ̂εT (v̂εT − ûεT )− σ̂εN(v̂εN − ŝε))dΓ̂ε = 0.

Alors
∫

Ω̂ε
σ̂εij ê

ε
ij(v̂

ε− ûε)dx̂ε−
∫

Ω̂ε
f̂ εi (v̂εi − ûεi )dx̂ε−

∫

Γ̂ε−

ĝεi (v̂
ε
i − ûεi )dΓ̂ε ≥

∫

Γ̂ε+

σ̂εT (v̂εT − ûεT )dΓ̂ε, (4.7)

piusque σ̂εN(v̂εN − ŝε) ≥ 0.
A partir des conditions de contact de Signorini et de la loi de friction de Tresca, nous

obtenons ∫

Ω̂ε
(σ̂εT (v̂εT − ûεT ) + q̂ε|v̂εT | − q̂ε|ûεT |)dx̂ε ≥ 0. (4.8)

Nous définissons la fonction de frottement ĵε par

ĵε(v̂ε) =

∫

Γ̂ε+

q̂ε|v̂εT |dΓ̂ε. (4.9)

En ajoutant ĵε(v̂ε) − ĵε(ûε) des deux côtés de l’équation (4.7) et en utilisant la relation
(4.8), nous obtenons
∫

Ω̂ε
σ̂εij ê

ε
ij(v̂

ε− ûε)dx̂ε + ĵε(v̂ε)− ĵε(ûε)−
∫

Ω̂ε
f̂ εi (v̂εi − ûεi )dx̂ε−

∫

Γ̂ε−

ĝεi (v̂
ε
i − ûεi )dΓ̂ε ≥ 0. (4.10)

En utilisant la formulation de Green dans (4.2),nous obtenons

−
∫

Ω̂ε
D̂ε
i ∂̂

ε
i ψ̂

εdx̂ε +

∫

Γ̂ε−

ϑ̂εeψ̂
εdΓ̂ε =

∫

Ω̂ε
ρ̂e
εψ̂εdx̂ε, (4.11)

pour tout ψ̂ε ∈ Q̂ε(Ω̂ε).
D’après(4.3), (4.10) et (6.1), nous en déduisons que le problème initial est équivalent

à l’inégalité variationnelle elliptique du second type

(V.P̂ ε)





Trouver (ûε, ϕ̂ε) ∈ K̂
ε
(Ω̂ε)× Q̂ε(Ω̂ε) tel que :

b̂ε((ûε, ϕ̂ε), (v̂ε − ûε, ψ̂ε)) + ĵε(v̂ε)− ĵε(ûε) ≥ l̂ε(v̂ε − ûε, ψ̂ε),
∀ (v̂ε, ψ̂ε) ∈ K̂

ε
(Ω̂ε)× Q̂ε(Ω̂ε),
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avec
b̂ε((ûε, ϕ̂ε), (v̂ε, ψ̂ε)) =

∫

Ω̂ε
Ĉijklê

ε
kl(û

ε)êεij(v̂
ε)dx̂ε −

∫

Ω̂ε
d̂ij ∂̂

ε
j ϕ̂

ε∂̂εi ψ̂
εdx̂ε

+

∫

Ω̂ε
P̂kij ∂̂

ε
kϕ̂

εêεij(v̂
ε)dx̂ε +

∫

Ω̂ε
P̂kij ∂̂

ε
kψ̂

εêεij(û
ε)dx̂ε,

l̂ε(v̂ε, ψ̂ε) = −
∫

Ω̂ε
ρ̂eψ̂

εdx̂ε +

∫

Γ̂ε−

ϑ̂εeψ̂
εdΓ̂ε +

∫

Ω̂ε
f̂ εi v̂

ε
i dx̂

ε +

∫

Γ̂ε−

ĝεi v̂
ε
i dΓ̂ε.

En utilisant des arguments classiques [22, 34, 42] de l’inégalité variationnelle elliptique
de deuxième espèce, nous montrons que le problème (V.P̂ ε) admet une solution unique.

4.2.2 L’inégalité variationnelle dans Ωε

Afin de ransformer le problème (V.P̂ ε) en un problème posé sur un domaine cylindrique
Ωε, nous utilisons l’application (Θε)−1 et les relations suivantes à l’aide de cette transfor-
mation





dx̂ε = δε(xε)dxε,

dΓ̂ε = δε(xε){bε3i(xε)bε3i(xε)}1/2dΓε,

∂̂εj v̂
ε
i = bεkj(x

ε)∂εkv
ε
i (x

ε),

∂̂εj ϕ̂
ε = bεkj(x

ε)∂εkϕ
ε = Υε

j(ϕ
ε),

(4.12)

tel que 



∇εΘε(xε) = (∂εjΘ
ε
i (x

ε)),

δε(xε) = det∇εΘε(xε),

bεij(x
ε) = ({∇εΘε(xε)}−1)ij.

(4.13)

On définit 



uεi = ûεi ◦Θε, vεi = v̂εi ◦Θε, σεij = σ̂εij ◦Θε,

ϕε = ϕ̂ε ◦Θε, ψε = ψ̂ε ◦Θε, f ε = f̂ ε ◦Θε,

gε = ĝε ◦Θε, ρεe = ρ̂εe ◦Θε, ϑεe = ϑ̂εe ◦Θε,

sε = ŝε ◦Θε, qε = q̂ε ◦Θε.

(4.14)

Aussi, nous définissons les espaces

Vε(Ωε) = {vε ∈ H1(Ωε); vε = 0 sur Γε0},

Qε(Ωε) = {ψε ∈ H1(Ωε);ψε = 0 sur Γε0},

et le cône
Kε(Ωε) = {vε ∈ Vε(Ωε); vεN ≤ sε sur Γε+}.

62



4.3. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

En utilisant la relation (4.12) et (4.14), nous pouvons reformuler le problème variationnel
(V.P̂ ε) au problème équivalent suivant

(V.P ε)





Trouver (uε, ϕε) ∈ Kε(Ωε)×Qε(Ωε) tel que :

bε ((uε, ϕε), (vε − uε, ψε)) + jε(vε)− jε(uε) ≥ lε ((vε − uε, ψε)) ,
∀(vε, ψε) ∈ Kε(Ωε)×Qε(Ωε),

avec

bε((uε, ϕε), (vε, ψε)) =

∫

Ωε
Cijkle

ε
kl(u

ε)eεij(v
ε)δεdxε −

∫

Ωε
dijΥ

ε
j(ϕ

ε)Υε
i (ψ

ε)δεdxε

+

∫

Ωε
PkijΥ

ε
k(ϕ

ε)eεij(v
ε)δεdxε +

∫

Ωε
PkijΥ

ε
k(ψ

ε)eεij(u
ε)δεdxε,

lε(vε, ψε) = −
∫

Ωε
ρεeψ

εδεdxε +

∫

Γε−

ϑεeψ
εδε{bε3ibε3i}1/2dΓε

+

∫

Ωε
f εi v

ε
i δ
εdxε +

∫

Γε−

gεi v
ε
i δ
ε{bε3ibε3i}1/2dΓε,

jε(vε) =

∫

Γε+

qε|vεT |δε{bε3ibε3i}1/2dΓε.

4.3 Analyse asymptotique

4.3.1 L’inégalité variationnelle dans Ω

Dans cette section, nous transformons le problème des coques peu profondes posé sur
Ωε en un problème posée sur un domaine fixe Ω . D’abord, nous transformons Ωε en Ω, en
utilisant l’application πε bijective de Ω dans Ω

ε
de la façon suivante





πε : Ωε → Ω

xε = (x1, x2, x
ε
3)→ πε(xε) = (x1, x2, x3),

x3 = 1
ε
xε3.

(4.15)

On obtient ainsi
Γ0 = πε(Γε0), Γ± = πε(Γε±), Γ+ = ω × {+1}, Γ− = ω × {−1}, Γ0 = γ0 × [−1,+1]. Ensuite,

nous donnons les scalings pour les inconnues et les fonctions de test





uεα = ε2uα(ε), uε3 = εu3(ε),

vεα = ε2vα, v
ε
3 = εv3,

ϕε = ε2ϕ(ε), ψε = ε2ψ.

(4.16)

Nous supposons qu’il existe f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γ−), ρe ∈ L2(Ω), ϑe ∈ L2(Γ−), s ∈ L∞(Γ+),
s>0 et indépendant de ε, tel que :
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f εα = ε2fα, f
ε
3 = ε3f3,

gεα = ε3gα, g
ε
3 = ε4g3,

ρεe = ε2ρe,

ϑεe = ε3ϑe,

qε = ε3q,

θε = εθ,

sε = εs(ε).

(4.17)

Notons que la normale unitaire n̂ε sur Γ̂ε+ s’exprime sur la forme

n̂ε = (−∂ε1θε +O(ε3),−∂ε2θε +O(ε3), 1 +O(ε2)).

Dans ce cas, un simple calcul donne

vεT = (ε2(v1 − v3n
θ
1) +O(ε4), ε2(v2 − v3n

θ
2 +O(ε4), O(ε3))) = ε2vT (ε),

vεN = εvN(ε), vN(ε) = v3n
θ
3 +O(ε2),

où nθ = (−∂1θ,−∂2θ, 1).
Par suite, nous définissons les espaces

V(Ω) = {v ∈ H1(Ω); v = 0 sur Γ0},

Q(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω);ψ = 0 sur Γ0},

et le cône

K(ε)(Ω) = {v ∈ V(Ω); vN(ε) ≤ s(ε) sur Γ+}.

Premièrement nous introduisons les relations suivantes





δε(xε) = δ(ε)(x) = 1 + ε2δ](ε, θ),

bεαβ(xε) = bαβ(ε)(x) = δαβ + ε2b]αβ(ε, θ),

bεα3(xε) = bα3(ε)(x) = ε(∂αθ + ε2b]α3(ε, θ)),

bε3β(xε) = b3β(ε)(x) = −ε(∂βθ + ε2b]3β(ε, θ)),

bε33(xε) = b33(ε)(x) = 1 + ε2b]33(ε, θ).

(4.18)

Ensuite, nous avons





eεαβ(vε) = eαβ(ε)(v) = ε2{eθαβ(v) + ε2e]αβ(ε, θ, v)},
eεα3(vε) = eα3(ε)(v) = ε{eθα3(v) + ε2e]α3(ε, θ, v)},
eε3β(vε) = e3β(ε)(v) = ε{eθ3β(v) + ε2e]3β(ε, θ, v)},
eε33(vε) = e33(ε)(v) = eθ33(v) + ε2(∂αθ∂αv3 + b]33(ε, θ)∂3v3) + ε4eb33(ε, θ, v).

(4.19)
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Les composantes du vecteur mis à l’échelle Υ(ε) = (Υj(ε)) données par :

{
Υα(ε)(ψ(x)) = ε2{Υθ

α(ψ(x)) + ε2Υ]
α(ε, θ, ψ(x))},

Υ3(ε)(ψ(x)) = ε{Υθ
3(ψ(x)) + ε2Υ]

3(ε, θ, ψ(x))}, (4.20)

où {
Υθ
α(ψ) = ∂αψ − ∂3ψ∂αθ,

Υθ
3(ψ) = ∂3ψ,

(4.21)

et les fonctions δ](ε, θ), b]ij(ε, θ), e
]
ij(ε, θ, v), eb33(ε, θ, v) et Υ]

j(ε, θ, ψ(x)) sont bornées indépen-
damment de ε , pour plus de détails voir [17, 50]. Enfin, remplacons(uε, ϕε) et (vε, ψε) par
leurs mis-à-l’ échelle (u(ε), ϕ(ε)) et(v, ψ) dans (V.P ε),et en utilisant les hypothèses (5.2),
nous obtenons

(V.P (ε))





Trouver(u(ε), ϕ(ε)) ∈ K(ε)(Ω)×Q(Ω) tel que :

b(ε)((u(ε), ϕ(ε)), (v − u(ε), ψ)) + j(ε)(v)− j(ε)(u(ε)) ≥ l(ε) ((v − u(ε), ψ)) ,

∀(v, ψ) ∈ K(ε)(Ω)×Q(Ω),

où
b(ε)((u(ε), ϕ(ε)), (v, ψ)) = ε

∫

Ω

Cijklekl(ε)(u(ε))eij(ε)(v)δ(ε)dx

−ε
∫

Ω

dijΥj(ε)(ϕ(ε))Υi(ε)(ψ)δ(ε)dx+ ε

∫

Ω

PkijΥk(ε)(ϕ(ε))eij(ε)(v)δ(ε)dx

+ε

∫

Ω

PkijΥk(ε)(ψ)eij(ε)(u(ε))δ(ε)dx,

l(ε) ((v, ψ)) = ε

∫

Ω

f.vδ(ε)dx+

∫

Γ−

g.vδ(ε){b3j(ε)b3j(ε)}
1
2dΓ

−ε
∫

Ω

ρeψδ(ε)dx+

∫

Γ−

ϑeψδ(ε){b3j(ε)b3j(ε)}
1
2dΓ,

j(ε)(v) =

∫

Γ+

q|vT (ε)|δ(ε){b3j(ε)b3j(ε)}
1
2dΓ.

4.3.2 Convergence

L’objectif de cette section est d’établir la convergence du déplacement mis-à- l’échelle
et du potentiel électrique mis- à- l’ échelle .

Nous avons défini le tenseur symétrique Rθ(ε) = (Rθ
ij(ε)) ∈ L2(Ω) et le tenseur mis à

l’échelle χ(ε) = (χi(ε)) ∈ L2(Ω) à l’aide des relations suivantes





Rθ
αβ(ε)(v) = eθαβ(v),

Rθ
α3(ε)(v) = 1

ε
eθα3(v),

Rθ
33(ε)(v) = 1

ε2
eθ33(v) + ∂αθ∂αv3,

(4.22)
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{
χθα(ε)(ψ) = Υθ

α(ψ),

χθ3(ε)(ψ) = 1
ε
Υθ

3(ψ) = 1
ε
∂3ψ.

(4.23)

Nous donnons maintenant le résultat de convergence suivant

Théorème 4.1
Nous supposons que

f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γ−), ρe ∈ L2(Ω), ϑe ∈ L2(Γ−), s ∈ L∞(Γ+), q ∈ L2(Γ+) et θ ∈ C3(Ω̄).

Soit (u(ε), ϕ(ε)) est la solution de l’inégalité variationnelle (V P (ε)), alors

u(ε)→ u in K(Ω), ϕ(ε)→ ϕ dans Q(Ω), (4.24)

et le couple (u, ϕ) satisfait au problème tridimensionnel limite

(V.P )

{
Trouver (u, ϕ) ∈ K(Ω)×Q(Ω) tel que :

b((u, ϕ), (v − u, ψ)) + j(v)− j(u) ≥ l ((v − u, ψ)) ,∀(v, ψ) ∈ K(Ω)×Q(Ω),

où
K(Ω) = {v ∈ H1(Ω), v = 0 on Γ0, v3(x1, x2, 1) ≤ s sur Γ+},

Q(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω), ψ = 0 sur Γ0},

b((u, ϕ), (v, ψ)) =

∫

Ω

CαβστR
θ
στ (u)eθαβ(v)dx+ 2

∫

Ω

Cαβσ3R
θ
σ3(u)eθαβ(v)dx

+

∫

Ω

Cαβ33R
θ
33(u)eθαβ(v)dx+

∫

Ω

Pγαβχ
θ
γ(ϕ)eθαβ(v)dx+

∫

Ω

P3αβχ
θ
3(ϕ)eθαβ(v)dx

−
∫

Ω

dαβχ
θ
β(ϕ)∂α(ψ)dx−

∫

Ω

dα3χ
θ
3(ϕ)∂α(ψ)dx+

∫

Ω

Pγαβ∂γ(ψ)Rθ
αβ(u)dx

+2

∫

Ω

Pγα3∂γ(ψ)Rθ
α3(u)dx+

∫

Ω

Pγ33∂γ(ψ)Rθ
33(u)dx,

l ((v, ψ)) =

∫

Ω

(f.v − ρeψ)dx+

∫

Γ−

(g.v + ϑeψ)dΓ,

j(v) =

∫

Γ+

q|vT |dΓ, vT = (v1 − v3n
θ
1, v2 − v3n

θ
2, 0).

Preuve
La démonstration est longue et technique et, pour cette raison, est divisée en trois Lemmes,
leurs preuves sont données ( [41] à l’annexe A).

Lemme 4.1
Soit (u(ε), ϕ(ε)) une solution de l’inégalité variationnelle ((V.P (ε)), alors

u(ε) ⇀ u in H(Ω), ϕ(ε) ⇀ ϕ dans H1(Ω), (4.25)
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et la limite u est un déplacement de Kirchhoff-Love, et la limite ϕ est indépendante de x3.

Lemme 4.2
La limite faible (u, ϕ) établie dans le lemme 4.1 est en faite forte :

u(ε)→ u dans K(Ω), ϕ(ε)→ ϕ dans Q(Ω). (4.26)

Lemme 4.3
La limite forte (u, ϕ) satisfait au problème tridimensionnel limite (V.P )

4.4 Modèle bidimensionnel

4.4.1 L’inégalité variationnelle dans ω

Dans Lemme (4.1), nous trouvons que la limite u est un déplacement de Kirchhoff-Love,
dans le sens où qu’il existe des fonctions ζ = (ζH , ζ3) ∈ VH(ω)×K3(ω), tel que :

uα = ζα − x3∂αζ3, u3 = ζ3, (4.27)

où ζH = (ζα), l’espace bidimensionnel VH(ω) et K3(ω) sont définis par

VH(ω) = {ηH = (ηα) ∈ H1(ω); ηH = 0 sur γ0},

K3(ω) = {η3 ∈ H2(ω); η3 = ∂νη3 = 0 sur γ0, η3 ≤ s dans ω}.

Là aussi on trouve que le potentiel électrique limite , est indépendant de x3, en ce sens que
il appartient à l’espace fonctionnel bidimensionnel

Q(ω) = {ψ ∈ H1(ω);ψ = 0 sur γ0}.

Ensuite, la solution limite (ζH , ζ3, ϕ) résout le problème couplé suivant

Théorème 4.2

(P̄ )





Trouver (ζH , ζ3, ϕ) ∈ VH(ω)×K3(ω)×Q(ω) tel que :

b̄((ζ, ϕ), (η − ζ, ψ)) + j̄(η)− j̄(ζ) ≥ l̄ ((η − ζ, ψ)) ,

∀(ηH , η3, ψ) ∈ VH(ω)×K3(ω)×Q(ω),

où
b̄((ζ, ϕ), (η, ψ)) =

2

3

∫

ω

C̃αβστ∂στ (ζ3)∂αβ(η3)dω + 2

∫

ω

ñθαβ(ζ, ϕ)∂αθ∂βη3dω

+2

∫

ω

ñθαβ(ζ, ϕ)eαβ(ηH)dω + 2

∫

ω

D̃θ
γ(ζ, ϕ)∂γψdω,

l̄ ((η, ψ)) =

∫

ω

(p3η3 − sα∂αη3)dω +

∫

ω

pH .ηHdω −
∫

ω

(ρ̃e − ϑe)ψdω,
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pi(x1, x2) =

∫ 1

−1

fidx3 + g−i , sα(x1, x2) =

∫ 1

−1

x3fαdx3 + g−α , g
−
i (x1, x2) = gi(x1, x2,−1),

ρ̃e(x1, x2) =

∫ 1

−1

ρedx3,

j̄(η) =

∫

ω

q|η̄|dω, η̄ = (η̄H , 0) = (η1 − x3∂1η3 + η3∂1θ, η2 − x3∂2η3 + η3∂2θ, 0).

Les équations bidimensionnelles constitutives sont les suivantes





ñθαβ(ζ, ϕ) = C̃αβστe
θ
στ (ζ) + P̃γαβ∂γϕ,

D̃θ
γ(ζ, ϕ) = P̃γαβe

θ
αβ(ζ)− d̃γβ∂βϕ,

eθαβ(ζ) = 1
2
(∂αζβ + ∂βζα) + 1

2
(∂αθ∂βζ3 + ∂βθ∂αζ3).

Les caractéristiques d’une coque peu profonde piézoélectrique bidimensionnelle sont les sui-
vantes





C̃αβστ = C ′αβστ − 1
4C

′
αβk34k

στ , C
′
ijkl = Cijkl +

P3ijP3kl

d33
,

P̃γαβ = P ′γαβ − 1
4C

′
αβk34k

γ, P
′
kij = Pkij − P3ijd3k

d33
,

d̃γβ = d′γβ + 1
4P

′
γk34k

β, d
′
ij = dij − di3d3j

d33
,

où les valeurs de 4, 41
γ, 42

γ, 43
γ, 41

ζη, 42
ζη et 43

ζη sont définies dans l’annexe A .

Preuve
La preuve est donnée dans ([41] l’annexe B) .

4.4.2 Le problème découplé

Tout d’abord, dans l’inégalité (P̄ ), on prend la fonction test électrique ψ = 0 ensuite la
fonction test mécanique η = ζ, on obtient

(P̄1)





Trouver (ζH , ζ3, ϕ) ∈ VH(ω)×K3(ω)×Q(ω) tel que :
2
3

∫
ω
C̃αβστ∂στ (ζ3)∂αβ(η3 − ζ3)dω + 2

∫
ω
ñθαβ(ζ, ϕ)∂αθ∂β(η3 − ζ3)dω

+2
∫
ω
ñθαβ(ζ, ϕ)eαβ(ηH − ζH)dω +

∫
ω
q|η̄|dω −

∫
ω
q|ζ̄|dω ≥∫

ω
(p3(η3 − ζ3)− sα∂α(η3 − ζ3))dω +

∫
ω
pH .(ηH − ζH)dω,

∀(ηH , η3) ∈ VH(ω)×K3(ω),

2
∫
ω
D̃θ
γ(ζ, ϕ)∂γψdω = −

∫
ω
(ρ̃e − ϑe)ψdω,∀ψ ∈ Q(ω).

Dans le dernier problème (P̄1), nous avons le couplage du déplacement mécanique et
du potentiel électrique apparaît dans les termes ñθαβ(ζ, ϕ) et D̃θ

γ(ζ, ϕ) . Pour le découplage
de ζ et ϕ, nous pouvons choisir le matériau piézoélectrique cubique, ceci est dû à Yan et
Miara [50] dans le cas d’une coque peu profonde sans frottement, qui est caractérisée par
un système cubique, ayant la symétrie suivante
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C1111 = C2222 = C3333 = C11,

C1122 = C1133 = C2233 = C12,

C1212 = C2323 = C1313 = C44,

P123 = P213 = P312,

d11 = d22 = d33,

tous les autres termes disparaissent .

Dans ce cas, on obtient le problème découplé suivant

(P̄2)





Trouver (ζH , ζ3, ϕ) ∈ VH(ω)×K3(ω)×Q(ω) tel que :
2
3

∫
ω
C̃αβστ∂στ (ζ3)∂αβ(η3 − ζ3)dω + 2

∫
ω
ñθαβ(ζ)∂αθ∂β(η3 − ζ3)dω

+2
∫
ω
ñθαβ(ζ)eαβ(ηH − ζH)dω +

∫
ω
q|η̄|dω −

∫
ω
q|ζ̄|dω ≥∫

ω
(p3(η3 − ζ3)− sα∂α(η3 − ζ3))dω +

∫
ω
pH .(ηH − ζH)dω,

∀(ηH , η3) ∈ VH(ω)×K3(ω),

2
∫
ω
D̃θ
γ(ϕ)∂γψdω = −

∫
ω
(ρ̃e − ϑe)ψdω,∀ψ ∈ Q(ω),

où
{
ñθαβ(ζ) = C̃αβστe

θ
στ (ζ),

D̃θ
γ(ϕ) = (d11 +

P 2
123

C44
)∂γϕ.

Ensuite, dans l’inégalité variationnelle du problème (P̄1), le déplacement tangentiel et
trasversal ζα et ζ3 sont couplés dans l’intégrale

∫
ω
q|ζ̄|dω, qui représente la condition de frot-

tement. C’est pourquoi nous utilisons des multiplicateurs de Lagrange, grâce à Figueiredo
et Stadler[26] dans le cas d’une plaque. Il découle de la théorie de dualité et des régularités
supposées de ζ et ϕ, qu’il existe deux variables(λ, µ) ∈ (H2(ω))′ × (L2(ω))2, telles que :

2

3

∫

ω

C̃αβστ∂στ (ζ3)∂αβ(η3)dω + 2

∫

ω

ñθαβ(ζ, ϕ)∂αθ∂βη3dω + 2

∫

ω

ñθαβ(ζ, ϕ)eαβ(ηH)dω

+

∫

ω

λη3dω +

∫

ω

µ.η̄Hdω =

∫

ω

(p3η3 − sα∂αη3)dω +

∫

ω

pH .ηHdω,∀(ηH , η3) ∈ VH(ω)×K3(ω),

où λ et µ satisfaisant les conditions de contact et de frottement suivantes





ζ3 ≤ s, λ ≤ 0, λ(ζ3 − s) = 0,

|µ| ≤ q,

|µ| < q =⇒ ζ̄H = 0,

|µ| = q =⇒ ∃c ≥ 0 : ζ̄H = −cµ,





dans ω. (4.28)

Pour découpler la condition de frottement dans (4.28), on prend d’abord la fonction test
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η = (0, 0, η3) avec η3 6= 0 ensuite η = (ηH , 0) avec ηH 6= 0, on obtient

2

3

∫

ω

C̃αβστ∂στ (ζ3)∂αβ(η3)dω + 2

∫

ω

ñθαβ(ζ, ϕ)∂αθ∂βη3dω

+

∫

ω

λη3dω +

∫

ω

µα(−x3∂αη3 + η3∂αθ)dω =

∫

ω

(p3η3 − sα∂αη3)dω,∀η3 ∈ K3(ω), (4.29)

et

2

∫

ω

ñθαβ(ζ, ϕ)eαβ(ηH)dω +

∫

ω

µ.ηHdω =

∫

ω

pH .ηHdω,∀ηH ∈ VH(ω). (4.30)

Nous notons que, le déplacement mécanique ζ et le potentiel électrique ϕ dans (4.29)
et(4.30) sont découplés dans le cas de matériaux piézoélectriques cubiques.

4.4.3 La formulation forte dans ω

Une intégration par parties montre que les problèmes variationnels bidimensionnels
(4.29) et (4.30) sent équivants aux problèmes aux limites bidimensionnels suivants : pro-
blème aux limites de coque peu-profonde en flexion et problème aux limites de coque
peu-profonde membranaire

(F.E)





2
3
∂αβσ̃αβ(ζ3)− 2∂β(ñθαβ(ζ, ϕ)∂αθ) + λ+ x3∂αµα + ∂αθ = p3 + ∂αsα dans ω,
−2

3
∂ασ̃αβ(ζ3)νβ − 2

3
∂τ (σ̃αβ(ζ3)νατβ) + 2ñθαβ(ζ, ϕ)∂αθνβ − x3µανα = −sανα sur γ0,

σ̃αβ(ζ3)νανβ = 0 sur γ0,

où σ̃αβ(ζ3) = C̃αβστ∂στ (ζ3).

(M.E)

{
−2∂βñ

θ
αβ(ζ, ϕ) + µα = pα dans ω,

ñθαβ(ζ, ϕ)νβ = 0 surγ0.

De même, on obtient le problème aux limites diélectrique suivant

(D.E)

{
2∂γD̃

θ
γ(ζ, ϕ) = ρ̃e − ϑe dans ω,

D̃θ
γ(ζ, ϕ)νγ = 0 sur γ0.

On note également que, le déplacement mécanique ζ et le potentiel électrique ϕ en (F.E),
(M.E) et (D.E) sont découplés dans le cas d’un matériau piézoélectrique cubique. Enfin,
pour revenir au cadre physique, nous présentons des problèmes aux limites analogues aux
problèmes précédents. (F.E), (M.E) et (D.E), mais en termes d’inconnues de-scaling
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(F.Eε)





2
3
∂αβσ̃

ε
αβ(ζε3)− 2∂β(ñθ,εαβ(ζε, ϕε)∂αθ

ε) + λε + xε3∂αµ
ε
α + ∂αθ

ε = pε3 + ∂αs
ε
α dans ω,

−2
3
∂ασ̃

ε
αβ(ζε3)νβ − 2

3
∂τ (σ̃

ε
αβ(ζε3)νατβ) + 2ñθ,εαβ(ζε, ϕε)∂αθ

ενβ − xε3µεανα = −sεανα surγ0,

σ̃εαβ(ζε3)νανβ = 0 sur γ0,

(M.Eε)

{
−2∂βñ

θ,ε
αβ(ζε, ϕε) + µεα = pεα dans ω,

ñθ,εαβ(ζε, ϕε)νβ = 0 sur γ0,

(D.Eε)

{
2∂γD̃

θ,ε
γ (ζε, ϕε) = ρ̃εe − ϑεe dans ω,

D̃θ,ε
γ (ζε, ϕε)νγ = 0 sur γ0,

où




ζεα = ε2ζα, ζ
ε
3 = εζ3, ϕ

ε = ε2ϕ, λε = ε4λ, µε = ε3µ, θε = εθ,

σ̃εαβ(ζε3) = ε3C̃αβστ∂στ (ζ
ε
3), ñθ,εαβ(ζε, ϕε) = εñθαβ(ζε, ϕε),

D̃θ,ε
γ (ζε, ϕε) = εD̃θ

γ(ζ
ε, ϕε), pεi =

∫ ε
−ε f

ε
i dx

ε
3 + gεi ,

sεα =
∫ ε
−ε x

ε
3f

ε
αdx

ε
3 + gεα, ρ̃

ε
e(x1, x2) =

∫ ε
−ε ρ

ε
edx

ε
3,





dans ω̄.

4.5 Conclusion et commentaire

1. L’application des techniques d’analyse asymptotique au problème de Signorini avec frot-
tement de Tresca pour les coques peu-profondes piézoélectriques linéaires tridimension-
nels , montre que la solution du problème tridimensionnel converge vers la solution
d’une inéquation variationnelle bidimensionnelle. Ensuite, nous utilisons les multipli-
cateurs de Lagrange pour découpler les déplacements tangentiels et transversaux, qui
apparaissent dans le terme de frottement, et nous donnons trois équations piézoélas-
tiques : l’équation de coque peu-profonde en flexion, l’équation de coque peu-profonde
membranaire et l’équation diélectrique.

2. Si nous négligeons le frottement et nous ne prenons en compte que les conditions de
contact de Signorini, le modèle précédent se réduit au modèle de contact sans frotte-
ment d’une coque peu-profonde piézoélectrique linéaire , qui a été étudié dans [50],
pour le problème d’obstacle.

3. Si la fonction θ = 0 en ω̄ , la coque peu profonde devient une plaque. Ensuite, nous
retrouvons le problème de frottement pour les plaques piézoélectriques, et le modèle
bidimensionnel peut s’écrire sous la forme
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Trouver (ζH , ζ3, ϕ) ∈ VH(ω)×K3(ω)×Q(ω) tel que :
2
3

∫
ω
C̃αβστ∂στ (ζ3)∂αβ(η3 − ζ3)dω + 2

∫
ω
ñαβ(ζH , ϕ)eαβ(ηH − ζH)dω

+2
∫
ω
D̃γ(ζH , ϕ)∂γψdω +

∫
ω
q|η̄0|dω −

∫
ω
q|ζ̄0|dω

≥
∫
ω
(p3(η3 − ζ3)− sα∂α(η3 − ζ3))dω +

∫
ω
pH .(ηH − ζH)dω −

∫
ω
(ρ̃e − ϑe)ψdω,

∀(ηH , η3, ψ) ∈ VH(ω)×K3(ω)×Q(ω),

où




ñαβ(ζH , ϕ) = C̃αβστeστ (ζH) + P̃γαβ∂γϕ,

D̃γ(ζH , ϕ) = P̃γαβeαβ(ζH)− d̃γβ∂βϕ,
eαβ(ζH) = 1

2
(∂αζβ + ∂βζα),

j̄(η0) =
∫
ω
q|η̄0|dω, η̄0 = (η̄0,H , 0) = (η1 − x3∂1η3, η2 − x3∂2η3, 0).

De plus, nous avons nécessairement les formulations fortes associées





2
3
∂αβσ̃αβ(ζ3) + λ+ x3∂αµα = p3 + ∂αsα in ω,
−2

3
∂ασ̃αβ(ζ3)νβ − 2

3
∂τ (σ̃αβ(ζ3)νατβ)− x3µανα = −sανα sur γ,

σ̃αβ(ζ3)νανβ = 0 sur γ,

{
−2∂βñαβ(ζH , ϕ) + µα = pα dans ω,
ñαβ(ζH , ϕ)νβ = 0 sur γ,

{
2∂γD̃γ(ζH , ϕ) = ρ̃e − ϑe dans ω,
D̃γ(ζH , ϕ)νγ = 0 sur γ.

Ce modèle représente le quatrième choix de la condition aux limites électriques dans
[26], qui n’a pas été étudié. De plus, il généralise le modèle obtenu en [49] pour le
problème d’obstacle au problème de Signorini avec frottement de Tresca.

4. Pour nos futur travaux, nous envisageons d’étudier le problème Signorini avec frotte-
ment de Coulomb, pour les coques peu-profondes piézoélectriques, et nous étendrons
notre étude aux coque piézoélectriques.
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Chapitre 5

Problème de Signorini pour les
coques piézoélectriques

tridimensionnelles

5.1 Géométrie différentielle tridimensionnelle

5.1.1 Cadre physique

On suppose que les variations de température et le champ magnétique sont négli-
geables. Cette hypothèse, qui est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques (céra-
miques, polymères et composites) utilisés habituellement, entraîne que l’on a seulement
un couplage électromécanique. On se place dans le cadre de la piézoélectricité linéaire en
petites déformations, et on choisit de formuler le problème en déplacement mécanique et
potentiel électrique. En ce qui concerne l’inconnue électrique, ce choix est motivé par les
conditions aux limites qui sont imposées sur le potentiel.

5.1.2 Description de la géométrie et des efforts envisagés

Soit Ω̂ le domaine de R3, occupé par le milieu piézoélectrique, c’est-à-dire la coque.
On suppose qu’il peut être décrit par un système de coordonnées curvilignes, c’est-à-dire
qu’il existe un domaine de référence tridimensionnel Ω et une application Θ définie sur
Ω̄ à valeurs dans E3 tels que Θ(Ω̄) =

¯̂
Ω. On suppose que le domaine Ω et l’application Θ

vérifient les propriétés suivantes :

- Ω est un ouvert borné simplement connexe de frontière Γ continue de classe C2 et Ω est
situé localement d’un seul côté de Γ ;

- Θ ∈ C2(Ω̄,R).

Les hypothèses sur Ω, Γ et Θ donnent un sens aux différentes définitions de géométrie
différentielle introduites précédemment. L’hypothèse de simple connexité du domaine Ω

et la régularité de sa frontière Γ, nous permettent par la suite d’écrire le champ électrique
comme le gradient d’un potentiel scalaire.
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On considère les deux décompositions suivantes de la frontière Γ de Ω, correspondant
respectivement aux conditions aux limites mécaniques (indiquées par un exposant M)et
aux conditions aux limites électriques (indiquées par un exposant E) :

Γ = ΓM0 ∪ ΓM1 avec ΓM0 ∩ ΓM1 = ∅; ΓM1 = Γ2 ∪ Γ+ ∪ Γ−

Γ = ΓE0 ∪ ΓE1 avec ΓE0 ∩ ΓE1 = ∅;

On suppose que la coque est :

i) soumise à une densité de force volumique f = f igi dans Ω ;

ii) encastrée sur la partie ΓM0 de sa frontière ;

iii) soumise à une densité surfacique de force h = higi agissant sur la partie Γ+ de la
frontière.

iv) soumise à un potentiel fixe ϕd sur la partie ΓE0 de la frontière ;

v) libre de charges électriques dans le milieu et sur la partie ΓE1 de la frontière.

vi) On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face inférieure Γ−

contre une fondation rigide D = {x ∈ R/(x1, x2) ∈ ω, x3 ≥ d}, où d(≥ 0) est la
fonction d’interstice définie sur Γ− et qui désigne la distance entre la face inférieure et
la fondation rigide mesurée dans la direction normal,

5.1.3 Formulation du problème

On définit les quantités suivantes :

σ = σijgi ⊗ gj : Tenseur des contraintes ;

e = ei‖jg
i ⊗ gj : Tenseur des déformations ;

G = Gigi : Représente la densité de force de pression et de frottement.

U = U igi : Vecteur déplacement mécanique ;

D = Digi : Vecteur déplacement électrique ;

E = Eig
i : Vecteur champ électrique ;

ϕ : Potentiel scalaire électrique.

Équation d’équilibre :

−divσ = f dans Ω, (5.1)

74



5.1. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE TRIDIMENSIONNELLE

U = 0 sur ΓM0 , (5.2)

σ.n = h sur Γ+. (5.3)

Équations de Maxwell-Gauss :

divD = 0 dans Ω, (5.4)

D.n = 0 sur ΓE1 , (5.5)

ϕ = ϕd sur ΓE0 .

où n = nig
i est la normale unitaire extérieure à Γ. Les différentes inconnues sont reliées

par les lois de comportement des matériaux piézoélectriques suivantes :

Lois constitutives :

σ = C.e− pe.E;

D = p.e
t.e+ d.E;

(5.6)

Conditions de contact de Signorini

UN ≤ s, GN ≤ 0, GN(UN − s) = 0 et GT = 0 sur Γ− (5.7)

où :

- C = Cijklgi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gl est le tenseur d’ordre quatre des coefficients élastiques qui
vérifie les propriétés suivantes :

Cijkl ∈ L∞(Ω̄),

Cijkl = Cjikl = Cklij,

∃ cm > 0 constante, Cijkl(ξ)XijXkl ≥ cmXijXij, ∀ξ ∈ Ω̄, ∀Xij = Xji ∈ R;

(5.8)

- pe =p e
iklgi ⊗ gk ⊗ gl est le tenseur d’ordre trois des coefficients piézoélectriques qui

vérifie :

pe
ikl ∈ L∞(Ω̄),

pe
ikl =p e

ilk;
(5.9)

- d = dikgi ⊗ gk est le tenseur d’ordre deux des coefficients diélectriques qui vérifie les
propriétés suivantes :
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dik ∈ L∞(Ω̄),

dik = dki,

∃cd > 0 constante, dikwiwk ≥ cdwiwi, ∀ξ ∈ Ω̄, ∀wi ∈ R.
(5.10)

Le problème aux limites se formule donc de la façon suivante :




Trouver un déplacement mécanique U

et un potentiel électrique ϕ

et une densité de force de pression GN vérifiant :
−σij‖j = f i dans Ω

Di
‖i = 0 dans Ω

U i = 0 sur ΓM0 ,

σijnj = hi sur Γ+,

ϕ = ϕd sur ΓE0 ,

Dini = 0 sur ΓE1 ,

σij = Cijklek‖l(U)−P ekijEk(ϕ),

Di =p e
iklek‖l(U) + dijEj(ϕ),

ei‖j(U) = 1
2
(Ui‖j + Uj‖i),

Ei(ϕ) = −ϕ‖i = −ϕ,i.
σijnj = Gi sur Γ−,

UN ≤ s, GN ≤ 0, GN(UN − s) = 0 dans GT = 0 sur Γ−




. (5.11)

5.2 Existence et unicité d’une solution

5.2.1 Deux formulations variationnelles du problème

On définit les espaces suivants :

VM(Ω) = {v ∈ (H1)3, v = 0 sur ΓM0 }; (5.12)

K(Ω) = {v ∈ VM(Ω)/vN ≤ s sur Γ−} (5.13)

VEϕd (Ω) = {ψ ∈ H1, ψ = ϕd sur ΓE0 } ∀ϕd ∈ H
1
2 (ΓE0 ); (5.14)

avec en particulier
VE0(Ω) = {ψ ∈ H1, ψ = 0 sur ΓE0 }. (5.15)

On munit les espaces VM(Ω) et VE0(Ω)des normes suivantes :

‖v‖VM (Ω) =

(∑

i

‖vi‖2
1,Ω

) 1
2

∀v ∈ VM(Ω); (5.16)

‖ψ‖VE0
(Ω) = ‖ψ‖1,Ω ∀ψ ∈ VE0 . (5.17)
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On suppose que les données du problème (5.11) sont suffisamment régulières par exemple
f i ∈ L2(Ω), hi ∈ L2(Γ+) et ϕd ∈ H

1
2 (ΓE0 ), et que (U,ϕ,GN) est une solution suffisam-

ment régulière de ce problème. Soit v un élément de VM(Ω). En multipliant chacune des
équations (5.11)1 par les composantes covariantes vi de v et en intégrant sur Ω, on obtient

∫

Ω

−σij‖jvidx =

∫

Ω

f ividx.

En appliquant la formule de Green , on a
∫

Ω

σijvi‖jdx−
∫

Γ

σijvinjdΓ =

∫

Ω

f ividx.

Or v ∈ VM(Ω), donc v = 0 sur ΓM0 et, d’après (5.11)4,11,12, σijnj = hi sur Γ+ et σijnj = Gi,
GT = 0 sur Γ− . Donc on a, par symétrie du tenseur des contraintes,

∫
Ω
σijei‖j(v)dx =

∫
Ω
f ividx+

∫
Γ+
hividΓ + 〈GN , vN〉

〈GN , vN − UN〉 ≥ 0
(5.18)

où ei‖j(v) = 1
2
(vi‖j + vj‖i).

De même, soit ψ un élément de VE0(Ω). En multipliant l’équation (5.11)2 par ψ et en
intégrant sur Ω, on obtient- ∫

Ω

Di
‖iψdx = 0

En appliquant la formule de Green, on a
∫

Ω

Diψ‖idx =

∫

Γ

DiψnidΓ.

Or ψ ∈ VE0(Ω), donc ψ = 0 sur ΓE0 et, d’après (5.11)6, Dini = 0 sur ΓE1 . D’où

∫

Ω

DiEi(ψ)dx = 0, (5.19)

où Ei(ψ) = −ψ‖i = −ψ,i. En additionnant les équations (5.18) et (5.19), on obtient le
problème variationnel suivant :




Trouver (U,ϕ,GN) ∈ VM(Ω)×VEϕd
(Ω)×H− 1

2 (Γ−) tel que
a1[(U,ϕ), (v, ψ)] = f(v), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)

〈GN , vN − UN〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)


 (5.20)

avec, en utilisant les expressions (5.11)7 et (5.11)8 des σij et Di,

a1[(U,ϕ), (v, ψ)] =
∫

Ω
{[Cijklek‖l(U)−p ekijEk(ϕ)]ei‖j(v)

+[pe
iklek‖l(U) + dikEk(ϕ)]Ei(ψ)}dx (5.21)
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f(v) =

∫

Ω

f ividx+

∫

Γ+

hividΓ + 〈GN , vN〉 (5.22)

En soustrayant les deux équations (5.18)et (5.19) on obtient un second problème varia-
tionnel :




Trouver (U,ϕ,GN) ∈ VM(Ω)×VEϕd
(Ω)×H− 1

2 (Γ−) tel que
a2[(U,ϕ), (v, ψ)] = f(v), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)

〈GN , vN − UN〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)


 (5.23)

avec
a2[(U,ϕ), (v, ψ)] =

∫
Ω
{[Cijklek‖l(U)−p ekijEk(ϕ)]ei‖j(v)

−[pe
iklek‖l(U) + dikEk(ϕ)]Ei(ψ)}dx (5.24)

Proposition 5.1
Les problèmes variationnels (5.20) et (5.23) sont équivalents.

Preuve
Soit (U1, ϕ1, GN) une solution de (5.20). Puisque pour tout ψ dans VE0(Ω), −ψ ∈ VE0(Ω), on
a

a1[(U1, ϕ1), (v,−ψ)] = f(v), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)

〈GN , vN − UN〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)
(5.25)

Or pour tout (v, ψ) ∈ VM(Ω) × VE0(Ω), a1[(U1, ϕ1), (v,−ψ)] = a2[(U1, ϕ1), (v, ψ)]. Donc
(U1, ϕ1, GN) est aussi solution de (5.23). De même, on montre que toute solution (U2, ϕ2, GN)

de (5.23) est aussi solution de (5.20).

5.2.2 Problème homogène

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème variationnel (5.20), il
est intéressant de considérer le problème homogène correspondant.

Lemme 5.1
Si ϕd est un élément de H

1
2 (ΓE0 ), il existe un relèvement ϕ̂ de ϕd dans H1(Ω), c’est-à-dire une

fonction ϕ̂ ∈ H1(Ω) telle que ϕ̂|ΓE0 = ϕd

On pose alors

ϕ̄ = ϕ− ϕ̂ (5.26)

ce qui conduit à la proposition suivante :

Proposition 5.2
La solution (U,ϕ,GN) du problème (5.20) est donnée par ϕ = ϕ̄+ ϕ̂ avec (U, ϕ̄, GN) solution
du problème suivant :




Trouver (U, ϕ̄, GN) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)×H− 1
2 (Γ−) tel que

a1[(U, ϕ̄), (v, ψ)] = L1(v, ψ), ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω)

〈GN , vN − UN〉 ≥ 0 ∀v ∈ K(Ω)


 (5.27)
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où a1[., .] est définie en (5.21) et L1(v, ψ) est définie par

L1(v, ψ) =
∫

Ω
f ividx+

∫
Γ+
hividΓ + 〈GN , vN〉

+
∫

Ω
{pekijEk(ϕ̂)ei‖j(v)− dikEk(ϕ̂)Ei(ψ)}dx.

(5.28)

Preuve
On a

a1[(U,ϕ), (v, ψ)] = a1[(U, ϕ̄+ ϕ̂), (v, ψ)],∀(v, ψ) ∈ V(Ω)×VE0(Ω).

Or
Ek(ϕ) = −ϕ,k = −(ϕ̄+ ϕ̂),k = −∂kϕ̄− ∂kϕ̂ = Ek(ϕ̄) + Ek(ϕ̂).

Donc en remplaçant Ek(ϕ) par Ek(ϕ̂) dans (5.20) on a

a1[(U,ϕ), (v, ψ)]− f(v) = a1[(U, ϕ̄), (v, ψ)]− L1(v, ψ),∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).

5.2.3 Théorème d’existence et d’unicité

Avant d’énoncer le théorème d’existence et d’unicité de la solution du problème varia-
tionnel (5.27), on rappelle deux lemmes nécessaires pour sa démonstration, et on énonce
quelques propriétés des formes linéaire L1(.) et bilinéaire a1[., .] définies en (5.28) et (5.21).
Lemme 5.2
Lemme du mouvement rigide en coordonnées curvilignes

Si mesΓM0 > 0, v ∈ VM(Ω) et ei‖j(v) = 0, alors v=0.

Lemme 5.3
Inégalité de Korn en coordonnées curvilignes. Si Θ ∈ C2(Ω̄,R) et mesΓM0 > 0, alors il existe
une constante c>0 tel que

(∑

i,j

‖ei‖j(v)‖2
0,Ω

) 1
2

≥ c‖v‖VM (Ω),∀v ∈ VM(Ω).

Lemme 5.4
Si f i ∈ L2(Ω) , hi ∈ L2(Γ+) et Gi ∈ L2(Γ−), alors la forme linéaire L1(., .) est continue sur
VM(Ω)×VE0(Ω).

Preuve
Par hypothèse f i ∈ L2(Ω) , hi ∈ L2(Γ+) et Gi ∈ L2(Γ−) et, d’après le lemme (5.1), ϕ̂ ∈
H1(Ω). Donc, puisque les coefficients pekij et dki sont dans L∞(Ω̄), d’après l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, il existe une constante C >0 telle que

|L1(v, ψ)| ≤ g
1
2
1

(
‖f i‖0,Ω‖vi‖0,Ω + ‖hi‖0,Γ+‖vi‖0,Γ+ + ‖GN‖0,Γ−‖vN‖0,Γ−

)

+Cg
1
2
1 (
∑

k ‖ϕ̂,k‖0,Ω)
(∑

ij ‖ei‖j(v)‖0,Ω +
∑

i ‖Ei(ψ)‖0,Ω

)
,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω),

(5.29)
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De plus, il existe une constante C2 > 0 telle que

∑

i,j

‖ei‖j(v)‖2
0,Ω ≤ C2‖v‖2

VM (Ω) et
∑

i

‖Ei(ψ)‖2
0,Ω ≤ C2‖ψ‖2

VE0(Ω)
.

Donc, d’après les propriétés d’injection continues (H1(Ω))3 ↪→ (L2(Ω))3, il existe une constant
C>0 telle que

|L1(v, ψ)| ≤ C
(
‖V ‖VM (Ω) + ‖ψ‖VE0

(Ω)

)
, ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).

Lemme 5.5
Si mesΓM0 > 0 et mes ΓE0 > 0, alors la forme bilinéaire a1[(., .), (., .)] est continue et elliptique
sur VM(Ω)×VE0(Ω).

Preuve
Continuité : Puisque les coefficients Cijkl, peikl et dik sont dans L∞(Ω̄), d’après l’inégalité de
Cauchy-Schwarz et l’inégalité (0 < g0 < g(x) < g1, ∀x ∈ Ω̄), il existe une constante C>0 telle
que

|a1[(v, ψ), (w, θ)]| ≤ C
(∑

k,l ‖ek‖l(v)‖0,Ω +
∑

k ‖Ek(ψ)‖0,Ω

)(∑
ij ‖ei‖j(w)‖0,Ω +

∑
i ‖Ei(θ)‖0,Ω

)
,

≤ C
(
‖v‖VM (Ω) + ‖ψ‖VE0

(Ω)

)(
‖w‖VM (Ω) + ‖θ‖VE0

(Ω)

)
,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω),∀(w, θ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).
(5.30)

Ellipticité :
Pour tout (v, ψ) dans l’espace VM(Ω)×VE0(Ω), a1[(v, ψ), (v, ψ)] = aM(v, v) + aE(ψ, ψ),

avec aM(v, v) =
∫

Ω
Cijklek‖l(v)ei‖j(v)dx et aE(ψ, ψ) =

∫
Ω
dikEk(ψ)Ei(ψ)dx.

D’après la propriété (5.8) d’ellipticité du tenseur des coefficients élastiques C , il existe une
constante C>0 telle que

aM(v, v) ≥ C
∑

i,j

‖ei‖j(v)‖2
0,Ω, ∀v ∈ VM(Ω),

et puisque mesΓM0 > 0, d’après l’inégalité de Korn (lemme (5.3)) et le lemme du mouvement
rigide (lemme (5.2)), il existe une constante C>0 tel que

aM(v, v) ≥ C‖v‖2
VM (Ω), ∀v ∈ VM(Ω).

De même d’après la propriété (5.10) d’ellipticité du tenseur des coefficients diélectriques dik , il
existe une constante C>0 telle que

aE(ψ, ψ) ≥ C
∑

i

‖Ei(ψ)‖2
0,Ω,∀ψ ∈ VE0(Ω),
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et puisque mesΓE0 > 0, d’après l’inégalité de Poincaré, il existe une constante C>0 telle que

aE(ψ, ψ) ≥ C‖ψ‖2
VE0

(Ω), ∀ψ ∈ VE0(Ω).

D’où

a1[(v, ψ), (v, ψ)] ≥ C
(
‖v‖2

VM (Ω) + ‖ψ‖2
VE0(Ω)

)
,∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).

Théorème 5.1
Si mesΓM0 > 0 et mesΓE0 > 0, si f i ∈ L2(Ω) et hi ∈ L2(Γ+),Gi ∈ L2(Γ−), alors le problème
variationnel (5.27) admet une solution unique.

Preuve
On a vu avec les lemmes (5.5) et (5.4) que la forme bilinéaire a1[., .] est continue et elliptique
et que la forme linéaire L1(.) est continue sur VM(Ω)×VE0(Ω). Donc, en appliquant le lemme
de Lax Milgram, on obtient l’existence et l’unicité de la solution du problème.

Remarque 6
SimesΓE0 = 0 alors le problème (5.27) a une solution unique dans l’espace VM(Ω)×(VE0(Ω)/R),
c’est-à-dire que le potentiel électrique est déterminé à une constante près.

Si mesΓM0 > 0 et mesΓE0 > 0, si f i ∈ L2(Ω), hi ∈ L2(Γ+) et Gi ∈ L2(Γ−) , ϕd ∈ H
1
2 (ΓE0 ),

alors le problème variationnel (5.20) admet une solution unique.

Preuve
C’est une conséquence immédiate de la proposition (5.2) avec le lemme (5.1) et du théorème
(5.1)
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Chapitre 6

Modélisation asymptotique du
problème de Signorini d’une coque

mince piézoélectriques

6.1 Préliminaires aux méthodes asymptotiques

Soit Ωε le domaine tridimensionnel occupé par la coque piézoélectrique, Ωε = ω×]−ε, ε[
où ω est une surface de R2 représentant la surface moyenne et ε désigne la demi-épaisseur
de la coque. Dans ce qui suit, on indique par un exposant ε les quantités qui dépendent
de ce paramètre. En particulier, le déplacement mécanique et le potentiel électrique tridi-
mensionnels sont notés respectivement uε et ϕ̄ε. On rappelle le problème tridimensionnel
formulé dans le sixème chapitre (cf.problème homogène (5.27) )pour une coque piézoélec-
trique occupant le domaine Ωε, encastrée sur une partie ΓM,ε

0 de sa frontière, soumise à des
forces de volume f ε dans Ωε et de surface hε sur la faces Γε+ et soumise à un potentiel ϕεd
sur une partie ΓE,ε0 de sa frontière dont on a considéré une fonction de relèvement ϕ̂ε dans
Ωε (cf.Lemme (5.1)) , et l’on suppose que la face "inférieure" Γε− est susceptible d’entrer en
contact (6.1)

vig
i,ε|3 ≥ −Φε|3 − ε sur Γε−. (6.1)

avec le plan horizontal situé à la cote −ε. Les conditions de contact unilatéral entre la
coque et ce plan sont alors exprimées par les conditions (6.2),





vig
i,ε|3 ≥ −Φε|3 − ε,
−[(Gi,ε)gεi ]|3 ≥ 0,

(vig
i,ε|3 + Φε|3 + ε)[(Gi,ε)gεi ]|3 = 0.

(6.2)

ce qui conduit classiquement au fait que l’équilibre est donné par l’unique solution
uε = (uεi ) du problème (6.3)

posé dans un cadre fonctionnel qui est le cône convexe (6.7).
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6.2 Le cas de contact sans frottement





Trouver (uε, ϕ̄ε, Ġε
N) ∈ Kε

M(Ωε)× V ε
E0

(Ωε)×H− 1
2 (Γε) telque :∫

Ωε
{[Cijkl,εeεk‖l(u

ε)−p ekij,εEε
k(ϕ̄

ε)]eεi‖j(v)

+[pe
ijk,εeεk‖l(u

ε) + dik,εEε
k(ϕ̄

ε)]Eε
i (ψ)}√gεdxε

=
∫

Ωε
f i,εvi

√
gεdxε +

∫
Γε+
hi,εvi|gε1 × gε2|dΓε + 〈Ġε

N , v̇N〉
+
∫

Ωε
{pekij,εEε

k(ϕ̂
ε)eεi‖j(v)− dik,εEε

k(ϕ̂
ε)Eε

i (ψ)}√gεdxε,∀(v, ψ) ∈ V ε
M(Ωε)× V ε

E0
(Ωε).

〈Ġε
N , v̇N − u̇εN〉 ≥ 0, ∀v ∈ K(Ωε)

(6.3)
tel que :

〈Gi,ε, vi〉 signifie le crochet de la dualité

〈Ġε
N , v̇N〉 = 〈[(Gi,ε)gεi ]|3, vigi,ε|3〉 (6.4)

:= 〈G3,ε, v3〉 (6.5)

où les espaces fonctionnels sont définis par :

V ε
M(Ωε) = {v ∈ (H1(Ωε))3, v = 0 sur ΓM,ε

0 }; (6.6)

Kε
M(Ωε) : = {v ∈ V ε

M(Ωε), v3 ≥ −Φε|3 − ε sur Γ−}; (6.7)

V ε
E0

(Ωε) = {ψ ∈ H1(Ωε), ψ = 0 sur ΓE,ε0 }, (6.8)

avec

ΓM,ε
0 = γM0 × [−ε, ε];

ΓE,ε0 = ΓE0,ε
0 ∪ ΓE1,ε

0 ∪ ΓE2,ε
0 ∪ ΓE3,ε

0 ;

ΓE0,ε
0 = γE0 × [−ε, ε];

ΓE1,ε
0 = ω1 × {±ε};

ΓE2,ε
0 = ω2 × {+ε};

ΓE3,ε
0 = ω3 × {−ε},

et
eεi‖j =

1

2
(∂εi vj + ∂εjvi)− Γk,εij vk, ∀v ∈ (H1(Ωε))3;

Eε
i (ψ) = −∂εiψ, ∀ψ ∈ H1(Ωε)

.
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6.2.1 Passage à un domaine de référence

On considère le domaine fixe Ω = ω×]− 1, 1[ indépendant du paramètre d’épaisseur ε.
A tout point xε = (xα, x

ε
3) de Ωε = ω×] − ε,+ε[, on associe le point x = (xα, x3) de Ω par

xεα = xα et xε3 = εx3. A toute fonction kε définie sur Ωε, on associe la fonction k(ε) définie
sur Ω par kε(xε) = k(ε)(x), ∀x ∈ Ω. On définit les espaces suivants :

VM(Ω) = {v ∈ (H1(Ω))3, v = 0 sur ΓM0 }; (6.9)

K̃M(Ω) : = {v ∈ VM(Ω), vig
i,ε|3 ≥ −θ3 + εa3|3 − ε}; (6.10)

VE0(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω), ψ = 0 sur ΓE0 } (6.11)

avec
ΓM0 = γM0 × [−1, 1], ΓE0 = ΓE0

0 ∪ ΓE1
0 ∪ ΓE2

0 ∪ ΓE3
0 ,

ΓE0
0 = γE0 × [−1, 1], ΓE1

0 = ω1 × {±1}, ΓE2
0 = ω2 × {+1}, ΓE3

0 = ω3 × {−1}.
On pose :
Ω1 = ω1×]− 1, 1[; Ω2 = ω2×]− 1, 1[; Ω3 = ω3×]− 1, 1[;

Ω0 = Ω − (Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3) = ω0×] − 1, 1[; avec ω0 = ω − (ω1 ∪ ω2 ∪ ω3). Avec les fonctions
uεi , v

ε
i , ϕ

ε, ψε, f i,ε, hi,ε, Cijkl,ε, eεi‖j, g
ε, Ġε

N , et dε nous associons les fonctions correspon-
dantes définies sur Ω à travers les relations :

uεi (x
ε) = ui(ε)(x), vεi (x

ε) = vi(x), ϕε = ϕ(ε), ψε = ψ(ε), f i,ε(xε) = f i(ε)(x)

hi,ε(xε) = hi(ε)(x), Cijkl,ε(xε) = Cijkl(ε)(x), eεi‖j(v
ε)(xε) = ei‖j(ε; v)(x)

gε(xε) = g(ε)(x), 〈Ġε
N(xε), v̇N〉 = ε〈G3(ε)(x), v3〉, Γk,εij (xε) = Γkij(ε)(x),

dε(xε) = d(ε)(x) = d+O(ε)

Alors, le problème variationnel (6.3) se reformule sur le domaine fixe Ω comme suit :





Trouver (u(ε), ϕ̄(ε), ĠN(ε)) ∈ KM(Ω)× VE0(Ω)×H− 1
2 (Ω) tel que :

ε
∫

Ω
{[Cijkl(ε)ek‖l(ε)(u(ε))−p ekij(ε)Ek(ε)(ϕ̄(ε))]ei‖j(ε)(v)

+[pe
ijk(ε)ek‖l(ε)(u(ε)) + dik(ε)EK(ε)(ϕ̄(ε))]Ei(ε)(ψ)}

√
g(ε)dx

= ε
∫

Ω
f i(ε)vi

√
g(ε)dx+

∫
Γ+
hi(ε)vi|g1(ε)× g2(ε)|dΓ + ε〈G3(ε), v3〉

+ε
∫

Ω
{pekij(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε))ei‖j(ε)(v)− dik(ε)Ek(ε)(ϕ̂)(ε)Ei(ε)(ψ)}

√
g(ε)dx,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

〈G3(ε), v3 − u3(ε)〉 ≥ 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(6.12)

tel que :
〈Gi(ε), vi〉 signifie le crochet de la dualité

Le tenseur des déformations et le vecteur champ électrique mis à l’échelle sont définis
par :
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∀v ∈ (H1(Ω))3





eα‖β(ε)(v) = 1
2
(vα,β + vβ,α)− Γkαβ(ε)vk

eα‖3(ε)(v) = 1
2
(1
ε
vα,3 + v3,α)− Γkα3(ε)vk

e3‖3(ε)(v) = 1
ε
v3,3 − Γk33(ε)vk

(6.13)

Eα(ε)(ψ) = −ψ,α, E3(ε)(ψ) = −1

ε
ψ,3, ∀ψ ∈ H1(Ω).

Par analogie avec les définitions (5.11)7,8 du tenseur des contraintes σij(ε) et du vecteur
déplacement électrique Di(ε) du problème tridimensionnel non homogène, c’est-à-dire qui
dépendent des inconnues u(ε) et ϕ(ε) par les relations

{
σij(ε) = Cijkl(ε)ek‖l(ε)(u(ε))−p ekij(ε)Ek(ε)(ϕ(ε)),

Di(ε) =p e
ikl(ε)ek‖l(ε)(u(ε)) + dik(ε)Ek(ε)(ϕ(ε)),

on définit le tenseur des contraintes et le vecteur déplacement électrique relatifs au pro-
blème homogène (c’est-à-dire aux inconnues u(ε) et ϕ̄(ε)) par

{
σ̄ij(ε) = Cijkl(ε)ek‖l(ε)(u(ε))−p ekij(ε)Ek(ε)(ϕ̄(ε)),

D̄i(ε) =p e
ikl(ε)ek‖l(ε)(u(ε)) + dik(ε)Ek(ε)(ϕ̄(ε)),

(6.14)

et qui vérifient, puisque (cf.(5.26) ) ϕ(ε) = ϕ̄(ε) + ϕ̂(ε),

{
σ̄ij(ε) = σij(ε) +p e

kij(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε))

D̄i(ε) = Di(ε)− dik(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε)).
(6.15)

Le problème (6.12) se réécrit avec (6.14) comme suit :





Trouver (u(ε), ϕ̄(ε), G3(ε)) ∈ KM(Ω)× VE0(Ω)×H− 1
2 (Ω) tel que :

ε
∫

Ω
{σ̄ij(ε)ei‖j(ε)(v) + D̄i(ε)Ei(ε)(ψ)}

√
g(ε)dx

= ε
∫

Ω
f i(ε)vi

√
g(ε)dx+

∫
Γ+
hi(ε)vi|g1(ε)× g2(ε)|dΓ + ε〈G3(ε), v3〉

+ε
∫

Ω
{pekij(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε))ei‖j(ε)(v)− dik(ε)Ek(ε)(ϕ̂(ε))Ei(ε)(ψ)}

√
g(ε)dx,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω),

〈G3(ε), v3 − u3(ε)〉 ≥ 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(6.16)

6.2.2 Méthode des développements asymptotiques

On applique la méthode de développements asymptotiques pour les coques élastiques.
La solution (u(ε), ϕ̄(ε), GN(ε)) du problème (6.12)(ou (6.16))posé sur le domaine fixe Ω

dépend du petit paramètre ε. On suppose donc que u(ε) et ϕ̄(ε) admettent un dévelop-
pement asymptotique formel en ε, et puisque le problème est linéire, on commence ce
développement à l’ordre 0, i.e.

{
u(ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ...;

ϕ̄(ε) = ϕ̄0 + εϕ̄1 + ε2ϕ̄2 + ...;
(6.17)
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les termes des développements (6.17) étant a priori cherchés dans les espaces VM(Ω) et
VE0(Ω), i.e. us ∈ VM(Ω) et ϕ̄s ∈ VE0(Ω) pour tout s ≥ 0, ce qui impose en particulier que

ϕ̄s = 0 sur ΓE0 , ∀s ≥ 0. (6.18)

Les différentes quantités intervenant dans le problème (tenseurs des coefficients Cijkl(ε)),

pe
kij(ε) et dik(ε), symboles de Christoffel Γkij(ε), ...) dépendent également de ε. Elles ad-

mettent donc un développement au voisinage de x3 = 0 (qui correspond à la surface
moyenne) : 




gα(ε) = aα + εx3(gα)1 + ε2x2
3(gα)2 + ...;

g(ε) = a+ εx3g
1 + ε2x2

3g
2 + ...;

Γkij((ε) = Γkij + εx3Γk,1ij + ε2x2
3Γk,2ij + ...;

Cijkl(ε) = Cijkl + εx3C
ijkl,1 + ε2x2

3C
ijkl,2 + ...;

pe
kij(ε) =p e

kij + εx3pe
kij,1 + ε2x2

3pe
kij,2...;

dik(ε) = dik + εx3d
ik,1 + ε2x2

3d
ik,2 + ...;

(6.19)

Les termes aα, a, Γkij sont des éléments de géométrie différentielle de la surface moyenne
définis au paragraphe (1.2), et les coefficients Cijkl, pe

kij et dik sont respectivement
les coefficients des tenseurs Cijkl(ε), pe

kij(ε) et dik(ε) écrits dans la base (ai). D’après
(6.19), on peut également écrire :





Cijkl(ε)
√
g(ε) = Cijkl

√
a+ εC̃ijkl,1 + ε2C̃ijkl,2 + ...,

pe
ikl(ε)

√
g(ε) =p e

ikl
√
a+ εpẽ

ijkl,1 + ε2
pẽ
ijkl,2 + ...;

dik(ε)
√
g(ε) = dik

√
a+ εd̃ik,1 + ε2d̃ik,2 + ...;

(6.20)

En combinant les développements (6.17)et (6.19), on a les développements suivants
des tenseurs des déformations et des vecteurs champs électriques (6.13) :

-pour les inconnues :

{
ei‖j(ε)(u(ε)) = 1

ε
e−1
i‖j(u) + e0

i‖j(u) + εe1
i‖j(u) + ε2e2

i‖j(u) + ...;

Ei(ε)(ϕ̄(ε)) = 1
ε
E−1
i (ϕ̄) + E0

i (ϕ̄) + εE1
i (ϕ̄) + ε2E2

i (ϕ̄) + ...;
(6.21)

-pour les fonctions tests :

{
ei‖j(ε)(v) = 1

ε
e−1
i‖j(v) + e0

i‖j(v) + εe1
i‖j(v) + ε2e2

i‖j(v) + ...;

Ei(ε)(ψ) = 1
ε
E−1
i (ψ) + E0

i (ψ) + εE1
i (ψ) + ε2E2

i (ψ) + ...;
(6.22)
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avec : 



e−1
α‖β(u) = 0,

e−1
α‖3(u) = 1

2
∂3u

0
α,

e−1
3‖3(u) = ∂3u

0
3

e0
α‖β(u) = 1

2
(∂αu

0
β + ∂βu

0
α)− Γkαβu

0
k,

e0
α‖3(u) = 1

2
(∂αu

0
3 + ∂3u

1
α)− Γρα3u

0
ρ,

e0
3‖3(u) = ∂3u

1
3,

e1
α‖β(u) = 1

2
(∂αu

1
β + ∂βu

1
α)− Γkαβu

1
k − x3Γk,1αβu

0
k,

e1
α‖3(u) = 1

2
(∂αu

1
3 + ∂3u

2
α)− Γρα3u

1
ρ − x3Γk,1α3 u

0
k,

e1
3‖3(u) = ∂3u

2
3 − x3Γk,133 u

0,
k

(6.23)





e−1
α‖β(v) = 0,

e−1
α‖3(v) = 1

2
∂3vα,

e−1
3‖3(v) = ∂3v3

e0
α‖β(v) = 1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γkαβvk,

e0
α‖3(v) = 1

2
∂αv3 − Γρα3vρ,

e0
3‖3(v) = 0,

(6.24)





E−1
α (ϕ̄) = 0, E−1

3 (ϕ̄) = −∂3ϕ̄

E0
α(ϕ̄) = −∂αϕ̄0, E0

3(ϕ̄) = −∂3ϕ̄
1,

E1
α(ϕ̄) = −∂αϕ̄1, E1

3(ϕ̄) = −∂3ϕ̄
2,

(6.25)

{
E−1
α (ψ) = 0, E−1

3 (ψ) = −∂3ψ

E0
α(ψ) = −∂αψ,E0

3(ψ) = 0
(6.26)

∀m ≥ 1

{
emi‖j(v) = xm3 Γk,mij vk,

Em
i (ψ) = 0

(6.27)

Remarque 7
Les inconnues u(ε) et ϕ̄(ε) et les fonctions tests v et ψ n’ont pas le même rôle puisqu’on ne
considère qu’un développement asymptotique des premières. C’est pourquoi les termes des dé-
veloppements des tenseurs des déformations et des vecteurs champs électriques (6.21)et (6.22)
sont différents pour chacune.

Avec les expressions (6.14) du tenseur des contraintes et du vecteur déplacement élec-
trique du problème homogène, et avec les développement (6.20) et (6.21), on a

σ̄ij(ε)
√
g(ε) = 1

ε
σ̄ij,−1 + σ̄ij,0 + εσ̄ij,1 + ε2σ̄ij,2...;

D̄i(ε)
√
g(ε) = 1

ε
D̄i,−1 + D̄i,0 + εD̄i,1 + ε2D̄i,2 + ...;

(6.28)
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avec, pour tout s ≥ −1

σ̄ij,s = (Cijklesk‖l(u) +p e
kijEs

k(ϕ̄))
√
a+

∑
m+n=s

m≥1,n≥−1

(Cijkl,menk‖l(u) +p e
kij,mEn

k (ϕ̄)),

D̄i,s = (pe
iklesk‖l(u) + dikEs

k(ϕ̄))
√
a+

∑
m+n=s

m≥1,n≥−1

(pe
ikl,menk‖l(u) + dik,mEn

k (ϕ̄)).

(6.29)
On prend pour les forces mécaniques appliquées f(ε) et h(ε) ainsi que pour le champ

électrique imposé E(ε)(ϕ̂(ε)) et Ġ(ε), des ordres de grandeur en ε arbitraires, c’est-à-dire
que l’on pose :

f(ε) =
∑

s≥a

εsf s; h(ε) =
∑

s≥b

εshs; E(ε)(ϕ̂(ε)) =
∑

s≥c

εsEs(ϕ̂); 〈Ġ(ε), v̇〉 =
∑

s≥d

εs〈Ġs, v̇〉.

(6.30)
où f s(s ≥ a), hs(s ≥ b) et Es(ϕ̂)(s ≥ c) Ġs(s ≥ d) sont indépendants de ε et,a,b , c et d
(qui sont des entiers relatifs) sont des ordres de grandeur que l’on déterminera plus tard.

Remarque 8
Les composantes du champ électrique n’interviennent pas toutes au même ordre (cf.(6.13)).
C’est pourquoi dans (6.30) on a considéré une décomposition du champ électrique E(ε)(ϕ̂(ε))

plutôt que de ϕ̂(ε). On rappelle que ϕ̂(ε) est la fonction de relèvement du potentiel électrique.
Elle peut -être construite soit affine, soit constante en x3 en fonction des conditions aux limites.
Ce qui implique que

Ec(ϕ̂) est indépendant de x3,

et, en particulier, {
Ec
α(ϕ̂) = 0 si ϕ̂(ε) est affine en x3,

Ec
3(ϕ̂) = 0 si ϕ̂(ε) est constante en x3.

De plus, dans Ω1, elle est nécessairement affine puisque le potentiel est appliqué sur ω1 ×
{±1}, et donc

Es
α(ϕ̂) = 0 ∀ s ≥ c dans Ω1.

On remplace, dans le problème (6.16) posé sur le domaine fixe Ω, σ̄ij(ε) et D̄i(ε) par
leurs expressions (6.28), les ei‖j(ε)(v) et Ei(ε)(ψ) par (6.22) et les seconds membres par
(6.30). On obtient ainsi la formulation variationnelle suivante :




ε
∫

Ω

∑
s≥−2 ε

s
∑

m+n=s
m≥−1,n≥−1

(
σ̄ij,meni‖j(v) + D̄i,mEn

i (ψ)
)
dx

= ε
∫

Ω

{
eaf i,avi

√
a+

∑
s>a ε

sf̃ i,kvi

}
dx+

∫
Γ+

{
εbhi,bvi

√
a+

∑
s>b ε

sh̃i,kvi

}
dΓ

+ε
{
εd〈G3,d, v3〉+

∑
s>d ε

s〈 ˜̇Gk
N , v̇N〉

}

+ε
∫

Ω

∑
s≥c−1 ε

s
{
m≥c,n≥−1

∑
m+n=s

(
pe
kijEm

k (ϕ̂)eni‖j(v)− dikEm
k (ϕ̂)En

i (ψ)
)√

a
}
dx

+ε
∫

Ω

∑
s≥c−1 ε

s
{
l≥1m≥c,n≥−1

∑
l+m+n=s

(
pe
kij,lEm

k (ϕ̂)eni‖j(v)− dik,lEm
k (ϕ̂)En

i (ψ)
)√

adx
}
dx

(6.31)
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ε

{
εd〈G3,d, (v3 − u0

3)
√
a〉+

∑

s>d

εs〈 ˜̇Gk
N , v̇N − u̇0

N〉
}
≥ 0 ∀v3 ∈ KM(Ω) (6.32)

la méthode des développements asymptotiques consiste à identifier les coefficients des
mêmes puissances de ε dans (6.31), en cherchant les ordres de grandeur des seconds
membres (c’est -à-dire a, b , c et d dans (6.30)) jusqu’à ce que l’on obtienne un problème
bidimensionnel dont les premiers termes u0 , ϕ̄0 et Ġ0

N des développements (6.17) et (6.30)
de u(ε) , ϕ̄(ε) et Ġ(ε) soient solutions, sans avoir de restrictions (c’est-à-dire de relations
de compatibilités) sur les chargements mécaniques et électriques appliqués.

Remarque 9
-Le problème est linéaire. C’est ce qui nous permet de partir de l’ordre 0 pour les développements
de u(ε) et ϕ̄(ε), et de déterminer les ordres de grandeur des seconds membres qui conviennent
à ces développements, c’est-à-dire a, b , c et d ;

-Puisque le membre de gauche du problème (6.31) commence à l’ordre -1, on a nécessaire-
ment a ≥ −2, b ≥ −1, et c ≥ −1, d ≥ −2 dans (6.30).

On énonce deux lemmes qui serviront dans les développements ultérieurs.

Lemme 6.1
Soit w une fonction de L2(Ω)(avec Ω = ω×]− 1,+1[) tel que :

∫

Ω

w∂3vdx = 0,∀v ∈ C∞(Ω̄), v = 0 sur ∂ω × [−1, 1].

Alors w = 0

.
Remarque 10
On appliquera le lemme (6.1) en utilisant le fait que ;

{v ∈ C∞(Ω̄), v = 0 sur ∂ω × [−1,+1])} ⊂ VM(Ω) = {v ∈ H1(Ω), v = 0 sur ΓM0 }.

Lemme 6.2
1. Soit w une fonction de L2(Ω1) (avec Ω1 = ω1×]− 1,+1[) tel que :
∫

Ω1
w∂3vdx = 0,∀v ∈ C∞(Ω̄1), v = 0 sur ∂ω1 × [−1,+1] ∪ ω1 × {±1}.

Alors w est indépendante de x3 dans Ω1.

2. Soit w une fonction de L2(Ω2) (avec Ω2 = ω2×]− 1,+1[) tel que :
∫

Ω2
w∂3vdx = 0,∀v ∈ C∞(Ω̄2), v = 0 sur ∂ω2 × [−1,+1] ∪ ω2 × {+1}.

Alors w = 0 dans Ω2.

3. Soit w une fonction de L2(Ω3) (avec Ω3 = ω3×]− 1,+1[) tel que :
∫

Ω3
w∂3vdx = 0,∀v ∈ C∞(Ω̄3), v = 0 sur ∂ω3 × [−1,+1] ∪ ω3 × {−1}.

Alors w = 0 dans Ω3.
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Preuve
Pour plus de détails voir [29, Lemme (3.1.2)]

Remarque 11
On rappelle que Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3, avec Ωi = ωi×]− 1,+1[

pour i=0,...3, et que toute fonction ψ dans VE0 vérifie :
ψ = 0 sur γE0 × [−1,+1] ∪ ω1 × {±1} ∪ ω2 × {+1} ∪ ω3 × {−1}.
On appliquera le lemme (6.2) en utilisant le fait que

∫
Ω
w∂3ψ = 0, ∀ψ ∈ VE0(Ω), implique

que pour i=0,...3, on a

∫
Ωi
w∂3ψ = 0, ∀ψ ∈ C∞(Ω̄i), ψ = 0 sur ∂ωi × [−1,+1] ∪





ωi × {±1} si i = 1;

ωi × {+1} si i = 2;

ωi × {−1} si i = 3;

et donc
w = C, C indépendante de x3, dans Ω1 ;

w = 0 dans Ω2 ∪ Ω3 ;
w = 0 dans Ω0 (d’après le lemme (6.1)).

On utilise la notation tensorielle suivante qui à toute paire d’indices ou d’exposants
pouvant être interchangés associe un entier selon le schéma suivant :

11→ 1 ; 22→ 2 ; 33→ 3 ; 23→ 4 ; 31→ 5 ; 12→ 6. On pose
Cm = [Cij](i,j=1,2,6), ; Ct = [Cij](i,j=3,4,5),

Cmt = [Cij](i=1,2,6)(j=3,4,5), ; Ctm = [Cij](i=3,4,5)(j=1,2,6),

Soit A la matrice A =



Am Amt

Atm At


 où

Am =




Cm −
[
pe
λi
]t

(i=1,2,6)

[
pe
αj
]

(j=1,2,6)

[
dαλ
]


, Amt =




Cmt − [pe
3i]
t

(i=1,2,6)

[
pe
αj
]

(j=3,4,5)
[dα3]




Atm =




Ctm −
[
pe
λi
]t

(i=3,4,)◦

[
pe

3j
]

(j=1,2,6)

[
d3λ
]


, At =




Ct − [pe
3i]
t

5i=3,4,5◦

[
pe

3j
]

(j=3,4,5)
[d33]


 La matrice A est celle

de loi de comportement des matériaux piézoélectriques qui relie le tenseur des contraintes
σ et le vecteur déplacement électrique D avec le tenseur des déformations ε et le vecteur
champ électrique E, où on a réordonné les composantes pour séparer celles dans le plan
des autres. Elle exprime que
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(σii = 1, 2, 6)

Dα







(σii = 3, 4, 5)

D3







=



Am Amt

Atm At













eα‖α

2e1‖2




Eλ










e3‖3

2eλ‖3




E3







Proposition 6.1
Les matrices Cm, Ct, Am et At sont inversibles, Cmt = Cttm et Amt = Attm.

Preuve
Les tenseurs Cijkl, peikl et dik sont les tenseurs Cijkl(ε), peikl(ε) et dik(ε) pris en x3 = 0. Les
résultats de la proposition (6.1) découlent donc directement des propriétés d’ellipticité et de
symétrie (5.8)-(5.10) de ces tenseurs.

Analyse asymptotique

Pour chacun des problèmes bidimensionnels obtenus par la méthode des développe-
ments asymptotiques, on montre que la moyenne dans l’épaisseur de la solution du pro-
blème tridimensionnel converge vers leurs solutions dans des espaces fonctionnels appro-
priés. On énonce dans le lemme suivant quelque résultats nécessaires pour la suite.

Lemme 6.3
1. Soit v ∈ L2(Ω), Ω = ω×]− 1,+1[. On définit sa moyenne dans l’épaisseur, que l’on note v,

pour presque tout y dans ω par

v(y) =
1

2

∫ +1

−1

v(y, x3)dx3. (6.33)

La fonction v est bien définie pour presque tout y ∈ ω et

v ∈ L2(ω) et ‖v‖0,ω ≤
1

2
‖v‖0,Ω. (6.34)

2. Il existe une constante C > 0 telle que :

‖g(ε)− a‖0,∞,Ω̄ ≤ C1ε. (6.35)

3. Il existe des constantes g0 et g1 tells que :

0 < g0 ≤ g(ε)(y) ≤ g1, ∀ε ∈]0, ε0]; ∀y ∈ Ω̄. (6.36)
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.
On énonce maintenant quelques propriétés des tenseurs Cijkl(ε), pe

kij(ε) et dik(ε).

Lemme 6.4
1. Propriétés L∞(Ω̄).

Il existe des constantes C > 0 telles que :

‖Cijkl(ε)− Cijkl(0)‖0,∞,Ω̄ ≤ Cε;

‖peikl(ε)−p eikl(0)‖0,∞,Ω̄ ≤ Cε;

‖dij(ε)− dij(0)‖0,∞,Ω̄ ≤ Cε.

(6.37)

2. Propriétés d’uniforme ellipticité.

Il existe des constantes C>0 telles que, pour tout ε ∈]0, ε0] ;

Cijkl(ε)tkltij ≥ Ctijtij, ∀tij = tji ∈ R;

dij(ε)titj ≥ Ctitj, ∀ti ∈ R.
(6.38)

.

Preuve
1. Les propriétés (6.37) viennent du fait que les tenseurs Cijkl(ε), peikl(ε) et dij(ε) sont écrits

dans la base covariante tridimensionnelle (gi(ε)), et les tenseurs Cijkl(0), peikl(0) et dij(0)

sont écrits dans la base covariante (ai) attachée à la surface moyenne. Or on a les relations
suivantes :

gα(ε) = aα + εx3∂αa3 = aα +O(ε) et g3(ε) = a3.

2. Pour tout ε > 0, le tenseur Cijkl(ε) est défini positif uniformément par rapport à x ∈ Ω̄,
i.e. il existe des constantes C(ε) > 0 tel que :

Cijkl(ε)(x)tkltij ≥ C(ε)tijtij, ∀x ∈ Ω̄, ∀tij = tji.

De plus, il existe une constante C1 > 0 telle que :

Cijkl(0)(x)tkltij ≥ C1tijtij, ∀tij = tji.

Or l’application (x, tij) ∈ Ω̄× S1 → Cijkl(ε)(x)tkltij, où

S1 := {matrices tij symétriques d′ordre 3 telles que tijtij = 1} étant continue, il existe
une constante C>0 telle que, pour tout ε ∈]0, ε0], pour tout x ∈ Ω̄, et pour tout tij = tji,

Cijkl(ε)(x)tkltij ≥ Ctijtij.

On démontre de la même façon qu’il existe une constante C>0 telle que, pour tout ε ∈]0, ε0],
pour tout x ∈ Ω̄, et pour tout ti,

dij(ε)titj ≥ Ctiti.
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6.2.3 Le problème membranaire

Construction du problème membranaire par les développements asymptotiques

On va construire le problème membranaire par la méthode des développements asymp-
totiques. Pour cela, on va identifier les coefficients des termes ε−1, ε0 et ε1 dans l’équation
(6.31). On commence par les résultats obtenus à chaque étape.

Identification des coefficients des termes en ε−1

Le problème variationnel s’écrit alors, en identifiant les termes en ε−1 dans (6.31),∫
Ω
{σ̄ij,−1e−1

i‖j(v) + D̄i,−1E−1
i (ψ)}dx =

∫
Ω
f i,−2vi

√
adx +

∫
Γ+
hi,−1vi

√
adΓ + 〈G3,−2, v3

√
a〉 +∫

Ω
{pekijE−1

k (ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE−1

k (ϕ̂)E−1
i (ψ)}√adx,∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

et d’après les définitions (6.24), (6.26) des e−1
i‖j(v) et E−1

i (ψ), on a

{ ∫
Ω
{σ̄i3,−1vi,3 − D̄3,−1ψ,3}dx =

∫
Ω
f i,−2vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,−1vi

√
adΓ + 〈G3,−2, v3

√
a〉

+
∫

Ω
{peki3E−1

k (ϕ̂)vi,3 + d3kE−1
k (ϕ̂)ψ,3}

√
adx,∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

(6.39)

Le problème de Signorini d’ordre ε−1

On multiplie (6.32) par ε et on tend ε ver 0 on obtient

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 ≥ ∀v3 ∈ K(Ω) (6.40)

le problème de Signorini à l’ordre ε−1 est formulé comme suit

P−1
c





∫
Ω
{σ̄i3,−1vi,3 − D̄3,−1ψ,3}dx =

∫
Ω
f i,−2vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,−1vi

√
adΓ + 〈G3,−2, v3

√
a〉

+
∫

Ω
{peki3E−1

k (ϕ̂)vi,3 + d3kE−1
k (ϕ̂)ψ,3}

√
adx,∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω),

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 ≥ ∀v3 ∈ K(Ω)

(6.41)
En prenant des fonctions tests v indépendantes de x3 et ψ nulle, on obtient la relation

de compatibilité suivante sur les données mécaniques :





∫
Ω
f i,−2vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,−1vi

√
adΓ + 〈G3,−2, v3

√
a〉 = 0,∀v ∈ VM(Ω),

(v indépendant de x3).

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 ≥ ∀v3 ∈ K(Ω)

(6.42)

Donc pour que les forces soient les plus générales possible, on impose f−2 = 0 et h−1 = 0,
ie a ≥ −1 et b ≥ 0 dans (6.30) on a donc

{
〈G3,−2, v3

√
a〉 = 0,∀v ∈ VM(Ω), v indépendant de x3.

〈G3,−2, (v3 − u0
3)
√
a〉 ≥ ∀v3 ∈ K(Ω)

(6.43)
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on obtient :
G3,−2 = 0; i.e. d ≥ −1 (6.44)

En appliquant le lemme (6.1) avec la remarque (10) et le lemme (6.2) avec la remarque
(11), on obtient respectivement :





σ̄i3,−1 =p e
ki3E−1

k (ϕ̂)
√
a dans Ω;

D̄3,−1 =

{
−d3kE−1

K (ϕ̂)
√
a dans Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω3;

−d3kE−1
k (ϕ̂)

√
a+ C−1, C−1 indépendante de x3, dans Ω1.

(6.45)

avec d’après (6.29),

σ̄i3,−1 = (2Ci3λ3e−1
λ‖3(u) + Ci333e−1

3‖3(u)−p e3i3E−1
3 (ϕ̄))

√
a,

D̄3,−1 = (2pe
3λ3e−1

λ‖3(u) +p e
333e−1

3‖3(u) + d33E−1
3 (ϕ̄))

√
a.

D’où, avec la notation (6.2.2), (e−1
i‖3(u), E−1

3 (ϕ̄)) vérifie le système suivant :

At







e−1
3‖3(u)

2e−1
λ‖3(u)




E−1
3 (ϕ̄)




=








(pe
ki
(i=3,4,5))

−dk3


E−1

k (ϕ̂) dans Ω− Ω1;




(pe
ki
(i=3,4,5))

−dk3


E−1

k (ϕ̂) +




0

C−1


 dans Ω1.

(6.46)

Donc, puisque d’après la proposition (6.1) la matrice At est inversible, on peut, dans
Ω − Ω1, exprimer e−1

i‖3(u) et E−1
3 (ϕ̄) en fonction des E−1

k (ϕ̂) à l’aide du système (6.46),
c’est-à-dire :







e−1
3‖3(u)

2e−1
λ‖3(u)




E−1
3 (ϕ̄)




= A−1
t




(pe
kī
(i=3,4,5))

−dk3


E−1

k (ϕ̂) dans Ω− Ω1. (6.47)

Dans Ω1, d’après le système (6.46), puisque la matrice At, E−1
k (ϕ̂) (cf. remarque (8)) et

C−1 sont indépendants de x3, E−1
3 (ϕ̄) et e−1

i‖3(u) sont aussi indépendants de x3. Or E−1
3 (ϕ̄) =

−∂3ϕ̄
0 et, d’après (6.18), ϕ̄0 = 0 sur ω1 × {±1}. Donc on a nécessairement

E−1
3 (ϕ̄) = 0 et ϕ̄0 = 0 dans Ω1, (6.48)

c’est-à-dire que, dans Ω1, C−1 est tel que E−1
3 (ϕ̄) = 0. On a donc en utilisant respectivement
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les seconde et première équations de (6.45) :

C−1 = (2pe
3λ3e−1

λ‖3(u) +P e
333e−1

3‖3(u) + d33E−1
3 (ϕ̂))

√
a




e−1
3‖3(u)

2e−1
λ‖3(u)


 = C−1

t (pe
3i
(i=3,4,5))E

−1
3 (ϕ̂)





dans Ω1. (6.49)

Identification des coefficients des termes en ε0

En égalant les coefficients en ε0 dans l’équation (6.31), on obtient le problème varia-
tionnel

∫
Ω
{σ̄ij,−1e0

i‖j(v) + D̄i,−1E0
i (ψ) + σ̄ij,0e−1

i‖j(v) + D̄i,0E−1
i (ψ)}dx

=
∫

Ω
f i,−1vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,0vi

√
adΓ + 〈G3,−1, v3

√
a〉

+
∫

Ω
{pekijE0

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE0

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}√adx

+
∫

Ω
{pekij,1E−1

k (ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dik,1E−1

k (ϕ̂)E−1
i (ψ)}√adx

+
∫

Ω
{pekijE−1

k (ϕ̂)e0
i‖j(v)− dikE−1

k (ϕ̂)E0
i (ψ)}√adx, ∀ (v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

(6.50)

Le problème de Signorini d’ordre ε0

De même, nous remplaçons (6.44) dans (6.32) et nous multiplions le résultat par ε,
nous tendons ε vers zéro, on obtient :

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 ≥ 0 ∀v3 ∈ K(Ω). (6.51)

Le problème de Signorini à l’ordre ε0 est formulé comme suit

P 0
c





∫
Ω
{σ̄ij,−1e0

i‖j(v) + D̄i,−1E0
i (ψ) + σ̄ij,0e−1

i‖j(v) + D̄i,0E−1
i (ψ)}dx

=
∫

Ω
f i,−1vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,0vi

√
adΓ + 〈G3,−1, v3

√
a〉

+
∫

Ω
{pekijE0

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE0

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}√adx

+
∫

Ω
{pekij,1E−1

k (ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dik,1E−1

k (ϕ̂)E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
{pekijE−1

k (ϕ̂)e0
i‖j(v)− dikE−1

k (ϕ̂)E0
i (ψ)}√adx, ∀ (v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(6.52)
En prenant des fonctions tests v et ψ indépendantes de x3, donc ψ = 0 dans Ω − Ω0

( car ψ = 0 sur ω1 × {±1} ∪ ω2 × {+1} ∪ ω3 × {−1}), e−1
i‖3(v) et E−1

3 (ψ) sont nuls, et le

95



6.2. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

problème variationnel (6.52) devient

P 0
c





∫
Ω
σ̄ij,−1e0

i‖j(v)dx+
∫

Ω
D̄α,−1E0

i (ψ)dx

=
∫

Ω
f i,−1vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,0vi

√
adΓ + 〈G3,−1, v3

√
a〉

+
∫

Ω
(pe)

kijE−1
k (ϕ̂)e0

i‖j(v)
√
adx−

∫
Ω
dikE−1

k (ϕ̂)E0
i (ψ)
√
adx, ∀ (v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω),

v et ψ indépendantes de x3.

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(Ω)

(6.53)
D’après (6.29) σ̄αβ,−1 et D̄α,−1 ne dépendent que des e−1

i‖3(u) et E−1
3 (ϕ̄), donc, d’après (6.47),

(6.48) et (6.49) des E−1
k (ϕ̂). Le problème (6.53) ne fait donc pas intervenir les inconnues

u(ε) et ϕ̄(ε), mais seulement les chargements mécaniques et électriques appliqués, f−1,h0,
E−1
k (ϕ̂) et〈G3,−1, v3

√
a〉.

Donc, pour ne pas avoir de condition sur les chargements appliqués, on suppose que

f−1 = 0, h0 = 0, E−1
k (ϕ̂) = 0 et 〈G3,−1, v3

√
a〉 = 0, i.e. a ≥ 0, b ≥ 1, et c ≥ 0, (6.54)

D’où, d’après (6.53) et (6.54)

{
〈G3,−1, v3

√
a〉 = 0 ∀v3 ∈ V (ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 on ∂ω}

〈G3,−1, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 ∀v3 ∈ K(ω) = {η ∈ V (ω); η 6 εd} (6.55)

on obtient respectivement :

G3,−1 = 0, i.e. d > 0 (6.56)

D’où, d’après (6.47),(6.48) et (6.49),

e−1
i‖3 = 0 et E−1

3 = 0, (6.57)

et d’après (6.23) , (6.25) et (6.18)

u0 et ϕ̄0 sont indépendants de x3,

ϕ̄0 = 0 et E0
α(ϕ̄) = 0 dans Ω− Ω0

(6.58)

et d’après (6.29)
σ̄ij,−1 = 0, D̄i,−1 = 0 (6.59)

Le problème variationnel (6.50) s’écrit donc, en tenant compte de (6.59) et des définitions
(6.24), (6.26) des e−1

i‖j(v) et des E−1
i (ψ),

∫

Ω

{σ̄i3,0vi,3−D̄3,0ψ,3}dx =

∫

Ω

{peki3E0
k(ϕ̂)vi,3+d3kE0

k(ϕ̂)ψ,3}
√
adx,∀(u, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω).

En utilisant le lemme (6.1) avec la remarque (10) et le lemme (6.2) avec la remarque (11)
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on obtient respectivement :

σ̄i3,0 =p e
ki3E0

k(ϕ̂)
√
a dans Ω;

D̄3,0 =





−d3kE0
k(ϕ̂)
√
a dans Ω0 ∪ Ω2 ∪ Ω3;

−d3kE0
k(ϕ̂)
√
a+ C0, C0 indépendante de x3 dans Ω1;

(6.60)

avec, d’après (6.29)

σ̄i3,0 = (Ci3kle0
k‖l(u)−p eki3E0

k(ϕ̄))
√
a+ (Ci3kl,1e−1

k‖l(u)−p eki3,1E−1
k (ϕ̄)),

D̄3,0 = (pe
3kle0

k‖l(u) + dk3E0
k(ϕ̄))

√
a+ (pe

3kl,1e−1
k‖l(u) + dk3,1E−1

k (ϕ̄)).

Or, d’après (6.23) , (6.25) et (6.57), e−1
k‖l(u) = 0 et E−1

k (ϕ̄) = 0. Donc

σ̄i3,0 = (Ci3kle0
k‖l(u)−p eki3E0

k(ϕ̄))
√
a;

D̄3,0 = (pe
3kle0

k‖l(u) + dk3E0
k(ϕ̄))

√
a.

(6.61)

On cherche un problème dont les premiers termes u0 , ϕ̄0 et G0
N des développements

(6.17) et (6.30) de u(ε) , ϕ̄(ε) et G(ε) soient solutions.
Or dans le système (6.60) avec les relations (6.61), les termes e0

k‖3(u) et E0
3(ϕ̄) font

apparaître (cf. (6.23) et (6.25) ) les termes d’ordre un, u1 et ϕ̄1, de ces développements.
On utilise donc ce système pour les exprimer en fonction des autres.

Avec la notation (6.2.2), le système (6.60) avec (6.61) peut s’écrire

At







e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)




E0
3(ϕ̄)




= −Atm







e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)




E0
λ(ϕ̄)




+




(pe
ki
(i=3,4,5))

−dk3


E0

k(ϕ̂) +




0

C0


 ,

(6.62)
où C0 = 0 dans Ω − Ω1 et est indépendante de x3 dans Ω1. Donc, puisque d’après la
proposition (6.1) la matriceAt est inversible, on peut, dans Ω−Ω1, exprimer e0

i‖3(u)etE0
3(ϕ̄)

en fonction des e0
α‖β(u),E0

λ(ϕ̄), E0
k(ϕ̂), c’est-à-dire, en remarquant que




(pe
ki
(i=3,4,5))

−dk3


E0

k(ϕ̂) = Atm




0

E0
λ(ϕ̂)


+At




0

E0
3(Ω̂)


 , (6.63)
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on a, d’après (6.62)







e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)




E0
3(ϕ̄)




= −A−1
t Atm







e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)




E0
λ(ϕ̄) + E0

λ(ϕ̂)




+




0

E0
3(ϕ̂)


 , dans Ω−Ω1. (6.64)

Dans Ω1, d’après le système (6.62), puisque At, Atm, E0
k(ϕ̂) (cf. remarque (8) ) et (cf.(6.58)

) e0
α‖β etE0

λ(u) sont indépendants de x3, E
0
3(ϕ̄) est aussi indépendant de x3. OrE0

3(ϕ̄) = ∂3ϕ̄
1

et, d’après (6.18), ϕ̄1 = 0 sur ω1 × {±1}. Donc on a nécessairement

E0
3(ϕ̄) = 0, ϕ̄1 = 0 et E0

α(ϕ̄) = 0 dans Ω1; (6.65)

et C0 est telle que E0
3(ϕ̄) = 0. On a donc en utilisant respectivement les seconde et première

équations de (6.60) avec (6.61), et en tenant compte de (6.58),

C0 = (pe
3kle0

k‖l(u) + d33E0
3(ϕ̂))

√
a




e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)


 = C−1

t


(pe

3i
(i=3,4,5))E

0
3(ϕ̂)− Ctm




e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)











dans Ω1. (6.66)

Identification des coefficients des termes en ε1

En égalant les coefficients en ε1 dans l’équation (6.31), on obtient le problème varia-
tionnel

∫
Ω
{σ̄ij,−1e1

i‖j(v) + D̄i,−1E1
i (ψ) + σ̄ij,0e0

i‖j(v) + D̄i,0E0
i + σ̄ij,1e−1

i‖j(v) + D̄i,1E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,1vi

√
adΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉

+
∫

Ω
{pekijE0

k(ϕ̂)e0
i‖j(v)− dikE0

k(ϕ̂)E0
i (ψ)}√adx+

∫
Ω
{pekij,1E0

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dik,1E0

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
{pekijE1

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE1

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}√adx, ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω).

(6.67)

Le problème de Signorini d’ordre ε1

En remplaçant (6.56) dans (6.32) et en multiplie le résultat par ε, et on tend ε ver 0 on
obtient

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 > 0 (6.68)

Nous concluons que le problème de Signorini à l’ordre ε1 est formulé comme suit
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P 1
c





∫
Ω
{σ̄ij,−1e1

i‖j(v) + D̄i,−1E1
i (ψ) + σ̄ij,0e0

i‖j(v) + D̄i,0E0
i + σ̄ij,1e−1

i‖j(v) + D̄i,1E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,1vi

√
adΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉

+
∫

Ω
{pekijE0

k(ϕ̂)e0
i‖j(v)− dikE0

k(ϕ̂)E0
i (ψ)}√adx

+
∫

Ω
{pekij,1E0

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dik,1E0

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}dx

+
∫

Ω
{pekijE1

k(ϕ̂)e−1
i‖j(v)− dikE1

k(ϕ̂)E−1
i (ψ)}√adx, ∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω);

〈G3,0, (v3 − u0
3)
√
a〉 ≥ 0 ∀v3 ∈ KM(Ω)

(6.69)
En ne prenant que des fonctions tests v et ψ indépendantes de x3, donc ψ = 0 dans

Ω − Ω0, on a e−1
i‖j(v) = 0 et E−1

i (ψ) = 0. D’où en utilisant (6.59) et (6.60), le problème
variationnel (6.69) devient

P 1
c





∫
Ω
σ̄αβ,0e0

α‖β(v)dx+
∫

Ω0
D̄α,0E0

α(ψ)dx =
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,1vi

√
adΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉

+
∫

Ω
(pe

kαβ)E0
k(ϕ̂)e0

α‖β(v)
√
adx−

∫
Ω0
dαkE0

k(ϕ̂)E0
α(ψ)
√
adx,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)× VE0(Ω), v et ψ indépendantes de x3;

〈G3,0
N , (v3 − u0

3)
√
a〉 ≥ 0 ∀v3 ∈ KM(Ω)

(6.70)
avec, d’après (6.29) en utilisant (6.57),

σ̄αβ,0 = (Cαβije0
i‖j(u)−p eiαβE0

i (ϕ̄))
√
a,

D̄α,0 = (pe
αije0

i‖j(u) + dαiE0
i (ϕ̄))

√
a.

(6.71)

Les relations (6.71) s’écrivent avec la notation (6.2.2), en rappelant que d’après (6.65)
E0
i (ϕ̄) = 0 dans Ω1,




(
σ̄i,0(i=1,2,6)

)

D̄α,0


 =



Am







e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)




E0
λ(ϕ̄)




+Amt







e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)




E0
3(ϕ̄)







√
a dans Ω−Ω1,

et
(
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
=


Cm




e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


+ Cmt




e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)






√
a dans Ω1.
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On a donc



(
σ̄i,0(i=1,2,6)

)

D̄α,0


+



−peki(i=1,2,6)

dαk


E0

k(ϕ̂)
√
a

=



Am







e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)




E0
λ(ϕ̄) + E0

λ(ϕ̂)




+Amt







e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)




E0
3(ϕ̄)




+Amt




0

E0
3(ϕ̂)







√
a

dans Ω−Ω1,

et (
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
− (pe

3i
(i=1,2,6))E

0
3(ϕ̂)
√
a

=


Cm




e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)


+ Cmt




e0
3‖3(u)

2e0
λ‖3(u)


+Amt[1, 2]E0

3(ϕ̂)



√
a

dans Ω1.

Soit, en utilisant les relations (6.64), (6.66),



(
σ̄i,0(i=1,2,6)

)

D̄α,0


+



−peki(i=1,2,6)

dαk


E0

k(ϕ̂)
√
a

=




(Am −AmtA−1
t Atm)







e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)




E0
λ(ϕ̄) + E0

λ(ϕ̂)







√
a

dans Ω− Ω1, (6.72)

et (
σ̄i,0(i=1,2,6)

)
− (pe

3i
(i=1,2,6))E

0
3(ϕ̂)
√
a

= [(Cm − CmtC−1
t Ctm)




e0
α‖α(u)

2e0
1‖2(u)




+(Amt[1, 2]− CmtC−1
t At[1, 2])E0

3(ϕ̂)]
√
a

dans Ω1, (6.73)

On définit les coefficients Cαβλµ
m , pekαβm et dαλm par :

[
[C

ij

m(i,j=1,2,6)] − [pe
λi
m(i=1,2,6)]

t

[pe
αj

m(j=1,2,6)] [dαλm ]

]
= Am −AmtA−1

t Atm dans Ω− Ω1; (6.74)
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[C
ij

m(i,j=1,2,6)] = Cm − CmtC−1
t Ctm

(pe
3j

m(j=1,2,6)) = Amt[1, 2]− CmtC−1
t At[1, 2]

}
dans Ω1. (6.75)

Remarque 12
Les coefficients Cαβλµ

m , pemλµm et dαβm correspondent aux composantes des tenseurs des coefficients
mécaniques, piézoélectriques et diélectriques modifiés par les hypothèses suivantes :

• dans Ω− Ω1, les contraintes transverses sont nulles et le déplacement électrique transverse
est constant dans l’épaisseur, i.e. σi3 = 0 et ∂3D

3 = 0 ;

• dans Ω1, seules les contraintes transverses sont nulles,i.e. σi3 = 0, et donc Cαβλµ
m = C̄αβλµ

et pe3λµ
m =p ē

3λµ où les tenseurs C̄αβλµ et pē3λµ sont ceux obtenus pour le problème bidimen-
sionnel établi au chapitre 2 (cf.(2.3.10)).

Avec les relations (6.72), (6.73), et avec le tenseur Cm défini en (6.75), le problème varia-
tionnel (6.70) s’écrit, en rappelant que d’après (6.58) ϕ̄0 = 0 dans Ω− Ω0,





∫
Ω0
{[Cαβλµ

m e0
λ‖µ(u)−p eλαβm E0

λ(ϕ̄)]e0
α‖β(v) + [pe

αλµ
m e0

λ‖µ + dλαm E
0
λ(ϕ̄)]E0

α(ψ)}√adx
+
∫

Ω−Ω0
Cαβλµ
m e0

λ‖µ(u)e0
α‖‖β(v)

√
adx

=
∫

Ω
f i,0vi

√
adx+

∫
Γ+
hi,1vi

√
adΓ + 〈G3,0, v3

√
a〉

+
∫

Ω0
{peλαβm E0

λ(ϕ̂)e0
α‖β(v)− dλαm E0

λ(ϕ̂)E0
α(ψ)}√adx,

+
∫

Ω2∪Ω3
(pe

λαβ
m )E0

λ(ϕ̂)e0
α‖β(v)

√
adx+

∫
Ω1

(pe
3αβ
m )E0

3(ϕ̂)e0
α‖β(v)

√
adx,

∀(v, ψ) ∈ VM(Ω)×VE0(Ω), v et ψ indépendantes de x3;

〈G3,0(v3 − u0
3)
√
a〉 ≥ 0 ∀v3 ∈ KM(Ω).

(6.76)

Les fonctions tests v et ψ sont prises indépendantes de x3, donc, d’après (6.24) et (6.26),
e0
α‖β(v) et E0

α(ψ) sont indépendants de x3. Et d’après (6.23) , (6.25) et (6.48), e0
λ‖µ(u) et

E0
λ(ϕ̄) sont aussi indépendants de x3. En intégrant sur l’épaisseur, le problème variationnel

(6.76) peut être considéré comme un problème bidimensionnel formulé sur ω. On pose

γαβ(v) =
1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γkαβvk, (6.77)

et on rappelle que
Eα(ψ) = −∂αψ.

On a ainsi
e0
λ‖µ(u) = γλµ(u0) et e0

α‖β(v) = γαβ(v),

E0
λ(ϕ̄) = Eλ(ϕ̄

0) et E0
α(ψ) = Eα(ψ).

D’où le théorème suivant :

Théorème 6.1
Si les deux premiers termes u0, ϕ̄0 et u1, ϕ̄1 et le terme G3,0 des développements (6.17),(6.30)
des inconnues u(ε) et ϕ̄(ε), G3(ε) existent, et si les forces mécaniques appliquée sont de la
forme
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f(ε) = f 0 ∈ (L2(Ω))3, h(ε) = εh1 ∈ (L2(Γ+))3, G3(ε) = G3,0 + εG3,1 + ../G3,0 ∈ H− 1
2 ,

et le champ électrique appliqué est de la forme

E(ε)(ϕ̂(ε)) =
∑

k≥0

ekEk(ϕ̂), E0(ϕ̂) ∈ (L2(Ω))3, E0
k(ϕ̂) sont indépendants de x3,

alors
u0 et ϕ̄0 sont indépendants de x3,

ϕ̄0 = 0 dans Ω− Ω0,

et (u0, ϕ̄0, G3,0) peut être identifié à la solution bidimensionnelle (ζ0, θ0, G3,0) définie sur ω̄ des
équations bidimensionnelles membranaires de coques piézoélectriques suivant :

Trouver (ζ0, θ0, G3,0) ∈ VM,mem(ω)× VE0,mem(ω)× (H−
1
2 )(ω) tel que

2
∫
ω0
{[Cαβλµ

m γλµ(ζ0)−p eλαβm Eλ(θ
0)]γαβ(η) + [pe

αλµ
m γλµ(ζ0) + dαλm Eλ(θ

0)]Eα(ψ)}√ady
+2
∫
ω−ω0

Cαβλµ
m γλµ(ζ0)γαβ(η)

√
ady

=
∫
ω
(
∫ +1

−1
f i,0dz)ηi

√
ady +

∫
Γ+
hi,1ηi

√
adΓ + 〈G3,0, η3

√
a〉

+2
∫
ω0
{peλαβm E0

λ(ϕ̂)γαβ(η)− dαλm E0
λ(ϕ̂)Eα(ψ)}√ady

+2
∫
ω2∪ω3

(pe
λαβ
m )E0

λ(ϕ̂)γαβ(η)
√
ady + 2

∫
ω1

(pe
3αβ
m )E0

3(ϕ̂)γαβ(η)
√
ady,

∀(η, ψ) ∈ VM,mem(ω)× VE0,mem(ω)

〈G3,0, η3

√
a〉 ≥ 0∀η3K(ω)

où
VM,mem(ω) = {η ∈ H1(ω)×H1(Ω)× L2(ω), ηα = 0 sur γM0 };
KM(ω) = {η ∈ VM,mem(ω)/η3 ≤ d sur Γ−}
VE0,mem(ω) = {ψ ∈ H1(ω), ψ = 0 dans ω − ω0, ψ = 0 sur γE0 };
γαβ(v) = 1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γkαβvk;

Eα(ψ) = −∂αψ;

et où les tenseurs Cαβλµ
m , pe

kαβ
m et dαλm sont définis en (6.75)

(6.78)

6.3 Conclusion

L’analyse asymptotique du problème piézoélectrique tridimensionnel effectuée dans ce
chapitre conduit au problème de coques piézoélectriques membranaires dans le cas d’une
coque uniformément elliptique encastrée sur partie de sa frontière latérale.

On a ensuite justifié le modèle bidimensionnel. Pour cela, en utilisant la méthode des
développements asymptotiques formelles que dans le cas sans frottement, on trouve un
problème bidimensionnel de Signorini sans frottement.
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