REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministére de 'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Mohamed Khider, Biskra
Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et de la Vie

Département de Mathématiques

THESE

Pour obtenir le grade de
DOCTEUR EN SCIENCES

SPECIALITE : MATHEMATIQUES
OPTION : ANALYSE

Intitulé :

OPERATEURS DE TOEPLITZ TRONQUES.
Présenté par : YAGOUB Ameur

Devant le jury composé de :

MOKHTARI Zouhir Professeur Université de Biskra Président
BENDAOUD Zohra Maitre de conférence Université de Laghouat FEncadreur
ZARRABI Mohamed Maitre de conférence Université de Bordeaux Co-Encadreur
ALLAOUI Salah Eddine Professeur Université de Laghouat Examinateur
MOKHTARI Abdelkader Professeur Université de Laghouat Examinateur
KHELIL Nasser Maitre de conférence Université de Biskra Examinateur

Année Universitaire : 2018-2019



Remerciements.

Cette thése est le fruit d’un travail qui a été réalisé au Laboratoire des Mathématiques
Pures et Appliquées (LMPA), université de Amar Telidji de Laghouat, sous la direction du
Dr BENDAOUD Zohra, et dans linstitut de mathématiques de Bordeaux (IMB), sous
la codirection du Dr ZARRABI Mohamed, et ['université Mohamed Khider de Biskra.
Une grande partie de ce travail a été réalisée grace au projet de coopération Algéro-Francais
Egide-CMEP PHC-TASSILI 30875XC, sous le responsable francais le Pr KELLAY Ka-
rim, L’IMB-Bordeauz I, et le responsable algérien le Dr BENDAQOUD Zohra.

Je tiens avant tout a exprimer ma profonde reconnaissance & BENDAQOUD Zohra pour
avoir acceptée de diriger cette thése. Sa disponibilité et ses précieux conseils m’ont étés
d’une grande aide, en particulier dans mes moments de doutes. Je 1’en remercie vivement.
Je remercie profondément ZARRA BI Mohamed d’avoir accepté de me coencadrer et me
diriger, surtout pour sa convivialité, son dynamisme et ses conseils précieux m’ont guidé et
motivé tout au long de mes sé¢jours a I’/MB-Université de Bordeauz I.

Un grand merci & KELLAY Karim pour avoir mis ses idées géniales et sa gentillesse au
service de ce travail de thése. Malgré la distance, merci d’avoir été la a chaque fois que j’en
avais besoin tout au long de ces années de recherche.

Tous mes remerciements vont également & monsieur MOKHTARI Zouhir, Professeur a
I'université Mohamed Khider de Biskra, pour avoir accepté de présider le jury de cette thése
me faisant ainsi un grand honneur. Je tiens aussi a remercier les membres du jury : monsieur
KHELIL Nasser Maitre de conférence a 'université Mohamed Khider de Biskra, mon-
sieur ALLAOUI Salah Eddine Professeur a 'université de Amar Telidji de Laghouat,
et monsieur MOKHTARI Abdelkader Professeur a l'université de Amar Telidji de La-
ghouat.

J’adresse également mes remerciements a STROUSE FElizabeth pour sa hospitalité et pré-
cieux conseils pendant mes séjours a Bordeaux.

Merci & mes amis MERGHNI Lobna e¢ KORRICHI Fatima pour notre fructueuse
collaboration.

Je tiens particuliérement a remercier les membres de mon Laboratoire, LMPA, au sein de
I'université de Amar Telidji de Laghouat, & commencer par son directeur, BENDAOUD
Zohra, qui a mis a notre disposition tous les moyens possibles pour qu’on puisse avancer.
Je remercie tous les membres du laboratoire IMB-Bordeauz et se personnel chercheurs, en-
seignants, doctorants, informaticiens, secrétaires et techniciens. Ils ont tous contribué de

facon directe ou indirecte au bon déroulement de ma theése, je les remercie pour leur pré-



sence a mes cotés et pour la bonne ambiance qu’ils ont fait régner autour de moi.

Je remercie, particuliérement, mes collégues enseignants avec qui j’ai eu le plaisir d’enseigner
les mathématiques dans les différentes facultés de 'université Amar Telidji de Laghouat.
Enfin, je remercie également mes amis et ma famille, et plus généralement tous ceux qui, de
prés ou de loin, m’ont entouré pendant ces années pour le soutien trés précieux qu’ils m’ont

apporté.

YAGOUB Ameur.



Table des matiéres

Notations.
Introduction.

1 Opérateurs de Toeplitz et de composition.

1.1 Espacede Hardy. . . . .. ... .. ... ... . ... ... ...,
1.2 Opérateurs de multiplication. . . . . . ... .. .. ... ... ... ..
1.3  Opérateurs de Toeplitz sur I'espace de Hardy. . . . . . . ... .. ...
1.3.1 Produit d’opérateurs de Toeplitz dans l’espace de Hardy. . . . . . . .
1.3.2 Matrices de Toeplitz. . . . . .. .. ... ...

1.4 Opérateurs de composition sur 'espace de Hardy. . . . . . . ... . ..

1.5 Lien entre opérateurs de Toeplitz et opérateurs de composition.

2 Opérateurs de Toeplitz tronqués.

2.1 Préliminaires. . . . . . . . ..
2.1.1 Espacesmodeéles. . . . . . ... L o
2.1.2  Noyau reproduisant de K,. . . . . . . . . . ... ... ... ...
2.1.3 Opérateurs complexes symétriques. . . . . . . . . . . .. .. ..
2.1.4  Produit tensoriel. . . . . ... oo
2.1.5  Calcul fonctionnel pour opérateurs bornés. . . . . . . . . .. ..

2.2 Opérateurs de Toeplitz tronqués sur ’espace modele. . . . . . . .. ..
2.2.1 Opérateurs de Toeplitz tronqués de rang fini. . . . . . . . . . ..
2.2.2  Opérateurs et mesures de Clark. . . . . . . ... ... ... ...

2.3 Opérateurs de Toeplitz tronqués de type Sedlock. . . . . ... .. ...
2.3.1 Transformation de Crofoot. . . . . . ... ... ... ... ...
2.3.2  Produit d’opérateurs de Toeplitz tronqués. . . . . . . . . . . ..
2.3.3 Symboles bornésde BS. . . .. ..o

13
13
16
18
19
20
21
26



TABLE DES MATIERES

2.4

2.3.4 Calcul fonctionnel pour By, . . . . ... ..o

Représentation matricielle . . . . . . . ..o

3 Semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

3.1
3.2
3.3
3.4

Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés. . . . . . ... ... ... ...
Semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tronqués. . . . . . . . . . .. ...
Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Co—Semi-groupes. . . . . . . v v v v i
3.4.1 Préliminaires. . . . . . . . . . ..
3.4.2  Opérateurs non-bornés commutes avec S&. . . . . . ... L.

3.4.3  Cp—Semi-groupes. . . . . . . . v vt

4 Estimation de fonction de comptage et opérateurs de composition.

4.1

4.2
4.3
4.4

Opérateurs de composition sur I’espace de Dirichlet. . . . . . . . ... ..
4.1.1 Espace de Dirichlet. . . . . . . .. ... 000000
4.1.2 Opérateurs de composition sur l'espace D,. . . . . . . ... ...
Lien entre Ny o et Do (™). .« o o o oo 00000
Lien entre ng, et D(¢™). . . . . . . oL

Exemples. . . . . . o

4.4.1 Exemples d’estimations de fonction de Nevanlinna généralisé.

4.4.2 Exemples d’opérateurs de composition de Hilbert-Schmidt. . . . .

5 Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

5.1 Définitions. . . . . . . .o
5.2 Classes de Schatten S,(Dq). . -« v v v v v v v
5.3 Classes de Schatten S,(Do,Dgs). . . o« o o o v i i v
54 Examples. . . . .. ..
Bibliographie.
Résumés.

54
54
56
29
67
68
71
74

78
78
78
80
82
86
88
91
93

95
95
96
100
101

104

109



Notations.

o o aO8s g g

le disque unité ouvert du plan complexe C.

le disque unité fermé du plan complexe C.

le cercle unité.

= CU{oo}.

signifie qu’il existe une constante C' absolue que A < CB.
signifie que A < B et B < A.

la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité.

la mesure planaire de Lebesgue normalisé sur le disque unité D.
= (14 a)(1 - |2|>)?dA(2).

mesure de Clark sur T.

L’ensemble de Carleson sur D

={CeT: |p()| > s}, I'ensemble de niveau du symbole ¢.
'ensemble de Cantor généralisé associée a la suite (ay)y.
I’ensemble des opérateurs linéaires borné de E dans F.
I’ensemble des opérateurs linéaires borné sur ’espace E.
I’espace de Lebesgue usuel.

Iespace des fonctions bornées sur T.

produit scalaire de L*(T).

espace des fonctions holomorphe sur D.

I’espace de Hardy.

I’espace des fonctions analytiques bornées.

fonction intérieure.

I’espace modéle.

= K, N H* est dense dans K.

I’espace de Dirichlet.

I’espace de Dirichlet classique.

le sous-espace vectoriel fermé engendré par x;.
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projection orthogonale de L? sur H?.

projection orthogonale de L? sur K.

n-éme coefficient de Fourier de f.

la limite radiale de f sur T.

noyau reproduisant de H?.

noyau reproduisant de K.

dérivée angulaire au sens de Carathéodory.

fonction de comptage de Nevanlinna de H?.

fonction de comptage de Nevanlinna de D,,.

fonction de comptage de Nevanlinna de D.

= [o 1F(2)PdAa(2).

opérateur de Shift sur H?2.

opérateur de Shift sur K,.

opérateur de Shift généralisé sur K, pour a € D.
opérateur unitaire de Clark sur K,, pour o € T.

opérateur de multiplication de symbole .

opérateur de Toeplitz sur H? de symbole .

opérateur de composition de symbole ¢.

opérateur de Toeplitz tronqué sur K, de symbole .

& AL = Aj.

opérateur de conjugaison sur un espace de Hilbert.

=CYf.

opérateur de de rang 1 sur un espace de Hilbert (produit tensoriel).
la transformation de Crofoot pour a € D.

la classe de Schatten sur H.

la classe de Schatten sur H; dans Hs.

la classe des opérateurs de Hilbert Schmidt sur H.

I’algébre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans H.
la résolvante de I'opérateur linéaire A.

base orthonormée du espace de Hilbert.

I’ensemble de tous les opérateurs de Toeplitz tronqués bornés sur K.
I’ensemble de tous les opérateurs de Toeplitz tronqués de type a sur K.

I’ensemble résolvant de I'opérateur A.



Introduction.

Cette thése s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs qui consiste en I'étude
des quelques propriétés spectrales et algébriques d’opérateurs sur divers espaces de fonc-
tions analytiques. Cette étude comporte deux parties, partie sur les opérateurs de Toeplitz
tronqués, et 'autre sur les opérateurs de composition.

Soit L*(T) l'espace de Lebesgue de fonctions carrées intégrables sur le cercle unité T et
soient H?, H* les espaces de Hardy classiques sur le disque unité ID. Les espaces modéles
sont les sous-espaces fermés invariants par ’adjoint du shift, S* : f — f_Tf(O) sur H?. D’aprés
le théoréme de Beurling [12], ces espaces sont de la forme K, = (uH?)* = H> © uH?, ou u
est une fonction intérieure (pour plus de détails voir [27, 29, 39, 51]). Chaque espace modéle
est équipé d'un opérateur de conjugaison C' défini par C[f](() = u(O)Cf(C) == ]?, pour tout
f e K,et(eT (voir [27, 28, 30]), et posséde un noyau reproduisant k}(z) = %7 A€
D,z € T (voir [29, 39]). Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des compressions des opé-

rateurs de multiplication sur I'espace modeéle K. Soit P, la projection orthogonale de L*(T)
sur K. L'opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢, noté Ag est défini sur le sous-espace
dense K, N H* de K, par

Ag(f) = Pu(ef).

Le symbole ¢ n’est pas unique (c’est a dire : d’aprés [51], Ay = Ay, w’implique pas p1 = p3).
Une étude systématique des opérateurs Toeplitz tronqués avec des symboles dans L*(T) a
été commencée récemment par Sarason ([51]). Cet article a jeté les bases de la théorie et
inspiré une grande partie des travaux sur ces opérateurs, ainsi qu’'un énorme intérét pour
cette classe d’opérateurs (voir [6, 10, 14, 49, 50]).

Le but de ce travail est consacré aux semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tronqués et
leurs générateurs. Notre intérét pour ce sujet vient des travaux de Suéarez ([61]), Seu-
bert ([58, 57, 56]) et Sarason (|54, 55]). Soit S, la compression de shift sur K, défini par
Su(f) = Pu(zf). Dans [61], Sudrez a caractérisé les opérateurs fermés densément définis dans

K, qui commute avec S. Sarason a complété le résultat de Suarez dans [54], en montrant
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que les opérateurs fermés densément définis sur K, commutant avec .S,, sont les opérateurs
Toeplitz tronqués avec des symboles dans une certaine classe de Smirnov locale lice a u, N,
(voir sous-chapitre 3.4).

Seubert a caractérisé dans [56], les opérateurs dissipatifs fermés et densément définis sur K,
qui commutent avec S;. ces opérateurs sont les générateurs de semi-groupes de contractions
commutant avec S} qui sont également, en fait décrits par Seubert dans [56]. Il est montré
que tous ces opérateurs sont des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Dans la présente thése, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
famille d’opérateurs de Toeplitz tronqués soit un semi-groupe, puis un semi-groupe unifor-
mément continu, et finalement un Cy-semi-groupe de contractions (|62]). On pose T (K,), BS
I’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués bornés et leur algébre de Banach, respecti-
vement. Soient (7})¢>0 C T(K,). Les principaux résultats de la premiére partie de la thése

sont les suivants :

1. {T}}i>0 est un semi-groupe sur K, si et seulement s’il existe a € C tel que T; €

B, ¥t > 0, une des conditions suivantes est satisfaite
(a) Sia €D, alors Vt,s >0, Ty, ki = T,T.kY et Tokd = kY.
(b) Siae @\ﬁ, alors Vt, s > 0, Ty, okt = T, T,k et Tokt = kL.

2. Soient (1});>0 est un semi-groupe sur K, alors (7;);>0 est uniformément continu si et

seulement s’il existe ¥ € K, et ¢ € C tel que A = A - € By, le générateur
V+aS,V+c

infinitésimal de T}, et I'une des conditions suivantes est satisfaite

(a) Sia €D, lim,_g+ w = (1 — au(0))¥ et ¢ = 0.

(b) Si @ € C\D, lim, o0 2= — (0 — w(0))T et ¢ = s limy e <
Tk kg
t

kg >

SuTekl —Su kg
t

LT

(c¢) Sia=o0, lim; o+ = Vet c = limy_,o+ < 22k > .

3. (T})t>0 est un Cy-semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz tronqués de contraction si et

seulement s’il existe a € C, tel qu'une des conditions suivantes est satisfaite

(a) |a| < 1 et il existe une fonction analytique C, avec Re(C(z)) < 0,Vz € D, tel
que T = A"« .
l1—au
(b) 1 < |a| < 400 et il existe une fonction analytique C, avec Re(C(z)) < 0,Vz € D,
tel que T; = A" .

a—u

(¢) a = oo, et il existe une fonction analytique C, avec Re(C(z)) < 0,Vz € D, tel

que T = Al
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(d) |a] = 1 et il existe une fonction mesurable ¢ tel que esssupRe(q(¢)) < 0 et
¢CET
T, = ef9(S2).
Les démonstrations impliquent les classes de Sedlock, B¢, introduites en 2010 dans

[49, 50], le résultat de Seubert cité plus haut et la transformée de Crofoot (un opérateur

unitaire entre différents espaces modéles [17]).

Ensuite, nous étudions les opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet.

Soit a € [0, 1], 'espace de Dirichlet D,, est 'ensemble des fonctions f € H?, tel que
[IrE@ra - e < o
D

Notons que D; = H? et Dy = D est I'espace de Dirichlet classique. L’opérateur de compo-

sition a symbole ¢ est donné par

Cw(f):fo% feDou

ol i : D — D est une fonction holomorphe.

Contrairement a I’espace de Hardy, ou 'opérateur de composition est toujours borné, grace
au théoréme de Littlewood (1925 [36]), Uopérateur de composition n’est pas toujours borné
dons D,,a € (0,1). Dons ce travail, nous nous intéressons a la bornitude, la compacité et a
I’appartenance de la classe de Schatten.

La fonction de comptage généralisée de Nevanlinna associée a D,,, d'un symbole holomorphe

dans D, ¢, est donnée par :
Nea(2) = Y (1=u]), z€ D\ {p(0)},
z=p(w),weD

et Ny o = 0sur D\ ¢(D). Lorsque a = 1, N,,; est comparable & la fonction de comptage de
Nevanlinna classique, et lorsque a = 0, la fonction de comptage associée a Dirichlet classique
est donné par ny(z) = N, o(2) = card{w : p(w) = z}.

Il y a une caractérisation compléte pour la bornitude, la compacité et les classe de Schatten
en terme de la fonction de comptage, en-effet : soit la fonction holomorphe ¢ : D — D

1) dans [60], Shapiro a été montré que
C, est borné dans D, <= N,1 =o(l—|z]), |z]—=1".

2) en 2012, Kellay et Lefévre ont montré dans leur article [33] que, pour 0 < o < 1,

1. C, est borné dans D, <= N,, =0(1—|z])*, || —=>1".

10
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2. C, est compact dans D, <= N,, =o0(1—|z])*, [|z|—=>1".

3) Pau et Paleaz dans [42] montre que pour p > 0,

NE(2)
/D TEEDETE dA(z) < 0o <= (, dans la classe de Shatten, S,(D,).

L’estimation de NNV, , s’avére compliqué en général, dans ce travail nous donnons une majo-
ration de N, , par la norme des itérées du symbole ¢ ( [8]). Ensuite, on donne des exemples

de symbole tel que C,,, est borné ou compact. En-effet : on pose Do(f) = [, |f/(2)[PdAa(2).

Soit la fonction holomorphe ¢ : D — D. Ce qui nous permet d’avoir les résultats suivants :

1. Soit 0 < a < 1,

n 1 1
N%Oé(z) Sj Da(go +1>7 E < 1-— ’Z| < m (1)
2. o
Do gOm
ne(2)dA(z) < ———=, m > 2. 2
[ﬁﬁkg HAG) £ T 2

Finalement, dans ce travail, nous étudions la propriété de certains opérateurs de composition
dans les espaces de Dirichlet aux classes de Schatten en fonction de la taille des ensembles
de niveau du symbole E,(s), & 'aide des majorations (1) et (2) ([9]), tel que E,(s) de ¢ est
donnée par

Eols) = {C €T : [o(O)] = s},5 € (0,1).

Les principaux résultats sont les suivants : pour p > 0

1. Soit ¢ est une fonction injective. Si I'une des deux conditions est satisfaite

(a) Siap/2<1et f1|E“°(i—|ap/2dr<oo
(b) Siap/2>1et fol %dr < 0.
alors C, € S,(D,).
/2
2. Soita € (0,1]. 51y, (nﬂpg(gpn)l_o‘www(l—%)|"“6)p < oo pour certains 3 € [0, o
et (o — f)p/2 < 1, alors C, € S,(D,).
3. Soit p<2/(1—a),si S, (n|E¢(1 - 1/3n)|>

Cette approche permet de donner des résultats analogue pour 'opérateur de composition

o)
n

[NiS]

< 00, alors Cy, € S,(D,).

C, dans un espace de type Dirichlet D, a un autre espace de type Dirichlet Dg, avec o # 3,
dans la classes de Schatten (S,(D,,Dg)), et des exemples explicites de I'opérateur de com-
position appartenant a la classe Schatten.

La these est divisée en 5 chapitres.

11
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Nous commencons par rappeler les définitions et propriétés concernant I'espace de Hardy H?,
les opérateurs de multiplication, opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Hardy, Opérateurs
de composition sur I'espace de Hardy, et Lien entre opérateurs de Toeplitz et opérateurs
de composition dans le chapitre 1. Nous en profitons pour donner un Lien entre les trois
opérateurs multiplication, Toeplitz et composition.

Le chapitre 2 est entiérement consacré aux opérateurs de Toeplitz tronqués sur l'espace
modele K. Dans ce chapitre, nous rappelons les outils de base nécessaires pour s’initier ‘a
notre sujet. On y définit les espaces modéles, et on y expose certaines propriétés qui nous
seront utiles pour la suite. Ensuite, on introduit les opérateurs de Toeplitz tronqués (7,) et
les opérateurs de Toeplitz tronqués de type a ou du type Sedlock (BS C 7T,), On terminera
ce chapitre par des exemples de représentation matricielle des opérateurs de Toeplitz tron-

qués pour u(z) = 2.

Dans le chapitre 3, ( les résultats de 'article [62]), on commence par un bref de théorie des
semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés, ensuite nous donnons une condition nécessaire et
suffisante d’opérateurs de Toeplitz tronqués soit un semi-groupes avec un exemple matriciel,
et aprés on caractérisons les semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toepliz
tronqués avec exemple. Dans le cas de semi-groupes fortement continus (Cp—semi-groupes),
nous commencons par Préliminaires sur les espaces qui nous seront utiles, et les opérateurs
non-bornés, ensuite nous présenterons quelques conditions nécessaires pour qu’un opérateur

non-bornés commutes avec le Shift généralisé S%, condition nécessaire aux générateurs de

ws
semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz tronqués.
Le chapitre 4 présente les résultats de larticle [8], il est entiérement consacré aux opé-
rateurs de composition sur ’espace de Dirichlet. Dans ce chapitre, on va définir les espaces
de Dirichlet D,, et les opérateurs de composition sur ’espace de Dirichlet D, avec quelque
propriété élémentaire, et Nous étudions la relation entre la fonction de comptage de Ne-
vanlinna généralisée associée a ¢ et les normes de ™ dans les espaces de Dirichlet. Nous
donnons des exemples d’opérateurs de composition de Hilbert-Schmidt sur les espaces de
Dirichlet.
Dans le dernier chapitre 5, (les résultats de 'article [9]), nous rappelons la définition les
classes des Schatten , et nous étudierons ’appartenance dans les classes de Schatten dans

I’espace D, des opérateurs de composition en terme des ensembles de niveau et de la norme

de ¢", enfin, on donne des exemples sur les principaux résultats obtenus dans ce chapitre.

12



Chapitre 1

Opérateurs de Toeplitz et de

composition.

1.1 Espace de Hardy.

Soient D = {z € C,|z| < 1} le disque unité du plan complexe C, T = ID = {z €
C,|z| = 1} le cercle unité, dm := dm(f) = 2 la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle
unité, dA(z) = dady/m = rdrdf /=, avec z = x + iy = re?, la mesure planaire de Lebesgue
normalisé sur le disque unité D et par L?(T) := L*(T, dm), L>°(T) := L>(T,dm) les espaces

de Lebesgue usuels, il est bien connu que L?*(T) muni de produit scalaire défini par

(f,g) = /T fgdm.

On désigne par Hol(ID) I’ensemble de toutes les fonctions holomorphes dans D.
L’espace de Hardy H? est ’ensemble des fonctions f € L?(T) tel le coefficient de Fourier

négatives sont nulles.

~

H? = {f € L*(T), f(n) = 0,n < 0}.

et

H* ={f € L*(T), f(n) = 0,n < 0},
ou,

Foy= [ enemd?

) n € 7,
0 2m

est le n-éme coefficient de Fourier de f.

On identifie H? sur T a sous espace des fonctions holomorphes f € Hol(D) sur D par

13



1.1. Espace de Hardy.

27
2 = {f € BolD): I = sup [ Ifre")P 5 < o0}

0<r<1 2m
et

H* = {f € Hol(D),sup |f(2)| < oo}.
z€D

L’identité classique de Littlewood-Paley (voir[60]), donne par

I = FOI =2 [ 17G)Plog 7 dA(2) < .

E

Le théoréme de Fatou donne que toute fonction f € H? admet une unique limite radiale :

f1(¢)= lim f(r¢), m—pp, (eT.

r—1-

Aussi puisque f € H2 on a f* € L*(T) et f*(n) = 0, Vn < 0 et log |f*| € L*(T) (voir [18],
Theorem 2.7).

Un espace de Hilbert H des fonctions analytiques sur un domaine 2 C C, est un espace de
Hilbert & noyau reproduisant si pour chaque A € €2, il existe une fonction k), € H tel que
f(A) =< f,kx >4 pour tout f € H. Touts les espaces classiques de Hilbert des fonctions
analytiques sur le disque (par exemple Hardy, Bergman, et Dirichlet.) admettent le noyau
reproduisant (pour plus de détails voir [1, 4, 43]).

L’espace de Hardy H? admet le noyau reproduisant donné par la formule :

1 —
kA(Z): 1—XZ7 )\,ZGD,

et
f)=(fik:),  feH

Donc la projection orthogonale P de L? sur H? est donnée par :
Pf=(f k), feLXT), XeD.

L’opérateur P est donné par l'intégrale de Cauchy :

enE = [ LLan@, cep rerm
T1l—(z
De plus P(> "% a,e™) = S5 a,e™. Clairement, |Pf| < | f|| pour tout f € L*(T).

L’opérateur de shift sur H? est défini par :

Sifl(z) =2f(2),  feH?,

14



1.1. Espace de Hardy.

avec son adjoint S* : H* — H? défini par :
* 0 2
S fl(z) = —=—"——=  feH".

Soit M € H?, M est dit sous-espace invariant par S, lorsque M fermé et SM C M, et il dit
que M non trivial lorsque {0} & M ¢ H?.

Une fonction v € H* est dit intérieure lorsque |u*| = 1, sur T.

Le théoréme classique de Beurling (voir [18]) donne une caractérisée compléte des sous-
espaces invariants non triviaux , sont tous de la forme M = uH?, ol u est une fonction

intérieure (Pour plus d’informations, voir Sous-section 2.1.1).

Factorisation dans H2.

Toute fonction f € H? s’écrit comme f = BSF, ou

-T2 (%)

est le produit de Blaschke avec des zéros (z,) vérifi la condition de Blaschke

S0~ Jzl) < oo,

n

5) = e (- [ S2a0(0))

est une fonction intérieure singuliére, qui ne s’annulent pas dans D, avec ¢ est une mesure

de Borel positive finie sur T, singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue. Notons que

BS est intérieure. Et

¢+ =z
= [ o0l

une fonction éxtérieure, ot ¢ est une fonction positive mésurable tel que log e € LY(T).

F(2) = exp (

Il existe une description compléte des fonctions intérieures. En effet, toute fonction intérieure

u (la réciproque restante vraie) peut se mettre sous la forme
u(z) = cB(2)S(z)

ou ¢ est un nombre complexe de module 1. Cette écriture permet notamment d’en déduire

que tout produit de Blaschke est une fonction intérieure.

15



1.2. Opérateurs de multiplication.

1.2 Opérateurs de multiplication.

Définition 1.1. Soient E et F deuz espaces de Hilbert. Soient L(E,F) l’ensemble des
opérateurs linéaires borné de E dans F, et L(E) l’ensemble des opérateurs linéaires borné

sur l’espace E.
(a) U € L(E,F) est appelé unitaire si U*U = Ig et UU* = I .
(b) U € L(E,F) est appelé isométrique (co-isométrique) si U*U = I (UU* = Ip).
(

)
)
c) N € L(E) est appelé normal si NN* = N*N.
(d) U € L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si U* = U.
)

(e) P € L(E) est appelé positif (notation : P > 0) si P est auto-adjoint et si pour tout
x € B, (P(x),z) > 0.

(f) Deux opérateurs A : E— E et B: F — F sont unitairement équivalents s’il existe un

opérateur unitaire U : E — F tel que A = U*BU.
(9) U € L(E) est appelé opérateur cyclique s’il existe x € E (appelée vecteur cyclique pour
U) tel que E = span{U"z,n > 0}.

Définition 1.2. Soient ¢ € L*(T) et D(M,) = {f € L*(T) : ¢f € L*(T)}. On appelle

opérateur de multiplication, de symbole @ sur L*(T) l'opérateur défini par

M, : D(M,) C L*(T) —s L*T)

[ M,f=eof

Il est clair que D(M,,) est dense dans L?*(T) puisqu'il contient 'espace des fonctions
continues a support compact sur T qui lui est dense dans L?*(T). De plus, si ¢ € L°°(T)
alors M, est borné et ||M,| < ||¢|l en fait le théoréme suivant, exposé par Arlen Brown
et P. R. Halmos dans 13|, montre que les seuls symboles ¢ pour lesquels M,, est borné sont

les fonctions bornées sur T.
Théoréme 1.1. [15] Soient p € L*(T) et M, opérateur de multiplication. Alors les asser-
tions suivantes sont satisfaites
(1) Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) ¢ € L=(T)
(b) D(M,) = LX(T)
(¢) M, est borné sur L*(T), et ||My|| = [|¢]loo-
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1.2. Opérateurs de multiplication.

(i) M; = M.
(i1) M, est normal.
Le théoréeme suivant donne la premiére caractérisation de 'opérateur de multiplication.

Théoréme 1.2 (Brown, Halmos [13]). Un opérateur borné sur L*(T) est un opérateur de
multiplication si et seulement s’il commute avec l'opérateur shift bilatére ( opérateur de

multiplication de symbole z ).

Matrices de 'opérateur de multiplication.

Chaque opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert séparable a une représentation

matricielle par rapport a chaque base orthonormée de I'espace.

Définition 1.3. [5] Si A est un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H, et
{en}n est une base orthonormée pour H, alors la matrice de A par rapport a la base donnée

est la matrice dont la position (m,n), est (Ae,, en).

Soit ¢ une fonction dans L?(T) et notons par p(n) le n-éme coefficient de Fourier de ¢

tell que :
2
T —ing a0
B(n) = / pee L ez,
0 2m
Théoréme 1.3. [5]. Soit ¢ une fonction dans L>(T) avec série de Fourier

+o0 '
> B(me™,

alors la matrice de M, par rapport a la base orthonormée {e™?}1>°  de L*(T) est :

200 B(-1) §(-2)

21) 30) B(-1) B(-2)

22) 1) 0) (-1) ’
22 p(1)  B0) @(-1)

Démonstration. Pour chaque paire de nombres entiers (m,n),

2m 2w
on ing——7 A0 - 0dl
(Mgen, em) = /0 ¢<€z9)em€61m9% = /0 90(626)6_(7”_”)26% =@(m —n).
Par conséquent, la matrice de M, en position (m,n) est (m — n). O

17



1.3. Opérateurs de Toeplitz sur I’espace de Hardy.

Une deuxiéme caractérisation des opérateurs de multiplication a I'aide de leurs matrices,

est donnée par le théoréme suivent

Théoréme 1.4 (Brown, Halmos [13]). Un opérateur borné M de L*(T) dans lui-méme est un
opérateur de multiplication si et seulement si sa matrice relativement a la base orthonormée

de L*(T) est une matrice de multiplication.

1.3 Opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Hardy.

Les opérateurs de Toeplitz sont les compressions des opérateurs de multiplication au

I'espace de Hardy H?, définie comme suit.

Définition 1.4. Soit p € L>°(T) , Uopérateur de Toeplitz avec le symbole ¢ est l'opérateur
T, défini par
T,: H® — H*
[ o— T,f=P(ef),

ot P est la projection orthogonale de L*(T) sur H?.

L’opérateur de shift S ( resp. adjoint de shift S*) est un opérateur de Toeplitz de sym-
bole z ( resp. z), S =T, (resp. S* = T%).
Le théoréme suivant donne une caractérisation des opérateurs de Toeplitz a ’aide de 1'opé-

rateur shift

Théoréme 1.5. [13]. Soit T un opérateur borné sur H?, alors T est un opérateur de Toeplitz

st est seulement s1 S*T'S =T

Le résultat suivant indique qu’il n’y a pas d’opérateur de Toeplitz compact sur I'espace
Hardy sauf le cas trivial. Ceci est 'une des principales différences entre les opérateurs de

Toeplitz et les opérateurs de Toeplitz tronqués (voir chapitre 2).
Proposition. 1.1. Soit p € L>(T). Alors T, est compact si et seulement si p = 0.

Quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz qui nous seront utiles sont regroupées

dans la proposition suivante :

Proposition. 1.2. Soient ¢, € L>=(T). Alors,

1. Pour tout o, f € C, on a : Thpipy = Ty, + BTy.

18



1.3. Opérateurs de Toeplitz sur I’espace de Hardy.

2. T, = 0 si et seulement si p = 0.

co

L’opérateur identité I de H? est 'opérateur de Toeplitz de symbole ¢ = 1, et l'opérateur

nul est ['opérateur de Toeplitz de symbole 0.
;=15
Pour tous f,g € H*, on a : (Myf,g) = (T,f,q).

T, est positif si et seulement si M, est positif.

NS A

T, est auto-adjoint si et seulement si son symbole est a valeur réelle presque partout

sur T.

1.3.1 Produit d’opérateurs de Toeplitz dans ’espace de Hardy.

Dans cette section, nous allons donner quelque résultat sur le produit de deux opérateurs
de Toeplitz. Le probléme sur le produit d’opérateurs de Toeplitz a été étudié par A. Brown
et P. R. Halmos dans [13].

Définition 1.5. On dit qu’un opérateur de Toeplitz T, est analytique (respectivement anti-

analytique) si ¢ est analytique bornée (respectivement anti-analytique bornée) dans D.

Théoréme 1.6. Soit T, est un opérateur de Toeplitz sur H*. T,, est analytique (respective-

ment anti-analytique) si et seulement s’il commute avec S (respectivement S*).

Le théoréme suivant di & A. Brown et P. R. Halmos dans [13], donne une condition
nécessaire et suffisante pour que le produit de deux opérateurs de Toeplitz sur H? soit un

opérateur de Toeplitz.

Théoréme 1.7. Soient ¢ et ¢ deux fonctions bornées sur T. Le produit T, T est un opé-
rateur de Toeplitz si et seulement si p est anti-analytique ou si ¥ est analytique. St cette

condition est satisfaite alors T,Ty, = T,y.
Quelques propriétés qui nous seront utiles sont regroupées dans la proposition suivante :

Proposition. 1.3. Soient ¢ et ¢ deux fonctions bornées sur T. Alors,

1. Le produit de deux opérateurs de Toeplitz sur H?, est nul si et seulement si l'un des

facteurs est nul.

2. SiT, est un opérateur de Toeplitz inversible sur H?, alors son inverse est un opérateur

de Toeplitz si et seulement si ¢ est anti-analytique ou si p est analytique.
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1.3. Opérateurs de Toeplitz sur I’espace de Hardy.

3. T, est un opérateur de Toeplitz isométrie si et seulement si ¢ est analytique et de

module 1.

4. Les seuls opérateurs de Toeplitz unitaires sont les opérateurs de multiplication par un

scalaire de module 1.

Le théoréeme suivant résume les résultats sur la commutativité de deux opérateurs de

Toeplitz dans H?2.

Théoréme 1.8. [5]. Soient @, € L>(T). Alors T,Ty, = T,T, si et seulement si ['une des

trois conditions suivantes est vraie :
1. ¢ et Y sont toutes les deux analytiques,
2. @ et Y sont toutes les deux anti-analytiques,

3. il existe deuzr constantes a et b, non tous nuls tels que ap + b est une fonction

constante.

Le corollaire suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour les opérateurs

normaux sur H?2.

Corollaire 1.4. Les seuls opérateurs de Toeplitz normauz sont les combinaisons linéaires

finies d’opérateurs de Toeplitz auto-adjoints.

1.3.2 Matrices de Toeplitz.

Théoréme 1.9. [5/. La matrice de l'opérateur de Toeplitz avec le symbole ¢ par rapport a

la base orthonormée {9} 120 de H? est :

P0) ¢(=1) &(=2)
p(1)  2(0)  @(=1)
?(1) ) 7

(0

Le théoréme suivant [13] montre que si la matrice d’un opérateur borné sur H? est une

matrice de Toeplitz alors nécessairement cet opérateur est un opérateur de Toeplitz.

Théoréme 1.10. Tout opérateur borné sur H?, dont la matrice dans la base orthonormée

de H? est une matrice de Toeplitz, est un opérateur de Toeplitz.
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1.4. Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy.

Exemple 1.1. . La matrice de ['opérateur de Toeplitz analytique par rapport a la base

orthonormée {e™}1%% de H* donné par :

Et pour le symbole est anti-analytique :

p0) ¢(-1) ¢
0 20) @

1.4 Opérateurs de composition sur ’espace de Hardy.

Pour une fonction holomorphe ¢ a partir de disque unité de lui-méme, ¢ : D — D, que

nous appelons le symbole, on définit 'opérateur de composition sur H? par :
C,:H> — H*
f— foo.

Dans cette partie nous rappelons quelques résultats sur les opérateurs de composition

sur espace de Hardy H?. Le résultat suivant est de Littlewood (1925 [36]).

Théoréme 1.11. Soit ¢ une fonction holomorphe dans D, alors C, est un opérateur borné

dans H?, et

1+ [¢(0)]

C L ke
1CAI < [ Ty M

pour tout f € H?.

La fonction de comptage de Nevanlinna classique N, de H? de la maniére suivante :

Nea(z)= ) log(L/jwl), = €D\ {p(0)}.

z=p(w)

Nous avons le lemme suivant.
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1.4. Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy.

Lemme 1.5. ([60]) Soit
s—2z
Ts(z) =
(2) 1—75z

transforme de Mobius de D, pour tout s € D, on a
Ny 1(Ts(w)) = Nyjop1(w)

pour tout w € D.

La fonction de comptage classique N,,; vérifie I'inégalité de la moyenne ( voir [60]), plus

précisément, nous avons :

Lemme 1.6. Soit ¢ : D — D holomorphe avec 1(0) # 0, s1 0 < R < |¢(0)| alors

Démonstration. Supposons f une fonction holomorphe dans D avec f(0) # 0. Soit (a,) la

suite des zéros de f, la formule de Jensen est

n(r)
1 [7 .
S tox = 5 [ loalf(re”)jdp —log fO)]. 0= v <1,
Qn .
n=1

Les termes de la somme du premier membre du ’équation sont tous positifs, alors

g 17(0)] < [ tog e 0.

—T

D’ou si w € D, alors pour f(z) = z — w I'inégalité précédente devient

1 [ ,
log |w| < —/ log |re® — wldé,
2 ) .

pour tout 0 < r < 1. Par intégration sur 'intervalle [0, R] par rapport & la mesure 2R~?rdr,

on obtient

1
log|z| < —2/ log |z — w|dA(w). (1.1)
B2 Jro
Soit
-
Nyri1(w) := log ———,
sl =2 LR

pour tout 0 < r < 1, avec {z;} est 'ensemble des zéros de 1. Ensuite, la formule de Jensen

pour f =1 —w est

2

—T

1 [7 A
Newalw) =5 [ loglore)lds ~log|u(0)], 0<r<1.
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1.4. Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy.

Intégrons les deux membres de cette identité par rapport a la mesure de probabilité R™2dA(w)

on obtient

[ Nestwiatw) = 3 [ (55 [ roelutre) — ulaatw) ) o - tog o),

RD
Utilisons 1’équation 1.1 avec z = 1(re®), on trouve pour tout 0 < r < 1

1

L (" i0
7 | Nonawidw) = 5 [ toglotrelas —log (o)

= Nysa(0)
La preuve est terminée en remarquant que, pour tout w € D

Nyri(w) = Nyi(w) quand 7 — 1.

Lemme 1.7. Soit ¢ : D — D holomorphe avec ¢(0) = 0, alors

1
N < g5 [ Nea(wda()
R D(z,R)
pour tout disque D(z, R) de centre z et de rayon R et telle que D(z, R) C D\ D(0, %)

Démonstration. D’aprés le lemme 2.13 et le lemme 1.5 on a

1
N@vl(z) - NTzoéoyl(O) S ﬁ/ N’Y‘zo@J(W)dA(w)
D(0,R)
1

= — No1(Y,(w))dA(w
o ) Nor (TG
Y(o(0) = T =

et 0 < R <|Y.((0)) =z < 1.
On pose ¢ = T, (w), alors w = T,((),

dA(w) = |TL()IdA(C)

(=12 2dA
| MO

Notons aussi que si w € D(0, R) alors ¢ € Y. (D(0,R)) C D(z, R).
Donc )
1 (1—1z]%)

Nyi(z) < =5 N%l -7 dA
SCE T (O[u—zq (©
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1.4. Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy.

Si|z| > 1/2 > R d’aprés Lemma 4.3.3 dans [63] on a

2
N%l(Z) S ﬁ /D(Z’R) Nw,l(()dA(C)
]

On va donner le théoréme de Shapiro ([60]) qui donne la condition nécessaire et suffisante

sur la compacité de I'opérateur de composition sur H?2.

Théoréme 1.12. Soit ¢ une fonction holomorphe dans D, alors C,, est compact si et seule-

ment st
lim —N%l(w) =0
Jw|—1- 1 '
log —
|w
Démonstration. 1) On suppose que
N,
i Neil®)

|w|—1~ logﬁ
Soit (f,) une suite des fonctions dans H? qui converge uniformément vers 0 sur tout

compact de D. II suffit de montrer que ||C, f,| — 0.

N,
Soit € > 0, on a limy,—1- 1“';(7{0) = 0 alors il existe 0 < r < 1 tel que
og W
1
N1 (w) < elog—, r<|w| <1.

|w]
Comme f, — 0 uniformément sur tout compact de DD, on peut choisir n. tel que
|fn] < /€ sur D U {¢(0)}, chaque fois que ¥n > n.. Ainsi, pour chaque n, par la

formule de changement de variable sur H? suivante :

IC e = If(so(O))IQ+2/DIf’(sD(Z))|2|<P’(Z))I210gidA(Z)

||
= If(sD(O))IQ+2/DIf’(w))|2N¢,1(w)dA(w)-

Nous obtenons :

H%MPth@@W+ANWMWmWM%MﬁA o ()PN, 1 (w)dA(w)

\rD

< e+ E/D Ny (w)dA(w) + /D\ : |f;(w)|2logﬁdz4<w)

|
< 8+€/r]D) N@,l(w)dA(w)+/ﬂ)|fn(w)| logmdA(w)
R E R PAEVACIUNE
£ 9
< e+ -+ - =2

2 2

24



1.4. Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy.

Donc ||C,,f,]] = 0 qui montrent la compacité de C,, sur H?.

On suppose que C,, est compact sur H?, et on montre que N,1(w) = o(log1/|w])

quand |w| — 17 qu’est équivalent & :

lim N@’l(w)
lwj—1= 1 — |w|

= 0.
Pour s € D, soit

fs(z) = 1;|S|2

1—-352
le noyau reproduisant normalisé¢ de H?, comme || f,]| = 1, Vs, et f; — 0 uniformément

sur tout compact de D quand |s| — 17, on a :
lim ||C,fs]] = 0.
[s|—1

Appliquant la formule de changement de variable sur I'espace H? et 'inégalité de la

moyenne (Lemme 4.4), on obtient :
ICLlI* > /lf )|* N1 (w)dA(w)
[s*)1sl”
= o [ S dA
/]D) |1 — Sw|4 »,1 ( ) ( )

P e
B 1_|5|2/D’Ts( )|*Np1(w)dA(w).

Par le changement W = Y (w) de variable et le lemme 1.5 :

ICfell* >

2|s]?
1—|s? /DN%l(Ts(W))dA(W)

25|
o [ Necoa(WdAGY)

2]s|”
= |2/ Nty (W) dA(W).

Appliquant I'inégalité de la moyenne, avec 1 = T4 o ¢ et on utilise le lemme 1.5 pour

terminer 1’éstimation :

2]s|”

HceafSHQ > 41_|S|2NT,,0¢,1(0)
8[s|*  Nei(s)
T+1s| 1—1s|°
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1.5. Lien entre opérateurs de Toeplitz et opérateurs de composition.

On notera que dans la premiére ligne de I’équation précédente, I'application de I'inéga-
1

lité de la moyenne le disque nécessite que |Ys(¢(0))| > 7 Mais |YTs(¢(0)] — 1 qaund

|s| — 17 ,alors cela reste vrai pour tout s Par conséquent, pour toutes ces s,

p1(5)

T—s|”

Comme la compacité de C,, implique que ||C,, f;|| — 0 quand |s| — 17, alors la derniére

1CofslI? > const

inégalité donne 'estimation souhaitée de la fonction N, ;

1.5 Lien entre opérateurs de Toeplitz et opérateurs de

composition.

Pour avoir un lien entre les opérateurs de composition et les opérateurs de Toeplitz sur
H?, nous avons besoin de la notion de mesures pull-back ( voir par exemple |7, 38]).
Soit 1 est une mesure de Borel sur D, et soit ¢ : D — D est une fonction analytique. alors

on peut définir une autre mesure borélienne v sur D par

v(E) =
_ /N}l(z)dA(z), ECD.

On note cette nouvelle mesure v par y1 0 ¢~ ! et on appelle la mesure pull-back de u induite

par .

Un opérateur naturel est défini sur H? par

/ fl ant (1.2)

Soit C,, est un opérateur de composition sur H?, alors C;C, est un opérateur sur H 2 et

nous avons

cicott) = [ AR )

- /fl—zw

En d’autres termes, C\, est borné (ou compact) sur H? si et seulement si 7}, est borné (ou

compact) sur H?.
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz tronqués.

2.1 Préliminaires.

2.1.1 Espaces modéles.

Le but premier de cette section est de rappeler la définition et les propriétés de I'espace
modele (voir par exemple [39, 29]). On utilise ce théoréme de Beurling (en 1948 dans [12])

pour décrire les sous-espaces invariants par le shift S, et I’adjoint de shift S*.

Théoréme 2.1. 1. Un sous-espace fermé M de H? tels que M ; H? est invariant par

le shift S si et seulement si M est de la forme :
M = uH? = {uf, f € H*}.

ou u est une fonction intérieure.

2. Les sous-espaces fermés 'Y de H? tels que Y ;Cé H2 invariants par S* sont de la forme
Y = (uH?*)* = H* cuH? = {f € H? (f,ug),Vg € H*} (2.1)

ot u est une fonction intérieure. Réciproquement tous les espaces de la forme (2.1) sont
S*—invariants.

Dans la suite de cette thése on désignera par K, le sous espace modéle H? © uH?.

Proposition. 2.1. Pour chaque fonction intérieure u, [’espace modele K, c’est [’ensemble
des fonctions f € H? telles que f = uzg presque partout sur T, pour quelque g € H?>.
Autrement dit, on a :

K, = H*NuzH?. (2.2)

ot le coté droit est considéré comme un ensemble de fonctions sur T .
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2.1. Préliminaires.

Démonstration. Soit f € H?, alors

feH*cuH? & f L uH?
uf L H* car|u/=1, ppsurT
2uf L zH?
2uf € H?

(O

f € uzH?,
donc, il existe une fonction g € H? tel que f = uzg. O]

Lemme 2.2. [39] Soit u une fonction intérieure, alors dim K, < oo si est seulement si u

est un produit de Blaschke d’ordre fini.

2.1.2 Noyau reproduisant de K.

L’espace modéle est un sous-espace fermé de 'espace de Hilbert a noyau reproduisant
H? pour chaque fonction intérieure u non constante, I’espace modéle K, posséde un noyau
reproduisant. Dans cette section, nous allons identifier ces noyaux et leurs propriétés de
base. Dans [29, 39| contient plus d’informations sur le noyau reproduisant de K,.
Rappelons que les noyaux ky = (1—\z)~" sont les noyaux reproduisant de I'espace de Hardy
(voir chapitre 1).

Si f = uh dans uH?, alors

FA) = w(Ah(X) = w(X)(h, kx) = u(N){fu, kx) = (f, u(A)uky)

d’ou il résulte que le noyau reproduisant pour uH? donné par

() )
u(N)uky(z) = 10— AxeD,zeT.

Si f € K, alors nous avons

= <f7 k)\> - u(>‘)<fa Uk)\>

= (/i (T =uA)u)ky).
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De plus, la fonction (1 — u(A)u)ky, dans K, puisque
(uh, (1 —u(Nuwky) = w(A\)h(A) — u(X){uh, uky)
= u(N)h(A) — u(A)(h, k)
= u(M)h(A) —u(A)h(N)
= 0,

pour toute h € H?, donc il existe dans K, une unique fonction, notée k% telle que :

f)={fik3),  fekKy

" W0 (2)
1 —u(MNu(z
kx(z) =

(1—X2)
La fonction k) est appelée le noyau reproduisant pour K. Et on note h{ le noyau reprodui-

iﬁ@yzﬂf%i%%ﬁw@y (2.4)

, AxeD,zeT. (2.3)

sant normalisé,

En-effet : soit A € D, on a

L— AP L— AP
RY|I? = (Y, hY) = — (k% kYY) = —— kY (\) = 1.
|| || < Ao > 1 — ‘U()\)P( A0 >\> 1 — |U,()\)‘2 )\( )
Exemple 2.1. Si u(z) = 2", alors
1-X\"
W()—frf;——1+Az+Az—% AT

Soient M, et My les opérateurs de multiplication par u et u respectivement, la projection

orthogonale de L?(T) sur K2, P, donné par
P, = P — M,PM,. (2.5)
Proposition. 2.3. Soit f € L*(T), alors
Puf(A) = (f,k), AeD. (2.6)
Démonstration. Nous avons P, est un auto-adjoint, alors

(F,B3) = (fs Puky) = (Puf, B3) = Puf(X).

D’aprés 1'égalité (2.6), Popérateur P, est donné par I'intégrale

Ju(¢) >
/f 1_0\ ———=—2dm((), z€D, felL(T),

qui utilisé pour estimer ou a contréler le comportement de P,.
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2.1. Préliminaires.

Définition 2.1. 1. (Théoréme de convergence non-
tangentielle de Fatou [25]). Une fonction f ana-
lytique sur D admet une limite non-tangentielle |
au point w € T si pour tout 8 > 0, f(z) — I
quand z — w sur toute région non-tangentielle

Fow) ={z€D:|z—-w| <0(1—|0)}, on note

non—tangentielle

FIGURE 2.1 — Limites non-

cette limite par z w (voir figure 2.1). tangentielles

2. Pour une fonction intérieure u et un point n € T,
on dit que u admet une dérivée angulaire au sens
de Carathéodory ( ADC) en n, si les limites non-

tangentielles de u et u’ existe enn, et |u(n)| = 1.
Le théoréme suivant donne plusieurs caractérisations utiles de ADCs.

Théoréme 2.2 (Ahern-Clark [2|). Pour une fonction intérieure u = bps,, avec by est un
produit de Blaschke avec des zéros A = {\, }02, répété selon multiplicité, s, est une fonction
intérieure singuliere avec mesure singuliere correspondante p, et n € T, alors les assertions

suivantes sont équivalentes :

1. Tout f € K, a une limite non-tangentielle en n.

2. Pour tout f € K, f(\) est borné en A — n non-tangentielle.
3. u aun ADC en .
4. La fonction
1 — u(n)u(z)
u(z) = 2.
k() = e, (2.1

dans H?.

5. L’assertion suivante est satisfaite

L[
2 e < (28)

2.1.3 Opérateurs complexes symétriques.

Nous rappelons d’abord quelques faits basiques qui sont issus de [27, 28, 30]. Soit H un
espace de Hilbert.
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2.1. Préliminaires.

Définition 2.2 (Conjugaison). On dit qu’un opérateur C' sur H est un opérateur de conju-

gaison (ou simplement une conjugaison) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. C est opérateur antilinéaire, ¢’est-a-dire
Claf + Bg) =aCf+pCy

pour tout a, B € C et f,g € H.

2. (Cf,Cg) = (g, f), pour tout f,g € H.
3. C est involutif, c’est-a-dire C* = Id.

Définition 2.3 (Opérateur complexe symétrique). Soit C' un opérateur de conjugaison sur
H.
1. On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est C-symétrique (resp. C-antisymétrique) si
A=CA*C (resp. —A=CA*C ).
2. On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est complexe-symétrique s’il existe une conju-

gaison C sur H telle que A est C-symétrique.

L’espace modéle K, posséde une conjugaison naturelle C' définie en terme de fonction
au bord, c’est-a-dire C': K, — K, tel que

[CFUC) == F(O)Cu(C). (2.9)
On note fle conjugué de f sur K, c’est-a-dire f: cf.

Proposition. 2.4. 1. Pour chaque A€ D et z €T, on a
u(z) —u(A)

ki(z) = 2 2 2.1
() = 12 (210
En particulier,
~ —u(0
k() = M — S*a.
2. Siu admet une ADC' en un pointn € T, alors
. u(z) — u(n)

Démonstration. (1). Soient A € Det z € T, on a

ki(z) = u(2)zki(2)

_ u(z) — u(A)
Z—=A



2.1. Préliminaires.

(2). Soit u admet une ADC au point n € T, d’aprés Théoréme 2.2, Igg admet une limite

non—tangentielle

non-tangentielle en 7, donc pour A 7, on peut replacer A par n dans la relation

(2.10). O

Exemple 2.2. 1. Siu(z) = 2" alors

Ko = span{l,z,2* ..., 2" '} = {Zakz a € C}.

k>0

Alors la conjugaison C sur K, prend la forme

C’(Z ap?®) = @ a2 4 L+ Gy

k>0
2. Siu est un produit de Blaschke avec les zéros \i, Ao, ..., A\, comptés avec leur ordre
de multiplicité,
2= A
u(z) = —,
(2) H 1—Xz
Jj=1 J
alors dim K,, = n et
n—1 i
a2
K, = ;FOL_:%eC. (2.12)
Hj:l(l — Aj2)

d’apres (2.12), la conjugaison C, (2.9), sur K, prend la forme

C( sy a7 >:zyémzf
[ =%z ) T =2

2.1.4 Produit tensoriel.
Nous allons rappeler la définition et les propriétés élémentaires du produit tensoriel.

Définition 2.4. Soient ‘H un espace de Hilbert séparable, f,g € H/{0} alors on définit
lopérateur borné de rang 1, f ® g par :

fg:H — H
h +— f®g(h)={hg)f.

L’image de f ® g est le sous-espace de dimension 1, Cf.

On peut voir réciproquement que tout opérateur A de rang 1 a la forme f ® g pour
certains vecteurs f,g € H. En effet, comme ImA est de dimension 1, pour f € ImA non
nul, ImA = Cf. Pour tout h € H, il existe ¢, € C tel que Ah = ¢, f et la forme linéaire
h € H — ¢, est continue, par continuité de f ® g. Le Théoréme de Riesz assure 1’existence

de g € H tel que ¢, = (h, g), et alors pour h € H, Ah = (h,g)f = f ® g(h).
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2.1. Préliminaires.

Proposition. 2.5. On a les propriétés suivantes : pour tout f, f1, 9,91 € H éventuellement
non nuls, a, B € C et A € L(H),

1. A(f®g)=(Af@g) et (f®g)A=(f®Ayg).

(f ®@9)(fi®g1) = (f1,9)(f ® 9).

(af +B8f)@g=alfog) +B(fi®g) et f@(ag+Bo)=a(f®g)+B(f®q).
Ker(f ®g) = (Cg)* et Im(f ® g) = Cf.

(f®g)=(gf)

(f®g)=(fi®q) avec f, f1,g, g1 tous non nuls, si et seulement si il existe y, A € C
tel que f =~f1,9=Ag1 et Ay = 1.

S v e

2.1.5 Calcul fonctionnel pour opérateurs bornés.

Soit H un espace de Hilbert complexe et B(#) 1'algébre des opérateurs linéaires bornés

sur H. Pour une fonction entiére f : C — C définie par

6= Y

n=0
avec le rayon de convergence R, et A € L(H), puisque L(H) est compléte par rapport a la

norme de opérateur, 'opérateur f(A) dans L£(#H) est correctement définie par

[e.9]

fA) = a,A".

n=0
La transformation f — f(A), est appelle un calcul fonctionnel, induise un homomorphisme
d’algebre de 'algebre des fonctions entiéres a l'algebre L£(H). L'opérateur f(A) défini pré-

cédemment posséde les propriétés dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.3. Soit A € L(H)

1. f(A) = f(A)".
2. 1(A) =1 et (2)(A) = A.

3. lopérateur f(A) commute avec A, de plus il commute avec tout opérateur linéaire

borné sur H qui commute avec A.
4. (af +b9)(A) =af(A)+ bg(T) pour a,b réels.
5. (F9)(A) = F(A)g(A) = g(A)F(4).
6. pour tout U € L(H) unitaire, on a f(UAUY) =Uf(A)UL.
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2.2. Opérateurs de Toeplitz tronqués sur I’espace modéle.

2.2 Opérateurs de Toeplitz tronqués sur I’espace modéle.

Nous allons maintenant rappeler de nombreux résultats classiques sur les opérateurs de
Toeplitz tronqués. Ils sont des compressions des opérateurs de multiplication sur 'espace
modele K. Les opérateurs de Toeplitz tronqués ont été formellement introduits par Sarason
dans [51]. Récemment il y a deux théses, F. Korrichi [34] et F. R. Randriamahaleo [48],
concerne ces opérateurs. Dans toute la suite, on fixe u comme étant une fonction intérieure.

les compressions de S et S* sur K2 sont notées respectivement par S, et S* c’est-a-dire.
Su="Slx, Si=5"1x,.

Ces deux opérateurs jouent des roles cruciaux dans la théorie des opérateurs de Toeplitz
tronqués. Comme chaque noyau reproduisant de (2.3 ) est analytique borné et span{k}, A €

D} (le sous-espace vectoriel fermé engendré par kY) est dense dans K,, il s’ensuit que

K, N H* := K est dense dans K.

Définition 2.5. L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole o € L*(T) sur K2° est défini

par :
AL KE — KX

o= ALf) = Pu(el),

avec P, est la projection orthogonale de L*(T) sur K,.

Pour ¢ € L*(T) et f € K, , on définit par la densite A%f = P,(¢f) (ou peut-étre
prolongé en un opérateur borné sur K,), c’est-a~dire si f € K,, on peut trouver (f,), C K°

tel que f, e, fet Pu(of) =lim, o Pu(ofn)-

Exemple 2.3. Les opérateurs S, et S; sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de symbole
respectif z et Z. c’est-a-dit,

Sy =AY et Sy = A%
Définition 2.6. 7, l’ensemble de tous les opérateurs de Toeplitz tronqués bornés sur K,.
Les opérateurs de Toeplitz tronqués vérifient les propriétés immédiates suivantes.

Proposition. 2.6. Soient @, € L*(T) telles que A%, AY € T,,. Alors
1. Pour tous nombres complezes a et b, Ay ., = aAj + DAY,

2. (Av)r = A,
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2.2. Opérateurs de Toeplitz tronqués sur I’espace modéle.

Le résultat suivant montre que les opérateurs de Toeplitz tronqués bornés (€ T,) sont

C-symétriques.
Lemme 2.7. [30]. Les opérateurs dans T, sont C-symétriques.
Démonstration. Soit ¢ € L*(T) avec A% est borné. Pour f € K° et g € K, on a
(CALCT.9) = (Cg, A;CT)
~ [ OGS (C)dm(C)

_ /T SOFQOFQdm(C)
= (A% [, 9).

Puisque K;° est dense dans K, on a le résultat. O

La réciproque de ce résultat est fausse en général. Par exemple, Sarason a montré dans
[51] que si dim K, > 2 , il y a des opérateurs de rang 1 sur K, qui sont C-symétriques mais

qui ne sont pas des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Lemme 2.8. [51].
1. Si A e D, alors

SEEY = XKL —u(NkY, Sy kY = MY — u( Nk, (2.13)

2. Si A € D/{0}, alors

1

~ 1 ~  ~
Suky = 503 — k). STk = SO — RY) (2.14)

3. Siu admet une ADC au point n € T, les relations (2.13) et (2.14) sont vraies si on
replace A par 1.

Démonstration. (1). Soit A € D. Pour la premiére égalité, nous avons

Sukx = Pu(S7kX)
= S'ky
= S*(1 —u(MNu)ky

= (1 —u(Nu)S"ky + kx(0)S*(1 — u(N)u),
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puisque * () -k (0)  —
S k,\(z) = f = )\k:)\(z),
et - -
S (1 — au(2)) = 1 —u(MNu(z) ; 1 4+ u(A)u(0) — _aSu(2),
donc,

Siks = X1 = u(Nu)ka(2) = u(A)S"u

— WK(z) - aR.

Comme S, € T, est C-symétrique, donc nous obtenons la deuxiéme égalité en appliquant

I'opérateur C' & la premieére égalité :
Skt = CS:CCkY
= CS kY
— MY —u(A)kY.

(2). Soit A € D/{0}, pour la premiére égalité, nous avons

Sukt = P,SkY = P,S((1 — u(Nu)ky) = P,Sk.

Comme
z 1 1 1
Ski(z) = —= = =(——=—1) = =(k\(2) — 1),
AT b (T v S
on a

Pour la deuxiéme égalité, en appliquant I'opérateur C' & la premiére égalité :

1

Suky = CS.k; = (k3 — kg).

>~

(3). Soit u admet une ADC au point € T, d’aprés Théoréme 2.2, kY admet une limite non-

non—tangentielle

tangentielle en 7, donc pour A 7, on peut replacer A par n dans les relations

(2.13) et (2.14). O

Lemme 2.9. [51].
I—5,5; =ki® kg, (2.15)

et
I —S:S, =kt @kt (2.16)
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Démonstration. Pour la premicre égalité, soit f € K,N(ky)*, c’est-a-dire (f, ky) = f(0) =0,

nous avons S = S*/K,, donc

(1=85.8507 = - suLy =0,

d’ott I — S, S} est un opérateur de rang 1 ((I — S,S})g = ck{,Vg € K,), et comme [ — S,S
est un opérateur auto-adjoint alors I — S, S! = c(k{ ® k{). Pour déterminer le scalaire, on

va appliquer le lemme 2.8 (avec A = 0) :

(I = SuSky = K +u(0)S.k
= (1= |u(0)[*)kg
= |1k II*ko
= (ko ko)ko
= (k§y @ kgy)ks.

D’ou le scalaire est 1.

Nous obtenons la deuxiéme égalité en appliquant I'opérateur C' & la premiére égalité :
C(I—8S,S)C=ki®ki & C*—CS8,S:C=CkieCky
& [-CS,C08:C =kt ek
& -85S, =kl @k
O

En contraste avec I'opérateur de Toeplitz défini sur 'espace de Hardy, le symbole d’un
opérateur de Toeplitz tronqué n’est pas unique. Dans le théoréme suivant nous donnons un

opérateur de Toeplitz tronqué qui a plus qu'un seul symbole.
Théoréme 2.4. [51]. Sip € L*(T), alors A% =0 si et seulement si ¢ € uH? + uH?.

nous donnons un exemple trés simple suivent, pour un opérateur de Toeplitz tronqué

n’a pas un symbole unique.
Exemple 2.4. I = A} = A}, = Ap.
0

En effet, soit f € K. Alors A{f = P,f = f. Et A} — A}, = AZ(.W =0 car u(0)u € uH?,
et nous avons Azfg = (Ap) =1
Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur

borné sur K, est un opérateur de Toeplitz tronqué.
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Théoréme 2.5. [51].
Un opérateur A borné sur K, appartient a T, si, et seulement si, il existe @1,y € K, tels
que :

A—S,AS, = p1 @ ki + ki @ po. (2.17)

J— u
Dans ce cas, A= Ay | .

Remarque 2.1. En appliquant 'opérateur de conjugaison C' a la relation (2.17), on a

la caractérisation équivalente : un opérateur A borné sur K, est un opérateur de Toeplitz

tronqué si et seulement s’il existe deux fonctions @1, s € K, tels que
A= SEAS, = o1 @ Kl + ki @ . (2.18)

Dans ce cas, A = A% —.
p2+e1

Le lemme suivant donne les résultats sur la commutativité avec les opérateurs de Toeplitz

tronqués et les shifts sur K.
Lemme 2.10. Si ¢ € K, alors Ay commute avec S, et AL commute avec Sj;.

Démonstration. Remarquons que I'opérateur de Toeplitz tronqué A7 est la compression sur

K, de l'opérateur de Toeplitz usuel T,,. On a deux cas a considérer :

1. SiT, est borné sur H?, d’aprés le Théoréme 1.6, T,, commute avec S car ¢ € K,, C H?,
donc Ay commute avec S,. Et en passant aux opérateurs adjoints, on vérifie de la méme

maniere que A commute avec S

2. Si T, n’est pas borné sur H?, on peut avoir la commutativité sur les noyaux reprodui-

sant qui sont denses dans H?.

]

A

Définition 2.7. Pour deux fonctions p,v € L*(T), on note p = 1) si Ay = Ay

u

Proposition. 2.11. Soient @1 et @q dans K. Alors Aj, |

= 0 st et seulement si p = cky

et o = —cky avec c € C.

Démonstration. Soient ¢, = cky et py = —ckg, alors
u _ u — u
pator AC(%‘JF@) n AC(@UM(O)@

Comme c(u(0)u + u(0)u) € uH?* + uH? , d’apreés le théoréme (2.4) on a AY = 0.

p2t+P1

u

o1z = 0, d’apreés la relation (2.17), on a

Supposons maintenant A

A’u

@2+W—SUAU S*:OIQOl@]{?g—i-kg@gOQ

p2tp1™u
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Clest-a-dire ¢; @ k§f = —ki ® @o. Et par le (6). de la proposition (2.5), il existe ¢ € C tel
que 1 = cky et py = —ckg. [
Théoréme 2.6. [51]. Si dim K, = n, alors

(i) dim T, = 2n — 1.

(1i) Si A1, ..., Aon_1 sont des points distincts de D, alors les opérateurs k)\ ® k:)\ ] o=

1,....,2n — 1 est une base de 7T,.

2.2.1 Opérateurs de Toeplitz tronqués de rang fini.

Le théoréme suivant de Sarason [51|, donne la caractérisation d’opérateurs de Toeplitz
tronqué de rang 1.

Théoréme 2.7. (i) Pour tout X € D, les opérateurs k:}@/%f et l%f@kf\‘ sont des opérateurs

U
z—A"

de Toeplitz tronqués de symbole respectif %,

(i) Sin €T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en n, 'opérateur

ky &k, est un opérateur de Toeplitz tronqué de symbole k' + k:_}; + 1.

(1ii) Les seuls opérateurs de Toeplitz tronqués non nul de rang 1 sont des multiples des

opérateurs dans (1) et (ii).

Pour n € N, Sarason ([51] ) et Bessonov ([10] ) ont donnés la caractérisation d’opérateurs

de Toeplitz tronqué de rang n.

Théoréme 2.8. (i) [51]. Soient A € D et n € N | les opérateurs

n—1 i1 ;
n— 1) (dﬂkg dn—ﬂ—lkg)
A @ (2.19)
:0( dx-— g\"?

J

n—1 ; 174
n— 1) (dﬂk; dn—ﬂ—lk;)
. A (2.20)
.:0( J aN d\r—i—1

J

et

(n 1)u (n— 1)'u

—n
n Y 22—\

sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de rang n avec symbole respectzf

(i) [51]. Sin € T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en n, l'opé-

n—1 i1 i

n—1\ (ks d"I 1k
.0(j><dnj®d—"fl) (2.21)
j:

et son adjoint sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de rang n.

rateur

(]

(111) [10]. Tout opérateur de Toeplitz tronqué de rang n est une combinaison linéaire finie

des opérateurs définis dans (2.19) et (2.20).
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2.2.2 Opérateurs et mesures de Clark.

En 1972, Clark [16] a introduit les opérateurs unitaires de Clark et mesures de Clark.

Définition 2.8. Soit o € T. L’opérateur de Clark sur K, est défini par

a ~
)0 O (2.22)

Un résultat de Clark [16] affirme que U,, est un opérateur cyclique unitaire. Réciproque-
ment, chaque opérateur unitaire S, qui perturbe par un opérateur de rang 1, est de la forme
(2.22).

Mesures de Clark.
Voir [16, 46] pour plus de détails. Si o € T, alors

)

est une fonction harmonique positive sur D et ainsi, par le théoréme Herglotz [[18], p. 2|, il

Re(oﬁLu

a—1Uu

existe une mesure positive finie p, sur T avec

1+ au(z) C+z
R = [ ST da(C).
1 —au(z) T(—2

La famille de mesures {jq,a € T} obtenu de cette maniére sont appelés les mesures de

Re

Clark pour u. La théorie de Clark donne aussi une représentation spectrale pour U, via la

mesure de Clark p, suivante.

Théoréme 2.9. (Clark [16]). Pour une fonction intérieure u avec u(0) = 0, Soit u, a

unique mesure de Borel positive finie sur T satisfaisant

L+au(z)  [(+z
1—au(z) J ¢— zdua(o'
L’opérateur
0of)(2) = 1 =au(s)) [ L@

est un opérateur unitaire de L*(uy) vers K,. En outre, si

Zo LQ(M@) — LQ(Moc)a (Zaf)(g) = Cf(€>a

alors
VoZ Vot =U,.
Remarque 2.2. Siu(0) # 0, d’aprés Clark (/16]), on a
ViZoVit = Uy, Ba= 2740
1 — au(0)
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2.3 Opérateurs de Toeplitz tronqués de type Sedlock.

Nous allons maintenant rappeler de nombreux résultats d’opérateur de Toeplitz tronqué

de type a qui introduit par Sedlock [50, 49] en 2010. On pose C=CuU {o0}.

Définition 2.9. Soit o € C. Un opérateur de Toeplitz tronqué A est dit de type o (ou de
type Sedlock) si et seulement s’il existe p € K, et c € C telle que

AZ+aﬂ+c st a € C,
A= Ay st a = 0,
A 81 (v = 00.
Définition 2.10. 1. On note par B [’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de

type .
2. Dans le cas ou o = 0, on dit que AY est un opérateur du type analytique, et si a = 00

on dit que A% est du type anti-analytique.

3. On note par {A} Uensemble des opérateurs bornés sur K, qui commutent avec A.

Remarque 2.3.

B C T,

Proposition. 2.12. [50]. Si A} est de type o, alors il existe gy € K? et ¢ € C telle que
©0(0) =0 et Ay = A"

po+aSupo+c’

A

Démonstration. Par définition Aj§ est de type a si ® = ¢ + aS,p + ¢; avec ¢ € K, et

c; € C. Soit la fonction ¢y = ¢ — c2k{y, avec ¢ = ”‘ZSPHL, alors
0

—_——

0o + aSupo + ¢ (o — cok) + aSyu(p — c2kl) + ¢

0+ aS,@ + ¢ — (ki + czaSulgg)

Y+ Oém +C— CQ(kg - aU(O)_g), (CCM’, Sulgg = _u(())kg)

0+ aS,o + ¢ — c3(1 — au(0)), (car, kY A ky = 1).

=A== 1>

e A — =
En prenant ¢ = ¢; 4+ ca(1 —au(0)), on a po+aS,po+c¢ = p+aS,p+ci1, avec po(0) = 0. O
définissons la notion d'un opérateur de shift généralisé.
Définition 2.11. Soit a € D, opérateur de shift généralisé est défini par
o

1 —u(0)a 0 0 (2.23)
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Les opérateurs de shifts généralisés ont été définis par Sarason ([51]), ils sont la somme
deux opérateurs de Toeplitz tronqués. Si o = 0, alors S° = S, et si a € T, alors 5S¢ = U,

est un opérateur unitaire de Clark. L’hypothése |a] < 1 assure que 1 — u(0)a # 0.

Dans le lemme suivant, on a un exemple d’opérateurs de Toeplitz tronqués de type a.

Lemme 2.13 (Sedlock [50, 49]). Soit o € D . L’opérateur S& est un opérateur de type a,

telle que
1

a u
u

1 au(0) Suk+aky
Le lemme suivant caractérise les opérateurs de Toeplitz tronqués de rang 1 de type a.
Lemme 2.14. (Sedlock [50])
1. Si A € D, lopérateur kN;\" ® kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type o, ot
a = u(A), son symbole de la forme /%f + u(A) S, kY
2. SineT et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en n, l'opérateur

ky @ k' est un opérateur de Toeplitz tronqué de type u(n) et son symbole de la forme

Ky +u(n)Suky.

Proposition. 2.15. Soit a € C. Alors

A€ B «— A" ¢ BY/° (2.24)

Démonstration. Si a =0 ou a = oo c’est évident car (A)* = AZ.

Supposons que a € C* et soit A € BY. Alors d’aprés la proposition 2.12, il existe ¢ € K,

— — u
avec ¢(0) =0 tel que A = A@+a§<’ﬁ+c’ avec c € C, on a
* _ Au
A" = AWJraSusB'
Nous avons

S,@S7 = aS.CS.Cp = aS,Sip
= a(l —ky @ ky)p = ap — ap(0)ky
= ap.

on pose P = aS,yp, alors

A* = A

aes =AY — € B/
pretadug HgSupte Y
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Quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz tronqués de type a qui nous seront utiles
sont regroupées dans la proposition suivante :
Proposition. 2.16. Soit a € C.

1. Soient aq, a9 € C tel que oy # e, alors BO* N B2 = CI.

2. SiacD, et A, € B tels que A, converge vers A pour la topologie faible des opéra-
teurs. Alors A € B.

3. Soient a, o, € Cyy, — v, et A, € B tels que A,, converge vers A pour la topologie

faible des opérateurs. Alors A € B.

4. La classe B est une sous-algébre maximale de T,.

Dans [50, 49|, Sedlock donne plusieurs caractérisations d’un opérateur de Toeplitz tron-

qué de type a. On va résumer dans le lemme suivant :

Lemme 2.17. Soient A un opérateur borné et a € C. Les assertions suivantes sont équi-

valentes :
1. Ae By.
2. Il existe ¢ € K telle que
A= Al sauo—o(0):
3. Il existe ¢ € K2 telle que
A= A%.

2.3.1 Transformation de Crofoot.

Soit u une fonction intérieure. Pour o« € D, on définit un automorphisme du disque

Uy : D — D tel que

u(z) —
val?) = T )

ou u, est une fonction intérieure. Maintenant, pour chaque a € D, la transformation de

a,z €D,

Crofoot est I'application
T.: K, — K,,

_lal?)1/2
fo T =,

1—au

T, est un opérateur unitaire ([17]). Il est prouvé dans [51], Theorem 13.2, que

I.TA, = T,
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avec

T" =T, K, — K,
1 —-au
— T = f.
f a(f) (1 _ |O{|2>1/2f
Et il est prouvé dans [14] que, si o € C, Alors

a—a

T.BoT: = B? | avec [ = .
¢ 1 —aa

2.3.2 Produit d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Dans cette section, nous étudions le produit de deux opérateurs de Toeplitz tronqués.
Bien que la somme de deux opérateurs de Toeplitz tronqués soit toujours un opérateur
de Toeplitz tronqué, le résultat n’est pas vrai pour le produit. Le probléme sur le produit

d’opérateurs de Toeplitz a été étudié par N. Sedlock dans [49, 50].

Proposition. 2.18. Soient A et B deux opérateurs C-symétriques dans un espace de Hilbert.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. AB est un opérateur C-symétrique.
2. AB = BA.
3. (AB)* = A*B*.

Démonstration. Pour 1. = 2.) on a AB = CCABCC = C(AB)*C = CB*A*C = BA.
2.=3.)ona (AB)* = (BA)* = A*B*.
3.=1)onaC(AB)C = CACCBC = A*B* = (AB)*. O

N. Sedlock [49, 50| donne une condition nécessaire et suffisante pour deux opérateurs de

Toeplitz tronqués soit un opérateur de Toeplitz tronqué.

Lemme 2.19 (Sedlock [50, 49]). Soient ® = ) + @3, W = 1)1 + 105 avec o1, pa, 1,105 € Ky,

tels que Ay, Ay € T,,. Alors A3 Ay, est un opérateur de Toeplitz tronqué si et seulement si
01 @ P2 — Suip2 @ Suthr = o ® ky + ki @ 2o, (2.25)
avec o, Vo € K. Dans ce cas le symbole du produit donné par

Agipy — (P, pa)ki + ALoa + 9o + Yo. (2.26)
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Le théoréme suivant donné par Sedlock qui montré dans [50, 49] que la seule classe d’opé-
rateurs de Toeplitz tronqués qui est stable par la multiplication est la classe d’opérateurs

de Toeplitz tronqués du type a.

Théoréme 2.10. Soient @, € L*(T), tel que Ay et AY sont des opérateurs de Toeplitz
tronqués. Alors A A} est un opérateur de Toeplitz tronqué si et seulement si l'un des deux
cas suivants est verifié :

1. cas trvial : A ou Aj est égal a cI avec ¢ € C.

2. cas non trivial : il eziste o € C telle que Ay et Ay sont tous les deur de type . Dans
ce cas AG Ay, est aussi de type a.
Proposition. 2.20. Soit A un opérateur borné dans K, et soit « € D. Alors AS® = S®A

Ak
1—u(0)a

si et seulement si A est de type o, dans ce cas, A = A" avec p =

o+aS,d’
Démonstration. Soit o € D. Si A est de type a et S® € BY (Lemme (2.13)), d’aprés le
théoréeme (2.10), on a AS® de type «. Par la proposition 2.18, on a A commute avec S¢.

Réciproquement, supposons AS® = S*A . Alors le premier corollaire du théoréme 10.1 [51]

implique que A est un opérateur de Toeplitz tronqué qui vérifier la relation (2.17). Comme

ASy = AS, + - (Ak0®k0)et SpA=SA+ == (ko ® A*kY) on a
A—S,AS8T = A—(S°A— —2 (e A*/%))s;
1 —u(0)a
= A (ASY — — L (k'@ ARE)SE (carAS® = S*A, A*C = CA)
1 —u(0)a
= A—(ASy+ — = (AR @ k) — ———— (k" ® AkY))S"
1 —u(0)a 1 —u(0)a
(8% (6% -
= A-AS,S’ — Ak @ S,k S (k'® S, Aky
1_U(M< 5 ® Suky) + 1—u(0)a(0 )
u(0)o a —
0 0 1—u(0)a( 0 ®ky) + 1 —u( )a( 0 ¢)
A U A U
= i ® ki + ki @ @S, ko
—u(0)a 1—u<o>a

D’aprés le théoréme 2.5, A = A"

T . D’ou A est de type a. m

——, avec p = (0)

Présentons maintenant la proposition suivante

Proposition. 2.21. Soit A un opérateur borné dans K,. Alors

1. Sia €D, si Ac {SeY alors A € T, et ¢ + S, son symbole, avec p = (1 —
au(0)) "L AKY,
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2. Siac C\D, si Ac{(S 1/5)*}’ alors A € T, et o + aS,p + ¢ son symbole, avec

@*auo)SAk et ¢ = G=umy <Akg,k:“

3. Sia=o0, si Ae{(S0)* }’ alors AT, et S,3+ ¢ son symbole, avec o = S,AkY et
c=< AkNE)’“, /Zg >
Démonstration.
(1) Proposition 2.20.
(2) If « € C\ D. Par proposition 2.15 A* € BY® et a donc le symbole 1 + (1/@)@

avec ¥ = (1 — (1/@)u(0)) ' A*kY. Par conséquent : A a le symbole (1/a)8,, ¥ + ¥. On pose
= (1/@)S,1. Nous avons
Su7 = Sul(1/0) Sl = (1/@) 8,830 = (1) (- < ¥, ke > k)
d’ou il vient :
)= S, o+ < k¥, > kL.

Finalement on voit que

O+ aS, o+ < k& >k = o+ aS,o+ < kY (1 — (1/@)u(0) AL > k¢

= p+aS,p+ < AKY EY > kU

(@ — u(0))
(= u(0))

= o+ aS,p+ ckj.

= o+aS,p+ < ARY kY > kY

Avec ¢ = — =5, Ak; et c = 7 < Ak:g, k“

(a—u(0)) U(O) (a—u(0))

(3) Pour a@ = 0o. Nous avons A = AW alors

—~——

ATRE =4 8,8, AR+ < kY ARY > kY

par suite, on a

—

ARy =4 5,8, Aki+ < AKY kY > kY
=4 5,0+ ck.

Avec p = SuAkNé‘ et c =< A/{Ng, l% >
O

Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour deux opérateurs de

Toeplitz tronqués de classes Sedlock sont égaux.
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Corollaire 2.22. Soient A,B € B%, «a € C. Alors
1. Sia €D, alors A= B si est seulement si AkY = BkY.

2. SiaeC \'D, alors A = B si est seulement si A/%L = Bl%‘.

Démonstration. Soient A, B € B, a € C. Alors

1. Si o € D. Soit Akfj = Bkg, par proposition 2.21, A=A, 5= B = A 5o avec
¢ = (1— au(0))" Ak = (1 — au(0)) " Bkg = v
d’ou : A = B. L’autre direction est évidente.
2. Le deuxiéme point résulte du premier et de la proposition 2.21.
m

On va donner une méthode pour déterminer le symbole de produit de deux opérateurs

de Toeplitz tronqués de type a.

Corollaire 2.23. Soient A,B € BY, a € C. Alors

1. SiaeD, et A= Aw1+am’B = AWJMT@ alors AB = Aw3+am avec p3 =
(1 — OKU(O))ilABk’g = AQDQ = Bys.
2. Si a~6 f(; \ D, alors AB = A o5igse QVEC P = —(a_i(o))SuABk:g and ¢ = —(a—Z(O)) <
ABEy, ki >.
3. Sia =00, alors AB = Ag 3, avec ¢ = SUAB/% et c =< ABI%, l%‘ >.
Démonstration. Soient A, B € BY, a € C. Alors
(1) Sia € D, et A = AWJFQW,B = AWJMT@ donc A, B commutes avec S, par

Théoréme 2.10 et Proposition 2.21, nous avons AB = A € BY, where ¢3 =

p3+aSyups

Les troisieme et deuxiéme points résulte du premier et de la proposition 2.21.
O

Proposition. 2.24. Soit A € T, est inversible. A™* € T, si est seulement si A € B%. De
plus st A~ € T, alors A~ € B.
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2.3.3 Symboles bornés de By.

Dans ce paragraphe, on va montrer que tout opérateur de type a a un symbole borné,

Sarason [52] a donné la caractérisation suivante du commutant de S, = S°.

Théoréme 2.11. Soit A un opérateur borné qui commute avec S,. Alors il existe une

fonction ¢ € H*® telle que A = A% et [|A]| = [|¢]|oo-

Donc chaque opérateur de Toeplitz tronqué borné de type 0 a un symbole borné.
Sedlock ([50, 49]) a été généralisé le résultat pour o € C.

Nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 2.25. Soient ¢ € H? et a € D. Alors

T, AT, = Ale_, (2.27)

—au

et

T, A%T, = A" .

1-au

(2.28)

De plus, Ag> et A", _ (resp. Az et A" ) ont la méme norme, et si € H?, alors

— _®
l1—aw l—ua

Ay =AYy & (p—1) € uaH® + uoH>.

1—aw 1—au

Démonstration. Soit f € K °, alors

e f_P( pf )_P( pf )_up(ﬂwf)
ra! T "\ 1—au/) 1—ou l1—ou/’

. 1—|al2)1/2 .. _
D’autre part, pour la transformation de Crofoot T, = % avec son adjoint 7,1 =
1—ou . u—o
Aojap) 72 et uq = 7, - ona

T AT, f = (1—au)Pua( 21 )

1—au 1 —au 1 —am)(1 —au) 1—au
b upf
— of - (u-a)p ({2L)
- g0f+ozP( Wf_) —uP( Wf_)

—au 1—ou
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Par la densité de K °, on a l'égalité.

Pour la seconde égalité, on utilise le fait que 7T, est unitaire, on obtient

Ay = (4s)
= (T,'A%T.)"
= T,'ALT,.

D’apres les égalités (2.27), (2.28), et T, unitaire, on a A% et A*,  (resp. AZ* et A", )

1—au 1—ua

ont la méme norme. De plus, si ¢,v € H? on a

1—aw 1—au

Aty =A%y & Al = Al

& Ag_y =0

& (¢ —1) €uaH? +uH?, d’aprés théoréme 2.4.

Le théoréme suivant donne 'existence d’un symbole borné dans le cas o € D.

Théoréme 2.12. Soit A un opérateur borné dans K, et soit o € D. Alors A est de type «

si et seulement s’il existe une fonction ¢ € H? telle que A = A*, . Dans ce cas, il existe

l—aw

une fonction ¢ € H*® telle que A= A", et || Al = |¥]loo- St @, € H* alors

1—au

fiﬁiL7/4u1¢ ::14%£E:'

1-au l1—amw l1—au

Démonstration. Soient A un opérateur borné dans K,, et B = T, AT;*. D’aprés la propo-
sition 2.20 , on a
Ae B, & AS, =S;A

si et seulement si

BS,, = T, AT 'T,S°T;!
= T,AS°T;!
= T,S*AT;!
= S,.B.

Mais cela est vrai si et seulement s’il existe une fonction ¢ € H? telle que B = Age ce qui est

vrai si et seulement s'il existe une fonction p € H? telle que A = A, (égalité 2.27). Ainsi,

1—au
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on appliquons le théoreme 2.11 sur 'opérateur Ag* on a il existe une fonction ¢ € H* telle

que Ay = Al et [[Ay|| = [[¢]loo. Par égalité 2.27, il vient alors

_ =1 pua _ —1 pua _Au
A=T A%T, = T, A%T, = A",

1—au

Comme Ty, est unitaire, ||A| = ||¢||co-

Nous allons maintenant montrer le produit. Si ¢, € H* alors

-1 @ @
fi?j;ﬁj4?:iﬂ - jll /43 fiz IL
1 o
= T;'A%T,
— /4u@w .
1—au

]

Remarque 2.4. Si |a| > 1 et A est de type a, alors A* est de type 1/a € D. Donc les
résultats ci-dessus s’appliquent a A* pour obtenir des résultats similaires pour A. D’ot pour
tout o € @, la| # 1, tout opérateur de type o a un symbole borné.

Si |a| = 1. Rappelons qu’un opérateur borné est de type a si et seulement s’il commute
avec Uy,. U, est unitairement équivalent a Z, dans l'espace L*(11,) avec pi, est la mesure de
Clark associée avec U, (voir Théoréeme 2.9). Le commutant de Z,, est l’espace des opérateurs
de multiplication Mg induit par L*(u) ( comme le théoréme 1.2), et ainsi, en utilisant

unitairement équivalence, par le calcul fonctionnel continu, chaque opérateur de type o est

égal a P(SS) avec ® € L*>®(1y).

Finalement, d’aprés le théoréeme 3.2 et la remarque 2.4, on a chaque opérateur de type

«a a un symbole borné.

Exemple d’un opérateur de Toeplitz tronqué borné a un symbole
non borné.

Dans [6], sous certaines conditions sur la fonction intérieure wu, il existe des opérateurs
de Toeplitz tronqués bornés de rang un n’ont aucun symbole borné.

Théoréme 2.13. Supposons que u admet une ADC au point n € T. Soit p € (2,00). Alors
les assertions sutvantes sont équivalentes :

1. L’opérateur de Toeplitz tronqué borné ky @ ky a un symbole borné ¢ € LP,

2. ky e LP
En particulier, si ky & LP pourp € (2,00), alors ky @k, est un opérateur de Toeplitz tronqué

borné a un symbole non borné.
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2.3.4 Calcul fonctionnel pour 5.

Comme les algébres BY sont les commutant de shift généralisé S& (proposition 3.10),

Sedlock a donné en [49, 50|, une description plus concréte a ’aide de calcul fonctionnel.

Dans ce paragraphe, nous présentons ci-dessous un bref résumé des résultats qui s’y trouve.

Il existe essentiellement deux types distincts de classes Sedlock, selon que || = 1 ou non,

et le cas |a| > 1 est réduit a |a| < 1 en prenant I’adjoint.

1.

Si |a| = 1, alors S% est un opérateur unitaire de la multiplicité une, avec mesure
spectrale singuliére 1, ( la mesure de Clark associé a S% ). Ainsi BY = {S2} est
une sous-algebre maximale de L(K,), et ses éléments peuvent étre décrits comme des

fonctions ®(S¢) avec ® € L®(puq).

Si || < 1, alors S% est une contraction totalement non-unitaire, qui a un calcul
fonctionnel avec des fonctions de H* [47]. Il est commutant B est une algebre faible-
ment fermée non auto-adjoint, ses éléments sont les fonctions ¥(S%) avec ¥ € H™ et
nous pouvons identifier leurs symboles comme opérateurs de Toeplitz tronqués par la
formule

T(SY) = A",

l—au
Si o > 1, Alors Sa/™ est une contraction totalement non-unitaire, et en utilisant la

proposition 3.10, les éléments de B peut étre décrit comme
UH (ST = A"y, Ve H™,

avec U*(z) = U(Z).

Récemment, Chalendar et Timotin ont continué 1’étude des opérateurs de Toeplitz tron-

qués de type a ([14]).

Théoréme 2.14. Soit A € T,. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

~

Ay est unitaire.

Ay est isométrie.
Ay est co-isométrie.
(A2)* AL — T €T
AL(AL) =T €T

Il eziste o € T, tel que AY € B et A = ®(Syy) avec |®| =1 pq-presque partout.
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2.4. Représentation matricielle

2.4 Exemples : représentation matricielle des opérateurs
de Toeplitz tronqués pour u(z) = z".

L’espace modéle K, est de dimension finie si et seulement si u est un produit de Blaschke

d’ordre fini. Si u(z) = 2" alors

K. =span{l,z,2°%, .. 2" '} = {Zakz a € C},

k>0

et

AL z2n _ _n—1
Ky =1, K5 =2""".

Soit f € K,» donc

3
—
—

A( k)2F, et f(z) = Zﬂn— 1 — k)2~

k>0

f(z) =

\?GM

Dans ce cas, les opérateurs de Toeplitz tronqués sont bornés si et seulement si ils ont
un symbole borné, et ils avoir une représentation matricielle naturelle comme : soit ¢ €
L>(T), et soit Eﬁ(n) les coefficients de Fourier de la fonction @, alors M y.nla représentation

matricielle de A% par rapport a la base {1,2,2%, ..., 2" "1} est

d(0) (=1 - e D(—n+2) D(—n+1)
d(1)  D(0) d(-1) - d(n—1)
My <T>(.2) o(1) :
: (0) O(—1)
dn—1) - e D(2) B(1) ®(0)

Remarque 2.5. La représentation matricielle des opérateurs de Toeplitz tronqués de sym-
bole holomorphe sont des matrices triangulaires inférieurs, et la représentation matricielle
des opérateurs de Toeplitz tronqués de symbole antiholomorphe sont des matrices triangu-

laires supérieures.

Matrice de type Sedlock.

Soit a € C et soit ¢ € K,n. Alors



2.4. Représentation matricielle

avec p(n) les coefficients de Fourier de la fonction ¢, et

I e () B S crpmyy

k>1

alors ) )
p+aSag=> @k)F+ad @n—k"

£>0 E>1
2 : L 2" N 2 n—1
donc My, la représentation matricielle de AWFQm par rapport a la base {1, z, 2%, ..., 2" "'}

est

2(0)  ap(n—1) a e a@(2) ap(l)
p(1) 2(0)  ap(n—-1) " ap(2)
5 : : : :

(2) #(1)

pn—1) a o e(2) (1) »0)

Pour a = o0, on a

0 o(n—-1) - P2 @)
0 0  ahr-1) ?(2)
|00
0 $n—1)
0 0 0 0
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Chapitre 3

Semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz

tronqués.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tron-

qués

3.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés.

Dans la suite, nous présenterons quelques problémes concernant les semi-groupes unifor-
mément continus et semi-groupe fortement continu (Cp—semi-groupe) d’opérateurs linéaires
bornés sur un espace de Hilbert complexe H. Nous noterons par B(#) 'algébre de Banach
des opérateurs linéaires bornés dans H. Pour un opérateur linéaire A : D(A) C H — H

nous noterons par
p(A) ={\ € C,\ — A est inversible dans B(H)}

I’ensemble résolvant de A et par

la résolvante de 'opérateur linéaire A.

Définition 3.1. [44] On appelle semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur H une famille

{T};}+>0 C B(H) vérifiant les propriétés suivantes :

1. Ty =1, ou I est l'opérateur d’identité de H.

54



3.1. Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés.

2. Tys =T,Ts, Vt, s € [0,00).
Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, Ty est uniformément continu si
lim || T; — I]| = 0.
t—0+
Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, Ty est fortement continu (Co—semi-groupe) si

lim T,f = f  VfeEn.

t—0+t

L’opérateur linéaire A défini par

B CLf-f
D(A)={f € H,tli%}*' ; existe}
et
L Tf—f dnf
A= tl_l)r(l)gr T a |i=0 /€ D(A)

est un générateur infinitésimal du semi-groupe Ty, D(A) est le domaine de A.

Remarque 3.1. 1. Les semi-groupes uniformément continus sont Cy—semi-groupes. Puisque :

IT:(f) = fIl < 1T = LN

pour tout [ € H et tout t > 0.

2. Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, Ty est scalaire siVt > 0,1, = ¢, 1, ¢, € C.

Théoréme 3.1. [44] Soit {T;}i>0 est un Co—semi-groupe. Alors
1. il existe w >0 et M > 1 tel que |T;|| < Me™, pour tout t > 0.

2. IT3|| < e™ si est seulement si ||Si|| < 1, avec
St — efth
est un semi-groupe avec son générateur A — wl, et A est un générateur de T;.

Théoréme 3.2. [}4] Un opérateur A : H — H est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe uniformément continu (1})i>o, si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Dans ce cas,
X in
T,=ec*=> —A"
n!
n>0
Une caractérisation trés intéressante des Cy-semi-groupes de contractions est donnée par

le fameux théoréme de Lumer-Phillips, dans lequel interviennent les opérateurs m-dissipatifs.
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3.2. Semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Définition 3.2. Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire.

1. L’opérateur A est dissipatif sur un espace de Hilbert complere H si

Im(Af, f) >0 (ou Re(Af, f) <0), pour tout f € D(A).

2. L’opérateur A est m-dissipatifs si
(a) A est dissipatif.
(b) Vg€ H, YA >0, 3f € D(A) tel que \f — Af =g.

Théoréme 3.3. (Lumer-Phillips 1961). Soit A un opérateur linéaire tel que D(A) = H.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction (T})¢>o

sur H.

2. A est un opérateur m-dissipatif.

Théoréme 3.4. Soit A un opérateur dissipatif et de domaine dense dans H. Alors A est

m-dissipatif si et seulement si A est fermé et A* est dissipatif.

3.2 Semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Nous donnons le cas trivial de semi-groupes scalaire.

Proposition. 3.1. Soit (1})i>0 C Tu(K,). Alors

Ti = i1 est un semi-groupe uniformément continu (Co-semi-groupes) sur K, si et seulement
si ¢ est un semi-groupe uniformément continu (Co-semi-groupes) sur C. Dans ce cas A = al,

avec A et a sont les générateurs de T; et c;, respectivement.
Démonstration. Evidant, puisque ||T,f — f|| = |e. — 1]||f]|. O

Le théoréeme suivant donne la premiére caractérisation de semi-groupes d’opérateurs de

Toeplitz tronqués.

Théoréme 3.5. Soient Ty € T(K,,),Vt > 0. Alors {Ti}1>0 est un semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur K, si et seulement s’il existe o € C tel que Ty € B2, Vt > 0, l'une des

conditions suivantes est satisfaite
1. Si|la] =1, alors Ty = $,(S%),t > 0, avec O, € L>®(py) et PP = Pyyg, i — p-p et
Qo =1, pa — p-p-
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3.2. Semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

2. si|a| <1, alors T, = ®4(S2),t > 0, avec &, € H* et la fonction intérieure u, divise

®t¢8 — q)t-i-s et @0 —1.
3.8 |la| > 1, alors T, = \If;f(Si/a)*,t > 0 avec &, € H™ et la fonction intérieure
Uy = 117_—507 divise PPy — Dy et Py — 1.
Démonstration. Soit {T}}+>o C T (K,) une famille de semi-groupe, alors, pour tous t,s > 0,

ETS = ﬂ—l—s S T(Ku)a

d’apres le théoréme 2.10, il existe a € @, tel que pour chaque t > 0, T} € BY. Nous avons

les cas suivants :(voir la partie calcul fonctionnel pour B2 du chapitre 2)
1. Si |a| =1, alors T} = ®4(S$),t > 0, avec ®; € L™®(pu,) et
D, (5y) = Pi(S5y)Ps(Sy) = Pras(S)
ce qui signifie que &, P, = Py, ¢, 1o — p.p, aussi Ty = Po(S2) = I implique que Py =
1, po — p-p.

2. Sila|<1,o0na
n:q)t(53>7t207

avec &, € H*>, et on a

((I)tq)s - q)t+5)(53) =0

avec (O;P; — 4y ) € H™®, si et seulement si u,, divise &P, — P, aussi
To—1I= (P —1)(5) =0

implique que u, divise &5 — 1.

3. |a| > 1, alors T, = U (Se/%)*, U, € H®, avec U;(z) = W,(z). De méme, comme le
point 2, uy /5 = lu_a“ divise ¢, — Py et g — 1.

—Q

L’autre direction est évidant.

Nous avons le théoréme suivant

Théoréme 3.6. Soient (T})i>0 C T (K.). Alors {T;}i>0 est un semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur K, si et seulement s’il exviste o € C tel que Ty € BS,Vt > 0, une des

conditions suivantes est satisfaite

1. SiaeD, alors Vt,s > 0, Tiysky = TiTsk§ et Tokd = k§.
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3.2. Semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

2. Siae @\ﬁ, alors Vt,s > 0, THSI% = TtTS/% et Tgl%‘ = l;g.

Démonstration. Soient (T3)i>o C T (K,). Supposons que (73);>o est un semi-groupe alors
Vt,s > 0, T,y = TyTs est un opérateur de Toeplitz tronqué, aussi par théoréeme 2.10, il
existe a € @, tel que pour chaque t > 0, T; € B2, et par corollaire 2.22 les conditions (1) et
(2) sont clairement satisfaites.

Pour I'autre direction, supposons qu’il existe o € C tel que T, € BVt > 0 d’apres le
théoreme 2.10 (T;7;) € BS. Supposons aussi la condition (1) est satisfait, par corollaire
2.22, on a

Tyio = TiT, = T.T,.
De méme, si la condition (2) est satisfaite, on obtient pour corollaire 2.22 que Ty, = T;Ts =

T,T;. [l

Exemple 3.1. Soit u(z) = 2". Soient (13)i>0 C Ton(K,n). alors {T;}i>0 est un semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés sur K.» si et seulement s’il existe o € C tel que Ty € B2, Vt >

0. D’ou d’apres la matrice de Sedlock (voir section 2.4), My, la représentation matricielle

de Ty = Aimm par rapport a la base {1,z,2%, ....,2" "1} est
2(0)  a@i(n—1) e ag(2) ag(l)
eu(1) 20)  ag(n—1) - agy(2)
5.9 501 . . :
My, = 901&.< ) Spt( )

Pr(n —1) @(2) @) @l(0)
avec l'une des conditions suivantes sont satisfaites

(1). a € D etVt,s >0, Ty .1 =T, T,1. alors

1 1 Pr+5(0) ?5(0)

0 0 Prrs(1) @s(1)

Mr, ., | O | =MpMr, | O | & Drrs(2) = M, ©s(2)

0 0 Orrs(n —1) Ps(n—1)
alors
k n—1
Dris(k) = Z oe(m)ps(k —m) + « Z o(D)ps(n —1+k), ke{0,1,...,n—1}.

m=0 I=k+1
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3.3. Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

(2). a € C\D, et Vt,s >0, Ty 2" ' =T, T,2""". alors

0 0 apr+s(1) aps(1)
0 0 aPrys(2) aps(2)
Mr,, | ¢ | =MpMg, | @ | & : = My, :
0 0 aPpis(n — 1) aps(n—1)
1 1 $t+s(0) @S(O)
nous obtenons
k n—1
Pres(k) =D Gu(m)@u(k —m)+a > GD)@n—1+k), ke{0,1,.,n—1}.
m=0 I=k+1

(3) a = oo, nous avons

Sun@r = Zsot n—k

k>1
alors M 4 la représentation matricielle de Agnni,@ par rapport a la base {1, z,2% ..., 2"} est
0 @n—1) @(n—=2) - &)
0 0 Pr(n —1) 21(2)
My = ‘ :
: 0 @n—1)
0 e e 0 0
et Vt,s > 0, Tipe2" ' =Ty T,2" 1. alors
0 0 Prrs(1) @s(1)
0 0 Pr+s(2) ?s(2)
Mrp,, | ¢+ | =MpMp, | @ | & : = My, :
0 0 Dres(n—1) Ps(n—1)
1 0 0

donc

n—1
Prs(k) = D G)@uln —1+k), ke{1,2,...,n—2}Brys(n—1)=0.

3.3 Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de

Toeplitz tronqués.

Nous commencons cette section avec un résultat élémentaire qui caractérise le générateur

d’un semi-groupe de d’opérateurs de Toepliz tronqués.
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3.3. Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Proposition. 3.2. Un opérateur A borné sur K,, est un générateur infinitésimal d’un

semi-groupe uniformément continu si et seulement si A € BS, pour certain o € C.

Démonstration. Soient (1;);>0 C T(K,) est un semi-groupe uniformément continu d’opé-
rateurs linéaires bornés sur K, et A son générateur. Alors il existe a € C tel que (T;) €

BVt > 0. Puisque BY est une algébre fermé et

dans la norme de opérateur, alors A € BS.
Pour l'autre direction. Supposons que A € B pour certain o € C. Encore, puisque BY est

une algébre fermé, e € BY,Vt > 0, donc A est générateur infinitésimal de 4. O

Le théoréeme suivant caractérise les semi-groupe uniformément continus d’opérateurs de
Toepliz tronqués. Il donne aussi la relation entre les symboles des éléments du semi-groupe

et le symbole de son générateur.

Théoréme 3.7. Soit (T)i>0 C T(K,) est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
sur K. alors (Ti);>0 est uniformément continu si et seulement s’il existe o € C tel que

(Ty) € B3, YVt > 0, et l'une des conditions suivantes est satisfaite

1. Sia €D,
1 Tky — Ky
= — lim -2 0
(1= au()) 0r 1
existe dans la norme de K, et l'opérateur A = A$+ o est borné.
2. SiacC\D,
1 Su Tkl — Suky
U= —— lim 0 0
(o — u(0)) t—0+ t
existe dans la norme de K, et l'opérateur A = A" _  est borné, avec
U4aS, V+c
Tiky — ko ~
= lim < 0 0

(v — u(0)) t—0+

3. Sia= o0, N N

U = lim
t—0t t
existe dans la norme de K, et l'opérateur A = Ag = est borné, avec
uwW+c
Tk — kY~
¢ = lim < =020 ju
t—0t

60



3.3. Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Dans tous les cas A est le générateur de (T})i>o-

Démonstration. Soient (Ti)i>0 C T (K,) est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
sur K. Alors par théoréme 2.10 (T3) € B2,Vt > 0. Supposons que (7):>o est uniformément
continu avec son générateur infinitésimal A, puisque BS est une algebre fermé et

T, — 1

t—0+ t ’

dans la norme de opérateur, alors A € BS borné. D’apreés la propositions 2.21, nous avons

les cas suivants

(1) si @ € D, alors il existe ¥ € K, tel que A = A" _et U = (1 — au(0))"1AkY par

V+4aS, ¥
conséquent
Tiky — K
Aky = lim =00
t—0t
alors
Tk
1— 0)¥ = lim ——.
(1= au(O)F = lim =
(2) Si a € C\ D, alors il existe ¥ € K, ¢ € C tel que A = A" ~  avec
U+aS,U+c
v L s AR
 (a—u(0)) "
et
a ~ ~
= — < AkY, Ky >
¢ (Oé . U(O)) 'A [VRRA(V] )
par suite L
~ Tiky — k§
Akt = lim —0 0
t—0+ t
alors _ _
SuTiky — Suky
(o —u(0))¥ = lim 20 0
t—0+ t
et " .
Tiky — k§ ~
c= “ lim < —20 20 ju

(3) Le troisiéme point résulte du seconde et Proposition 2.21.

Pour I'autre direction. Supposons que (1) est satisfait et A = A“+ 5 € B&. Nous avons
aussl _
SuTiky — Suky — T
lim —4—t0 0 — (1 - au(0))S,V.
t—0+t t

61



3.3. Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

et aussi Vf € K °,

T,—1 — Tk — kY Sy Tk — S, ke
SSf = (- au0) R (R g 2 2t
—10" P(U 4 a8, 0)f
o u
- \I!+aSu\T/f'
Comme K:° est dense dans K, alose AZ} = est le générateur infinitésimal du semi-groupe
+adSy
T;. Comme ce générateur est borné, alors 7; est uniformément continu.
Pour les points deuxiéme et troisiéme suit du premier. O

Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur soit
le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs de Toepliz

tronqués, dans les deux proposition suivantes

Proposition. 3.3. Soit A € BS est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformé-

ment continu d’opérateurs linéaires bornés (T(t))i>o. Alors

T(h) =t =Y LA

n>0

De plus, l'une des conditions suivantes est satisfaite

I.aeD, T, =A* __ avec
prtaSupr
e = (1 — au(0)) " e k.
2.0ae€C\D, T; = A¢t+aﬁ+q avec
o1 = (@ —u(0) 7 Sue kg
et
CZL <etAk~g,/%‘>.

(o — u(0))

3. a=o00, T, =AY

— avec
Supttct

tA
Yy =€ kga

et

c=< ey kY > .
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3.3. Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Démonstration. Soit A € B générateur de (7°(t)), par théoréme 3.2 nous avons

T(t) =€ =) —A"
n:
n>0

SiaeD, et A= AZ/JF S avec U = (1 — au(0)) ' ALY, par corollaire 2.23 nous avons

A" = A" —_ avec ¥, = (1 — au(0)) LA"kY alors
\Ijn“l’asuq}n

o=t Nt L
To= lim Y A= lim Y (AL )
k>0 k>0

. tF .
= lim E EAZ/ = = lim A“ -

N k “r ’
T (Chso AR K 4aSu(Eiso T AR K

u [—
pt+aSupt”

avec oy = (1 — au(0))Le! kY.

Pour les deuxiéme et troisiéme points résultent de premier et Proposition 2.21. ]

Proposition. 3.4. Soit A € B est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformé-

ment continu d’opérateurs linéaires bornés (T'(t))i>o. Alors (T)i>0 est défini comme suit

1. Sila| =1, et A= ®(S2), avec ® € L®(pu,) alors
T, = €"*(S5),t > 0.

2. Silal <1, et A=V(S¥) = A"y avec ¥ € H*®, alors

1—au

T, = e™(S)) = A"

1—au

3 |al > 1, et A= \I/*(Si/a)* = A5, avec ¥ € H® et Uj(z) = Uy(Z), alors

a—u

T;t — (et\I/)*(Si/a)* — AY

aet¥ *
Démonstration. Soit A € B générateur de (T'(t)).
1) Si|al =1, et A= P(59), alors
T, = lim zn:ﬁflk = lim z":ﬁ@)k(sa) =e'*(89)
" oo & | n—o0 & ! v u
k>0 k>0

Pour les deuxiéme et troisiéme points résultent de premier et calcul fonctionnel pour B

(voir chapitre 2) . O
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3.3. Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Exemple 3.2. (1) Soit A € D et soit A = l%f ® kY lUopérateur de Toeplitz tronqué de rang
1. Par [50], Example 4.2.12, A est opérateur de Toeplitz tronqué de type u(\),

ok =A% o

Alors par proposition 3.3, A générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu
d’opérateurs linéaires bornés (e!4)i>o. Nous avons
~ 2~ 3~
et = THHE @KL + 5(k;g ® kY2 + 5(1@3 RN+ ...
2 3

~ t ~ t ~
= I+ttt @kY) + Eu’()\)(kg ® kYY) + 5u’(A)2(k§ QkY) + ...

Siu'(N) =0, alors
e =T+ (kY @ KY),

et si u'(\) # 0, alors
tw'(N) 1 o
tA € u
et =1+ ———-— (kY ®Ek)).
(2) Puisque l'opérateur kY @ l%f est lopérateur adjoint de l%\* ® kY. Dot il résulte que
(k;‘@lgﬁf) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs

de Toeplitz tronqué T, donné par

T, = I+t(kieky) siu'(\) = 0.
tw'(\) _
u'(A)

(KY @ kL) siu'(N) #£0.

(3) Supposons u admet une ADC en point ( € T, c’est-a-dire la Limite non-tangentielle
de w et u existe en ¢ avec la limite de u en ¢ du module 1. Soit A = ki ® k¢. Par
[50], Example 4.2.12, A est opérateur de Toeplitz tronqué de type u(C), avec symbole k¢ +
u(C)Sul%‘ Nous avons

AZ = Q) (K @ k) = o () (kE @ k),

puisque |u'(C)| # 0, on déduit, d’apres le point (1), que
SOl
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3.3. Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

(4) Soit a € D et soient A\, Ag, ..., A\, sont n solutions distinctes de I’équation u(\) = .
Soit ¢ = Z?:l ajl%\‘;, avec les a; sont des nombres complexes. Notez que si u est un produit
de Blaschke d’ordre fini de n, alors {k} ,1 < j < n} est une base de K., (voir [29]), et
chaque fonction ¢ dans K, donnée par p = Z?:l aj/;:\i.

Par conséquent
n
A= AWrOzSufﬁ Z A v +U( 5)Suky
j=1 7
n
— § u u
=1

Les opérateurs l;/‘;fvj ® k;fj sont de type w(\;) = a. De plus, ces opérateurs sont commutes,

alors

Jj=

— y etaiw' (V) 1 y
I1 [1 + ta; (K ® kkj)} I1 [1 o e k)
jeM /

JEN

avec M = {j, W' (\;) =0} et N = {j, v'(\;) # 0}. Depuis

(kS @ KLk, @ B) = K (M) (R, @ K3) =0 sii .
alors o
Tt—I+tZajk“®k:A+Z{ . (k“@/ﬁ)
JEM JEN
(5) Soit u est un produit de Blaschke d’ordre fini de n et |a| = 1. En utilisant le fait que
u' # 0 dans T, l’équation u(¢) = a a n solutions distinguées, 1, (o, ..., Ca, qui dans le cercle
unité. La famille {kg], 1< < n} est une base orthogonale pour K,. Pour tout p € K,,

Y= 2?21 ajk’gj, avec a; = |:f,(éj_))‘, et nous avons
J

n

A=A — = E a; A" —
ptaSup Tk u(Gy) Sukl,
J J

J=1

= > akl @KL
j=1
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3.3. Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Puisque les opérateurs ké@ ® ké‘] sont commute,

ta; k¥ kY.
T;::et'A = H@JC] <

plail' (¢ _ 1

- ﬁ{uw(kgj@kgj)}.

et puisque (k¢ @ k¢,)(k¢, @ k¢ ) =0, sii # j,

I+Z

n ta]\u (7] 1 u u
{ (kg ® kg)} '

Théoréme 3.8. Soient u(z) = 2" et w = e’n. Les semi- groupes uniformément continus

d’opérateurs de Toeplitz tronqués sur K, sont :

—_—

1 j ( ptCi
E:I‘FW;(A}](G J_l T619w1®kreww7’

—_——

1 e
E =1+ W Zw] (6 7= 1 7‘67'9(&1‘7 X kre'LGw]?
Ty= T S = 1)Kl ® k),
t n eifwi etfw

T, = Aew et T, = Aetw

avec 0 <1 < 1,0 €R, (¢;)j= L eC ety e K,.

Démonstration. Soit (T});>0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs de Toe-
plitz tronqués sur K, et soit A son générateur infinitésimal. Il existe a € C tel que tous les

opérateurs 1 et A sont dans B¢. Nous avons I'un des cas suivants :

1. 0 < |al < 1 : notons que a = (re®)", avec 0 < r < 1 et § € R. Les solutions de
®wpi=t j=1,...,n. La famille {/;;‘/ j=1,...,n}

est une base de K,,. Par conséquent, A = AWr 53 AVeCp = > i ajk;/\ ,avec (a;)f_; €

I'équation u(z) = o sont \; = re

C™. D’aprés I'exemple 3.2, point (4),

taju _1N
Tt_]+Z{ (kxe @ K3 )|
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3.4. Cy—semi-groupes.

on obtient :

—~—

1 — ) ( tc; u
ﬂ =1+ W jz_o:wj (e T 1)kre’i9wj ® krewoﬂ’

Pour des nombres complexes cg, ..., ¢, 1.
2. 1 < |a| < oo : on applique le point (1) sur 'opérateur adjoint (77)¢>0, nous avons

* tA" 1o —=
Tt* — (etA)* — ot — ¢ ot ESup

puisque |%| < 1, alors

T =1+ i 2 (€ = Dty ® K,
=0
d’on
1 ’I’L—l —_——
E =1+ W Zw] (6 9 — 1)k71fei9wj ® k:ewwj'
=0
3. la] = 1 : soit @ = ™. Les solutions de I'équation u(z) = « sont ¢; = ewi™!,

j=1,...,n. Daprés 'exemple 3.2, (5),

n {etaju/(cm 1

T=I+)Y (k¢ @ kL),

2| TG
on obtient :
1 n—1
E =1 + E Z(etcj - ]‘)( gwwj ® k:iewj)7
§=0
pour des nombres complexes ¢, ..., C,_1.

4. a=0: 1l existe p € K, tel que A= AZ. Notez que ¢ est une fonction holomorphie
bornée. Donc

iz—;& _— etA:é _— :up-
5. |a| = oo : on applique le point (4) sur I'opérateur adjoint (77);>¢, on obtient alors que
Tt = Zta-

D’autre part, toutes les familles (7});>¢ dans le théoréme sont des semi-groupes unifor-

mément continus. O

3.4 Semi-groupes fortement continus (Cy—semi-groupes).

Dans le cadre de ce paragraphe, nous introduisons une classe plus générale que la classe

des semi-groupes uniformément continus et nous étudions leurs propriétés élémentaires.
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3.4. Cy—semi-groupes.

3.4.1 Préliminaires.

Pour ¢ dans L*(T). Soit T,,, 'opérateur de Toeplitz sur H? avec symbole ¢, avec domaine

D(T,) = {f € H?: P(¢f) € H}.

Espaces de De Branges-Rovnyak.

Soit b est une fonction non constante, b € H*, mais pas un point extréme. L’espace de

de Brange-Rovnyak H(b) est 'image de H? par l'operator (I — T,T5)'/?, c’est & dir
H(b) = (I — TyTy)2(H?).

Dans le livre de Sarason [53], il y a plusieurs propriétés de ces espaces, on a si |[b]|o < 1

alors H(b) = H? et si b est une fonction intérieure, alors H(b) = H* © bH?.

Classes de Nevanlinna et Smirnov.

La classe de Nevanlinna N dans ID est la classe de fonctions ¢ = % avec 1, Y € H> et

X # 0 sur D,
N:{SO:%,%XGHOO,X#OSWD}.

La classe de Smirnov N’ C N se compose de tous ¢ = % € N par que Y est extérieure,

Nt ={p= %,@Z),X € H*®, x # 0 sur D, x extérieure}.
X
Il est noté dans [55] que chaque fonction non nulle ¢ dans 't a une expression unique qu’on

appelle représentation canonique, de la forme ¢ = g , avec a et b sont dans H* , a est une

fonction extérieure, a(0) > 0 , et |a|? + |b]* = 1,p.p sur T,
b
Nt ={p=—,a,b€ H®, a exstéricure, |a|* + |b]* = 1,p.p sur T,a(0) > 0}.
a

La classe de Smirnov locale N/, qui défini par Sarason dans [54], compose de tous ¢ =
% € N pour que u, x sont relativement premiers (si les seuls fonctions diviseurs intérieures

de u et y sont des fonctions constantes du module un). D’aprés [54], tout ¢ € N, a une

représentation canonique unique ¢ = = | avec a,b € H®, a est une fonction extérieure, tel

va

que a(0) > 0, |a|>+|b]*> = 1, pp sur T, v est intérieure, v, b et v, u sont relativement premiers,

b b ‘ . .
NF={p=—,— €N v extérieure,v,b et v,u sont relativement premiers}.
va’ a
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3.4. Cy—semi-groupes.

Opérateurs de Toeplitz non-bornés.

[54]. Soit ¢ est une fonction non nulle dans N'*, avec représentation canonique ¢ =
g. L’opérateur T,,, I'opérateur Toeplitz avec symbole ¢, est par définition I'opérateur de

multiplication par ¢ sur le domaine
D(T,)={f € H*: pf € H*} = aH*.

L’opérateur T, est fermé et densément défini, et son adjoint fermé et densément défini T7.

Le domaine D(T;) = H(b), et le graphique
G(T%) = {f &g € H & H? : Tyf = Trg}.

L’opérateur T , Popérateur de Toeplitz avec symbole p, est défini comme T7.

Opérateurs de Toeplitz tronqués non-bornés.

[54, 55]. L’opérateur T;; induit un opérateur sur K,, désigné par A%, et défini par

avec domaine

D(AY) = H(b) N K,.

Dans [54], Sarason a été défini Uopérateur AZ, on fonction de ¢ € NF, il utilise le calcul

fonctionnel pour définir ces opérateurs : pour ¢ € N.f, avec la représentation canonique

unique @ = %, on a

AL = ((va)"(S2) 0" (S5),

oil, pour une fonction 1) holomorphe dans D, 1)*(2) = (%). Alors A% est opérateur fermeé
densément défini dans K,. L’espace K, admet un opérateur de conjugaison naturelle C,

donc A} est la transformée de A7 avec l'opérateur C, c’est-a-dire ,

D(AY) = CD(AY) ={f:Cf € H(b)NK,}
ALCf = CARf,Yf € D(AY).

Dans [54], Sarason prolonge les résultats de Suarez dans [61],dans le théoréme suivant

Théoréme 3.9. Un opérateur fermé A densément défini dans K, commute avec S, si et

seulement si A = p(S,) ot p € NF.
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3.4. Cy—semi-groupes.

Quelques propriétés intéressantes dans les articles de Sarason [54, 55|, sont regroupées,
pour p € N,f :
(i) Les opérateurs A et AZ sont adjoints I'un de I'autre.
(i)
G(AY) ={f®ge Ku® Ku: Ajf = A9},

et
GAYD) ={foge K,® K, : Alf = Alg}.

(73) Soit ¢ € H*, alors
AGAGf = AGALS = AZsf

pour f dans D(AY).
(iv) ALf = Aqf/iAg/af pour f dans D(AY).
(v) Soient ¢, et p; deux fonctions non nulles dans AV, . Alors A% = AL si et seulement
si u divise 1 — s.
Semi-groupes similaires.

[19]. Soient (7;):>0 est un semi-groupe fortement continu sur X, avec son générateur
infinitésimale A sur D(A), et V est un isomorphisme d’un espace Hilbert Y dans X, alors

(S(t))e>0 est un semi-groupe fortement continu sur Y donné par
S(t) = VTV,

et son générateur

B=V1AV

avec le domaine

DB)={yeY :Vye D(A)}.

et le résolvant de B est
R(\, B) = V_lR()\7A)V, A€ p(A).

En particulier, si V' est un isomorphisme unitaire, nous disons que B et A sont unitairement

équivalents.
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3.4. Cy—semi-groupes.

3.4.2 Opérateurs non-bornés commutes avec le Shift généralisé S.

Dans la suite, nous présenterons quelques conditions nécessaires pour qu’un opérateur

non-bornés commutes avec le Shift généralisé Sy .

Si a =0, ou a = oo.

Si a =0 alors S¢ = 5,, si @ = 0o alors S¢ = S. Par Sarason [54, 55|, nous avons les

résultats suivants

Théoréme 3.10. 1. Un opérateur fermé A densément défini dans K, commute avec S,

si et seulement si A = p(S,) ot p € Nf.

2. Un opérateur fermé A densément défini dans K, commute avec S;. si et seulement si

A=*(S5) ot p € N et o*(2) = ¢().

SiaeD.

Uu—o

1—au’

Rappelons que u, = pour € D et T, = My_jop)-1/2(1_7u) €St un opérateur

unitaire de K, dans K,. Nous avons T, ! = M1 |a2)1/2(1—qu)-1 (VOir sous-section transfor-

mation de Crofoot 2.3.1), par suite, on a
T;189T, = S,

Soient (7})i>0 et (S¢)i>0 sont des semi-groupes fortement continus avec des générateurs

respectifs (A, D(A)) et (B, D(B)) dans K,, K, respectivement, nous avons
T, = T,ST,"
alors Tj, Sy sont similaires, de plus
A =T,BT;" avec domaine D(B)={f € K, :T,'f € D(A)}.

Si ¢ est dans H> et Ag est borné, on a d’aprés Théoréme 2.12 T, AT I coincide avec

A*y_and T,AL T, " coincide avec A*, . Ces formules donnent la définition suivante.

1—aw 1-au

Définition 3.3. Pour a € D et ¢ € N, nous fivons
T, AW = A,
l—au

et
Uar—1 u
T AF T, = AIFM.
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3.4. Cy—semi-groupes.

Proposition. 3.5. Soit p € N,f . Alors l'opérateur A* . _ avec domaine

1—au

f
DAY, )= e K, : € D(AY) &,
(s ) = {r e Kus e plag)
est fermé et densément défini commute avec S, sur K,.

Démonstration. Soit ¢ € /\/'qul , par Théoréme 3.9 Af* est un opérateur fermé densément

défini sur K, commute avec S, sur D(AZ), et par [54]
g</4$a) ::{j)gag € l{da €>J{ﬁa :jigaf)::/45g9}7

et nous avons T, opérateur unitaire de K, dans K,, alors A", | et A:;a Sont unitairement

l—au

équivalents. (A est un opérateur fermé densément défini sur K,, commute avec S, sur

D(Age) if and only if A”, est un opérateur fermé densément défini sur K, commute avec
1

—au

S& sur D(A™ . ). O

l—au

Proposition. 3.6. Soit ¢ € N} . Alors les opérateurs A", _, A"  sont adjoints U'un de
1

—au 1—au

[autre.

Démonstration. Soit opérateur A* , sur le domaine
[

D(AY; ) = D(T,ALT, )
= {feK.,:T,'f € D(A%)},
= {fekK,: !

1—au

€ D(Aga)}.
Comme T, est unitaire, d’apres [54], A%~ et AZ* sont adjoints I'un de I'autre, d’ott

u * U \kr—1
(Ao )" = To(A)'T,
— U ri—1
= T, AT,

Proposition. 3.7. (Interprétation de calcul fonctionnel de A, ).

1—au

Un opérateur fermé A densément défini dans K, commute avec SO si et seulement si

A=Ate_ = o(S)) = ((va)(S7))(S3),

1—au

avec p = L € Nif.
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3.4. Cy—semi-groupes.

Démonstration. Par Théoréme 3.9, un opérateur fermé A densément défini dans K, com-

mute avec 9, si et seulement si

A = ¢(Su,) = ((va)(Su,)"0(Su,)

ou p € /\/’ut , comme T, est unitaire, alors

Y P — TQAZ‘*T(;I
1—au
= ‘P(TaSuaTa_1>
= ()

= ((va)(S5))b(S7).

Si a € C/D.

Les résultats ci-dessus,(le cas |a| < 1), s’appliquent & A* pour obtenir des résultats

similaires pour A. Dans ce cas, nous avons

Proposition. 3.8. 1. Un opérateur fermé A densément défini dans K, commute avec
S si et seulement si A = A%y avec ¢ € Nutl/@ , avec domaine D(A%z ) = {f €
) " /H a—u a—u
K, : ;‘—_fu € D(AE<1 N}

2. Un opérateur fermé A densément défini dans K,, commute avec (S}/a)* st et seulement
st
A=At =2 ((S)/)) = ((va)"((S/™))) 0" ((8/%)"),

o
a—u

avec ® € Nif . et ©*(2) = ©(2).

SiacT.

S% est un opérateur unitairement équivalent a 'opérateur de multiplication M, (f) = zf

sur L?(u,). En effet, pour f € L*(u,), soit

f) dpa(C).

(Vaf)(2) = (1 —au(z)) A

alors V,, est un opérateur unitaire de L?(j,) dans K, et nous avons S = V, M,V ~1.
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3.4. Cy—semi-groupes.

Pour une fonction mesurable ® : T — C, 'opérateur de multiplication Mg est défini par

D(M,) = {f€L*(pa): of € L*(pa)}
M,f = ¢f feD(M,).

Mg est un opérateur fermé et densément deéfini sur L?(ju,) (voir [19], Proposition 4.10, pp.
31). Nous fixons ®(S%) = V, MgV, ! avec domaine {f € K,, V' f € D(Ms)}. Dans ce cas

nous avons

Proposition. 3.9. Soit o € T. Un opérateur fermé A densément défini dans K, commute

avec S¢ si et seulement si A = ©(SS) pour certaines fonctions mesurables @ : T — C.

Démonstration. Soit B un opérateur densément fermé sur L?(j,) qui commute avec M,
et Mz. Donc, B commute avec Mp pour chaque polynéme trigonométrique P. Soit ¥ €
L*(po). 11 existe une suit uniformément borné de fonctions continues sur le support de
le qui converge vers ¥, u, — p.p. Voir théoréme de Lusin. Par 'extension du Théoréme
Tietze-Urysohn, ces fonctions sont des fonctions continues sur T. Par suit, il existe une suit
uniformément borné de polynéme trigonométrique (P,), qui convergent vers ¥, p, — p.p.

Pour f € D(B), on obtient en utilisant le théoréme de convergence dominé
< Mp, f,BMp, f >=< Mp, f, Mp,Bf >y 00< My f, MyBf > .

Comme B est fermé, on obtient que My f € D(B) et que BMyf = MyBf, Ce qui signifie
que B commute avec My. De lautre coté par ([15], Corollaire 6.9, p. 279), 'algébre de
multiplication A = {My;V € L*(u,)}, et son commutateur coincide. Il résulte de ([41],
Théoréme 5.6.4, pp. 343-344) que B = Mg Pour une fonction mesurable & : T — C.
Maintenant, on applique le résultat V7' AV,, Pour un opérateur A fermé densément défini

sur K, commute SY. O

3.4.3 C(y—semi-groupes.

Nous obtenons alors le résultat suivant, qui donne la commutativité ente le générateur

infinitésimal du Cj-semi-groupe et le Shift généralisé Sy .

Proposition. 3.10. Soita € C. Le générateur infinitésimal A du Co—semi-groupe {T; }1>0 C

B est fermé avec domaine D(A) dense dans K,. De plus,
(i) sia €D, SYD(A)) C D(A) et pour tout f dans D(A), SCAf = ASf.
(i7) sia e C|D, (Su®)*(D(A)) C D(A) et pour tout f dans D(A), (Su®)*Af = A(SJ")*f.
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3.4. Cy—semi-groupes.

Démonstration. Soit a € D. Soit f est un élément arbitraire du domaine D(A) de A. Donc,

il existe une fonction f, dans K, tel que

Lf—-f
t

lim ||

t—0t+

— fol =0.

De plus, Af = fo. Depuis S¢ est un opérateur borné sur K, et 7; commutes avec S{ pour

tout ¢, nous avons que

1.5y (f) = Sa(f)

— Sy(foll =0.
Alors, S¢(f) est dans D(A) et
AS(f) = 55(fo) = SLAS.

Par conséquent S$(D(A)) € D(A) et S¢Af = ASS f pour tout f dans D(A).

Si o € C|D, nous avons {T};}+>0 C BY, commutes avec (Sila)* qui résulte du premier. O

Nous commencons par la commutativité ente les résolvants de A et Sy .

u

> U existe une fonction

Corollaire 3.11. Pour chaque A € C dans l’ensemble résolvant de A

v tel que l'une des conditions suivantes est satisfaite
1. Sifal =1, alors R(A, AY) = ®A(S5), avec @y € L>(pia).
2. Si|a] <1, alors R(\, AY) = ®5(Sy) = A%, , avec @y € H™.

l—au

3. Silal > 1, alors R(\, AY) = @A(Si/a)* = Ay, avec @y € H™.

Démonstration. Soit f est une fonction dans le domaine D(A) de A. Puisque A commutes
avec Sy, S (D(A)) € D(A). Depuis R(\, A2) f est dans D(A), SyR(A, A2) f est dans D(A).
Par conséquent

SOf = 2 — ADR(\ AL f = (M — A)STR(, AL)f,
et donc

RO\, A%)SSf = R(A, AL)(M — A%)SSR(A, A%) f = SSR(\, A%) f.

donc

R(\, A%)SS = SSR(A, AY) sur D(A).

puisque D(A) est dense dans K,
R(A, AL)Sy = Sy R(A AY) sur K.

Alors 'une des conditions suivantes est satisfaite
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3.4. Cy—semi-groupes.

L. si|a| = 1, alors R(A, AY) = ®A(S), avec @y € L™ (i4).
2. Sifaf <1, alors R(A, AY) = ®\(Sy) = A%, , avec @y € H™.

1—au

3. Si|a| > 1, alors R(A, A}) = O,(Sy/ ) = Al avec &y € H™.
[

Le résultat suivant donne une condition nécessaire aux générateurs de semi-groupe d’opé-

rateurs de Toeplitz tronqués.
Proposition. 3.12. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de semi-groupe
d’opérateurs de Toeplitz tronqués sur K,. Alors l'une des l'une des formes suivantes :

1. A= ®(S2), pour certains a € T et une fonction mesurable .

2. A= A"y = ®(ST) = ((va)(S3))'b(SY), pour certains a €D et ® € N,f.

1—au

3. A=A"- = O (S ™)) = ((va)*((S&/™)) 16" ((S4/™)*), pour certains o € C\ D et

d e N avec D*(2) = B(2).

Ui/a

4. A= AL pour certains ® € N,

Démonstration. Soit A est le générateur infinitésimal d'un Cp-semi-groupe (7}):>o d’opé-
rateurs de Toeplitz tronqués sur K, . Il existe a € C tel que tous les opérateurs T; sont
dans BY. Les opérateurs T; commute avec S¢. Cela implique que A commute avec S¢. Les

propositions 3.7, 3.8 et 3.9 et le théoréme 3.10 donnent les cas (1),(2),(3), et (4). O

Dans la suite nous présentons le théoréme qui donne la caractérisation des Cp-semi-

groupes de contractions sur K.

Théoréme 3.11. Soit (1;)i>0 est une famille sur K,. Alors (T3)i>o est un Cy-semi-groupe
d’opérateurs de Toeplitz tronqués de contraction si et seulement s’il existe o € @, tel qu’une

des conditions suivantes est satisfaite

1. la| < 1 et il existe une fonction C, analytique et ayant une partie réelle négative sur

le disque unité ouvert, tel que
Ty =Aluc .

l—au
2. 1< |a] < 400 et il existe une fonction C, analytique et ayant une partie réelle négative
sur le disque unité ouvert, tel que
T, = A" .

et
a—u
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3.4. Cy—semi-groupes.

3. a= 00, et il existe une fonction C, analytique et ayant une partie réelle négative sur

le disque unité ouvert, tel que
Tt - Azté

4. |a] =1 et il existe une fonction mesurable q tel que esssupRe(q(¢)) < 0 et
CeT

T, = €'(Sy).

Démonstration. Soit (T;);>0 est un Cy-semi-groupe sur K. Ensuite, il existe o € ((Af, de sorte

que pour chaque t > 0, T; € BS. Nous avons les cas suivants :

1. |a] < 1. Alors (T,'TiT,)¢>0 est un Cy-semi-groupe sur K, commute avec S, . Par
theorem 2 de [57], il en résulte une fonction analytique C' sur D, avec une partie réelle
négative et telle que

T\ T, = Al t > 0.

Donc

T, =T Al T, = A% e .

l—au
2. 1 < |a| € 400, T; commutes avec S, alors T} commutes avec S/ @ et donc le résultat
ci-dessus applique a T} pour obtenir des résultats similaires pour 7;. Dans ce cas, nous
avons

T, = () = (A% )" =A% o

«e
o—

1-(&)

ol

3. a €T, (V,'T}V,)i>0 est un semi-groupe de multiplication sur L?(u, ). Par proposition

4.11 of [47] il existe une fonction mesurable g sur T tel que esssupRe(q(¢)) < oo, et
¢eT

VoIV, = M.

Il en résulte que

T, = VoMo V71 = €"9(S9).

Puisque(7}):>0 est un semi-groupe de contraction, puis esssupRe(q(¢)) < 0.
CeT
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Chapitre 4

Estimation de la fonction de comptage
de Nevanlinna et opérateurs de

composition sur les espaces de Dirichlet.

4.1 Opérateurs de composition sur ’espace de Dirichlet.

4.1.1 Espace de Dirichlet.

On pose
dA.(2) = (1 +a)(1 — |z]*)*dA(2).

Les espaces de Dirichlet dont donnés par :
Do = {f € Hol(D), [|f[I2 = [f(O)* + Da(f) } -

Ou

Du(f) = [ IF )P dAL(e)
Ainsi lorsque o = 1, D; = H? est 'espace de Hardy classique et lorsque o = 0, Dy = D est
I’espace de Dirichlet classique.

La notation A < B signifie qu’il existe une constante C' absolue que A < C'B. Nous écrivons
A=xBsi A< Bet B< A

Nous avons la proposition suivante :
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4.1. Opérateurs de composition sur I’espace de Dirichlet.

Proposition. 4.1. Soit f =Y a,2" € D, alors

[e.e]

12 = D (L +n)' % aal”

n=0

Pour montre ce résultat nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.

Démonstration. Nous avons

donc

1 1—1 1
[ = [T [ e
0 0 -1

N
3
=
|
L
O\
At
I
|
<
3
S
—_
|
<
%)
N—
QU
3
+
»\
| =
|=
<
—
—
|
<
o
N~—
Q
Q
3

A

§A
T
2
|

+

AN

]
Démonstration. de la Proposition 4.1.
Soit f(z) = > _,50an2". On écrit :
2 ,  l+o Lo k—1 _i(k—1)0)2 2\«
1A= ool = == | | 1D kaur " CPdor (1 = r2)%dr.
k=1
Par la formule de Parseval, pour chaque r € (0,1) on a
1
412 = laol? =201+ ) 3 Rl [ 711 = 12
k=1 0
donc .
IF15 = (1 +n)' |
n=0
]
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4.1.2 Opérateurs de composition sur l’espace D,,.

Pour une fonction holomorphe ¢ a partir de disque unité de lui-méme, ¢ : D — D, on

défini I'opérateur de composition sur D, par :

Cy: Dy — D,

fr—Ffoe
Dans ce travail nous étudions certaines propriétés de cet opérateur lorsqu’il est bien dé-
fini tel la bornitude, la compacité ainsi que ’appartenance a la classe de Hilbert Schmidt.

Rappelons que C,, est toujours bien défini sur H? mais ce n’est pas le cas dans D, pour

0 < a <1, voir [7, 20, 35, 26, 64, 23].

Soit 0 < a < 1, la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna associée a D,,, est

donnée par :

2o pwywen(1 = [w])%, z €D\ {p(0)},

0, z ¢ o(D).
Notons que lorsque a = 1, N, ; est comparable a la fonction de comptage de Nevanlinna

classique que nous redéfinissons de la maniére suivante

Noa(z)= Y log(1/jwl),  weD\{p(0)}.

z=p(w)

Notons que log1/|w| <1 — |w|, |w| — 17.

On associé a l'opérateur de composition sur 'espace de Dirichlet classique Dy = D, (le

cas ot o = 0), la fonction de comptage n, = N, o donné par

ny(z) = card{w : p(w) = z}
c’est le nombre de zéros de de la fonction ¢ — z.
La fonction de comptage généralisée de Nevanlinna joue un role essentiel dans 1’étude
de l'opérateur de composition. L’estimation de N, , s’avére compliqué en générale. Dans ce

travail nous allons donner une majoration de la fonction de comptage généralisée de Nevan-

linna par la normes des itérées du symbole . Ceci va nous permettre de construire quelques
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4.1. Opérateurs de composition sur I’espace de Dirichlet.

exemple d’opérateur borné et compact dans D,.

Nous avons besoins des résultats suivants, le premier lemme donne la formule de chan-

gement de variable en terme de la fonction de comptage voir [60].

Lemme 4.3. Soient 0 < a <1, ¢ : D — D une fonction holomorphe et soit f une fonction

mesurable sur D on a :

/D (f 0 0)(2)|¢!(2) PdAa(2) = (a + 1) / F(2)Npal2)dA(2).

Démonstration. On suppose que @ n’est pas constante.

L’ensemble Z = {z € D : ¢/(2) = 0} est dénombrable et D\ Z peut s’écrire comme une union
des rectangles disjoints R; ot sur chaqu’un ¢ est biholomorphe. On note par ; I'inverse de
la restriction de ¢ sur R;.

Par la formule de changement de variable usuel, avec z = v, (w), pour tout j on a :

| ool @IPdA) = 1+ a) [ f)i =) dAw)

J o(R;)

Par sommation sur j, on déduit que :
/D\Z(f 0 9)(2)|¢(2)]*dAa(2) = (1 +04)/Df(U)) (Z x;(w)(1 = le(w)IQ)“> dA(w).

Ou x; est la fonction caractéristique de 'ensemble p(R;).
L’ensemble Z est dénombrable donc il est de mesure nulle, donc le premier membre de
I’équation égale
[ (o0 ) PdA),
Et aussi si w € o(D)/p(Z) on a
D ()1 = [i(w) ) = (1= [2)* = Nopa(w).
j

wep(D),p(z)=w

]

Pour a > 0 la fonction de comptage géneralisé N,,, vérifie I'inégalité de la moyenne (

voir|33]), plus précisément, nous avons :

Lemme 4.4. Soit 0 < a < 1. Si ¢ : D — D une fonction holomorphe, alors

2
Nopul2) < > /D  NealwdA(w).

r

pour tout disque D(z,r) de centre z et de rayon r et telle que D(z,r) C D\ D(0, 3)
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4.2. Lien entre N, o et Do (¢").

Démonstration. Soit w(z) = (1 — |z]*)%, on a limy, ;- w(z) = 0, par le théoréme de Green,

pour tout A € D nous avons

W) = 5 [ AwE)os 5]
1

1— Az
= 3 | AwE) ol ldA).

z4+0
=00 = 135

Puisque w est concave et décroissant alors A(w(r)) = A(w(2)) = w'(r)/r+w"(r) < 0, pour

0<a<let

e(N)=¢

Nealc)= 3 w(©) = 5 3 [ AwE)los s (WAG)
p(n)=¢ P
1

= =5 | AW X ~logh (aACe)

e(N)=¢

Nous avons ¢(\) = ( si est seulement si ¢ o ~y, (7. 1(\)) = ¢ donc on a

NpalC) = —% /D A(w(2))Nyor. 1(C)dA(2).
Ou
Noyoy.1(C) = Z log‘—i|.

poyz(A)=¢

Noald) < =5 [ A@EG [ N aNAANIAR)

D(¢r)
1 1
- — —= | A(w(2))Ngoy. 1(N)dA(z)|dA(N
= Y RNCICIL RIS ERIEY
- L N, (VAN
" JDEr)

4.2 Lien entre N, , et D,(¢").

Nous avons besoins le théoréme de Kellay—Lefévre suivant,(Théorémes 1.3 et 1.4 [33])

Théoréme 4.1. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < a <1,

1. C, est borné dans D, <= N,,=0(1—|z])*, |z|—=1".
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4.2. Lien entre N, o et Do (¢").

2. C, est compact dans D, <= Ny, =o0(1—|2])*, |z] = 1.

Démonstration. (i)
<) Soit Ny = O(1 — |2|)*, |2] = 17, d’aprés le changement de variable dans le lemme 4.3

ICADIE = 11O+ [ 110 D)1 (:)FaAu:)
= FOF +(1+a) [ 1FEFNn(EAC)
S WOF ++a) [ 1FERO - |:F)dA)

=< |I£13
= )Supposons maintenant que C,, est borné dans D,, On considére la fonction test donnée
par

1—[A?)' 2
F)\(Z):%, )\,ZED.
(1—A2)
Et
IR, = 1D A5, (1= AP)*
= O _(+n) AP = AP

n
= 1.

nous avons, par 'inégalité de la moyenne (Lemme 4.4)
DuCoR) = [ I(Aw) PdAa(w
- (+a) / |F;<z>|N@,a<z>dA<z>

= )\20‘/
- [ i)

2 a-peee [ Noal®) ()

(52 [T = Az]?

2 0 [ NealaAG)

Noalh)
~o (1= AP
Donc ( )
Ny oA
sup s Sup ICo(EMNZ S NClIP sup | EAllZ S (1C,l7 < oo
xeb (1 —[A[?) AeD
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4.2. Lien entre N, o et Do (¢").

(ii)(«) Soit Ny, o = o(1 — |2|)*,|2| = 17, Soit (f,), est une suite dans D, convergence
faiblement vers 0, Il suffit de montrer que ||Cy(f,)||o — 0,72 — oo. La convergence faible de
fn & 0 implique que f, — 0 et f/ — 0 uniformément sur tout compact de D. Soit ¢ > 0 il

existe p. € (3,1) tel que
Nyo <e(1—1z])%, pour p. < |z| < L.

Par changement variable on a

ICoUnla = (o0 + / (£ 0 ) ()1 (2)PdAa ()
= 1O+ (1 +a) / ()N a(2)dA(2)
< |fa(0) ' (2)P N, a(2)dA(2 T(2)P(1 = |2))*dA(z
< 1100 +/p€D|f()| (2) <>+e/@( (P = [2)dA()

D)|peD

N

< 1P+ / RN (2)AG) +

nous avons f! — 0 uniformément sur le disque fermé p.D, donc ||C,(f,)|la — 0,n — 0.

=) Supposons que pour 3 > 0 et la suite A\, € D tel que |\,| — 1~ et
Nap,Oz()\n) Z 5(1 - |/\n|)0{

On a la fonction test o] &
1—|A.0%) 2
(1—A2)

c’est une suit bornée dans D, converge faiblement vers 0.En effet, elle est convergente

, z € D.

uniformément vers 0 sur les compacts,on a
(1= a2 <2(1 = )22
D’autre part, par le changement de variable et inégalité de la moyenne, nous obtenons

logl? = / | (Fulip(w)) PdA (w)
Nw,a(z)

p [l = Apzlt

> (1 - 22 /D sy Vol A

02 vaa(An>
(L= [Aaf)?
02/8.

=< (1= )T dA(2)

Vv

v

84



4.2. Lien entre N, o et Do (¢").

ol ¢, ¢z sont indépendants de n. Donc C, n’est pas compact, contradiction. O

Nous avons maintenant le résultat principal de cette section.

Théoréme 4.2. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Soit 0 < o < 1, alors il existe

ng € N pour tout n > ng on a :

8et

a—+1

1
< ——
n

N%a('z) < DOz(SOn-H)a

—1

S|

Démonstration. Soit ny € N suffisamment grand de sorte que n > ny alors D(1—-1/n—1,1/2(n+1) C

D\ D(0,1). Soit et suppose que n; € N 1/n < 1 — |z| < 1/(n— 1). Puisque N, vérifie

I'inégalité de la moyenne Lemme 4.4 on a

(2) < 2xd(n+1) / N, o (w)dA(w)
D(z,1/2(n+1))

N,

P,
| |2n

= 8(n—|—1)2/ Ny o(w)i—5-dA(w)
(21/2(n+1)) jw*n
< s 02 sl [ Ny ()] dA(w).
D(z,1/2(n+1)) D(z,1/2(n+1))
Maintenant, il est facile de voir qu’il existe ng > ny suffisamment grand de sorte que

pour chaque n > ng
sup w7 < et
D(z,1/2(n+1))

Donc,

Nyao(z) < 8e (n+1)/ N%a(w)|w|2"dA(w)
D(,1/2(n+1))

< 8et(n+1) / w) | w)*"dA(w).

D’autre part, par Lemma 4.3 on a

[ Neatwlwrraatw) = = [ 1¢ Pl daa(m).

Ainsi )
3e n 1
Noa(2) € T Dale™), ~ Il <

Le preuve est maintenant terminée.

SRS

n—1

En conséquence de cela, nous obtenons

Corollaire 4.5. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe et soit 0 < a < 1. Alors
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4.3. Lien entre n, et D(¢").

1. Si Dy(¢™) = O(1/n®) alors C, est borné sur D,.
2. 81t Do(¢") = o(1/n*) alors C,, est compact sur D,.
On se propose de donner une autre preuve comme celle qui a été donée par El-Fallah,

Kellay, Shabankhah et Youssfi dans [23], dans le cas de Dirichlet (v = 0) voir Corollaire 4.9.

On considére la fonction test donnée par

1— A2
F,\(z)zw, A,z € D.
(1—A2)
Nous avons besoin du lemme suivant (|23]) pour redémontrer le corollaire 4.5.

Lemme 4.6. Soit ¢ € D, telle que (D) C D, 0 < a < 1,alors

1. C, est borné dans D, <= sup,cp ||F) o ¢|lp, < 0.

Preuve du Corollaire 4.5.

On suppose que p(0) = 0. Si D,(¢") = o(1/n*) alors

DuCoR) = [ 1(Aw) Pddu(w
1V 2\2—« | (w)? w
= all=hn /(1—|/\90( )
< (=P Y (1) W%/Iw )| lo(w) [ dAa(w)
< (1= AT Z(l +n) A" Da(e™)
S P I DR CE ) PR (S RO R e |

= o(l), [A—1".

Avec ¢y, c9,c3 et ¢4 sont des constantes positifs. Donc C, est compact, pour la bornitude

c’est la méme preuve.

4.3 Lien entre n, et D(¢").

Le lemme suivant nous donne une majoration de n,, par la norme dans D des itérées de ¢.
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4.3. Lien entre n, et D(¢").

Lemme 4.7. Soit p : D — D une fonction holomorphe

D ((,Om+1>
n,(z)dA(z <e40—, m > 2.
/ o A S L

Démonstration. Depuis N, o = n,, par le Lemme 4.3 nous avons
Do(e™) = (m+ 1P [ [F Pl (PAAR)
D

= (m1p / () oA A(w)

> a1 [ mw)mdAw)
1-L<w|<1
1.2m
> (m+1)*(1- —)2 / N (w)dA(w)
m 1-L<z<1
> et (m+ 1)2/ ne(w)dA(w), m > 2,
1-L<z|<1
Le preuve est maintenant terminée. ]

Nous obtenons le résultat suivant qui est le théoréme principal dans cette section et

donne une relation entre le comportement moyen de n, et Dy(¢™)

Théoréme 4.3. Soit ¢ : D — D est une fonction holomorphe. Alors

[

4
inf ny(2) < —Do(™ ), m > 2.

1 1
-5 SlelSi-y T

Démonstration. D’aprés Lemme (4.3) et 'inégalité suivante

™

/ ny(2)dA(z) > ——— inf ny(2).
1-L<pzi<t .

2
(m + 1) 1_%§IZ‘§1_7"+1

on a le preuve. O
L’ensemble de Carleson est définit par
W(,0)={z€D:|z|>1-0; |arg(Cz)|<d}, ¢ eT.
Pour € T et 6 € (0,1), 'ensemble

N(¢,9) ::/ ny(w)dA(w).

W(¢,6)

Nous allons utiliser le lemme de Zorboska |64, 33| suivant

Lemme 4.8. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.
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4.4. Exemples.

1. Cy, est borné dans D <= sup;er N (¢, 0) = O(6%) 6 — 0.
2. Cy, est compact dans D <= sup;cp N(C,0) = 0(0*) 0 — 0.

Le corollaire suivant a été obtenu par El-Fallah-Kellay-Shabankah-Youssfi 23], ici la

preuve qui découle immeédiatement du Théoréme 4.3 et le Lemme 4.8

Corollaire 4.9. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors
1. Si Dy(¢™) = O(1) alors Cy, est borné dans D.
2. 51 Do(¢") = o(1) alors C, est compact dans D.

Démonstration. Supposons que Dy(¢") = O(1) .Soit 6 > 0 et soit m > 1 telle que 1/(m +

1) < < 1/m. par Lemme 4.3 nous avons

supN(¢.8) < [ L eEAR) = 001+ m)) = 0

¢eT

Le lemme 4.8 donne le résultat. Une preuve similaire pour la compacité. O

Li-Queftélec-Rodriguez-Piazza ont montré que ce résultat est essentiellement optimale

137].

4.4 Exemples.

Rappelons que pour f € H?, la limite radial f* de f est donne par

(™) ;= lim f(re™).

r—1—

Par le théoréme de Fatou, la limite radial f* existe presque partout sur T. Noter que

log|f*| € L*(T). La fonction f est extérieure si

d
g 70) = [ 1051052

Dans ce cas, la fonction a la représentation intégrale suivante

+z ||
7_[_’

fe)=ew [ gl eD

Soit K un ensemble fermé de T, et soit Q2 € C1([0.27]), tel que 2(0) =0 et

[ ot wplact < o
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4.4. Exemples.

La fonction de distance correspondant a €2, ' est la fonction extérieure pq x satisfaisant

pox (O = e MICEDppsur T (4.1)
Par conséquent ac
z2+C d¢
= —Q(d((, K))—— D.
ez = e [ ZER0uCR) Y, e

Si Q) vérifie la condition de Dini

Alors la fonction ¢q x appartient a I'algeébre du disque [31, p105-106] et dans ce cas nous
avons |¢(z)| < 1 et I'ensemble des point de contact de ¢, x sur le cercle coincide avec K ,ce
qui signifie que

loar| =1 surK.

Rappelons d’abord la construction du Cantor généralisé sur T. Soit Ky =T et [y = 27.
Soit (a,),>1 une suite décroissante de réels positive avec a3 < % Nous enlevons I'intervalle
de longueur a; du milieu de K .On obtient deux intervalles de longueur [; qu'on notera
K.Puis encore nous enlevons deux intervalles centrés de longueur as de chaque intervalle
de K. Soit K, I'union de 2? intervalles restent chacun de longueur l,. A la n’iéme étape
nous aurons un ensemble K, de 2" intervalles de longueur [,,. Note que 2[,, + a, = [,,_1. Le
compact K = N,>1 K, est appelé le contor généralisé. Il est facile de voir que K a la mesure

n—1

de Lebesgue nulle si et seulement si "~ 2" 'a, = 27. L’ensemble de Cantor classique

correspond a [, = 3%

Soit ¢ > 0. Pour une partie fermée K de T, le t—voisinage de K est donné par
K, ={CeT:d(K)<t}.

Pour les ensembles de Cantor généralisé nous avons une estimation de |K;| donne par

122].

Proposition. 4.10. Soit K est l’ensemble de Cantor généralisé associée a la suite (ay),.

St
An1 1
R PR (42)
alors
| K| = O(t"r) t—0 (4.3)

ot pi = 1 —log2/log(1/\k).
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4.4. Exemples.

Démonstration. Soit t € (0, ag|, on choisit n tel que a,, <t < a,_;. alors
| K| < 2"(a, +2t) < 3.2

Aussi
1 log 2 log 2

) R < ()R
K

2n—1 _ (

donc

1K,| < c(ag, A )t- 1082/ 10801/ Ak)

L’ensemble de Cantor classique K correspond a pux = 1 — log2/log 3.
Nous avons besoin le théoréme suivant que donné par [22] cas «a € (0, 1], et [21] le cas
a=0.

Théoréme 4.4. Soit a € [0,1]. Soit K est l'ensemble fermé de T wvérifie (4.2), et soit
Q:[0,27] = R" est une fonction croissante telle que t — Q(t7) est concave pour quelque

v >2/(1 —a). Soit fo une fonction extérieure vérifie

|f6(C)|:Q(d(C7K) p.p sur T
alors

Do(fa) < cla,, K) /T Q(d(C, K)2d(C, K)*L|dc].

Lemme 4.11. Soit K un ensemble fermé de T et h : [0,7] — R™ une fonction mesurable

/T Bd(C. K))dC| = / BN (t)et

ot Ni(t) =237, x(>2ty, 0 <t <, avec /K = U;l;.

Notons que si h(t) = xjo,5) alors

/0 Nicltyde = [ {6, k) < 5} = Kl

En particulier 0N (9) < | K.

Nous avons la formule suivante qui calculer explicitement la norme pour la fonction

extérieure.
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4.4. Exemples.

Lemme 4.12. Soit a € [0,1]. Soit K est l’ensemble fermé de T vérifie (4.2), et soit 2 :
[0,27] — R est une fonction croissante telle que t — Q(t7) est concave pour quelque
v >2/(1 —a).Alors

2
Dalpax) < 0/ Q' (t)%e 22| K| dt,
0

avec ¢ est constant positif.

Démonstration. Soit a € [0, 1]. Soit K est ’ensemble de vérifie (4.2), et soit Q : [0, 27] — R
est une fonction croissante telle que t — §2(¢7) est concave pour quelque v > 2/(1 — ). Soit

la fonction extérieure ¢q i satisfaisant

lpa, Kk (C)] = e~ HAGKD) p.p sur T.

Alors d’aprés Théoréme 4.4 on a

Dl < ¢ [ QUG K))e DG, )|

T

et d’aprés Lemme 4.11 on a

2
Dolpor) < c / O (1)2e 04| K, dt.
0

avec ¢ est constant positif. O

4.4.1 Exemples d’estimations de fonction de comptage de Nevan-
linna généralisé.

Nous allons donner une certaine estimation de fonction de comptage de Nevanlinna géné-
ralisée associée a la fonction de la distance donnée par (5.4). E nous allons donner quelques
exemples d’opérateurs de composition bornés et compacts sur les espaces de Dirichlet par
Corollaire 4.5.

Nous commengons par le cas de I'espace de Hardy (o = 1).

Lemme 4.13. Soit K est un ensemble fermé de T et soit Q2 : [0,27] — R* est une fonction

croissante telle que Q2(0) = 0. Soit ¢ = pq K, alors

_9Q(e)
No(2) S inf{|[ K| + TR}, [z < 1.
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4.4. Exemples.

Démonstration. Soit ¢ > 0. Par le Lemme 4.2 et pour 1/n <1 —|z| <1/(n—1),n > 2,

nous avons
dc|
N < | o2ty l9C]
) 5 [ °
_ / o2 19 / o—2n e 1961
CeK. 27 CET\K. 27

< ’Ksl +672(n+1)§2(5).
O

Théoréme 4.5. Soit K un ensemble de Cantor généralisé associé a la suite (an), vérifie

(4.2) et soit Q(t) = t° tel que B > uk, alors
Npalz) = O((1 = |23 (log 1/(1 — ) =/), |2 1
Démonstration. Par (5.6) et Lemme 4.13 nous obtenons
Npa(2) § inf{ets + Y, 2 < L
1l suffit de choisir ¢ = (1 — |2])(log 1/(1 — |z|)#=/5). O
Maintenant, nous considérons ’espace de Dirichlet D, ou 0 < av < 1.

Théoréme 4.6. Soit 0 < a < 1. Soit K l’ensemble de Cantor généralisé associé a la suite
(an)n vérifie (4.2) tel que a+pux > 1. Soit Q(t) = t° tel que B < min{(1—a)/2, a+pux —1}.

Let ¢ = ¢q i, alors
Npal(2) = O((1 — |2)@tre=P) (2 = 1),

Démonstration. Depuis f < (1 — «)/2, il existe v > 2/(1 — a) tel que Q(t7) est concave.
Note que
Dal¢,x) = Dalpno k)
Ainsi, par Lemme 4.12 et (4.2)

D, (QO?Z,K) = Du(pnax)

< con? yBretux=1)/8 ;—nu g,

/0‘
27 5
— Can/ t26—2+a+ltK€—2nt dt
0
/0

— O(l/n(oﬁﬂkfl)/ﬂ).
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4.4. Exemples.

On termine par le théoréme 4.2.

4.4.2 Exemples d’opérateurs de composition de Hilbert-Schmidt.

Maintenant, nous allons donner quelques exemples d’opérateurs dans la classe de Hilbert
Schmidt. Soit H est un espace. On note Sy(#H) la classe des opérateurs de Hilbert Schmidt.

Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.14. Soit 0 < a < 1, et soit ¢ est une fonction holomorphe de D dans . Les

assertions suivantes sont équivalentes
(1) C, € S3(Dy).
R Do (")
“UEST:ZZE<W

(111) / T z))||2 o dAa(z) < oo
(2)

(iv) / T |z| +adA(z) < 00.

Démonstration. Nous montrons d’abord 'équivalence (i) et (ii). Let e, = z"/(1 4+ n) ="

Depuis (e,)2, est une base orthonormée de D, et Cy,(e,) = ¢"/(1 + n)'z", alors C, €

S9(D,,) si et seulement si
ZOO T 0)>" ZOO D, (")
C " 2 — |90( + « < )

Note que

< 00.

02n 02
Z(M W 1e(0)]

~ ()i~ (1= [p(0))

Maintenant, nous montrons ’équivalence (ii) et (iii). Nous avons

Z% = /DZ(HTL)”W(Z)IQ"Qlw’(z)PdAa(z)
[

p (1 —[e(z)[2)2+e

Enfin, I’équivalence (iii) et (iv) suit le changement de variable de Lemme 4.3. O

Le résultat suivant a été obtenu par [23] pour l'espace de Dirichlet , a = 0.
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4.4. Exemples.

Théoréme 4.7. Soit 0 < a < 1. Soit K [’ensemble de Cantor généralisé vérifier (4.2),
et soit Q0 : [0,2w] — RT est une fonction croissante telle que t — Q(t7) est concave pour
quelque v > 2/(1 — ). si

1 Q/(t)2
———— | K, |dt 4.4
| e 1 < o, (4.4

alors C € 55(Dy,).

PO,K

Démonstration. Par Lemme 4.14 and Lemme 4.12, nous avons

2T
Dolpar) <c Q'(t)? e 22 2| K| dt.
0
Depuis OO K = PnaK, ON obtient

2 o

|30§2K(Z)| ,Da(gan K)
: dA,(z) = —_—
[ T T ) =
1 o9
< 01/ Q/(t)2ta|Kt’ Znae—QnQ(t)
0 n=1

1 Q/tZ
< 02/ O ok, at,
o [

_ G—QQ(t)]Q—f—a

avec c; et ¢y sont constants positifs. En notant que
1—e 20 < (1),

nous obtenons le résultat. O
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Chapitre 5

Opérateurs de composition dans les

classes de Schatten.

5.1 Définitions.

Dans ce paragraphe nous définissons les valeurs singuliéres d’un opérateur compact,
agissant sur un espace de Hilbert séparable H, et nous introduisons les classes de Schatten

S,.

Définition 5.1. Soient Hi et Hy deux espaces de Hilbert et T un opérateur compact défini de
H1 dans Hs. Les valeurs singuliéres \,,n € N*, de T sont les valeurs propres de l’opérateur

(TT*)'/2, (est un opérateur compact défini positif), listées par ordre décroissant en module.

Définition 5.2. On dit qu’un opérateur compact T défini sur un espace de Hilbert H, dans
Ha, est de Schatten de classe p, 0 < p < oo, autrement dit T € S,(H1,Ha), si la suite des
valeurs singuliéres qui lui est associée (N,), est dans P (i.e Y | AP < 00). Si Hi = Ha,

on pose Sy(H1, H1) = Sp(H1).

Dans ce chapitre, nous étudions la propriété de certains opérateurs de composition dans
les espaces de Dirichlet aux classes de Schatten en fonction de la taille des ensembles de

niveau du symbole. Pour s € (0, 1), 'ensemble de niveau E,(s) de ¢ est donnée par.

Eg(s) ={CeT: |p(Q)| = s},

et nous avons E, := E,(1) I'ensemble des points de contact du symbole ¢ avec le cercle unité.
Cette approche permet de donner des exemples explicites de 'opérateur de composition

appartenant a la classe Schatten.

95



5.2. Classes de Schatten S,(D,,).

Pau et Paleaz dans [42] montre que pour p > 0,

NEa(z)
/D = ‘Z|2>2+ap/2dA(z) < oo <= C, € 5,(D,).

Pour plus d’informations sur les classes de Schatten voir par exemple [63].

5.2  Classes de Schatten S,(D,).

Dans cette section on s’intéresse aux opérateurs de compositions associées a des fonctions
holomorphes définies sur D dans lui méme. Nous étudierons I'appartenance dans les classes
de Schatten dans I'espace D, de ces opérateurs en terme de les ensembles de niveau et de

la norme de ¢™. Nous avons besoin les lemmes suivants

Lemme 5.1. [/2] Soit p > 0. Soit ¢ est une fonction holomorphe de D dans D, alors

NE(2)
/]D) (1- \2‘2)2+ap/2dA(Z) < oo <= C, € 55(Da).

Lemme 5.2. Soit p est une fonction holomorphe de D dans D, alors
27

4 dt
L[ N re) < (1= 1) B, ().
0 2m

2. Ny(2) S |Ey(J2] = (1 —|2])/2)| pour tout z € D tel que |z| > 2/3.

Démonstration. (1) Soit log™ (x) = max{log(x),0}, alors par |32, Theorem 3.1, on a

N N — _]ooT kSl Lt AL
s0(7"6 )2 og . + /T ; dt

0

nous avons, si r < t alors |E,(t)| < |E,(r)|, par conséquent

N

°n i dt l(0)] ' dt
g < —to B im0 [ F
< (=B
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5.2. Classes de Schatten S,(D,,).

(2). Comme N,, vérifie I'inegalité de la moyenne (voir [60]), nous avons pour tout disque
D(z, p) de rayon p, et centre z avec D(z,p) C D\ D(0,1/2)

Ny() < —/Zp Afw)

< 3 N (w)dA(w)
(lw]=[2])<p
=lzl+p p2m 4
< —/ / N, (re®)rdrdd
|z|—p
lz|+p
< —/ (1= )| E()|rdr
lz|—p
r=|z|+p
< SOl AIEGE =) [ rar
P r=|z|—p
4
< ;(1 — |zl + p)|E(|2] — p).

On pose p = (1 —|z|)/2, on a
No(2) S 12|Ep(|2] = (1 = [2])/2)]
pour |z| — p > 1/2, c’est-a-dire |z| > 2/3. O

Théoréme 5.1. Soit ¢ est une fonction injective. Si l'une des deux conditions est satisfaite

1. Siap/2 <1 et

E ap/2
/ | ol ——dr < oo
1—7"

2. Siap/2>1cet
1 E ap/2
[ e,
0

(1 _ 7,)1+ap/2

alors Cy, € Sp(Dy,).

Démonstration. Soit ¢ est une fonction injective, alors
Nypa(z) = N2(2).

Si ap/2 < 1, par Lemme 5.2 et I'inégalité de Jensen , nous obtenons
Ngz/og(z) ap/2 60 do rdr
/111) (1 — |2[2)2ter/2 dA(z) = /0 / Ng (re”)— > (1 — r)2ton/2

aP/Q rdr
< =
~ /O / N (1 _ 7»)2+ap/2

1 | ‘ap/2
59

AN

0 1_T
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5.2. Classes de Schatten S,(

D).

Si ap/2 > 1, par Lemme 5.2

27 27
i ng/z(rele)dG = i ng/z_l(rele)N¢(rele)d9

Ey(r — (1—r)/2)?2! / " N, (re)d6

N

S (L=1)|By(r — (1 —1)/2)[*"2,

NE2(2) B w/2 d@ rdr
/D (1 — |2[2)2+arf2 dA(z) = / / N, > (1 — r)z+ar/2
|E r—( 1—7“)/2)|C“7’/2

1 _ ’I" 1+o¢p/2
Ey(s)|**
- / =

En utilisant le Lemme 5.1 pour terminer la démonstration.

Donc

Nous avons le résultat suivant

Théoréme 5.2. Soit ¢ : D — D est une fonction holomorphe et soit a € (0,1]. Si

n —Q 1 a— p/2
> (W Dale) B (1= ) <o

n

pour certains B € [0,a] et (o — B)p/2 <1, alors C, € Sp(Ds,).
Démonstration. D’aprés I'inégalité de Holder, nous avons pour 0 < 8 < «

Npa(2) < NV (2)Ng™(2).

P 1=atB a+6

Comme 8 < /(1 — a+ (), alors

N, _s_(2) < Npp(2),

P 1-atp

d’aprés Théoréme 4.2, on a il existe ng € N tel que pour tout n > nyg

n 1 1
NSDHB(Z)SDB“O )7 ES]-_’Z| <m

et par Lemme 5.2 (2), et I'inégalité de Jensen , nous avons

Np/o% N(-atB)p/2 5 N a—Bp/2 .
/ pal?) dA(z) < Y / 2. ()N ( >dA(z)
o) <1 z<d

b (1= [2[2)2ter/2 (1 — |2]2)2+er/2

l—ﬁ 21 ] (o
5 Zpﬁ 1 a+pB)p/2 2+ap/2/1 1 + < i Nw(re”)dt>
n — 1 a— p/2
< Z(nﬁm(@ ), (1= ) ) T < oo

n
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5.2. Classes de Schatten S,(D,,).

Le Lemme 5.1 donne le résultat.

Remarque 5.1.

Si ap/2 < 1, nous prendrons = 0 et si

> (=B, - )" < o

n

alors C, € S,(D,).

Nous avons le théoréme suivant

Théoréme 5.3. Soit ¢ : D — D est une fonction holomorphe. Soit p < 2/(1 — «), si

S (nlE,0 - 1/3n)|)§_lp(?‘fn) < o0, (5.1)

n

alors Cy, € Sp(Dy,).
Pour la démonstration nous avons besoin de quelques lemmes

Lemme 5.3. Soit p <2/(1 — «), alors
Nga(2) € (1= [2)' 705 By (2] = (1= [2)/2)|2 "0y (2)-
Démonstration. Soit p < 2/(1 — «), par Holder nous avons

-1

(3 ) <ne( X 0 jupysE)t (5.2

p(w)=z p(w)==

SIS

par le lemme de Schwarz, nous avons |z = p(w)| < |w| et ap/(p — 2) > 1, De plus, on a

D O - O F o i N O R )

p(w)=2 p(w)=z
= (1= |27 Ny (2), (5.3)
D’aprés Lemme 5.2 (2), les inégalités (5.2) et (5.3), nous trouvons le résultat. O

Lemme 5.1 et Lemme 5.3 donnent le résultat suivant

Lemme 5.4. Soit p <2/(1 —«). Si

/D |ESO(|Z|(_ (1 B |Z|)/2)|5_ TL@(Z)dA(Z) < 00

=P

alors Cy, € S,(Dy)
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5.3. Classes de Schatten S,(D,, D).

Démonstration. Soit p < 2/(1 — «), par Lemma 5.1, nous avons

N2 (2) B, (2] — (1= |2])/2)]5
/D( dA(z) < /D - ny(2)dA(z) < oo,

Le Lemme 5.1 donne le résultat.

]

Nous avons vu dans le Lemme 4.3 que, pour ¢ : D — I une fonction holomorphe, il

existe ¢ > 0 tel que pour tout m > 1,

[ mdeiae)
1-L <2<t

Dly™)

Démonstration de Théoréme 5.3.

Supposons que (5.1) est satisfaite, alors

1B, (2] — (1= |2])/2))5
/D (1—[z[2)+2 ny(2)dA(2)

= Eo(zl = (A= lD/218
;/1,11<|z|<1m§rl (1—|z[2)'*2 o(2)dA(2)

SDOAY BUNN L CEIEEVEEECIT
S X (wt - m-pe) | L Vel = A D/ (2)aAc)
< SwtE -l [ n(@dAw

1-L<lz|<1

p_1D(p™
< Sw B 1w P o

Par le Lemme 5.4, nous obtenons notre résultat. O

5.3 Classes de Schatten S,(D,, Ds).

Dans ce paragraphe, seront présentées des résultats analogue comme sous-chaitre de
classes de Schatten S,(D,.) On peut aussi considérer l'opérateur de composition C, dans
un espace de type Dirichlet D, a un autre espace de type Dirichlet D avec a # 3. J. Pau
et P.A. Pérez a été obtenu en [42] une caractérisation pour un opérateur de composition C,

dans S,(D,, Ds). Nous avons le théoréme suivant.
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5.4. Examples.

Théoréme 5.4. [42]. Soit ¢ : D — D holomorphe. Soit & > 0 et § > 0. Soit 0 < p < 0.
Alors C, € Sp(Dy, Dp) si et seulement si

p/2
/( Ny (2) dA(z) < 0.

1— ’z|2)2+ap/2

Nous avons une caractérisation analogue pour théorémes 5.1, 5.2 et 5.3 dans le théoréme

suivant

Théoréme 5.5. 1. Soit ¢ fonction injective. St l'une des deux conditions est satisfaite

(a) sifp/2 <1 et

LB ()PP
©
/O (1= pyzrappadr <

(b) Si Bp/2>1 et

dr < oo

/1 | (r)] 2
0

(1 _ r)1+oap/2
alors Cy, € S,(Da, Dp).

2. Si
p/2

a- ny1— [N
DD, ()BT < oo

pour certaine v € [0, 3] et (8 —v)p/2 < 1, alors C, € Sp(Dq, Dp).

3. Soit p <2/(1—p), si

5]

S (nlE 0 - 1/3n)|)2_lfl£—ﬂ < o0,

n

alors C, € Sp(Dy, Dp).

Démonstration. 1. La preuve résulte du théoréme 5.1 et théoréme 5.4.
2. La preuve résulte du théoréme 5.2 et théoréeme 5.4.

3. La preuve résulte du théoréme 5.3 et théoréme 5.4.

5.4 Examples.

Soit K un ensemble fermé de T, et soit Q € C'([0.27]), tel que Q(0) = 0 et

/T Qd(¢, K))|dc| < oo.
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5.4. Examples.

La fonction de distance correspondant a €2, ' est la fonction extérieure pq x satisfaisant

loak(Q)| = e ) pp sur T. (5.4)
Par conséquent
z+ d
Pa,K(2) = exp —/ —CQ(d(C,K))&, » eD.
D~ — C 2

Soit une partie fermée K; = {( € T: d(¢,K) <t} de T, t > 0.
Soit K est ’ensemble de Cantor généralisé associée a la suite (a,), (voir [22] ou chapitre

3). D’aprés Proposition 4.10, si

An+1 1

A 1= - )
K ilg) o < 5 (5.5)
alors
| K| = O(t'x) t—0 (5.6)

avec pux = 1 —log2/|log A\k]|.

Maintenant, nous avons besoin du lemme suivant, c¢’est un rappelle du théoréme 4.6.

Lemme 5.5. Soit 0 < 8 < 1. Soit K l’ensemble de Cantor généralisé associé a la suite
(an)n vérifie (5.5) tel que B+ px > 1. Soit Q(t) = t° tel que § < min{(1—3)/2, B+ pux —1}.
Alors

Ds(phx) S 1/nt0Hm=bri,

Nous avons le corollaire suivant

Corollaire 5.6. Soit 0 < 8 < a < 1. Soit K l’ensemble de Cantor généralisé associé a la
suite (an), vérifie (5.5) tel que B+ pr > 1. Soit Q(t) = t° tel que & < min{(1 — £)/2,8 +
g — 1}, Si
pr +a+ B2 —aBf—08—1>25/p
et (a — B)p/2 <1, alors Cyy, . € Sp(Da)-
Démonstration. On pose pq x = ¢, par Lemme 5.5, nous avons
Ds(ph) S 1/ntHm=bri,
Comme
Boa(L=1/n)| = [{¢eT:eER) > (1 —1/n)} |

=< [{¢eT:d((,K)<Q '(1/n)}]

= 0(Q7'(1/n)")

= (1/n)%.
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5.4. Examples.

Alors
l—a 10 p/2 1\ (ux+at+B2—aB—58—1)p/(25)
S (WD) B - )T S0 (5) < o0,
Le résultat résulte alors par le théoréme 5.2. O

Nous avons le corollaire suivant pour S,(D,, Dg).

Corollaire 5.7. Soit 0 < v < 8 < 1. Soit K [’ensemble de Cantor généralisé associé a la
suite (an)n vérifie (5.5) tel que v + pr > 1. Soit Q(t) = t° tel que § < min{(1 —7)/2,v +
g — 1}, Si

prg + B+ =B —ad+ 65— —1>25/p

et (B —7)p/2 <1, alors Cyy, . € Sp(Da, Dp).

Démonstration. La preuve résulte du Corollaire 5.6 et Théoréme 5.5 (2). O
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Résumé.

Cette these s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs. Dans la premiére partie
de la thése, on s’intéresse aux semi-groupes d’opérateurs de Toeplitz tronqués sur 1'espace
modéle et leurs générateurs. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
famille d’opérateurs de Toeplitz tronqués soit un semi-groupe, puis un semi-groupe unifor-
mément continu, et finalement un semi-groupe fortement continu de contractions. Dans la
deuxiéme partie de la thése nous avons étudier les opérateurs de composition sur l’espace
de Dirichlet. Nous nous intéressons a la bornitude, la compacité et a 'appartenance de la
classe de Schatten dans les espaces de Dirichlet de ces opérateurs en terme de les ensembles

de niveau et la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna.

Mots clés :
Espaces de Hardy, espaces de Dirichlet, espace modéle, opérateurs de Toeplitz, opérateurs

de Toeplitz tronqués et composition, semi-groupes.
Abstract.

This thesis joins in the field of operator theory. In the first part of the thesis, we are in-
terested in the truncated Toeplitz operators on the model space. We give a necessary and
sufficient condition for a family of truncated Toeplitz operators to be a semigroup, then a
uniformly continuous semigroup, and finally a strongly continuous semi-group of contrac-

tions. In the second part of the thesis, we studied the composition operators on the Dirichlet



space. We are interested in the boundedness, compactness and belonging of the Schatten
class in the Dirichlet spaces of these operators in terms of the level sets and the generalized

counting Nevanlinna function.

Key words :
Hardy spaces, Dirichlet spaces, modeéle spaces, Toeplitz operators, truncated Toeplitz ope-

rators and composition, semigroups.
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