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Résumé

L’objectif de cette thése est I’étude d’existence et d’unicité des points fixes communs pour
diverses applications, univoques ou multivoques, définies sur des structures métriques et liées
par des conditions contractives. Plusieurs théorémes de point fixe commun ont été établis et
démontrés pour des applications qui satisfont une certaine commutativité comme la compatibilité,
la, compatibilité faible, la compatiblité de type (E) ou fortement tangentielles. Ces applications
sont soumises & des conditions contractives, contractives de type Gregus, ou contractives de
type integrales et qui sont, dans certains cas, implicitement liées sur des espaces métriques
généralisés. Ces résultats ont été apliqués aux équations intégrales et aux équations fonctionnelles
qui apparaissent dans la progammation dynamique.

Mots clés. Applications faiblement sous-séquentiellement continues, contractions générali-
sées, applications fortement tangentielles, espace métrique partiel, espace métrique généralisé,

progammation dynamique, équations intégrales.



Abstract

The objective of this thesis is to study the existence and uniqueness of common fixed points for
single valued and multivalued mappings under different contractive conditions in certain metric
structures. Several common fixed point theorems were established and proved for mappings
satisfying commutativity properties such as compatibility, weak compatibility, compatibility of
type (E) or tangential. The used mappings satisfy contractive conditions of Gregus or integral
type via implicit relations on generalized metric spaces. The obtained results are applied to

integral equations and functional equations which appear in dynamic programming.
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Introduction S.Beloul

Introduction

La théorie du point fixe sur des espaces métriques a plusieurs et différentes applications en
analyse non linéaire, physique, économie.... Son histoire a commencé par les travaux de S. Banach
dans son papier [12] (publi¢ en 1922). Banach a établi 'existence et 'unicité du point fixe d’une
contraction dans un espace métrique complet. Il a appliqué son théoréme, connu sous le nom
principe de 'application contractante, & la résolution des équations intégrales. Par la suite, les
recherches de mathématiciens ont pris différentes directions en s’inspirant du principe de Banach,
elles sont concentrées sur :

— L’étude d’existence et d’unicité du point fixe,

— La construction d’un algorithme pour le calcul,

— La convergence de l'algorithme en question,

La stabilité de cet algorithme construit.

Apreés les travaux de Banach, il y a eu de nombreux essais pour améliorer et généraliser le
probléme d’existence et d’unicité, 'un de ces travaux fut celui de Rakotch [83], ou il a remplacé
la constante de la contraction par une fonction positive, décroissante & image dans 'intervalle
[0, 1]. Par ailleurs, Edelstein [40] a établi quelques résultats en utilisant une condition contractive
plus stricte. Il a produit quelques travaux qui sont d’une grande importance et qui généralisent
les résultats de Rakotch. On peut classer les étapes principales de développement de la théorie

du point fixe comme suit :
1. La contraction non linéaire, ou la contractivité de Boyd et Wong [30] en 1969,
2. La contraction de Meir-Keeler [67] en 1969,
3. Généralisation de Geraghty [43] (1973),
4. La contraction faible, Alber et Guerre-Delabriere [6](1997),
5. La contraction de type intégrale, Branciari [31] (2002),

6. La contraction de type Suzuki [97] (2008).

En effet, parmi les plus importantes et qualitatives généralisations au résultat de Banach et
de Rakotch sont incontestablement celles qui étaient introduites par Boyd et Wong en 1969, ot
les auteurs ont remplacé la constante de la contraction par une fonction positive, croissante et

la limite de la composition de n-fois de cette fonction tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini.
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Leur résultat obtenu est connu sous le nom : le principe de la contraction non linéaire. Aussi, on
trouve dans la littérature d’autres travaux importants comme ceux de Kannan [59], Ciric [33],
Chaettjea [34] et Zamferscu [99]. Ce dernier a pu unifier les trois contractivités, de Banach [12],
Ciric [33] et de Chattijea [34] en un seul théoréme plus général. En 1977, Rhoades [85] a établi
un théoréme faisant ’équivalence entre les conditions contractives précédentes.

Geraghty [43] a présenté un autre type de conditions contractives, il a changé la constante de la
contraction par une fonction qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1). En 1997, Jachymski [49]
a établi un théoréme qui fait une comparaison entre certains types de contractions, il a donné
I'équivalence entre la contractivité de Matkwoski [69], et de Boyd-Wong [30].

En 2002, Branciari [31] a introduit la contraction de type intégrale, il a obtenu un résultat esthé-
tique dans ce domaine. Malheureusement, aprés quelques années, Suzuki [96] a mentionné que
le résultat de Branciari [31], n’est autre que celui de Meer-Keeler [67]. Par la suite, plusieurs
auteurs se sont impliqués et ont établis des résultats améliorant ainsi les contractions intégrales.
Alber et Guerre-Delabriere [6] ont introduit le concept de la contraction faible dans des espaces
de Hilbert. En 2001 Rhoades [86] a prouvé que les derniers résultats sont valables dans les espaces
métriques. Ce type de contraction est une généralisation du type de la contraction de Boyd et
Wong [30] et de Reich [84]. On peut voir aussi facilement que toute contraction est une contrac-

tion faible.

La théorie du point fixe métrique pour les applications multivoques a été considérée par plu-
sieurs auteurs a cause de ses applications intenses a la théorie des jeux, I’économie, les inclusions
intégrales ou différentielles, problémes de minimisation...etc. L’étude de ce type d’applications a
commencé par Nadler [78] qui a utilisé la métrique de Hausdorff pour les contractions multivoques
dans les espaces métriques. Plus tard, plusieurs travaux concernant ’existence d’un point fixe
pour des applications multivoques ont été publiés, voir par exemple [28] B8] 57, 62 88| 4], [O8].

Généralement, pour établir un point fixe commun métrique, on a besoin d’une relation de
commutativité entre les applications étudiées, la continuité et une condition contractive ainsi que
la complétude ou la fermeture d’espace (ou sous-espaces). Pour cela, Jungck [50] a introduit et
utilisé la commutativité de deux applications d’'un espace métrique dans lui-méme pour établir

un point fixe commun. Cette derniére notion a été généralisée par Sessa [89] en introduisant la
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commutativité faible. En 1986 Jungck [51] a amélioré la propriété de commutativité et commu-
tativité faible, & une nouvelle notion plus générale, c’est la propriété de compatibilité entre deux
applications d’'un espace métrique dans lui-méme. Plus tard, cette derniére notion était généra-
lisée aux divers types de compatibilité : compatibilité de type (A), compatibilité de type (B),
compatibilité de type (C), compatibilité de type (P). Jungck et Rhoades [55] ont introduit un
concept qui généralise tous les types précédents en introduisant la compatibilité faible. En 1998,
Pant [76] a prouvé que la compatibilité faible est équivalente & la R—commutativité faible due
a Pant [75]. D’autre part, I’étude des applications non compatibles a été commencée par Pant
[77] qui a introduit la continuité réciproque qui était généralisée a la continuité réciproque faible.
Dans le méme cadre des applications non compatibles, Sastry et Murthy [87] ont introduit les
applications tangentielles, ils ont mentionné que les applications compatibles sont tangentielles,
de plus, il existe des applications qui sont non compatibles mais tangentielles. Aprés cela, Aamri
et EL-Moutawakil [I] ont redécouvert la propriété (E.A). En 2009, Pathak et Shahazad [82] ont
amélioré la propriété des applications tangentielles en I'appliquant & quatre applications pour
établir un point fixe commun dans un espace métrique. La derniére propriété a été étendue aux
applications multivoques par Sintunavarat et Kumam [94]. Dans I'année 2014, Chauhan et al.[35]
ont modifié le concept des fonctions tangentielles pour les multivoques. Ils ont ajouté une condi-
tion supplémentaire appelée tangentielle forte. Récemment, Al-Thagafi et Abbas [11] ont donné
une généralisation au concept de compatibilité faible, c’est la compatibilité occasionnellement
faible. Diric et al.[39] ont observé que sous une condition d’existence d’un point de coincidence
pour deux applications sur un espace métrique, alors faiblement compatibles équivaut a faible-
ment occasionnellement compatibles. En 2009 Bouhadjera et Godet Thobie [29] ont introduit
la notion de la compatibilité super-faible et la continuité sous-séquentielle. Elles ont combiné
les deux propriétés pour établir un point fixe commun. Aprés deux ans Imdad et al. [46], ont
observé que le résultat de Bouhadjera et Godet Thobie [29] n’est pas vrai car on n’a pas le choix
d’obtenir la méme suite, mais le résultat sera correct si on remplace la compatibilité super-faible

par la compatibilité et la continuité sous-séquentielle par la continuité réciproque.

Pour la réalisation de notre thése, on a étudié plusieurs articles sur le point fixe univoque et

multivoque. On a essayé d’établir quelques théorémes de point fixe commun avec des conditions
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plus faibles. On a pu aboutir a quelques résultats partiels et quelques remarques qu’on a résumées
dans cette thése. Comme d’habitude, le premier chapitre sera consacré & quelques définitions et
des éléments basiques qui sont indispensables pour le reste de notre travail. Plus particuliérement,
on présente dans ce chapitre :

— Certains types de contractions ainsi qu’une comparaison entre eux,

— Quelques propriétés de commutativité comme la commutativité faible entre deux appli-
cations dans les espaces métriques ainsi que la compatibilité et ses généralisations. En
particulier, la compatibilité de type (A), de type (B), de type (C), de type (P), com-
patibilité de type (E), compatibilité faible et compatibilité super-faible, les applications
tangentielles, fortement tangentielles et la propriété (E.A) commune seront définies.

— La continuité réciproque, la continuité réciproque faible, la continuité sous-séquentielle et
la continuité sous-séquentielle faible.

Dans le deuxiéme chapitre, on va détailler nos travaux [17] et [I8], plus précisément :

1. L’article [I7] contient des théorémes de point fixe commun pour quatre applications qui
sont faiblement sous-séquentiellement continues et compatibles de type (E) satisfaisant une

condition contractive généralisée définie sur un espace métrique.

2. L’article [I8] contient quelques théorémes pour des applications faiblement sous- séquen-
tiellement continues et compatibles de type (E) vérifiant des contractions faiblement géné-

ralisées. Par ailleurs, on va détailler nos travaux [19], [23].

Dans le troisiéme chapitre, on trouve :

— Un théoréme de point fixe commun pour deux applications univoques et multivoques fai-
blement compatibles et fortement tangentielles satisfaisant une condition contractive de
type intégrale liée par une fonction implicite.

— Un théoréme de point fixe commun de type Gregus pour deux applications univoques
et multivoques qui sont sous-séquentiellement continues et compatibles satisfaisant une
condition contractive stricte de type intégrale.

Le quatriéme chapitre contient notre travail [20], ot on va définir la propriété des applica-

tions tangentielles dans les espaces métriques partielles pour établir des théorémes de point fixe
commun pour deux paires des applications tangentielles et faiblement compatibles satisfaisant

des conditions contractives faiblement généralisées dans des espaces métriques partiels.
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Dans le cinquiéme chapitre, on s’intéresse & une autre structure métrique. On va présenter cer-
tains théorémes de point fixe commun de type Berinde dans des espaces métrique généralisés.
Le dernier chapitre sera consacré a quelques applications concernant I’étude de quelques pro-

blémes comme :

1. L’étude du probléme de 'existence et 'unicité de la solution commune pour des équations

intégrales de type Fredholm.

2. L’existence et I'unicité de la solution commune pour un systéme d’équations fonctionnelles

émanant de la programmation dynamique.

10



Chapitre 1

Conditions contractives et fonctions

compatibles

1.1 Quelques types de conditions contractives

Dans cette section on va citer quelques types de contractions. D’abord, on va donner quelques

définitions et notions basiques concernant les applications contractantes.

1.1.1 Les applications contractantes

Définition 1.1 Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite :

1. Lipschitzienne (ou k-Lipschitzienne) si et seulement si il existe une constante k > 0 telle

que pour tout z,y € X on a :

d(Tz,Ty) < kd(z,y),

2. contraction ou une application contractante si k < 1,
3. non expansive si et seulement si elle est 1-Lipschitzienne,

4. contractive si et seulement si pour tout x,y € X, on a :
d(Tz,Ty) < d(z,y)

Il est clair que, si T est non expansive, alors elle est Lipschitzienne.

11
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Contraction de Boyd-Wong

Théoréme 1.1 [30] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application.
Supposons qu’il existe une fonction ¢ : Ry — Ry semi-continue supérieurement telle que ¢(t) < t

pour tout t > 0 et vérifiant :
d(Tz,Ty) < ¢(d(z,y))
,pour tout x,y € X. Alors T admet un point fize unique *. En outre, pour tout x € X, on a

lim T"x = z*.
n—odo

Dans ce cas, T est dite ¢-contractive ou contraction non linéaire.

Extension d’Eldestein

Théoréme 1.2 [J0] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X wune application

satisfaisant :

d(Tz, Ty) < d(z,y),
pour tout x,y € X. Supposons qu’il existe y € X, telle que la suite {z,} définie par :

Yy = o,

Tnt1 =Ty, pourn >0

posséde une sous-suite {xy, } avec klim Tn, =2 € X, alors x est l'unique point fize de T'.
— 00

Contraction de Meir-Keeler

Théoréme 1.3 [67] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une application

satisfaisant pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout z,y € X :
e <d(z,y) <6 implique d(Tx,Ty) < e.

Alors T a un point fize unique dans X. De plus, pour tout v € X on a lim T"z = z*.
n—oo

Contraction de Geraghty

Définition 1.2 Soit (X, d) un espace métrique. L’application T : X — X est dite contraction de

Geraghty si et seulement si il existe une fonction §: Ry — [0,1) satisfaisant B(t,) — 1 implique

12
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tn, — 0 et pour tout x,y € X on a :
d(Tz,Ty) < (d(x, y))d(z,y).

Théoréme 1.4 [}3] Toute contraction de Geraghty d’un espace métrique complet dans lui méme

admet un point fixe unique.

Contraction de Matkowski

Définition 1.3 Une application T : X — X d’un espace métrique (X,d) est dite contraction de
Matkowski (ou ¢-contraction) si et seulement si il existe une fonction ¢ : Ry — Ry, strictement
croissante vérifiant :

lim ¢"(t) =0, pour toutt e Ry,

n—o0

et

d(Tz,Ty) < p(d(z,y))
Théoréme 1.5 [69] Toute @-contraction T d’un espace métrique complet (X,d) dans lui méme
admet un point fize unique x*. De plus, pour tout xog € X, on a li_}rn T"zy = z*.
n o
Contraction de Caristi

Théoréme 1.6 [32] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application sa-
tisfaisant la condition suivante : il existe une fonction ¢ : X — R4 semi-continue inférieurement

telle que :

d(z,Tz) < ¢(x) — ¢(Tx),

pour tout x € X. Alors T admet un point fize.

Contraction de Branciari

Théoréme 1.7 [67] Soit T une application d’un espace métrique (X,d) dans lui méme satisfai-

d(Tz,Ty) d(z,y)
/ S(t)dt < k / o(t)dt,
0 0

sant :

13
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pour tout x,y € X, o0 0 < k <1 ety:Ry — Ry est une fonction intégrable au sens de Lebesgue
vérifiant

g
/ o(t)dt > 0, pour tout & > 0.
0

Alors T admet un point fize unique x*. De plus, pour tout o € X on a : lim T"xzg = x™*.
n—oo

Généralisation de Suzuki

Théoréme 1.8 [97] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X. On définit une

fonction décroissante 6 : [0,1) — (1, 1]vérifiant :

1 si0 << VY5l
0(r) = (1—7r)r=2, si \/52*1 <r< 2-3
(1+7)7Y, sizz<r<l

Supposons qu’il existe r € [0,1), tel que
O(r)d(z, Tx) < d(z,y) implique d(Tz,Ty) < rd(x,y),

pour tout x,y € X. Alors T admet un point fire unique z* dans X. De plus on a li_)m T'r =x*
n o0

1.1.2 Comparaison entre certaines contractions

Plusieurs auteurs ont fait une étude de comparaison entre les conditions contractives, parmi
ceux, Rhoades [85], Miszaros [69] et Jachymski [48, 49]. On va citer un théoréme de comparaison

due a Jachymski [49] :

Théoréme 1.9 [/9/ Soient (X,d) un espace métrique et T : X — X une application. Alors les
conditions contractives suivantes sont équivalentes :
— (a) Il existe une fonction croissante et continue & droite ¢ : Ry — Ry telle que T est
¢-contractive.

~ (b) Il existe une application © : X x X — Ry, avec
inf{O(z,y),a < d(z,y) < b} >0,

pour a,b > 0 telle que :

d(Tz,Ty) < d(z,y) — O(z,y), pour tout z,y € X

14
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— (c) Il existe une application ¥ : X x X — Ry, avec
sup{¥(z,y),a < d(z,y) < b} > Opoura,b >0, telle que

d(Tz,Ty) < d(x,y) — V(z,y), pour tout x,y € X

— (d) Il existe une fonction continue ¢ : Ry — Ry, avec ¢(t) > 0 pour tout t > 0, et
d(Tz,Ty) < d(z,y) — o(d(z,y)), pour tout z,y € X

— (e) Il existe une fonction semi-continue supérieurement ¢ : Ry — Ry, telle que T est
¢-contractive.

— (f) 1l existe une fonction ¢ : Ry — Ry, telle que limg_y sup ¢(s) < t, pourt > 0 et T est
¢-contractive.

— (g) Il existe une fonction strictement croissante ¢ : Ry — Ry vérifiant

lim ¢"(t) =0, pour tout t >0

n—oo

et T est ¢-contractante.
— (h) 1l existe une fonction strictement croissante et continue ¢ : Ry — Ry telle que T est

¢-contractive.
La démonstration du Théoréme précédent est basée sur le lemme suivant :

Lemme 1.1 [/9] Supposons que 0 < a < b < oo et 1p une fonction vérifiant ¢(t) < t pour tout
t>0et

limsup ¢(s) < t, pour t € (a,b)
s—t
lim sup¢(s) <a si t>a,

s—at

alors il existe une fonction croissante et continue v : [a,b) — Ry telle que
o(t) <y(t) <t, pour t € [a,b)N(0,00)

Proposition 1.1 [/9] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une application

vérifiant l'une des conditions du Théoréme précédent. Alors T admet un point fize unique.

15



Conditions contractives et fonctions compatibles S.Beloul

1.2 Les applications compatibles

Avant de citer la notion de la compatibilité due a Jungck [51], on va rappeler la définition de

la commutativité et de la commutativité faible :

Définition 1.4 [50] Soient S, T deux applications d’un espace métrique (X,d) dans lui méme.

S et T sont dites commutatives si STx =TSz, pour tout r € X.

Sessa [89] a généralisé la derniére définition en introduisant la commutativité faible.
S et T sont dites faiblement commutatives si et seulement si d(STz,TSx) < d(Tz,Sz) pour

tout x € X.

Définition 1.5 [51] S et T sont dite compatibles si et seulement si im d(STxy,,TSz,) = 0,

n—oo

pour toute suite {x,} dans X satisfaisant

lim Sz, = lim Tx, =t,
n—oo n—oo

pour un certain t € X.

Remarque 1.1 5i S et T sont commutatives, alors elles sont faiblement commutatives, donc

compatibles, mais la réciproque est fausse en général

Exemple 1.1 Soient X =R et d la métrique euclidienne. Définissons :

1
Sa::x; , et Te=2x—1

Soit la suite {xy} définie pour tout n > 1 par x, = 1+ % On a:

lim Sz, = lim Tx, =1
n—oo n—oo

. De plus
2
lim STz, = lim S(1+ —) =1,
n—o0o n—o00 n
1
lim TSz, = lim T(1+ —) = 1.
n—00 n—00 o2n

Donc la paire (S, T est compatible.

16
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Définition 1.6 [75] Deuz applications S, T : X — X sont dites R-faiblement commutatives en

x € X si et seulement si pour un certain R >0 on a :
d(STx,TSz) < Rd(Sz,Tx)

. Elles sont R-faiblement commutatives sur X s’il existe R > 0 telle que l’inégalité précédente est

vérifiée pour tout x € X.

Kaneko et Sessa [58] ont étendu le concept de compatibilité pour les applications multivoques

comme suit :

Définition 1.7 Soient (X,d) un espace métrique, CB(X) l'ensemble des sous-ensembles non
vides bornés et fermés dans X et A : X — X, S : X — CB(X)Il. La paire (A,S) est dite

compatible si pour tout x € X, ASx € CB(X) et

lim H(ASz,,SAz,) =0,

n—o0

pour toute suite {x,} dans X satisfaisant im Sz, = M € CB(X) et lim Ax, =t € M, pour
n—oo

n—oo

un certaint € X.

1.2.1 Divers types de compatibilité

Définition 1.8 [52/ S,T : X — X sont dites compatibles de type (A) si et seulement si

lim d(STx,, T?x,) =0 et 1i_>m d(T Sz, S*z,) =0

n—o0

pour toute suite {x,} dans X satisfaisant lim Sz, = lim Tx, =t, pour certain t € X.
n— o0 n—o0

Définition 1.9 [79] On dit que S et T sont compatibles de type (B), si et seulement si

lim d(STz,, T?z,) < lim d(STx,, St) + li_}rn d(St, 521,'”)} et

< 1[
n—00 2 Ln—oo

lim d(TSx,,S%,) lim d(TSz,,Tt) + lim d(Tt,T?z,)

<3l J
n—00 — 2 Lln—oo n—00

pour tute suite {xy} dans X vérifiant lim Sz, = lim Tz, =t, pour un certain t € X.
n—oo n—oo
Il est clair que compatibilité de type (A) implique compatibilité de type (B), mais la réciproque

n’est pas vraie en général, (voir [79]).
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Définition 1.10 [80/ S et T' sont dites compatibles de type (P) si et seulement si

lim d(S%z,, T%x,) =0

n—oo

pour toute suite {x,} dans X satisfaisant lim Sx,, = lim Tx, =t, pour un certain t € X.
n—oo n—oo

Proposition 1.2 [80/ Si S et T sont compatibles de type (P) et Sxy, Tz, — t quand n — o0

pour un certain t € X, alors on a les assertions suivantes :

1. lim T2z, = St si S est continue en t,
n—oo

2. lim S%z, =Tt si T est continue en t,
n—oo

3. STt =TSt et St =Tt, si S et T sont continues en t.

Définition 1.11 [81] S et T' sont compatibles de type (C) si et seulement si

1

li_>m d(STzy,, T?x,) < 3[ h_)m d(STx,, St) + h_)m d(St, T?z,) + hm d(St, S%xz,)],
1

li_)m d(T Sz, Sz,) < 3[ 11_>m d(T' Sz, Tt) + h_)m d(Tt, S?z,) + hm d(Tt T?z,)],

pour toute suite {x,} dans X satisfaisant lim Sx,, = lim Tx, =t, pour un certain t € X.
n—oo n—oo

Définition 1.12 [92] S et T sont dites compatibles de type (E) si lim T2z, = lim TSx, = St
et lim S%z, = lim STz, = T't, pour toute suite {x,} dans X vérifiant lim Sz, = lim Tx, =
n—oo n—oo n—o0 n—o0

t, pour un certain t € X.

Remarque 1.2 [93] Si St = T't, alors compatibilité de type (E) implique compatibilité, compa-
tibilité de type (A), compatibilité de type (B), compatibilité de type (C) et compatibilité de type

(P), mais la réciproque est fausse en général.

Généralement si (S,T") est compatible de type (E), alors elle est compatible de type (B).

Définition 1.13 [93] S, T : X — X sont dites S-compatibles de type (E) si

lim S%z, = hm STx, =Tt

n—oo

. Elles sont dites T-compatibles de type (E) si

lim 72z, = lim TSz, = St

n—oo n—oo

pour toute suite {x,} dans X vérifiant hm St, = lim Tx, =t, pour un certain t € X.
n—oo
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Notons que si S et T sont compatibles de type (E), alors elles sont S-compatibles et T-compatibles

de type (E), la réciproque n’est pas vraie en général, comme le montre I’exemple suivant.
Exemple 1.2 Soient X =R, et d(z,y) = |x — y|. Définissons S et T par :

T, 0<x<2 4—z, 0<xr<2

S.f: Tl’:
%*2, x> 2 1, x> 2

1
Soit la suite {x,} définie par : x, =2+ —, pour tout n > 1.
n

1l est clair que pour tout n > 1, on a : x, > 2 et

lim Sz, = lim Tx, = 2.

n—oo n—oo
De plus
1
S%x, = S(2+ E) —2=T(2) et
1 1
STz, =52—--)=2—-——-—2=T(2).
n n

Done (S,T) est S-compatible de type (E), mais

1
T2, =T(2—~) — 2 et
n

TSz, :T(2~|—%) =1-—0#5(2).

D’ou (S,T) n’est pas compatible de type (E).

1.2.2 Applications faiblement compatibles

Définition 1.14 [553/ S et T sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux points de

coincidence ; i.e., pour tout u € X satisfaisant Su = Tu, alors STu =T Su.

Exemple 1.3 Soit X = [0,2] muni de la métrique euclidienne, définissons S et T par :

2—x, 0<z<1 ol 0<z<1
Sz = Tx =
0, x>1 , l<z <2

N[ —

Le point 1 satisfaisant S(1) =T(1) =1 et ST(1) = TS(1) = 1, alors la paire (S,T') est faiblement

compatible.
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Remarque 1.3 La compatibilité, la compatibilité de type (A), la compatibilité de type (P), la
compatibilité de type (B) et la compatibilité de type (C)) implique la compatibilité faible, mais la

réciproque n’est pas vraie en général( voir[53)).

Dans le cas des applications multivoques la définition sera :

Définition 1.15 [53] Soient A: X — X et S : X — CB(X) deux applications sur un espace
métrique (X,d). La paire (A,S) est dite faiblement compatible si pour tout v € X satifaisant
Au € Su, alors ASu = SAu.

Exemple 1.4 Soit (X,d) = ([0,1],]|.]). Définissons A et S par :

l—z, 0<z<i o< <!
Ax = - Sp= {2} -
0, F<z<l1 3.2], $<z<1

Clairement, A(3) € S(3) et AS(3) = SA(3) ={i}. Donc A et S sont faiblement compatibles.

1.2.3 Compatibilité occasionnellement faible

Définition 1.16 [11] S et T sont dites occasionnellement faiblement compatibles si et seulement

st 4l existe un certain point u € X satisfaisant Su = Tu et STu =T Su.

Le dernier concept est plus général que la compatibilité faible, i.e., faiblement compatibles im-
plique occasionnellement faiblement compatibles (voir [11]).
Abbas et Rhoades [5] ont défini la compatibilité occasionnellement faible dans le cas multivoque

comme suit :

Définition 1.17 Deux applications A : X — X et S : X — B(X) sont dites occasionnellement

faiblement compatibles si et seulement si il existe un certain point u dans X satisfaisant Au € Su

et ASu C SAu.
Exemple 1.5 Soient X = [0,00) et d la métrique euclidienne. Définissons A et S par :
Arv=2+2, Sz=[z,2z+1]

.l est clair que le point uw = 2 satisfait A(2) = 4 € [2,5] = S(2) et AS(2) = [4,7] C [4,9] =
SA(2). Donc A et S sont ofc.
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1.2.4 Les applications super-faiblement compatibles

Définition 1.18 [29] Deux applications S et T sont dites super-faiblement compatibles s’il existe

une suite {x,} satisfaisant

lim Sz, = lim Tx, =t et lim d(STz,,TSz,) =0,

n—oo n—oo n—o0

pour un certain t € X.

Deux applications compatibles ou faiblement compatibles ou occasionnellement faiblement com-

patibles sont super-faiblement compatibles, mais la réciproque est fausse en général, (voir [29]).

1.3 Les applications tangentielles

Définition 1.19 [87] Soient A,B : X — X deux applications. Un point t € X est dit tangent

pour A et B, s’il existe une suite {x,,} dans X satisfaisant

lim Az, = lim Bz, =t,
n—oo n—oo

pour un certain t € X. Dans ce cas, A et B sont dites des applications tangentielles.

1.3.1 La propriété (E.A)

Définition 1.20 [il Soient S, T : X — X. La paire (S,T) satisfait la propriété (E, A) s’il existe

une suite {x,} dans X, telle que

lim Sz, = lim Tz, =t,
n—0o0 n—oo

pour un certain t dans X.

Remarquons que si (S, 7T) est compatible, alors elle satisfait la propriété (E.A), mais il existe des

applications qui ne sont pas compatibles et satisfaisant cette propriété.

Exemple 1.6 Soient X = [0,1] et d(x,y) = |z — y|, définissons S, T par :

ol
o
IN
8
IN

N[ —

[\
8
+
—_
D=
VAN
8
IN
—_
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Soit la suite {xy} définie par :

1 1
$n:§_n+1 pour tout n > 1.

1
lim Sz, = lim Tx, = =,
n—00 n—00 2

alors S et T satisfont la propriété (E.A). D’autre part, on a :

. . 1 1
g, T = I T+ o5 =%
. 1
lim STz, = =,
n—00 2

donc S e T sont pas compatibles.

Définition 1.21 [62] Soient A, B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui
méme. On dit qu’elles satisfaisant la propriété (E,A) commune s’il existe deux suites {xy tet{yn}
dans X vérifiant

lim Az, = lim Sz, = lim By, = lim Ty, =t,
n—oo n—0o0 n—oo n—0o0

pour un certain t dans X.

Si A= B et S=T on obtient la définition précédente.

Exemple 1.7 Dans l’espace métrique (R, |.|), définissons les applications A, B, S et T définies

par :

1 1 2 1 1
:3x+ Bx:x+ St = Tt ,Tx:§x,

A
v 1 3 3

Soient les deux suites de Ry définies par :

1
T +’IZ+1, Yn +’IZ—|—1

lim Az, = lim Sz, = lim By, = lim Ty, =1,
n—oo n—oo n—oo n—oo

donc A, B, S et T satisfont la propriété (E,A) commune.

Kamran [57] a généralisé la propriété (E.A) pour les applications multivoques comme suit :
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Définition 1.22 Soient A : X — X une application univoque et S : X — CB(X) une applica-
tion multivoque. On dit que la paire (A, S) satisfait la propriété (E.A) s’il existe une suite {x,}
dans X vérifiant

lim Sz, =M € CB(X) et lim Az, =t¢€ M,

n—oo n—00

pour un certaint € X.

Définition 1.23 [82] Soient A,B,S,T : X — X des applications. Un point t € X est dit un

point faiblement tangent pour S et T s’il existe deux suites {x,},{yn} dans X satisfaisant

lim Sz, = lim Ty, =t.
n—ro0 n—oo

La paire (A, B) est dite tangentielle par rapport a (S,T) si

lim Az, = lim By, =t,
n—oo n—o0

i.e., t est un point faiblement tangent a A et B.

Si A= Bet S=T, on dit que A est tangentielle par rapport a .S.

Si A= Set B=T, alors (A, B) est dite tangentielle par rapport a lui méme.

Remarque 1.4 Clairement, toute paire (A, B) satisfaisant la propriété (E.A) posséde un point
faiblement tangent, i.e., (A, B) est tangentielle. Il suffit de prendre {x,} = {yn}, mais la réci-

proque n’est pas vraie en général [82).

Définition 1.24 [9]|/ Soient A,B : X — X deux applications univoques et S,T : X — B(X)
deuz applications multivoques sur un espace métrique (X, d). La paire (A, B) est dite tangentielle

par rapport a (S,T) sl existe deux suites {xn}, {yn} dans X satisfaisant

lim Sz, = lim Ty, = M,
n—oo n—oo

lim Az, = lim By, =z € M.
n—oo

n—o0

1.3.2 Applications fortement tangentielles

Définition 1.25 [3]] Soient A, B : X — X deux applications univoques et S,T : X — CB(X)
deuz applications multivoques sur un espace métrique (X, d). La paire (A, B) est dite fortement

tangentielle par rapport a (S,T) sl existe deux suites {xp}, {yn} dans X satisfaisant

lim Sz, = lim Ty, = M,
n—oo n—oo
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lim Az, = hm By,=teM

n—oo

et t € A(X)N B(X).

Exemple 1.8 Soit X = [0,4] muni de la métrique euclidienne. Définissons A, B,S et T par :

z+1, 0<x<2 2¢, 0<x <2
AZL‘: B:L’:
2, 2<x<4 1 2<x <4
0,2+1], 0<z<2 0,22], 0<z <2
Tx =
2<a<4 2,4 2<z<4
On a A(X) = ]etB [0,4]. Alors A(X) N B(X) = [1,3]. Soient les deux suites

{zn}, {yn} définies pour tout n > 1 par :

1 1
mnzl_ﬁ’ynzl_}_ﬁ

Clairement lim Sz, = lim Ty, = [0,2] et lim A(z,) = lim By, = 2 € [0,2], ainsi 3 €

n—oo n—oo n—oo n—oo

[1,3] = A(X)N B(X). Donc {A, B} est fortement tangentielle par rapport a {S,T}.
Si dans la définition précédente on a S =T et A = B, on obtient la définition suivante :

Définition 1.26 Soient A: X — X et S : X — CB(X) deux applications. A est dite tangen-
tielle par rapport a S si
lim Sz, = hm Syn =M

n—oo

ett € A(X), ou {xn},{yn} sont deux suites dans X telles que

lim Az, = hm Ay, =te M

n—o0

Exemple 1.9 Soit X = [0,2] muni de la distance euclidienne. Définissons A et S par :

11—z, 0<z<1 0,z+1], 0<x<1
sz S"]j:
z, l<z<2 [z—12] 1<z<2

Soient les deux suites {x,}, {yn} définies pour tout n>1 par : xp, = %, y,=e™ Ona:

n’

lim Ax, = hm Ay, =1

n—0o0

1
Sz, =[0,1+—] —[0,1], quand n — oo,
n

et

lim Sy, = [0, 1],

n—oo

en outre 1 € [0,2] = A(X), donc A est fortement tangentielle par rapport a S.
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1.4 Applications réciproquement continues
Définition 1.27 [77] S,T : X — X sont dites réciproquement continues si

lim STx, = St, et lim TSz, =1Tt,

n—0o0 n—oo

pour toute suite {x,} de X vérifiant

lim Sz, = lim Tx, =t,
n—o0 n—oo

pour un certaint € X.

Evidement, la continuité implique la continuité réciproque, mais la réciproque n’est pas vraie en

général. Dans le cas multivoque, la définition sera :

Définition 1.28 [91]/ A: X — X et S: X — B(X) sont dites réciproquement continues si

lim SAx, = St, lim ASz, = AM,

n—o0 n—o0

pour toute suite {xy,} vérifiant lim Az,) =t € M et lim Sz, = M, pour un certain t € X.
n—oo n— o0

1.4.1 La continuité réciproque faible

Définition 1.29 S et T sont dites faiblement réciproqguement continues si

lim STz, = 5St, ou lim TSx, =Tt

n—oo n—oo

pour toute suite {x,} vérifiant lim Sz, = lim Tz, =t, pour un certaint € X.
n—oo n—oo

1.4.2 La continuité sous-séquentielle

Définition 1.30 [29/ La paire (S,T) est dite sous-séquentiellement continue s’il existe une suite
{z,} satisfaisant

lim Sz, = lim Tx, =t,
n—oo n—oo

pour un certaint € X et

lim STz, = St, et lim TSz, =Tt.

n—oo n—o0

Dans le cas multivoque, la définition sera :

25



Conditions contractives et fonctions compatibles S.Beloul

Définition 1.31 [23] Soient A : X — X, : X — CB(X) deuz applications sur un espace

métrique (X,d). On dit que la paire (A,S) est sous-séquentiellement continue s’il existe une
suite {xy} dans X telle que

lim Sz, =M € CB(

X),
n—00

lim Az, =te M,

n—0o0

pour un certaint € X et

le ASz, =AM, et lim SAx,) = St.

n—oo

1.4.3 Applications faiblement sous-séquentiellement continues

Définition 1.32 [1§] La paire (S, T) est dite faiblement sous-séquentiellement continue s’il existe
une suite {xy,} vérifiant

lim Sz, = lim Tx, =t,
n—o0 n—oo

pour un certaint € X et

lim STz, = St, ou lim TSx,)=Tt.
n—oo

n—o0

Il est facile de voir que la continuité sous-séquentielle implique la continuité sous-séquentielle

faible, mais la réciproque n’est pas vraie en général comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 1.10 Soit X = [0,00) muni de la métrique euclidienne. Définissons S, T par :

2 0<a <2

0, x> 2

Clairement, S et T sont discontinues en 2.

considérons une suite {x,} satisfaisant 0 < x, < 2
et lim x, = 2.

n—oo
On a:
lim Sz, = lim Tz, = 2
n—oo n—oo
. De plus
lim TSz, = lim T(1 + -2)
n—oo

n—00 2
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= lim(3—%):T(2):2

n—oo
. Donc (S,T) est faiblement sous-séquentiellement continue.

D’autre part

lim STz, = lim S(4 —z,) =0 # S(2)

n—oo n—oo

. D’ou (S,T) n’est pas sous-séquentiellement continue.

Définition 1.33 [I7] La paire (S,T) est dite S-sous-séquentiellement continue s’il existe une
suite {xy}, telle que

lim Sz, = lim Tx, =t,
n—oo n—oo

pour un certaint € X et

lim STz, = St

n—oo

. Elle est T-sous-séquentiellement continue s’il existe une suite {x,} satisfaisant

lim Sz, = lim Tz, =t,
n—oo n—oo

pour un certaint € X et lim TSx, =Tt.
n—oo

Remarquons que si S et T sont sous-séquentiellement continues, alors elles sont S-sous-séquentiellement
continues et T-sous-séquentiellement continues, mais la réciproque est fausse en général. Ainsi,
si la paire (S,T) est S-(ou T-)sous-séquentiellement continue, alors elle est faiblement sous-

séquentiellement continue.
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Chapitre 2

Théorémes de point fixe commun sous

des conditions contractives généralisées

Ce chapitre est consacré aux travaux [L7],[I8|, plus précisément, on va présenter :

1. des théorémes de point fixe commun pour des applications faiblement sous-séquentiellement

continues satisfaisant une condition contractive généralisée.

2. des théorémes de point fixe commun pour des applications faiblement sous-séquentiellement

continues satisfaisant une condition contractive généralisée faible.

2.1 Théorémes de point fixe commun pour des contractions gé-
néralisées

Notons par RY = [0, A), ott A € [0, 00) et F[0, A) I'ensemble des toutes les fonctions continues

F: Ry — Ry satisfaisant les conditions suivantes :
1. F(x) =0 si et seulement si x = 0.
2. F' est croissante.

Exemple 2.1 [100] Soit F(t) =t, alors F € F|[0, A)

Exemple 2.2 [1(0] Pour une certaine fonction ¢ positive, intégrable au sens de Lebesgque sur
[0, A) et satisfaisant :
g
/ e(t)dt > 0, pour toute € (0, A),
0
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alors F : t — fg @(t)dt est dans F[0, A)

Exemple 2.3 [100] Soit ¢ une fonction positive, intégrable au sens de Lebesque sur [0, A) satis-
fait :
€
/ o(t)dt > 0, pour toute € (0, A),
0

et soit @ une fonction non négative et intégrable au sens de Lebesgue sur [0, foA ¢(s)ds) satisfaisant

€ A
/ o(t)dt > 0, pour toute € (O,/ ¢(s)ds),
0 0

Jo #(s)d
alors F(t) = / p(u)du, alors F € F
0

Lemme 2.1 [100] Soit {e,} une suite de RY. Si lim F(g,) = 0, alors lim &, = 0, ou F €
n—o0

n—o0

FI0, A).

Théoréme 2.1 Soient A, B,S et T des applications d’un espace métrique (X,d) dans lui méme

telles que pour tout x,y € X,
F(d(Sz, Ty)) < ¢(F(M(z.y)), (2.1)

ot M(z,y) = max(d(Az, By),d(Az, Sz),d(By, Ty),d(Az,Ty),d(By, Sx)), F € F ety € V[0, F(A—
0) pour tout A € (0,00). Si les deux paires (A, S) et (B,T) sont faiblement sous-séquentiellement

continues et compatibles de type (E), alors A, B, S et T ont un point fixre commun unique dans

X.

Preuve. Puisque la paire (A, S) est faiblement sous-séquentiellement continue, il existe une suite
{z,} dans X telle que lim Az, = lim Sz, = z et lim ASxz, = Az. Comme (A4,S) est aussi
n—oo n—oo n—oo

compatible de type (E), alors lim A%z, = lim ASz, = Sz et limy—ooS%z, = lim SAz, =
n—00 n—00 n—00

Az, Dou Az = S=z.

Par analogie, B et T sont faiblement sous-séquentiellement continues, il existe une suite {y,}

dans X satisfaisant lim By, = lim Ty, = t et lim BTy, = Bt. Ainsi la paire (B,T) est

n—oo n—oo n—oo

compatible de type (E), alors lim B%y, = lim BTy,) =Tt, et lim T?%y, = lim TBy,) = Bt.
n—oo n—oo n—oo n—oo

D’ou Bt = T't. On va prouver que Az = Bt, sinon d’aprés (2.1) on a :

F(d(Sz,Tt)) < ¢(F(max(d(Az, Bt),d(Az, Sz),d(Bt,Tt),d(Az,Tt),d(Bt, Sz))))
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< (F(d(S2,Tt),0,0,d(Sz, Tt),d(Sz, Tt))).
< Y(F(d(S2,Tt))) < F(d(Sz,Tt)),

qui est une contradiction. Alors Az = Sz =Bt =Tt

. Montrons que z = Az, sinon en utilisant on trouve
F(d(Szy,Tt)) < (F(max(d(Azxy, Bt),d(Axy, Szy,),d(Bt,Tt), d(Az,, Tt),d(Bt, Sz,,))))
. Lorsque n — o0, on obtient :
F(z,Az) <(F(d(z,Tt),0,0,d(z,Tt),d(z, Bt)))
. Comme Bt =Tt = Az, alors
F(z,Az) < (F(d(z,Tt)) < F(d(z, Az)),

qui est une contradiction. Donc z = Az = Sz.

Maintenant, on va prouver que z = t, sinon en appliquant , on trouve :
F(d(Szp, Tyy)) < Y(F(max(d(Axy,, Byn), d(Axy, Sty), d(Byn, Tyn), d(Azy, Tyn), d(Byy, Sxy))))
. En faisant n — oo, on obtient :

F(d(z,t)) < ¢(F(max(d(z,t),0,0,d(z,t),d(z,t)))) < F(d(z,1))

, qui est une contradiction. D’olt z = t, par conséquant z est un point fixe commun pour A, B, S

et T
Pour l'unicité, supposons qu’il existe un autre point fixe commun w. En appliquant (2.1)) on

trouve :

F(d(z,w)) = F(d(Sz,Tw)) < ¢(F(max(d(Az, Bw),d(Az, Sz),d(Bw, Tw),d(Az, Tw),d(Bw, Sz))))

< Y(F(d(z,w),0,0,d(z,w),d(z,w)))

< P(F(d(z,w))) < F(d(z,w))

qui est une contradiction. Alors z = w. m

Si on combine Théoréme [2.1] avec I’Exemple on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 2.1 Soient A, B, S etT des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui méme

satisfaisant :
d(Sz,Ty) < ¢(max(d(Az, By), d(Az, Sz),d(By, Ty), d(Az, Ty), d(By, Sz))),

pour tout z,y € X, ot p € W. Si les paires (A, S), (B,T) sont faiblement sous-séquentiellement
continues et compatibles de type (E), alors A, B,S et T ont un point fixre commun unique dans

X.
Corollaire améliore et généralise corollaire 1 dans le papier [100].

Corollaire 2.2 Soient A, B, S and T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui méme
telles que pour tous x,y € X :
d(Sx,Ty) max(d(Ax,By),d(Ax,Sz),d(By,Ty),d(Az,Ty),d(By,Sz))
[ i< p(t)d
0 0

. Supposons en outre que les paires (A, S) et (B,T) sont faiblement sous-séquentiellement conti-

nues et compatibles de type (E), alors A, B,S et T ont un point fire commun unique.
Si on combine I"’Exemple avec le Théoréme [2.1] on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.3 Soient A, B,S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui méme,
satisfaisant pour tout x,y € X :
JS=TY) g (5)ds
0
ot M(x,y) = max(d(Az, By),d(Az, Sx),d(By, Ty),d(Az,Ty),d(By, Sx)). Si les paires (A, S)
et (B, T) sont faiblement sous-séquentiellement continues et compatibles de type (E), alors A, B, S

et T possédent un point fire commun unique dans X.
Maintenant, nous allons supporter nos résultats par ’exemple suivant :

Exemple 2.4 Soit X = [0,2] muni de la métrique euclidienne. Définissons A, B,S et T par :

2—z, 0<x<1 z, 0<z<1
A:,U: Baj:

0, l<x<?2 1, l<z<2

o<z <1 1, 0<z<1
Sx: Tx:

3, 1<z<2 3, l<az<2
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On considére la suite {x,} définie pour tout n > 1 par :

Ty =1— % 1l est clair que lim Az, =1 et lim Sz, =1, on a aussi :
n—oo n—o0

lim ASz, = A(1) =1,

n—o0
alors (A, S) est faiblement sous-séquentiellement continue
. Par ailleurs, on a lim ASxz, = S1 =1 et lim SAx, = A(1) =1, d’ou (A,S) est compatible
n—oo n—oo

de type (E), de méme pour la paire (B,T) on a :

lim BTx, = li_>m B(z,) =B(1) =1,

n—oo

ce qui implique que (B, T) est faiblement sous-séquentiellement continue. D’autre part :

lim BTz, = lim B(z,)=T7T(1)=1

n—oo n—oo
et

lim TBx, =T(1) =1,

n—oo
done la paire (B, T) est compatible de type (E).

Choisissons 1(t) = 2t, clairement ¢ € U et F € F

1. Pour z,y € [0,1], on a :
1 2
d(Sz,Ty) = 5\37 -1 <|z—-1] = gd(Ax,Sw).

2. Pourxz €0,1] ety € (1,2], on a :

1 2
d(Sz,Ty) = < —|2x + 1| = =d(Sz, By).
276 3
3. Pour x € (1,2],y € [0,1], on a :
1 2 2
d Ty) = - < - =—d(Azx,Ty).
4. Pour z,y € (1,2], on a :
1 1 2
=< - = —
d(Sz,Ty) 155 3d(A$,Sx)

. Par conséquent, toutes les hypothéses du Corollaird2.1] sont vérifiées et le point 1 est le point

fize commun unique pour A, B,S et T.
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Théoréme 2.2 Soient A, B, S et T des applications d’un espace métrique (X,d) dans lui méme
satisfaisant :

F(d(Sz, Ty)) < (F(max(d(Ax, By)., d(Ax, Sx),d(By, Ty), 242 TY) ;r d(By, 5z) ) . (2.2)

pour tout x,y € X, ou F € F et € U. Si les deux paires (A, S) et (B, T) sont faiblement sous-
séquentiellement continues et compatibles de type (E), alors A, B,S et T admettent un point fize

commun unique dans X.

Preuve. Elle est similaire a la preuve du Théorémd2.1] m

Théoréme 2.3 Soient A, B, S et T des applications d’un espace métrique (X,d) dans lui méme
satisfaisant :

F(d(Sz, Ty)) < v(F(M(z,y)), (2:3)
pour tout z,y € X, ou M (z,y) = max(d(Az, By),d(Ax, Sz),d(By,Ty),d(Az,Ty),d(By, St)), F €
F et € U. Si en outre l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. Les paires (A,S) et (B,T) sont sous-séquentiellement continues, (A, S) est A-compatible
de type (E) et (B,T) est B-compatible de type (E),

2. (A,S) et (B,T) sont A-sous-séquentiellement continues (B-sous-séquentiellement conti-
nues resp) et A-compatibles (B-compatibles resp) de type (E),

3. (A,S) et (B,T) sont S-sous-séquentiellement continue (T-sous-séquentiellement continue

resp) et S-compatibles (T-compatibles resp) de type (E),

4. (A,S) et (B, T) sont sous-séquentiellement continues et S-compatibles (T-compatibles resp)
de type (E),

alors A, B, S et T ont un point fize commun unique dans X .

2.2 Théorémes de point fixe commun pour des contractions gé-

néralisées faibles

Les contractions faibles et les contractions généralisées faibles

Définition 2.1 [86] Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite une

contraction faible si et seulement si il existe une fonction ¢ : Ry — Ry, semi-continue supérieu-
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rement verifiant :
1. ¢(x) =0 si et seulement si x =0,
2.

Soit ¥ l'ensemble de toutes les fonctions croissantes et continues ¢ : Ry — R, satisfaisant
¥(x) = 0 si et seulement si x = 0.
Soit ® ’ensemble des fonctions semi-continues inférieurement ¢ : Ry — R satisfaisant ¢(z) = 0

si et seulement si x = 0.

Définition 2.2 Une application T' d’un espace métrique (X, d) dans lui méme est dite satisfai-

sant une contraction généralisée faible si pour tout x,y € X on a :
P(d(Tx, Ty)) < (d(z,y)) — ¢(d(z,y))
,oup eV etped

Théoréme 2.4 Soient (X,d) un espace métrique et A, B,S,T : X — X des applications satis-

faisant :
Y(d(Sz, Ty)) < Y(M(z,y)) — o(M(z,y)), (24)

pour tout x,y € X, ot M(z,y) = max{d(Ax, By),d(Ax, Sx),d(By,Ty), d(Ax’Ty);d(By’Sm)} et

Y eV, ¢ e d. Siles deux paires (A, S) et (B,T) sont faiblement sous-séquentiellement continues
(fsc) et compatibles de type (E), alors A, B, S et T admettent un point fixre commun unique dans
X.

Preuve. Comme (A,S) est fsc, il existe une suite {z,} dans X telle que lim Az, =
n—oo

lim Sz, = zet lim ASz, = Az, ainsi A et S sont compatibles de type (E), alorson a : lim A%z, =
n—oo

n—oo n—oo
lim ASz, = Sz et lim S%z, = lim SAz, = Az. Donc Az = Sz.
n—oo n—oo n—oo

La paire (B,T) est fsc, il existe une suite {y,} dans X telle que lim By, = lim Ty, =t
n—oo n—oo

et lim BTy, = Bt. Puisque (B,T) est aussi compatible de type (E), alors lim B%y, =

lim BTy,) =Tt, et lim T?y, = lim TBy,) = Bt. D’ou Bt = Tt.

n—oo n—oo n—oo

Si Az # Bt, en appliquant (2.4, on trouve :

P(d(Sz,Tt)) < ¢(max(d(Az, Bt),d(Az,Sz),d(Bt,Tt),d(Az,Tt),d(Bt, Sz)))
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—¢(max(d(Az, Bt),d(Az, Sz),d(Bt,Tt),d(Az,Tt),d(Bt, Sz)))
< ¢(max(d(Sz,Tt),0,0,d(Sz,Tt),d(Sz,Tt))) — ¢(max(d(Sz,Tt),0,0,d(Sz,Tt),d(Sz,Tt))),
< (d(Sz,Tt)) — ¢(d(Sz,Tt)) < (d(Az, Bt))

qui est une contradiction. Donc Az = Sz = Bt = T't.

Maintenant, si z # Az en appliquant [2.4)), on obtient :
Y(d(Szy, Tt)) < Y(max(d(Azy,, Bt),d(Ax,, Sz,),d(Bt, Tt), d(Ax,,Tt),d(Bt, Sz,)))
—¢(max(d(Az,, Bt),d(Azx,, Sz),d(Bt, Tt),d(Az,,Tt), d(Bt, Sz,))).
En faisant n — oo, on obtient :
Y(d(z,Tt) < ¢(max(d(z, Bt),0,0,d(z,Tt),d(z, Bt))) — ¢(max(d(z,Tt),0,0,d(z,Tt),d(z, Bt))).
Comme Az = Bt = Tt on trouve :
Y(d(z, Az) < Y(d(z, Az)) — ¢(d(z, Az)) < P(d(z, Az)),

qui est une contradiction et donc z = Az = S=z.

Prochainement, on va démontrer z = ¢, sinon en utilisant , on trouve :
P(d(Szn, Tyn)) < P(M(2n,yn)) — ¢(M (20, yn))-
Lorsque n — oo, on obtient
P(d(z,t)) < (max(d(z,t),0,0,d(z,t),d(z,1t))) — ¢ max(d(z,t),0,0,d(z,1t),d(z,t))

< (d(z,1)),

qui est une contradiction. Alors z = ¢, d’oll z est un point fixe commun pour A, B, S et T

Pour I'unicité, supposons qu'’il existe un autre point fixe commun w. D’aprés (2.4)), on obtient :
P(d(z,w)) = P(d(Az, Bw)) < p(M(z,w)) — ¢(M(z,w))
< w(d(zv U))) - ¢(d<27 w))

< P(d(z,w)),

qui est une contradiction et donc z est unique. m Si ¥ (¢) = ¢, on obtient le corollaire suivant
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Corollaire 2.4 Soient (X,d) un espace métrique, A, B, S et T sont des applications de X dans

luz méme telles que pour tout z,y € X on a :
d(Sz, Ty) < M(z,y) — ¢(M(z,y))

, 00 ¢ € P et M(z,y) = max(d(Ax, By),d(Ax, Sx),d(By, Ty), %(d(A:):, Ty) + d(By, Sz))). Sup-
posons que les deuz paires (A, S) et (B,T) sont fsc et compatibles de type (E). Alors A, B, S et

T ont un point fixre commun unique dans X.
Si A= B et S=1T on obtient :

Corollaire 2.5 Soient A et S deux applications d’un espace métrique (X, d) dans lui méme telles

que pour tout x,y € X on a :
1
Y(d(Sz, Sy)) < Y(max(d(Azx, Ay),d(Az, Szx),d(Ay, Sy), §(d(Ax, Sy) + d(Ay, Sz)))

—¢(max(d(Az, Ay), d(Ax, Sx), d(Ay, Sy), %(d(A:c, Sy) + d(Ay, Sx)))),

. Si (A, S) est fsc et compatible de type (E), alors A et S possédent un point fize commun unique
dans X.

Théoréme 2.5 Soient A, B,S et T des applications d’un espace métrique (X,d) dans lui méme
satisfaisant . Supposons en outre que :

1. (A, S) est A-sous-séquentiellement continue et A-compatible de type (E),
2. (B,T) est B-sous-séquentiellement continue et B-compatible de type (E),

. Alors A, B, S et T admettent un point fize commun unique dans X .

Dans la suite, on va établir des résultats concernant des applications satifaisant une condition

contractive généralisée faible.

Théoréme 2.6 Soient A, B, S etT des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui méme,

satisfaisant

d(Sz,Ty)) < o(N(z,y)), (2.5)

pour tout x,y € X,, ou N(z,y) = max(d(Ax, By),d(Az, Sx),d(By,Ty),d(Az,Ty), d(By, St))

et p : Ry — Ry est une fonction croissante et semi-continue supérieurement telle que p(t) = 0
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si et seulement si t = 0 et pour tout t > 0,p(t) < t. Supposons que les deux paires (A,S) et
(B, T) sont faiblement sous-séquentiellement continues et compatibles de type (E). Alors A, B, S

et T ont un point fire commun unique dans X .
Preuve. Elle est similaire & la preuve du Théoréme [2.4]m

Corollaire 2.6 Soient A, B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui méme,

satisfaisant :
d(Sz,Ty) < amax(d(Az, By),d(Az, Sz),d(By, Ty), d(Az, Ty), d(By, St))),

pour tout z,y € X, 000 < aw < 1. Si les paires (A, S) et (B, T) sont faiblement sous-séquentiellement

continues et compatibles de type (E), alors A, B,S et T ont un point fire commun unique dans

X.

Corollaire [2.6] améliore et généralise Corollaire 1 dans le papier [92].

Exemple 2.5 Soient X = [0,1] et d la métrique euclidienne. Définissons A, B, S et T par

4 x, OSxS% B 1—ux, ngg%
T = T =
3.l <i 1 loz<i
1 2 = ) 2 =
24l g<gp<i 1 o<z<1
Sz = 4 -T2 Tx = 27 -
1 1 z 1

Considérons une suite {x,} définie pour tout n > 2 par :

1
Ty = % - % Clairement lim Az, = — and lim Sz, = =. On a aussi :
n—00 2 n—00 2
. 1 1
nh_}rlgo ASzy, = A(§) =5

alors (A, S) est fsc.

1
n—o00 5 2 n—o00

est compatible de type (E).

1 1 1
D’ailleurs on a : lim ASxz, = S(=)= = et lim SAz, = A(i) =5 ce qui implique que (A, S)

Pour la paire (B, T), soit {y,} une suite définie par x, = 5 — e~ ", pour tout n > 1. Il est clair

D=

que :

1
lim By, = nlg& Ty, = 3

n—oo
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. On a aussi :

1
lim BTz, = B(§) =T(z)=

n—00 2
ca implique que (B,T) est B-sous-séquentiellement continue et T-compatible de type (E).

Pour la condition contractive, on a les cas suivants :

1. Pour z,y €[0,3], on a :
1
d(Sz,Ty) = Z|2I —-1< = ]21* -1 = (Al‘ Ty).
2. Pour z €10,3] ety € (3,1], on a
1
d(Az, By) = 7|2z -y +1| < ¢ |4 yl = (By,Ty)

3. Pourx € (3,1 ety €[0,3], ona :

4. Pour x,y € (%,1], on a

Par conséquent, toutes les hypotheses du Comllaz'r@ avec o = % sont satisfaites. Donc % est

le point fize commun unique pour A, B,S et T.
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Chapitre 3

Théorémes de point fixe commun pour

des contractions de type intégrale

Dans le chapitre présent on va détailler nos travaux [19],[23] concernant :

1. Un théoréme de point fixe pour deux applications multivoques et deux applications uni-
voques fortement tangentielles et faiblement compatibles satsifaisant une condition contrac-

tive liée par une fonction implicite.

2. Deux théorémes de point fixe de type Gregus pour deux applications multivoques et deux

applications univoques sous-séquentiellement continues et compatibles.

3.1 Applications fortement tangentielles et point fixe commun

3.1.1 Relations implicites

Considérons F I'ensemble des fonctions continues R — R satisfaisant :
(F1) : F est croissante en t; et décroissante en to, t3,t4, t5.

(F3) : Pour tout u >0 on a :
F(u,0,0,u,u) > 0, F(u,0,u,0,u) >0, F(u,0,u,0,2u) > 0.

Théoréme 3.1 Soient A, B : X — X, deux applications univoques et S,T : X — B(X) deux

applications multivoques sur un espace métrique (X, d) satisfaisant :
8(Sz,Ty) d(Az,By) D(Az,Sx)
PO Tetan [ etman [ etar
0 0 0
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D(By,Ty) D(Az,Ty)+D(By,Sz)
/' ¢w%/ ﬂmggu (3.1)
0 0

pour tout x,y dans X, ou F' € F et ¢ : Ry — Ry est une fonction intégrable au sens de
Lebesgue qui est sommable sur tout sous-ensemble compact de Ry, telle que pour un certain

e >0, foa p(t)dt > 0, et vérifiant l'inégalité suivante :

a+b a b
A @@ﬁ<A@@ﬁ+A¢m@ (3.2)

pour tout a > 0,b > 0. Supposons que la paire (A, B) est fortement tangentielle par rapport a
(S,T) et les paires (A, S), (B, T) sont faiblement compatibles. Alors A, B,S et T admettent un

point fite commun unique dans X.

Preuve. Puisque {A, B} est fortement tangentielle par rapport a (5,7, alors il existe deux

suites {x, }, {yn} dans X, telles que

lim Sz, = nli_}rgoTyn =M, et lim Az, = nh_)n(r)loByn =zeM,

n—oo n—oo
et z € A(X)N B(X), ce qui implique il existe u,v € X, tels que z = Au = Bw.

Premiérement, on va démontrer z € Su, sinon d’aprés (3.1]) on a :
) 7

6(Su,Tyn) d(Au,Byn) D(Au,Su) D(Byn,Tyn)
PO e | e, [ ptar, [ o)t

/D(Au,Tyn)+D(Byn ,Su)

0 p(t)dt) <0,

en faisant n — oo, comme z € M et D(M, Su) < §(Su, M), on obtient :

6(Su,Au) 0 (Au,Su) 6(Au,Su)
PO ewano, [ wwano, [ pde) <
0 0 0

0(Su,M) D(Au,Su) D(Au,Su)
PO ewio, | o(tyir,o, [ plt)dt) <0,
0 0 0

qui est une contradiction avec (Fz). Alors 6(Su, Au) = 0, d'ott Su = {Au} = {z} et u est un
point de coincidence strict pour A et S.

Maintenant, montrons que z = Bv € T'v, sinon d’aprés (3.1]) on obtient :

0(Szn,Tv) d(Azy,Bv) D(Azyn,Szn) D(Av,Tv)
F([T e, | o), [ oot [ ot
0 0 0 0

/D(Axn ,Tv)+D(Bv,Szn)

i w(t)dt) <0,
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en faisant n — oo, comme z € M et D(M,Tv) < §(Tv, Bv), on obtient :

d(Bv,Tv) d(Bv,Tv) 6(Bv,Tv)
P[0 eanoo, [T wwano, [ s <,
0 0 0

(M, Tv) D(Bv,M) D(Bv,M)
P w0, [ p(tyiro, [ plt)dt) <0
0 0 0

qui est une contradiction avec (F3). Alors 6(Bv,Tv) =0, d’'ou Tv = {Bv}.
La paire (A, S) est faiblement compatible, ce qui implique ASu = SAu, alors Sz = {Az}. De
méme pour (B, T), on trouve que le point v est un point de coincidence strict, d’on Tz = {Bz}.

Prochainement, si z # Az, en appliquant (3.1)), on trouve :

6(Sz,Tv) d(Az,Bv) D(Az,5%)
FO[ etan [ wtan [T

D(Bwv,Tv) D(Az,Tv)+D(Bv,Sz)
/ o(t)dt, / pt)dt) <0
0

0
I'inégalité (3.2]) implique :

0(Sz,Tv) d(Az,gv) D(Az,5%)
FO[ etan [ e [ et

D(Bv,Tv) D(Az,Tv)+D(Bv,Sz)
Ja—y) plt)it) <0
0 0

qui est une contradiction. Alors Sz = {Az} = {z}.

Similairement, on va démontrer que z = Bz, sinon en utilisant (3.1]), on trouve :

6(Sz,Tz) d(Az,gz) D(Az,Sz)
F(/O sO(t)dt,/O w(t)dt/o p(t)dt,

D(Bz,Tz) D(Az,Tz)+D(Bz,5%)
/ w(t)dt,/ cp(t)dt) <0.
0 0

D’aprés (3.2 on obtient :

d(Bz,z) d(Bz,z) d(Bz,z)
F(/ go(t)dt,/ t)dt, 0,0 2/ g
0 0 0
6(Sz,Tv) d(Az,Bv) D(Az,5z)
F(/ w(t)dt,/ dt,/ t,
0 0 0

D(Bwv,Tv) D(Az,Tv)+D(Bv,Sz)
/ go(t)dt,/ @(t)dt) <0,
0 0
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qui est une contradiction. D’ou Tz = {Bz} = {2z} et donc z est point fixe commun pour A, B, S
et T. Il est strict pour S et T .

Pour I'unicité, supposons qu'’il existe un autre point fixe w, d’aprés (3.1) on a :

d(z,w) d(z,w) D(z,w)
F(/ @(t)dt,/ £)dt, 0,0, 2/ <,
0 0

0(Sz,Tw) d(Az,Bw) D(Az,5z)
(| wmwA e, [ oo

D(Bw,Tw) D(Az,Tw)+D(Bw,Sz)
/ ga(t)dt,/ p(t)dt) <0,
0 0

qui est une contradiction avec (F3). Donc z est unique. m

Remarque 3.1 Théoréme améliore et généralise théoréeme 1 de Sedghi et al.[88] et théoréme

2 du papier[?] auz applications multivoques.

Si A= B et S=T, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 Soient A: X — X, et S : X — B(X) des applications sur un espace métrique

(X,d) satisfaisant :

6(Sz,Sy) d(Az,By) D(Az,Sx)
PO e [ e [T par

D(Ay,Sy) D(Az,Sy)+D(Ay,Sx)
/ ooy, [ p(t)dt) <0
0 0

ot F' e F et p: Ry — Ry est une fonction intégrable au sens de Lebesgue et sommable sur tout
sous-ensemble compact de R, satisfaisant (3.4) et fo (t)dt > 0, pout tout € > 0.
Supposons en outre que A est fortement tangentielle par rapport a S et la paire (A, S) est faible-

ment compatible. Alors A et S ont un point fize commun unique dans X .

Corollaire 3.2 Soient A,B : X — X, et S,T : X — B(X) des Applications univoques et

multivoques respectivement sur un espace métrique (X, d) satisfaisant :

6(Sz,Ty) d(Az,By) D(Az,Sx) D(By,Ty)
[ emdeza [T wwares [ wwaeen [ etna)
0 0 0 0

ol o, 3,7 sont des nombres réels positifs satisfaisant o+ B+ v et ¢ : Ry — Ry est une fonction

intégrable au sens de Lebesque et sommable sur tout sous-ensemble compact de Ry satisfaisant

etfo t)dt > 0 pout tout € > 0.

Si (A, B) est fortement tangentielle par rapport a (S,T) et les deux paires (A, S) et (B,T) sont

faiblement compatibles, alors A, B, S et T admettent un point fize commun unique dans X.
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Preuve. Il est clair que la fonction : F': ]Ri — R, définie par
F(ti,ta,t3,ta,t5) = t1 — (ata + Btz + ta),
ou a, B,y >0,a+ [+ 0 <1 satisfait (F) et Fy). Donc F' € F. m

Corollaire 3.3 Soient A,B : X — X, et S,T : X — B(X) des applications univoques et

multivoques respectivement sur un espace métrique (X, d) telles que :

6(Sz,Ty) d(Az,By) D(Az,Sx) D(By,Sy)
/ (1)t < amax( / (), / o(t)dt, / o(t)d)
0 0 0 0

D(Axz,Ty)+D(By,Sx)
+8 [ Pty
0

ot o+ 28 <1 et p: Ry — Ry est une fonction intégrable au sens de Lebesgque sur tout sous-
ensemble compact de Ry vérifiant , telle que pour tout € > O,fo5 p(t)dt > 0. Si (A, B) est
tangentielle par rapport a (S,T) et les deuz paires (A,S) et (B,T) sont faiblement compatibles,

alors A, B, S et T ont un point fire commun unique dans X.

Preuve. Il suffit de voir que la fonction F': ]Ri — R, définie par :
F(tl, Ifg, t3, t4, If5) =11 — amax(tg, t3, t4) — 6155,

ou a+ 26 < 1 satisfait (Fy) et (F»).

(FY) : évidente.

(F3) : Pout tout w > 0, on a F(u,0,0,u,u) = F(u,0,u,0,u) = (1—a—F)u > 0, et F(u,0,u,0,2u) =
(1 — a—28)u > 0, par conséquent F' € F. =

Corollaire généralise corollaire 2 dans le papier [8§].
Exemple 3.1 Soient X = [0,4], d(z,y) = |vr —y|, A, B, S et T définies par :

2 )<z <2 4—z, 0<z<2
Al‘: B:E:

1, 2<x <4 0, 2<x <4

{2}, 0<z<2
Sz = Tx = {2}.
(2,9], 2<z<4

1

n?

n

Soient les deux suites définies par : xp, =2 — <=,y =2 — e~ ", pour tout n > 1. Il est clair que

lim Az, = lim By, = 2,

n—oo n—o0
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n—oo

lim Sz, = nh_}n;o Ty, = {2},

ce qui implique que la paire (A, B) est fortement tangentielle par rapport a (S,T). Le point u = 2
satisfait A(2) =2 € S(2),B(2) =2 € T(2) et AS(2) = {2} = SA(2) et BT(2) = {2} = TB(2).
Donc, {A, S} et {B,T} sont faiblement compatibles. On va prendre dans le Théoréeme [3.]

1
*ts)

2
F(t17t27t37t47t5) = tl - § max(t27t37t47 2

Pour l'inégalité on a les cas suivants :

1. pour x,y €[0,2] , on a :
1 2
(Sz,Ty) =0< glx -1 = gD(Ax,Sx),

2. pour x € [0,2] et y € (2,4], on a :

5(Sz, Ty) =0 < % = %D(By,Ty),
3. pour z,y € (2,4], on a :

§(Sz, Ty) = i < ; = %d(Ax, By),
4. pour x € (2,4] ety €[0,2], on a :

(Sz, Ty) = i < ; = ;D(A:U,Sx)

D’ou A, B, S et T satisfont toutes les hypothéses du Théoréme et S(2) =T(2) ={A(2)} =
{B(2)} = {2}, donc le point 2 est un point fixre commun unique pour A, B,S et T, il est strict
pour S etT.

3.2 Théorémes du point fixe commun de type Gregus

Soit €2 ’ensemble de toutes les fonctions continues 7 : Ri — Ry satisfaisant 7(0,0,x,z) = x.

Exemple 3.2

T(t1,ta,t3,t4) = max{ty, to,t3,ta}
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Exemple 3.3
t1 +ta+t3+ 1y
2

T(tla t27 t37 t4> -

Exemple 3.4

T(t1,t2, t3,ta) = max{ty, ta, Vtit3, Vtsta}

Théoréme 3.2 Soient A,B : X — X et S,T : X — CB(X) des applications sur un espace

métrique (X,d) satisfaisant

<1 N a(/od(A;c,By) go(t))p) (/OH(SQC,Ty) gp(t)dt)p 3
CL[(/Od(m,Sx) SO(t)dt)p(/Od(By,Ty) go(t)dt)p—l— (/Od(sx,By) (p(t)dt>p(/0d(Am,Ty) go(t)dt)p:|

+a< /0 ey @(t)dt)p

+BT(</Od(Aa:,Sa:) gp(t)dt)p, (/Od(By,Ty) gp(t)dt)p, (/0 go(t)dt)p, (/0

pour tout x,y dans X , ou a,«, 8 sont des nombres positifs, tels que a + 5 <1 et ¢ : Ry — R

d(Az,Ty) d(By,Sz)

e()d)) ).
(3.3)

est une fonction intégrable au sens de Lebesgue et sommable sur tout sous-ensemble compact de
Ry satisfaisant [ (t)dt > 0, pout tout & > 0.
Si les paires (A, S), (B, T) sont sous-séquentiellement continues et compatibles, alors A, B, S et

T ont un point fire commun dans X.

Preuve. Puisque (A, S) est sous-séquentiellement continue, il existe une suite {z,, }dansX satis-
faisant :

lim Sx, = M, lim Az, =z € Met

n—oo n—oo
lim ASx, = AM, lim SAx, = Sz.
n—o0o n—oo

La compatibilité de la paire (A4, .S) implique

lim H(ASzy,,SAx,) = H(AM,Sz) =0,

n—0o0

d’ou Sz = AM. Donc z est un point de coincidence pour A et S.

De méme pour B et T, il existe une suite {y,} C X, telle que

lim Ty, =N et lim By,=t€e N
n—oo

n— o0
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. la paire (B, T) est sous-séquentiellement continue, alors :
lim BTy, = BN et lim TBy, =Tt
n—oo n—oo
. La paire {B, T} est compatible, alors :

lim H(BTyn,Tgy,) = H(BN,Tt) =0,
n—oo

donc BN =Tt. D’ou t est un point de coincidence pour B et T

Premiérement, montrons que Az = Bt, sinon en appliquant (3.3]), on trouve :

<1 ) a(/od(Az,Bt) go(t))p> (/OH(SZ,Tt) <p(t)dt>p 3

a</0d(Az,Tt) S()(t)mt)p(/Od(Bt,s,z) gp(t)dt)p . a</0d(Az,Bt) gp(t)dt)p
+BT<0,0, </0d(Az,Tt) @(t)dt)p, (/Od(Sz,Bt)

. Comme Az € Sz et Bt € Tt, on obtient :

</Od(Az,Bt) @(ﬂ)l,: (/OH({Az},{Bt}) go(t))p<a</0d(AZ’Bt) @(t))p
d(Az,Bt » d(Az,Bt) p
wom(0.0.( | JRVARNCDY
)90(75

)w(t)d :
) (a+l8)</0d(Az,Bt) (p(t)dt)p < (/Od(Az,Bt )dt)p

, qui est une contradiction, donc Az = Bt.

Maintenant, si z # Az, en utilisant (3.3)) on trouve :

(1 . a</0d(Aa:n,Bt) go(t))p) (/OH(Sacn,Tt) go(t)dt)p 3

d(Bt,Sxn) d(Azxy,Tt)

QK/Od(Axn,an) @(t)di)p.(/od(BuTt) (p(t)dt)p + (/0 SD(t)dty;-(/o @(t)dt)p}
d(Azn,Bt) »
+a< /0 sO(t)dt)
+5T<</Od(Aa:n,Smn) @(t)dt)p,o, </Od(A:cn,Tt) go(t)dt)p, </0d(an,Bt) @(t)dt)p)’

en laissant n — oo, on a :

(1 . a(/o-d(z,AZ) cp(t)dt)p) </0
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d(z,Az) »
(1+a(/0 20) )(/0
+a( /0 e @(t)dt)er,BT(O,O, ( /0 e so(t)dt)p, ( /0 go(t)dt)p)

. Puisque d(z,Tt) < H(M,Tt), Az = Bt et d(Az, M) < d(Az,z), on obtient :

( /O e e(tdt) < (a+8)( /0 e p(tydt)”

. Comme z € M et Az = Bt € T't, on obtient :

(/Od(z,Az) So(t)>p _ </OH({Z}7{AZ}) @(t))p <(at 5)</0d(z,AZ) SO@))P
d(z,A2) »
< (/O w(t))

, qui est une contradiction. Donc z = Az € Sz.

Si z # t, en appliquant(3.3) on trouve :

(1 N a</0d(Axn,Byn) Sp(t))p) (/OH(Smn,Tyn) ¢(t)dt>p 3
a[(/od(AJ:n,an) SO(t)dtya‘(/Od(Byn,Tyn) (P(t)dt)p—k(/od(Azn,Tyn) @(t)dt>p.(Ad(Byn,an) @(t)dty]

d(Azn,Byn) p d(Azn,Szyn) d(Byn,Tyn)
+a( [ ewt)+or(( | ewar. ([ p(t)dt)",

( /Od(Axn,Tyn) @(t)dt)p, ( /Od(an,Byn) go(t)dt)p).

En faisant n — oo, on a :

(1+af /O " o) ( /0 )’ <
o /0 e ettt ( /0 e o(t)it)’
z,N)

+af /O e etydt)" + pr (0,0, /O : eyt ( /0

comme d(t, M) < d(t, z), d(z,N) < d(t,z) et d(z, M) < H(M,N), on trouve :

( /0 A p(tydt) <o /0 e e(tydt)” + (0,0, /0 e e(tyat)”, ( /0

, ce qui implique
d(z,t) P H({z}.{t}) P
( / cp(t)dt) - ( / cp(t)dt) <
0 0
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wra( [ s

qui est une contradiction. Alors z est un point fixe commun pour A, B,Set T. m

Si a = 0, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.4 Soient A,B : X — X des applications univoques et S,T : X — CB(X) des

applications multivoques satisfaisant :

(/OH(Sx,Ty) go(t))p ) a</0d(Agc,By) @(t)dt>p>
+ﬂ7(</0d(Am,Sm) (p(t)dt)p, </Od(By,Ty) (p(t)dt)p, </Od(Aa:,Ty) go(t)dt)p, (/Od(By,Sac) gp(t)dt)p),

ot «, B sont des mombres positifs tels que a + 5 < 1 et p : Ry — R4 est une fonction définie
dans le Théoréme . Supposons que les paires {A, S} et {B,T} sont sous-séquentiellement

continues et compatibles. Alors A, B,S et T admettent un point fire commun dans X.

Corollaire améliore corollaire 2.6 dans [82] et généralise le corollaire 2 dans [35] pour les
applications multtivoques. Il améliore aussi théoréme 3 et corollaire 3.8 dans [94].

Si on combine Théoréme [3.2] avec 'exemple et p = 1, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.5 Soient A,B : X — X des applications univoques et S, T : X — CB(X) des

multivoques satisfaisant :

(1 +a( /0 Aty @(t))) /0 ety o(t)dt <

d(Az,Sx) d(By,Ty) d(Sz,By) d(Az,Ty)
o ([ eman( [ ewan+ ([ ewan ([ ewn)

d(Az,By) d(Az,Sx) d(By,Ty)
+a( / go(t)dt) + (1 — a) max{ / o(t)dt, / o(t)dt,
0 0 0

(/Od(Aac,Ty) (pdt)é(/od(fsy,sm) gp(t)dt)é, (/Od(Aa:,Ty) (p(t)dt)é.(/od(Byﬁx) go(t)dt)é},

o 0 < a<1etp:R" — Ry est une fonction définie dans le Théoréme . Supposons en
outre que les paires (A, S) et (B,T) sont sous-séquentiellement continues et compatibles. Alors

A,B,S etT ont un point firte commun dans X.

Corollaire améliore Corollaire 3.7 dans [94], il généralise aussi le théoréme 2.5 de Pathak et

Shahzad [82] et théoréme 4 de Djoudi et Aliouche [38] pour les applications multivoques.
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Corollaire 3.6 Soient A,B : X — X des applications univoques d’un espace métrique (X,d)

dans lui méme et S, T : X — CB(X) des aplications multivoques satisfaisant :
(1 4+ ad?(Ax, By))HP(Sx,Ty) < a[dp(Ax, Sz).dP(Bt,Ty) + d’(By, Sx).d’(Azx, S:):)}

+ad’(Az, By) + 7 (d (Az, Sz), & (By, Ty), d(Az, Ty), d(Az, Ty) ).

Si les deux paires (A,S) et (B,T) sont sous-séquentiellement continues et compatibles, alors

A, B,S et T ont un point fivze commun dans X .

Soit A ’ensemble de toutes les fonctions continues A : Ri — Ry satisfaisant A(0,0,z,z,z) =

kx,ou 0 <k < 1.

Théoréme 3.3 Soient A,B : X — X, des applications univoques et S,T : X — CB(X) des

applications multivoques sur un espace métrique (X, d) satisfaisant :

(e [ )y ([ o) <

d(Az,Sx) P d(By,Ty)
(1 womy ([
</Od(By,Sz) (p(t)dt>p>’(/0d(A:Jc,By) gp(t)dt>p>, (3.4)

pour tout x,y dans X, ot A € A et p : Ry — R est une fonction intégrable au sens de
Lebesgue et sommable sur tout sous-ensemle compact de Ry satisfaisant foa o(t)dt > 0 pour tout
e > 0. Supposons de plus que les paires (A,S) et (B,T) sont sous-séquentiellement continues et

compatibles. Alors A, B, S et T admettent un point five commun dans X .

Preuve. Comme dans la preuve du Théoréme [3.2] z est un point de coincidence pour A et S, t

est aussi point de coincidence pour B et T, et on a :
lim By, =t et lim Az, =z

n—0o0 n—oo

. On va montrer que Az = Bt, sinon d’aprés (3.4) on a :

(/Od(Az,Bt) (p(t))p: (/OH({AZ},{Bt}) go(t)dt)p<

\0.0.( /O-d(Az,Tt) @(t)dt)p, ( /Od(Sz,Bt) go(t)dt)p, ( /Od(Az,Bt) go(t)dt)p>,

49



Théoréemes du point firte commun pour des contractions intégrales S.Beloul

Puisque d(Sz, Bt) < d(Az, Bt) et d(Az,Tt) < d(Az, Bt), on trouve :

( /0 R w)” < (0,0, /0 p(ydt)”, /0 e(tyat)”, ( /0

_ k(/od(Az,Bt) <p(t)dt>p . (/Od(Az,Bt) gp(t)dt)p,

qui est une contradiction. Alors Az = Bt.

d(Az,Bt) d(Az,Bt) d(Az,Bt)

@(t)dt)p)

Maintenant, on va prouver que z = Az, sinon en appliquant (3.4]) on trouve :

(/OH(Sa:n,Tt) gp(t)dt)p . (1 . a(/od(Axn,Bt) go(t)dt)p) (/OH(an,Tt) go(t)dt)p

- )\(</Od(Aacn,an) cp(t)dt)p, </Od(Bt,Tt) gp(t)dt)p, </0d(Axn,Smn) (p(t)dt)p,

d(Bt,Szn) v d(Azn,Bt) »
(/ ewar). ([ e(tat)"))

. Lorsque n — o0, on obtient :

( /O o e(t)dt)” < (1+af /0 e etdt)”) ( /0 o p(t)dt)” <
)\(0’ 0’ (/Od(z,Tt) @(t)dt>p’ (/Od(Bt,M) So(t)dt>p> | (/Od(z,Bt) so(t)dt)p>

. D’ou on obtient

</Od(z,Az) gp(ﬂ)z, _ (/OH({z}v{Az}) (p(t)dt)p - )\(0’0’ (/Od(z,Az) Lp(t))p, (/Od(z,Az) @(t))p, (/Od(z,Az) <p(t)>p>
_ k</0d(z,AZ) go(t))p _ (/Od(z,AZ) S0@))19’

qui est une contradiction. Donc z = Az € Sz. On va démontrer que z = ¢, sinon en utilisant

on trouve :

(/OH(Socn,Tyn) go(t)dt)p - <1 N a( /Od(Axn,Byn) go(t)dt)p) (/OH(an,Tyn) go(t)dt)p

- )\((/Od(Amn,Szn) @(t)dt>p’ (/Od(Byn,Tyn) gp(t)dt)p, (/Od(Amn,Tyn) (p(t)dty’

(/Od(Byn,Smn) ¢(t)dt)p’</0d(Axn,Byn) (p(t)dt)p)

. Lorsque n — oo, on trouve :
H(M,N) »
( / <p(t)dt> <
0
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(0. ([ e ([ o)) [ ).

comme d(z, N) < d(z,t) et d(t, M) < d(z,t), on obtient :

</Od(z7t) go(t))p: </0H({z},{t}) go(t)dt)p _ )\(0’0’ (/Od(z,t) (P(t))p, </0d(z,t) (p(ﬂ)p’ (/Od(z,t) @(t))p)
_ k(/od(z,t) gp(t))p _ (/Od(z,t) @(t))p,

qui est une contradiction. Donc z est un point fixe commun pour A, B, S et T. m

Corollaire 3.7 Soient A,B : X — X des applications univoques et S,T : X — CB(X) des

applications multivoques sur un espace métrique (X, d) satisfaisant :
HP(Sz, Ty) < A(CZ”(AJ:,Sx),d”(Bt,Ty),dp(By,Ty),dp(Aw,Ty),d”(By, S:v),dp(Aw,By)>,

pour tout x,y € X. Si les deur paires (A, S) et (B, T) sont sous-séquentiellement continues et

compatibles, alors A, B, S et T ont un point fixe commun dans X .
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Chapitre 4

Théorémes de point fixe commun dans

les espaces métriques partiels

Le contenu de ce chapitre concerne des théorémes de point fixe commun dans des espaces mé-
triques partielles pour des contractions faiblement généralisées pour des applications tangentielles

et faiblement compatibles.

4.1 Les espaces métriques partiels et ses propriétés

Définition 4.1 [66/Soit X un ensemble non vide. Une fonction :p : X x X — Ry est dite une

métrique partielle sur X si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. p(z,x) = p(y,y) = p(x,y) si et seulement si x = y.
2. p(x,z) < p(z,y), pour tout z,y € X.
3. p(x,y) = p(y,x), pour tout x,y € X.

4. p(z,2) <p(z,y) + 0y, 2) — p(y,y), pour tout z,y,z € X.

L’espace (X, p) est dit espace métrique partiel.

Clairement que si p(z,y) = 0, alors les deux premiéres conditions impliquent = = y.
Toute métrique partielle p sur X génére une topologie 7, sur X, ot elle a une base la famille des
p-boules ouvertes, {Bp(z,¢);x € X,e > 0}, o By(z,e) = {y € X;p(z,y) < p(z,z) + €} pour

tout x € X et € > 0.
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Si p est une métrique partielle sur X, alors la fonction p® : X x X — R™ définie par

p*(x,y) = 2p(z,y) — p(x, ) — p(y, )

est une métrique sur X.

Définition 4.2 [66] Soit (X, p) un espace métrique partiel.
1. Une suite {x,} dans X et dite convergente vers x € X pour la topologie T, si et seulement
5%

lim p(z, 2,) = p(z,2)

n—oo

2. Une suite {x,} dans X est dite suite de Cauchy si lim p(zp,xn,) existe et est finie.
n—oo

3. (X, p) est dit complet si toute suite de Cauchy {x,} dans X est convergente pour la topologie
T, vers un point x € X, telle que lim p(x,x,) = p(x,x).
n—oo

Dans ce cas, on dit que la métrique partielle p est complete.

Plus récenmment, Nazir et Abbas [74] ont définie la propriété (E.A) dans les espaces métriques

partiels comme suit :

Définition 4.3 [7)] Soient A, S deux applications d’un espace métrique partiel (X,p) dans lui

meéme. La paire (A, S) satisfait la propriété (E.A) s’il existe une suite {z,} dans X satisfaisant

lim Az, = lim Sz, = z,
n—o0o n—0o0

pour un certain z € X avec p(z,z) = 0.

Définition 4.4 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A, B, S et T des applications de X
dans lui méme. La paire {A, B} est dite tangentielle par rapport a (S,T) s’il existe deuz suites
{zn}, {yn} dans X vérifiant :

lim Az, = lim Sz, = z,
n—oo n—ro0

lim By, = lim Ty, =z
n—o0 n—oo

et p(z,z) = 0 pour un certain z € X.
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Exemple 4.1 Soit X = Ry muni de la métrique partielle p définie par :
p(z,y) = max{z,y}
. Définissons A, B, S et T par :

Ax =2z, Sx=In(z+1)

2—xz, 0<z<2 1-5, 0<x<2
B‘/I:: T.T:
1, x> 2 r+1,, x>2

Soient les deuz suites {xy},{yn} définies pour tout n > 1 par :

1 1
Tp=—, Yn=2——.
n n

Clairement lim Sz, = lim Ty, =0 et lim Az, = lim By, = 0. Alors {A, B} est tangentielle
n—00 n—00 n—00 n—r00

par rapport a (S, T).

Dans le papier [35], les auteurs ont introduit et utilisé les applications fortement tangentielles

dans les espaces métriques, ils ont ajouté une modification. Dans la suite on va voir ce concept

dans les espaces métriques partiels :

Définition 4.5 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A, B, S et T des applications de X

dans lui méme. La paire (A, B) est dite fortement tangentielle par rapport a (S,T), s’il existe

deuz suites {xn},{yn} dans X telles que lim Az, = lim Sz, =z, lim By, = lim Ty, = z
n—oo n—oo

n—o0 n—o0

et z € AX N BX avec p(z,z) =0.

Soit ¥ ’ensemble de toutes les fonctions continues ¢ : Ry — R, satisfaisant :

1. ¢(x) = 0 si et seulement si x = 0,

2. 1) croissante.

Soit @ I’ensemble de toutes les fonctions semi-continues superiéurement ¢ : Ry — R, vérifiant
¢(x) = 0 si et seulement si x = 0.

Théoréme 4.1 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A, B,S,T : X — X sont des appli-
cations satisfaisant :

(p(Sz, Ty)) < P(M(x,y)) — (M (2,y)), (4.1)

pour tout z,y € X, ou M (z,y) = max{p(Azx, By), p(Az, Sz),p(By, Ty), p(Az, Ty) -;p(By, Sx)}

ety e U, p € ®. Siles conditions suivantes sont satisfaites :
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1. AX et BX sont fermés,
2. la paire (A, B) est tangentielle par rapport a (S,T),
3. (A,S) et (B,T) sont faiblement compatibles.

Alors A, B, S et T ont un point five commun unique dans X.

Preuve. Puisque la paire (A, B) est tangentielle par rapport a (5,7, il existe deux suites
{zn}, {yn} telles que {Az,}, {Byn}, {Szn} et {Ty,} convergent vers le méme point z € X
avec p(z,z) = 0. Comme AX et BX sont fermés alors z € AX et z € BX. Par conséquent,
z € AX N BX, donc il existe u,v € X vérifiant z = Au = Bv.

Premiérement, on va prouver que Su = z, sinon d’aprés (4.1)), on trouve :
1
M(Su, Tyn) = max{p(Au, Byn), p(Au, Su), p(Byn, Tyn), 5 (p(Au, Tyn) + p(Byn, Su))}

. Lorsque n — oo, on obtient :

M (Su, Ty,) — p(Su, 2),

(p(Su, 2)) < h(p(Su, 2)) = ¢(p(Su,),

qui est une contradiction. Alors p(Su, z) =0, d’ou Su = 2.

Maintenant, on va démontrer que Tv = z, sinon on trouve
1
M(Szp, Tv) = max{p(Azy,, Bv), p(Azy, Sz,), p(Bv, Tv), §(p(Aa:n, Tv) + p(Bv, Szy))},

en faisant n — cooo,, on a :

M(Sxzy,, Tv) — p(z,Tv).
En utilisant (4.1)), on obtient

P(p(z,Tv)) < P(p(z,Tv)) — o(p(z, Tv) < (2, Tv),

qui est une contradiction. Donc Tv = z.
Puisque la paire (A, S) est faiblement compatible alors Az = Sz, de méme pour la paire (B, T),
on trouve Bz = T'z. D’oti le point z est un point de coincidence pour (4, S) et (B, T). Si z # Az,

en utilisant on trouve :
1
M(Sz,Ty,) = max{p(Az, gyn),p(Az, Sz), p(Byn, Tyn), §(p(fz, Tyn) + p(9yn, Sz))}.
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En faisant n — oo, on a :

M(fz, Tyn) = p(fz,2).

En appliquant , on obtient
U(p(Az, 2)) < P(p(Az, 2)) — d(p(Az, 2) <P(Az, 2),

qui est une contradiction. Alors p(Az,z) =0, d'ou Az = z.
Par analogie, on trouve que Bz =Tz = z.

Pour I'unicité, supposons qu'’il existe un autre point fixe w. En utilisant (4.1]), on obtient

1/J(SZ,TU1) < %Z)(M(Z,w)) - gf)(p(M(z,w))),

ou M(z,w) = p(z,w) et P(Sz,Tw) = (z,w), alors

w(sz) < @ZJ(Z,ZU) - gb(z,w) < 111(2710)7

qui est une contradiction. Donc z est unique. m

SiS=Tet A= B, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.1 Soient (X,p) un espace métrique partiel et A, S : X — X deuzx applications
satisfaisant :

p(Az, Sy) + p(Ay, Sx)
2

pour tout z,y € X, ot M (z,y) = max{p(Ax, Ay), p(Az, Sz), p(Ay, Sy), }.
Supposons en outre que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. A(X) est fermé,

2. A est tangentielle par rapport a S,

3. la paire (A, S) est faiblement compatible.

Alors A et S ont un point fire commun unique dans X.
En Choisissant 1(t) =t dans le Théotéme on obtient :

Corollaire 4.2 Soient (X,p) un espace métrique partiel et A, B, S et T des applications de X

dans lui méme satisfaisant :

p(SCC,Ty) < M(:Cay) - ¢(M($vy))7
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ot ¢ € ® et M(z,y) = max{p(Az, By),p(Az, Sx),p(By,Ty), %(p(Aac,Ty) + p(By, Sz))}. Si les
conditions sutvantes sont vérifiées :

1. A(X) et B(X) sont fermés,

2. (A, B) est tangentielle par rapport a (S,T),

3. les paires (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles,

alors A, B, S etT possédent un point fire commun unique dans X .

Exemple 4.2 Soit X = [0, 2] muni de la distance partielle p(x,y) = max{x,y}. Définissons les

applications A, B, S et T de X dans lui méme par :

2z, 0<z<1 Sz, 0<z2<1
Aa:: B:[j:

Lo 1<z<2 1, 1l<z<?2

5, 0<x<1 0, 0<z<1
Sx = Ty =

I l<z<2 5 l<z<2

3

On a AX =1(0,2] et BX =0, 3], d’'ou ils sont fermés et 0 € AX N BX = [0, 3].
Pour tout n > 1. Considérons les deur suites {x,},{yn} dans X définies par :

1
— _ ,n
Ipn =— Yn=2¢€
n

clatrement

lim Az, = lim By, = 0.

n—00 n—00
D’ailleurs, on a :

lim Sz, = lim Ty, =0

n—o0 n—o0
et p(0,0) = 0. Alors la paire (A, B) est tangentielle par rapport a (S,T).
1l est clair que 0 est l'unique point de coincidence pour A et S, de méme pour B et T, on a
aussi ASO = SA0 =0 et TBO = BT0 =0, donc les deux paires (A, S) et (B,T) sont faiblement
compatibles.

Pour la condition contractive, choisissons ¢(t) = %t dans le Corollaire on VA VOIr que pour

tout x,y € X, linégalité suivante est satisfaite :
1 4
ot M (z,y) = max{p(Az, By), p(Az, Sz), p(By, Ty), 5 (p(Az, Ty) + p(By, Sz)).
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1. Pour x,y € [0,1], on a

8
p(Sz,Ty) = 5 < -o = p(Ax, Sa)
2. pourz€[0,1] etl<y<2 ona
1 4
p(Sz, Ty) = 5 < = = =p(By, Ty)
3. Pourx>1etyel0,1], ona
1 3 4
Ty)=- <= =< -p(A
p(Sz,Ty) = | < 5 =< o p(Az, Sz)
4. Pour x,y € (1,00), on a
1 8 4
Sz, Ty) = - < - = —p(Ax, By).
p(5z,Ty) = 5 < ¢ = p(Az, By)

Par conséquent, toutes les hypothéses du Corollaire sont satisfaites (avec P(t) =t et Pp(t) =

%t}, donc 0 est l'unique point fixe commun pour A, B,S et T.

Prochainement, on va prouver l'existence d’'un point fixe commun pour quatre applications,

satisfaisant une condition contractive généralisée.

Théoréme 4.2 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A, B, S,T : X — X des applications

de X dans lui méme telles que pour tout x,y € X

p(Sz, Ty)) < p(M(z,y)), (4.2)

ot ¢ : Ry — Ry est une fonction semi-continue et croissante satisfaisant p(t) = 0 si et seulement

sit =0, pour tout t > 0,0(t) <t et

M(z,y) = max(p(Az, By), p(Az, Sz), p(By, Ty), p(Azx, Ty), p(By, Sz)).
Suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
1. TX C AX et SX C BX
2. la paire (A, B) est tangentielle par rapport a (S,T'),
3. les paires (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles,

alors A, B, S et T admettent un point fire commun unique dans X.
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Preuve. Puisque la paire (A, B) est tangentielle par rapport a (S,T'), alors il existe deux suites
{zn}, {yn} satisfaisant

lim Sz, = lim Ty, = z,
n—oo n—oo

avec p(z,z) =0, ou lim Az, = lim By, = z.
n—oo n—oo

Comme Ty, est convergente vers z € TX C AX, alors il existe u € X, tel que z = Au.

On va prouver que Su = z. En prenant z = u et y = y,,, on obtient
M (Su, Tyn) = max{p(Au, Byn), p(Au, Su), p(BYyn, Tyn), p(Au, Tyn), p(BYn, Su)}

. Lorsque n — oo, on trouve

M (Su, Tyn) — p(Su, z),
Maintenant d’aprés (4.2)), on obtient
p(Su, z)) < (p(Su, 2)) < p(Su, 2),

qui est une contradiction. Alors p(Swu, z) = 0, d’ou Su = 2.
D’autre part Sz, — z € SX C BX, il existe v € X tel que z = Bv. Montrons que Twv = z, sinon

pour x = x, et y = v dans M (x,y), on trouve
M(Szy, Tv) = max{p(Axy,, Bv), p(Az,, Sty), p(Bv, Tv), p(Azy, Tv), p(Bv, Szy) },

en faisant n — 0o, on obtient

M(Sxy, Tv) = p(z,Tv),
en appliquant (4.2)), on trouve
p(z,Tv)) < o(p(z,Tv)) < p(z,Tv),

qui est une contradiction, alors Tv = z.
Puisque la paire (A, S) et (B,T') sont faiblement compatibles, alors Az = Sz et Bz = T'z. Donc
z est un point de coincidence pour A et S, et pour B et T.

Si z # Az, on obtient :

1
M(Sz,Ty,) = max{p(Az, Byn),p(Az,Sz),p(Byn, Tyn), Q(p(Az,Tyn) + p(Byn, Sz))}.

Lorsque n — oo, on trouve

M(Az,Ty,) — p(Az, z),
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en appliquant (4.2)), on obtient
P(Az,2) < p(p(Az, 2)) < p(Az, 2),
qui est une contradiction. Alors p(Az, z) = 0, d’ot Az = z. Par analogie, Bz = z. Par conséquent,

z est un point fixe commun pour A, B, S et T

Pour l'unicité, elle est similaire a celle du Théoréme 1] =

Corollaire 4.3 Soient (X,p) un espace métrique partiel et A,S : X — X des applications

satisfaisant :
p(Sz,8y) < p(M(z,y)),
ot M (z,y) = max{p(Azx, Ay), p(Ax, Sx), p(Ay, Sy), p(Azx, Sy),p(Ay, Sx)}. Si les conditions sui-

vantes sont satisfaites :

1. S(X) C A(X),
2. A est tangentielle par rapport a S,
3. la paire (A, S) est faiblement compatible,

alors A et S possédent un point fize commun unique dans X .

Corollaire 4.4 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A, B,S,T : X — X des applications

satisfaisant :
p(Sz, Sy) < amax{p(Az, By),p(Az, Sz), p(By, Ty), p(Az, Sy), p(By, Sz)},

ou0<a<l1 SiTX C AX), SX C BX et (A,B) est Tangentielle par rapport a (S,T),
alors A, B, S et T ont un point de coincidence. De plus, si les deux paires (A, S) et {B, T} sont

faiblement compatibles, alors A, B,S et T admettent un point fite commun unique dans X.
Maintenant, on va obtenir le méme résultat du Théoréme [£.2] en utilisant les applications forte-
ment tangentielles.

Théoréme 4.3 Soient (X,p) un espace métrique partiel et A, B,S et T sont des applications
sur X satisfaisant . Si (A, B) est fortement tangentielle par rapport a (S,T) et les deux
paires (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles, alors A, B,S et T ont un point fite commun

unique dans X.

Preuve. Elle est similaire & celle du Théoréme [£.2] dans ce cas nous avons directement z €

AXNBX. m
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Chapitre 5

Théorémes de point fixe commun dans

les espaces métriques généralisés

Dans ce chapitre on va présenter des théorémes pour des applications satisfaisant une condi-

tion contractive de type Berinde et qui sont faiblement compatibles.

5.1 Les espaces métriques généralisés et ses propriétés

Mustafa et Sims [71] ont introduit une importante généralisation pour les espaces métriques
dont ils ont appelés les espaces métriques généralisés ou espaces G-métriques. Premiérement,

nous allons donner quelques définitions basiques et propriétés concernant ces espaces.

Définition 5.1 [71] Soit X un ensemble non vide. Une fonction G : X x X x X — Ry est
dite une métrique généralisée (G-métrique) sur X si et seulement si elle satisfait les conditions

susvantes :
1. G(z,y,z) =0 ssix =y =z,
2. G(x,z,y) > 0, pour tout z,y avec x # vy,
3. G(x,z,y) < G(x,y, z), pour tout x,y,z € X avec z # vy,
4. G(z,y,2) = G(x, z,y) = G(y, z,x) = ... (symétrie pour les trois variables),

5. G(z,y,z) < G(z,a,a) + G(a,y, z), pour tout z,y,z,a € X ( inégalité rectangulaire).
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L’espace (X, G) est dit espace métrique généralisé (G-métrique).
Si pour tout z,y € X on a G(z,y,y) = G(y,z,z), alors (X,G) est dit espace G-métrique

symétrique.

Proposition 5.1 [71)] Soit (X,G) un espace G-métrique. La fonction dg : X x X — R+ telle

que pour tout x,y € X, on a

de(z,y) = G(z,y,y) + G(y, z,z),
définit une métrique sur X.

Si G est symétrique, alors pour tout z,y € X on a dg < 2G(x,y,y) et si cette derniére inégalité

n’est pas véfifié on obtient :

3
2 G2y y) < da(a,y) < 3G(2,y,y)
pour tout z,y € X.

Définition 5.2 [71] Soit (X, G) un espace G-métrique.

— Une suite {zy} est dite suite de Cauchy si et seulement si pour tout € > 0, il existe k € N
tels que G(xp, Tm,x;) < €, pour tout n,m,l >k, c’est adire : G(xp, Tm,x;) tend vers 0
quand n,m,l — co.

— Une suite {x,} est G-convergente si pour tout € > 0, il existe x € X et ng € N, tels que

pour tout n,m > ng, G(z,Tn, Tm) < €.

(X, G) est dit G-complet si toute suite G-Cauchienne {z,,} dans X est G-convergente vers un

point z € X, c’est a dire : lim G(x,zy, ) = 0. Dans ce cas, on dit que I'espace G-métrique
,1M—00

est G-complet.

Proposition 5.2 [7]] Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. {xn} est G-convergente vers x in X,
2. G(xp,xm,x) — 0 quand n,m — oo,
3. G(xn,xn,z) — 0 quand n — oo,

4. G(zp,z,z) — 0 quand n — oo.
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Définition 5.3 [/ Soient (X, G) un espace G-métrique et A, B deuz applications de X dans lui
méme. A et B sont :
— G-compatibles si HILH;O G(ABzy, ABxy, BAx,) =0, ou {x,} est une suite dans X telle que
Azx, et Bz, sont G-convergentes vers un certain z € X,
— G-non-compatibles s’il existe une suite {x,,} dans X telle que les suites {Ax,} et Bxy}
sont G-convergentes vers un certain z € X, mais nl;ngo G(ABxy,, ABx,, BAz,) # 0 ou

n’existe pas.

Définition 5.4 [13] Soient (X, d) un espace métrique et T une application de X dans lui méme.
L’application T satisfait la condition (B) s’il existe 6,> 0, L > 0 tels que pour tout x,y € X, on
a:

d(Tx,Ty) < dd(z,y) + Lmin(d(xz,Tx),d(y, Ty),d(z, Ty),d(y, Tx)).

Abbas et al .|2] ont donné une généralisation a la derniére définition pour deux applications,

appelée condition (B) généralisée.

Définition 5.5 [2] Soient (X, d) un espace métrique et S,T : X — X deux Applications. L’ap-
plication T satisfait la condition (B) généralisée associée avec S si il existe § € (0,1) et L > 0

satisfaisant

d(Tz,Ty) < 0M(z,y) + Lmin{d(Sz, Tx),d(Sy, Ty),d(Sz, Ty),d(Sy, Tx)},

d(Sz,Ty) + d(Sy, Tx)
2

ot M(z,y) = max{d(Sz, Sy), d(Sz, Tx),d(Sy, Ty), )
Soient (X, G) un espace G-métrique et A, B, S,T : X — X sont des applications satisfaisant :
T(X)C A(X) et S(X) C B(X), (5.1)

il existe 0 € [0,1) et L > 0 tels que pour tout z,y € X, on a :

G(Sz, Ty, Ty)) < M (z,y,y))+L min{G(Az, Sz, Sz), G(By,Ty,Ty), G(Az, Ty, Ty), G(By, By, Sx)},
(5.2)

ou

1
M(z,y,y) = max{G(Ax, By, By),G(Sz, Az, Az),G(By, Ty, Ty), 5(0(5% By, By)+G(Az, Ty, Ty))},
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Soit z un arbitraire dans X. Comme S(X) C B(X), il existe un point z; € X tel que Bz = Sxo.

Pour ce point, il existe un point x5 € X satisfaisant Aze = T'x1. En continuant sur cette maniére,

on peut construire deux suites {z,} et {y,} dans X comme suit :

Yont+1 = Bxopy1 = Sway,

Yont2 = Axopnio = TTon41

Lemme 5.1 La suite {y,} définie par est une suite de Cauchy dans (X, G).
Preuve. Premiérement on va prouver :

lim G(Yn+1, Yn+2, Yn+2) =0

n—o0

G(Yon+1, Yon+2: Yon+2) = G(Szopn, Txont1, Txont1) < d max{G(Axa,, Broni1, Brony1),

1
G(Sxon, Azon, Axay), G(Bront1, Tront1, TTont1), §(G(S$2n, Bxopi1, Bropt1)+(G(Azan, Txons1, Txont1))

+L min{G(Azay,, Sxon, Son), G(Brop+1, Txont1, TTont1),
G(Azon, Trant1, Trony1), G(Bxany1, Brani1, St2,)}
= 6 max{G(Y2n, Y2n+1, Y2n+1)s G(Y2n+1, Y2n, Y2n): G(Y2n+1, Y2n+2, Yan+2),
%(G(yZnJrl, Yon+1, Yon+1) + G(Y2n, Y2nt2: Yant2)) } + Lmin{G (yan, Y2n+1: Y2n+1)
G(Y2n+1, Y2n+2, Yon+2)s G(Y2ns Yont2, Yont2), G (Y2n+1, Yon+1, Yont1) }
= 6 max{G(Y2n, Y2n+1, Y2n+1): G(Y2n+1, Y2n, Y2n): G(Y2n+1, Yon+2, Y2n+2),
%[G(ym Yon+2, Y2n+2)+G (Yon, Yon+2, Yont2) [} L min{ G (yan, Yan+1, Yont1), G(Yont1, Y2n+2, Yont2, 0)}

< dmax{G(y2n, Y2n+1:Y2n+1)s G(Y2n+1, Y2n: Y2n)s G(Y2n+1, Y2n+2, Y2n+2), G(Y2n+2, Y2n, Yon }

G(Y2n+1, Y2n+2, Yon+) < 0G (Y2n, Y2n+1, Y2n+1)-

Si

G(Y2n, Y2n+1:Y2n+1) < G(Y2n+1, Y2n+2, Yont2),
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en appliquant (5.1)), on obtient :

G(Y2n+1, Yon+2, Yon+2) < 0G (Yan+1, Yont2: Yont+2) < G(Y2n+1, Yon+2, Y2n+2),

qui est une contradiction, donc on a :

G(Y2n+1, Y2n+2: Y2n+2) < 6G(Y2n, Yon+t1, Y2n+1)

< 52G(y2n717 Yon, y2n)
< 8*G(y2n—2, Y2n—1,Y2n—1)

o <P Gy, 1, )
Par induction, on trouve :
G(Ynt1, Yn+2: Ynt2) < 6" G (o, y1. 41)-

Pour tout n,m € N, tels que m > n, on a :

G(Yn, Ym>Ym) < G(Yns Yn+1), Ynt1) + GUnt1, Ynt2, Ynt2) + oo + G(Ym—1,Ym, Ym)

< 6”(1 +64 ... 4+0"")G (Yo, y1,¥1)
671

<
—1-9

G(yo,y1,y1) — 0 quand n — oo.

Pour n,m,l € N et d’aprés 'inégalité rectangulaire on obtient :

G (Yns Yms Y1) < GWnis Ymos Ym) + G Ymos Um)

en faisant n,m,l — oo, on trouve : li§n G(Yn,Ym,y1) = 0. D’out {y,} est une suite G-
n,m,l—o00

Cauchienne dans (X, G). La complétude de (X, G) implique que {y,} est G-convergente vers un

certain z € X. m

Théoréme 5.1 Soient (X,G) un espace G-métrique complet et A, B,S et T des applications
sur X satisfaisant (5.1),(5.9) et A(X) ou B(X) est fermé. Si en outre (A,S) et (B,T) sont

faiblement compatibles, alors A, B,S et T ont un point fite commun unique dans X.

Preuve. D’aprés le Lemme la suite {y,} est G-Cauchienne et puisque (X, G) est complet,

alors elle est G-convergente vers z € X. La sous-suite {yan12} = {Azani2} converge aussi vers
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z. Comme A(X) est fermé, alors il existe u € X tel que z = Au.

On va démontrer que z = Swu, sinon d’aprés(b.2)), on trouve :
G(Su, Txon+1, Tront1) < 0 max{G(Au, Bxoy+1, Brop+1), G(Au, Su, Su),

1
G(Baantt, Tront1, Toan41), 5 (G (A, Taons1, Toonrr) + G(Su, Brant1, Brant))}
+L IIliIl{G(Au, Su, Su), G(B:Iign_H, Txon+1, Tx2n+1), G(Au, Txon+1, Tx2n+1)+G(Su, Bxopy1, Bx2n+1)}.
En faisant n — oo, on obtient :

G(Su, Au, Au) < 6G(Su, Au, Au) < G(Su, Au, Au),

qui est une contradiction. Alors Su = Au = z.
D’ailleurs, Sx C BX implique qu’il existe un point v € X satisfaisant Su = Bv.

On va prouver que Bv = T, sinon d’aprés (5.2)) on a :
1
G(Bv,Tv,Tv) = G(Su,Tv,Tv) < § max{G(Au, Bv, Bv), G(Bv,Tv, Tv), iG(Au,Tv,Tv)}

< 0G(Su, Tv, Tv) < G(Bv,Tv,Tv),

qui est une contradiction. D’ott Bv = Tv = z et donc v est un point de coincidence pour B et T’
. La compatibilité faible de (A, S) implique que Az = Sz. De méme pour la paire (B,T), on
trouve Bz =Tz

. Prochainement, on va prouver que z = Az, sinon en appliquant ([5.2)), on obtient :
1
G(Az,z,z) = G(Sz,Tv,Tv) < d max{G(Az, Bv, Bv), §(G(AZ,TU,TU) + G(Sz,Bv,Bv))}

<O0G(Az,z,2) < G(Az, z, z),

qui est une contradiction. Alors z = Az.
Similairement, on trouve z = Bz = T'z. Par conséquent z est un point fixe commun pour A, B, S
et T.

Pour I'unicité, supposons w est un autre point fixe commun. En appliquant(5.2)) on a :
G(z,w,w) = G(Sz,Tw, Tw) < § max{G(Az, Bw, Bw),G(Az,Sz,5z), G(Bw, Tw, Tw),

1
i(G(Az, Tw,Tw) + G(Sz, Bw, Bw))}
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+Lmin{G(Az, Sz,Sz), G(Bw,Tw,Tw),G(Az, Tw,Tw), G(Sz, Bw, Bw)}
<0G (z,w,w) < G(z,w,w),

qui est une contradiction. Donc z est unique. m
Théoréme généralise le Théoréme 3.1 dans le papier [56] aux espaces G-métriques. Il généra-

lise aussi Théoréme 3.2 de Abbas et.al [2], Théoréme 2.3 dans [13] et Théoréme 3.4 de Berinde [24].

SiS=Tet A= B, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 5.1 Soient (X,G) un espace G-métrique complet et A, S : X — X des applications

de X dans lui méme. Supposons que SX C AX et pour tout x,y € X on a :
1
G(Sz, Sy, Sy) < dmax{G(Ax, Ay, Ay), G(Az, Sz, Sz), G(Ay, Sy, Sy), Q(G(Ax, Sy, Sy)+G(Ay, Sz, Sx)}

+Lmin{G(Az, Sz, Sz), G(Ay, Sy, Sy), G(Az, Sy, Sy) + G(Ay, Sz, Sz)},
00, 0<0<1and L >0.58ilapaire (A,S) est faiblement compatible et le sous-espace A(X) est
fermé, alors A et S ont un point fize commun unique dans X.

Corollaire [5.1] généralise Corollaire 2.2 dans [56].

Théoréme 5.2 Soient (X, G) un espace G-métrique et A, B, S et T des applications de X dans
lui méme satisfaisant les conditions suivantes :
(a) TX C AX, SX C BX,

(b) il existe § € [0,3) et L >0, tels que :

G(Sz,Ty,Ty) < 6N(z,y,y)+Lmin{G(Az, Sz, Sx), G(By, Ty, Ty), G(Az, Ty, Ty), G(By, Sz, Sz)},
(5.4)

pour tout x,y € X, o
N(z,y,y) = max{G(Az, By, By), G(Az, Sz, Sx), G(By, Ty, Ty), G(Az, Ty, Ty), G(By, Sz, Sx)},

(¢) A(X) ouT(X) est fermé,
(d) les paires (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles.

Alors A, B, S et T admettent un point fite commun unique dans X .
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Preuve. Soit {y,} une suite définie par (5.3). On a :

N(z2n, Tant1, Tant1) = max{G(Axay, Bxopi, Broni1), G(Azay, STon, Sty ),

G(Bzon+t1, Tront1, Tront1), G(Azan, Twont, Tront1), G(Bxont1, STon, Stan)}
< max{G(y2n, Y2n+1,Y2n+1), G(Y2n+1, Y2nt1Y2n+1) G(Y2n, Y2nt2, Yon+2) }
< G(Y2n: Y2n+1:Y2n+1) + G(Y2n+1, Y2n+2, Yont2)

< 2max{G(Y2n, Yon+1, Y2n+1), G(Y2n+1, Y2nt2, Yoni2)

min{G(Af]}'Qn, SxQna Sx?n)7 G(Bm‘Qn-‘rla Tx2n+17 T.fC2n+1), G(A:LQH; Tx2n17 T$2n+1), G(Bx2n+17 SI‘Qn, SxQn)}7

= G(Y2n+1,Y2n+1, Y2n+1) = 0.

En utilisant (5.4), on trouve :
G (Y2n+2, Yn+1, Yont2) = G(STan, TTont1, TTont1)

< 26 max{G(y2n, Y2n+1) G(Y2n+1, Y2n+2, Y2n+2) }

Si G(Y2n, Yon+t1, Y2n+1) < G(Y2n+1, Y2n+2; Y2nt2), O0 &
G(Y2n+1,Y2n+2, Y2n+2) < 20G (Y2n+1, Yon+2: Yon+2) < G(Y2nt1, Yon+2, Yon+2),

qui est une contradiction. D’ot :

G(Yan+1: Y2nt2: Yont2) < 260G (Yan, Yont1, Yont1) < 220°G(Yan—1, Yon, Yon) < ...

Par induction on obtient :

G(y’n—i-l? Yn+2, yn+2) S (25)n+1G(y07 Y1,Y1,

ou il implique G(Yn+1, Yn+2, Yn+2) — 0, quand n — oo.

Donc pour tout n,m € N tels que m > n on trouve :

G(yrn Ym, ym) < G((yna yn—i-l)u yn+1) + G(yn+17 Yn+2, yn+2) + ...+ G(ym—l’ Ym, ym)

< (25)"(1 +d+ ... +0""G(yo,y1, Y1)
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20"
<
—1-9

G(yo,y1,y1) — 0 asn — oo.

Par conséquent {y,} est une suite G-Cauchienne dans (X, G).
Comme X est G-complet, alors {y,} est G-convergente vers un point z € X, la fermeture de
A(X) implique que la sous-suite { Axa,42} est G-convergente vers z € A(X), donc il existe un

point v € X, tel que z = Au. On va prouver z = Su, sinon en appliquant on a:
G(Su, Txon+1, Tront1) < 0 max{G(Au, Bxoy+1, Brop+1), G(Au, Su, Su),

G(Bxan+1, Txon+1, Tx2n11), G(Au, Txopt1, To2n41), G(Su, Brant1, Bront1))}
+Lmin{G(Au, Su, Su), G(Bran+1, Txon+1, Txon+1), G(Au, Ton41, To2n41), G(Su, Bxony1, Broni1)},
laissant n — 0o, on obtient

G(Su, z,z) < dmax{G(z, Su, Su), G(Su, z, z) },
mais G(Su, Su,z) < G(Su, z,z) + G(z, 2z, Su) = 2G(Su, z, z), donc on trouve
G(Su, z,z) <20G(Su,z,z2) < G(Su, z, 2),

qui est une contradiction. Alors Su = Au = z.
L’inclusion Sz C BX implique qu’il existe un point v € X, tel que Su = Bv. Montrons que

z = Tv, sinon en appliquant (5.4]) on a :
G(z,Tv,Tv) = G(Su,Tv,Tv) < dmax{G(z,Tv,Tv),G(z,Tv,Tv)}

<0G(z,Tv,Tv) < G(z,Tv,Tv),

qui est une contradiction. Donc Bv = Tv = z et v est un point de coincidence pour B et T.
La paire (A, S) est faiblement compatible, donc Az = Sz. De méme pour la paire (B,T), on
obtient Bz = T'z.

Prochainement, on va prouver que z = Az, sinon d’aprés (5.4) on trouve :
G(Az,z,2) = G(Sz,Tv,Tv) < é max{G(Az, Bv, Bv), G(Az,Tv,Tv),G(Sz, Bv, Bv))}

<0G(Az,z,2) < G(Az, z,2),

qui est une contradiction. Alors z = Az.

Similairement, on trouve z = Bz = T'z. D’o1, z est un point fixe commun pour A, B,S et T
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L’unicité est similaire comme dans la preuve du Théoréme [

Théoréme [5.2| généralise et étend théoréme 3.2 de Berinde [24] et théoréme 3.2 dans [56] aux
espaces G-métriques.

SiS=T et A= B, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 5.2 Soient (X, G) un espace G-métrique complet et A, S : X — X deux applications

de X dans lui méme satisfaisant :

G(Sz, Sy, Sy) < IN(z,y,y)+Lmin{G(Az, Sz, Sx), G(Ay, Sy, Sy), G(Azx, Sy, Sy), G(Ay, Ay, Sz)},
ol

N(z,y,y) = max{G(Ax, Ay, Ay), G(Az, Sz, Sz), G(Ay, Sy, Sy), G(Az, Sy, Sy), G(Ay, Ay, Sx)}.

Si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. SX C AX,
2. AX est fermé,
3. la paire (A, S) est faiblement compatible,

alors S et A ont un point fixre commun unique dans X.

Théoréme 5.3 Soient (X, G) un espace G-métrique complet et A, B, S et T des applications de
X dans lui méme satisfaisant et :

G(Sz,Ty,Ty)) < 60(z,y,y)) + L min{G(Bz, Sz, Sx)), G(By, Ty, Ty),
G(Az, Ty, Ty), G(By, By, Sz)}, (5.5)
pour tout ¢,y € X, ot

1

0(z,y,y) = max{G(Az, By, By), 5(0(5% Az, Az) + G(By, Ty, Ty)),
1

§(G(Sl', By, By) + G(Az, Ty, Ty))}.

Si AX ou BX est fermé et les paires (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles, alors A, B, S

et T admettent un point fixre commun unique dans X .
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Preuve. Elle est similaire & celle du Théoréme 5.1 =

Maintenant, on va illustrer notre résultats par I’exemple suivant :
Exemple 5.1 Soit X = [0,2] muni de la G-métrique :
G(xv Y, Z) = max{\x - y‘: ‘.’I} - Z’v ‘y - Z’}7

Consideérons les applications A, B, S et T définies par

2—z, 0<zx<1
Ax = Br=«¢ 1
%, l<ax<2

Sx

I
~
8
I

|

1<z <2

D=
—
A\
8
AN
[\

Clairement, (X, G) est un espace G-métrique complet. Le sous-espace B(X) = [0, 2] est fermé,
TX = {51} c AX = (£, 4]U[1,2] et SX =[0,1] C BX.

Choisissons § = % dans le Théoréme pour linégalité . On a les cas suivants :

1. Pour z,y € [0,1], on a :
G(Sz, Ty, Ty) =1 —z| < f|1 —z| = -G(Az, Sz, Sx)
2. Pourxz €[0,1) ety € (1,2], on a :

OT\CD

4
5G(By,Ty7Ty),

3. Pourl<z<2etyecl01],ona:

G(Sz, Ty, Ty) =

oo\»—n

1
—0\7 2z < G(Aw Sz, Sx)

4. Pour x,y € (1,2], on a :

G(Sz, Ty, Ty) =

ool w
oﬂ@

4
< 5G(By,Ty,Ty)~

Le point 1 est un oint de coincidence. Il satisfait AS1 == SA1 =1 et BT1=TB1 =1, ce qui

implique que (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles. Par conséquent, toutes les hypothéses

du Théoreme [5.1] sont satisfaites, donc 1 est l'unique point fize commun pour A, B, S et T.
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Chapitre 6

Applications

Ce chapitre est consacré pour quelques applications. Premiérement, on va appliquer le Théo-
réme pour garantir l’existence et 'unicité de la solution commune d’un systéme d’équations
intégrales de type Fredholm. Pour le deuxiéme application, on va appliquer le Corollaire pour
montrer 'existence et I'unicité d’un systéme des équations fonctionnelles qui apparaissent dans

la programmation dynamique.

6.1 Existence d’une solution commune d’un systéme des équa-

tions intégrales

On va utiliser le Théoréme pour établir 'existence et I'unicité de la solution commune
d’un systéme des équations intégrales de type Fredholm.

Considérons le systéme des équations suivant :

2(t) = f(t) + [P Ki(t,s,9(s))ds, t,s€l=]a,b]
y(t) = f(t) + [0 Ka(t,s,z(s))ds, t,s € [a,b] (6.1)

ouna,beR, I =Ja,b]et Ki,Ky:IxIxR — R sont des fonctions continues et f € C(I,R) :I’en-
semble des fonctions continues de I dans R.

Il est clair que l'espace C(I,R) muni de la métrique :

d(u,v) = max |u(t) — v(t)]
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est un espace métrique complet.

Théoréme 6.1 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. I eziste une fonction 6 : I x I — R telle que pour tout x,y € C(I,R), on a :
(K1 (t, 5,y(s) — Ka(t,s,2(s))] < 0(t, 5)o(|z — yl)
, 0t @ Ry — Ry est une fonction croissante, telle que p(x) =0 si et seulement si x = 0.

2. SUpser f; 0(t,s)ds < 1.

Alors le systeme admet une solution commune unique dans C(I,R).

Preuve. On Considére les deux applications :

b
Sz(t) = f(t) +/ Ki(t,s,y(s))ds,s, t €1

b
Tz(t) = f(t) —I—/ Ksy(t,s,x(s))ds,

ou A,B:C(I,R) — C(I,R). Le systéme admet une solution commune si et seulement si A
et B ont un point fixe commun dans C(,R).

Puisque f et K; sont continues, alors A et B sont continues. Donc {S,id}, {T,id} ( id I'identité
dans l'espace C(I,R)) sont sous-séquentiellement continues et compatibles de type (E). De plus

on a :

(K (t,s,y(s) — Ka(t, s, 2(s))| < 0(t, 8)p(|lz —yl)

b b
|59w>—zvmw|=:y/ lﬁ(tSﬂiﬁ-—Bbﬁyayhﬂﬁﬁlém/ 0(t, 5)6 (1 — y))|ds,

b
swm—yy/emﬁwgwMﬂmw>

, ou M(x,y) = max{d(z,y),d(x, Sx),d(y, Ty),d(z,Ty),d(y, Sx)}. Par conséquent, toutes les
hypothéses du Théoréme 2.1favec F(t) = t) sont satisfaites, alors A et B ont un point fixe

commun unique D’ot, le systéme (/6.1) admet une solution commune unique. m
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6.2 Solution commune d’un systéme des équations fonctionnelles

Dans cette section, on va établir I’existence et I'unicité d’une solution commune d’un systéme
des équations qui apparaissent dans la programmation dynamique.
Soient X et Y des espaces de Banach, W C X est un espace d’état et D C Y est un espace de
décision. On désigne par B(W) I’ensemble de toutes les fonctions définies et bornées dans W.
Bellman et Lee [I5] ont mentionné que la forme fondamentale de I’équation fonctionnelle de la

programmation dynamique est :

f($) = OptyEDH(xa Y, f(’T(CL‘,y))),

ol H. WXxDXR—->R, 7:WxD-—=>W.

Maintenant, on va étudier l’existence et 1'unicité d’une solution commune pour un systéme

des équations fonctionnelles suivantes :

Fi(z) = sup{u(z,t) + Hi(z,y, Fi(t(x,y)))}, i=1,2.
yeW

Gi(ﬂ:)ZSSVI;{U(%y)+Ki(x,y,Gi(T(x,y)))}, i=1,2. , (6.2)

On munit 'ensemble B(W) de la métrique :

h,k € B(W), d(h,k) = sg‘%)/ |h(z) — k(x)]

Définissons les applications :

Sh = ;élvp[)/{u(x,t) + Hy(z,y, h((x,y)))}

Th = ysgvlg/{u(a:,t) + Ki(z,y, h(r(2,v)))}

Ah = sup{u(x,t) + Hao(x,y, h(7(z,y)))}
yeW

Bh = sup{u(zx,t) + K2(z,y, h(7(z,y)))}
yeW

Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

(C1) : H; et K; sont bornées, i = 1,2.
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(Co) : Pour tout z,y € W et h,k € B(W), il existe une fonction ¢ : Ry — R, croissante
et semi-continue supérieurement satisfaisant ¢ (¢) = 0 si et seulement si ¢ = 0 et pour tout

t>0,Y(t) <t telle que :

|Hi(z,y,h) — K1(z,y,k)| < (max(d(Azh, B2k),d(Sh, Ah),d(Tk, Bk),

d(Ah, Tk), d(BE, Sh))),
(Cs) : 1l existe une suite {h,,} dans W et h,k € B(W) telles que
lim sup|Sh,, —h| = lim sup|Ah, — h| =0,
n—o0 n—oo

et

le sup |[SAh,, — Sh| = 0,
(Cy) : Pour toute suite {p,} dans W et p € B(w) telle que
lim sup |p, —p| =0
n—oo

on a

lim sup |S%*p, — Ap| = lim sup |SAp, — Ah| =0
n—oo n—oo

(Cs :) 1l existe une suite {k,} dans W et k € B(W) telles que
lim sup|Tk,, — k| = lim sup|Bk, — k| =0,

et

lim sup|T' Bk, —Th| =0
n—oo
lim sup|SAh, —Sh|=0.
n—oo
(Cs) : Pour toute suite {g,} dans W et ¢ € B(W) telles que
lim sup|g, —¢q| =0
n—oo

on a

lim sup ]Tzqn — Bq| = lim sup|TBg, — Bq| =0,
n—o0 n—oo
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Théoréme 6.2 Sous les hypothéses (C1) — (Cs), le systéme admet une solution commune
unique dans B(W).

Preuve. Le systéme ([6.2]) admet une solution commune si et seulement si les applications A, B, S,
et T possédent un point fixe commun.

Pour tout h,k € B(W) et € > 0, il existe y, z € D tels que

Sh < u(z,y) + Hy(z,y, h(r(z,y))) + &, (6.3)
Th < u(z, 2) + Ki(x, 2, k((2, 2))) + &, (6.4)

D’aprés
Sh > u(z, 2) + Hy(x, 2, h(r(z, 2))), (6.5)
Tk > u(z,y) + Ky (2, y, k(r(z, 1)), (6.6)

En utilisant et (6.5) on a :
Sh—Tk < Hi(z,y, h(7(2,y))) — Ki(2,y,k(7(2,9))) + ¢
< ¢(max(d(Ah, Bk),d(Ah, Sh),d(Bk,Tk),d(Ah,Tk),d(Bk,Sh))) + ¢, (6.7)
D’apres et on obtient :
Sh—Tk > Ki(z,y, MT(x,y))) — hi(z,y, k(T(z,y))) — €
> —ip(max(d(Ah, Bk),d(Sh, Ah),d(Bk,Tk),d(Ah,Tk),d(Bk,Sh))) — ¢, (6.8)
alors et impliquent que
d(Sh, Tk) = sup |Sh — Th| < |Hi (2, g, h(r(z,))) — K1 (., k(r(z,9)))| + &

< (max(d(Ah, Bk),d(Sh, Ah), d(Bk, Tk), d(Ah, Tk), d(Bk, Sh))) + e,

et comme la derniére inégalité est vraie pour chaque € > 0 arbitraire, on peut écrit :

d(Sh, Tk) < v(max(d(Ah, Bk),d(Sh, Ah),d(Bk, Tk),d(Ah, Tk), d(Bk, Sh))). (6.9)

Les conditions (3) et (4) impliquent que la paire { A, S} est S-sous-séquentiellement continue et S-

compatible de type (E) et la paire {B, T} est T-sous-séquentiellement continue et T-compatible
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de type (E). Par conséquent, toutes les conditions du Corollaire sont satisfaites, donc les
applications A, B, S et T ont un point fixe commun unique dans B(W) et ce point est une

solution commune du systéme des équations fonctionnelles (6.2)). m
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