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Résumé

L’objectif de cette thèse est l’étude d’existence et d’unicité des points fixes communs pour

diverses applications, univoques ou multivoques, définies sur des structures métriques et liées

par des conditions contractives. Plusieurs théorèmes de point fixe commun ont été établis et

démontrés pour des applications qui satisfont une certaine commutativité comme la compatibilité,

la compatibilité faible, la compatiblité de type (E) ou fortement tangentielles. Ces applications

sont soumises à des conditions contractives, contractives de type Gregus, ou contractives de

type integrales et qui sont, dans certains cas, implicitement liées sur des espaces métriques

généralisés. Ces résultats ont été apliqués aux équations intégrales et aux équations fonctionnelles

qui apparaissent dans la progammation dynamique.

Mots clés. Applications faiblement sous-séquentiellement continues, contractions générali-

sées, applications fortement tangentielles, espace métrique partiel, espace métrique généralisé,

progammation dynamique, équations intégrales.



Abstract

The objective of this thesis is to study the existence and uniqueness of common fixed points for

single valued and multivalued mappings under different contractive conditions in certain metric

structures. Several common fixed point theorems were established and proved for mappings

satisfying commutativity properties such as compatibility, weak compatibility, compatibility of

type (E) or tangential. The used mappings satisfy contractive conditions of Gregus or integral

type via implicit relations on generalized metric spaces. The obtained results are applied to

integral equations and functional equations which appear in dynamic programming.
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Introduction S.Beloul

Introduction

La théorie du point fixe sur des espaces métriques a plusieurs et différentes applications en

analyse non linéaire, physique, économie.... Son histoire a commencé par les travaux de S. Banach

dans son papier [12] (publié en 1922). Banach a établi l’existence et l’unicité du point fixe d’une

contraction dans un espace métrique complet. Il a appliqué son théorème, connu sous le nom

principe de l’application contractante, à la résolution des équations intégrales. Par la suite, les

recherches de mathématiciens ont pris différentes directions en s’inspirant du principe de Banach,

elles sont concentrées sur :

– L’étude d’existence et d’unicité du point fixe,

– La construction d’un algorithme pour le calcul,

– La convergence de l’algorithme en question,

– La stabilité de cet algorithme construit.

Après les travaux de Banach, il y a eu de nombreux essais pour améliorer et généraliser le

problème d’existence et d’unicité, l’un de ces travaux fut celui de Rakotch [83], où il a remplacé

la constante de la contraction par une fonction positive, décroissante à image dans l’intervalle

[0, 1]. Par ailleurs, Edelstein [40] a établi quelques résultats en utilisant une condition contractive

plus stricte. Il a produit quelques travaux qui sont d’une grande importance et qui généralisent

les résultats de Rakotch. On peut classer les étapes principales de développement de la théorie

du point fixe comme suit :

1. La contraction non linéaire, ou la contractivité de Boyd et Wong [30] en 1969,

2. La contraction de Meir-Keeler [67] en 1969,

3. Généralisation de Geraghty [43] (1973),

4. La contraction faible, Alber et Guerre-Delabriere [6](1997),

5. La contraction de type intégrale, Branciari [31] (2002),

6. La contraction de type Suzuki [97] (2008).

En effet, parmi les plus importantes et qualitatives généralisations au résultat de Banach et

de Rakotch sont incontestablement celles qui étaient introduites par Boyd et Wong en 1969, où

les auteurs ont remplacé la constante de la contraction par une fonction positive, croissante et

la limite de la composition de n-fois de cette fonction tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini.
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Introduction S.Beloul

Leur résultat obtenu est connu sous le nom : le principe de la contraction non linéaire. Aussi, on

trouve dans la littérature d’autres travaux importants comme ceux de Kannan [59], Ciric [33],

Chaettjea [34] et Zamferscu [99]. Ce dernier a pu unifier les trois contractivités, de Banach [12],

Ciric [33] et de Chattijea [34] en un seul théorème plus général. En 1977, Rhoades [85] a établi

un théorème faisant l’équivalence entre les conditions contractives précédentes.

Geraghty [43] a présenté un autre type de conditions contractives, il a changé la constante de la

contraction par une fonction qui prend ses valeurs dans l’intervalle [0, 1). En 1997, Jachymski [49]

a établi un théorème qui fait une comparaison entre certains types de contractions, il a donné

l’équivalence entre la contractivité de Matkwoski [69], et de Boyd-Wong [30].

En 2002, Branciari [31] a introduit la contraction de type intégrale, il a obtenu un résultat esthé-

tique dans ce domaine. Malheureusement, après quelques années, Suzuki [96] a mentionné que

le résultat de Branciari [31], n’est autre que celui de Meer-Keeler [67]. Par la suite, plusieurs

auteurs se sont impliqués et ont établis des résultats améliorant ainsi les contractions intégrales.

Alber et Guerre-Delabriere [6] ont introduit le concept de la contraction faible dans des espaces

de Hilbert. En 2001 Rhoades [86] a prouvé que les derniers résultats sont valables dans les espaces

métriques. Ce type de contraction est une généralisation du type de la contraction de Boyd et

Wong [30] et de Reich [84]. On peut voir aussi facilement que toute contraction est une contrac-

tion faible.

La théorie du point fixe métrique pour les applications multivoques a été considérée par plu-

sieurs auteurs à cause de ses applications intenses à la théorie des jeux, l’économie, les inclusions

intégrales ou différentielles, problèmes de minimisation...etc. L’étude de ce type d’applications a

commencé par Nadler [78] qui a utilisé la métrique de Hausdorff pour les contractions multivoques

dans les espaces métriques. Plus tard, plusieurs travaux concernant l’existence d’un point fixe

pour des applications multivoques ont été publiés, voir par exemple [28, 38, 57, 62, 88, 94, 98].

Généralement, pour établir un point fixe commun métrique, on a besoin d’une relation de

commutativité entre les applications étudiées, la continuité et une condition contractive ainsi que

la complétude ou la fermeture d’espace (ou sous-espaces). Pour cela, Jungck [50] a introduit et

utilisé la commutativité de deux applications d’un espace métrique dans lui-même pour établir

un point fixe commun. Cette dernière notion a été généralisée par Sessa [89] en introduisant la
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commutativité faible. En 1986 Jungck [51] a amélioré la propriété de commutativité et commu-

tativité faible, à une nouvelle notion plus générale, c’est la propriété de compatibilité entre deux

applications d’un espace métrique dans lui-même. Plus tard, cette dernière notion était généra-

lisée aux divers types de compatibilité : compatibilité de type (A), compatibilité de type (B),

compatibilité de type (C), compatibilité de type (P). Jungck et Rhoades [55] ont introduit un

concept qui généralise tous les types précédents en introduisant la compatibilité faible. En 1998,

Pant [76] a prouvé que la compatibilité faible est équivalente à la R−commutativité faible due

à Pant [75]. D’autre part, l’étude des applications non compatibles a été commencée par Pant

[77] qui a introduit la continuité réciproque qui était généralisée à la continuité réciproque faible.

Dans le même cadre des applications non compatibles, Sastry et Murthy [87] ont introduit les

applications tangentielles, ils ont mentionné que les applications compatibles sont tangentielles,

de plus, il existe des applications qui sont non compatibles mais tangentielles. Après cela, Aamri

et EL-Moutawakil [1] ont redécouvert la propriété (E.A). En 2009, Pathak et Shahazad [82] ont

amélioré la propriété des applications tangentielles en l’appliquant à quatre applications pour

établir un point fixe commun dans un espace métrique. La dernière propriété a été étendue aux

applications multivoques par Sintunavarat et Kumam [94]. Dans l’année 2014, Chauhan et al.[35]

ont modifié le concept des fonctions tangentielles pour les multivoques. Ils ont ajouté une condi-

tion supplémentaire appelée tangentielle forte. Récemment, Al-Thagafi et Abbas [11] ont donné

une généralisation au concept de compatibilité faible, c’est la compatibilité occasionnellement

faible. Diric et al.[39] ont observé que sous une condition d’existence d’un point de coïncidence

pour deux applications sur un espace métrique, alors faiblement compatibles équivaut à faible-

ment occasionnellement compatibles. En 2009 Bouhadjera et Godet Thobie [29] ont introduit

la notion de la compatibilité super-faible et la continuité sous-séquentielle. Elles ont combiné

les deux propriétés pour établir un point fixe commun. Après deux ans Imdad et al. [46], ont

observé que le résultat de Bouhadjera et Godet Thobie [29] n’est pas vrai car on n’a pas le choix

d’obtenir la même suite, mais le résultat sera correct si on remplace la compatibilité super-faible

par la compatibilité et la continuité sous-séquentielle par la continuité réciproque.

Pour la réalisation de notre thèse, on a étudié plusieurs articles sur le point fixe univoque et

multivoque. On a essayé d’établir quelques théorèmes de point fixe commun avec des conditions

8
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plus faibles. On a pu aboutir à quelques résultats partiels et quelques remarques qu’on a résumées

dans cette thèse. Comme d’habitude, le premier chapitre sera consacré à quelques définitions et

des éléments basiques qui sont indispensables pour le reste de notre travail. Plus particulièrement,

on présente dans ce chapitre :

– Certains types de contractions ainsi qu’une comparaison entre eux,

– Quelques propriétés de commutativité comme la commutativité faible entre deux appli-

cations dans les espaces métriques ainsi que la compatibilité et ses généralisations. En

particulier, la compatibilité de type (A), de type (B), de type (C), de type (P), com-

patibilité de type (E), compatibilité faible et compatibilité super-faible, les applications

tangentielles, fortement tangentielles et la propriété (E.A) commune seront définies.

– La continuité réciproque, la continuité réciproque faible, la continuité sous-séquentielle et

la continuité sous-séquentielle faible.

Dans le deuxième chapitre, on va détailler nos travaux [17] et [18], plus précisément :

1. L’article [17] contient des théorèmes de point fixe commun pour quatre applications qui

sont faiblement sous-séquentiellement continues et compatibles de type (E) satisfaisant une

condition contractive généralisée définie sur un espace métrique.

2. L’article [18] contient quelques théorèmes pour des applications faiblement sous- séquen-

tiellement continues et compatibles de type (E) vérifiant des contractions faiblement géné-

ralisées. Par ailleurs, on va détailler nos travaux [19], [23].

Dans le troisième chapitre, on trouve :

– Un théorème de point fixe commun pour deux applications univoques et multivoques fai-

blement compatibles et fortement tangentielles satisfaisant une condition contractive de

type intégrale liée par une fonction implicite.

– Un théorème de point fixe commun de type Gregus pour deux applications univoques

et multivoques qui sont sous-séquentiellement continues et compatibles satisfaisant une

condition contractive stricte de type intégrale.

Le quatrième chapitre contient notre travail [20], où on va définir la propriété des applica-

tions tangentielles dans les espaces métriques partielles pour établir des théorèmes de point fixe

commun pour deux paires des applications tangentielles et faiblement compatibles satisfaisant

des conditions contractives faiblement généralisées dans des espaces métriques partiels.

9
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Dans le cinquième chapitre, on s’intéresse à une autre structure métrique. On va présenter cer-

tains théorèmes de point fixe commun de type Berinde dans des espaces métrique généralisés.

Le dernier chapitre sera consacré à quelques applications concernant l’étude de quelques pro-

blèmes comme :

1. L’étude du problème de l’existence et l’unicité de la solution commune pour des équations

intégrales de type Fredholm.

2. L’existence et l’unicité de la solution commune pour un système d’équations fonctionnelles

émanant de la programmation dynamique.

10



Chapitre 1

Conditions contractives et fonctions

compatibles

1.1 Quelques types de conditions contractives

Dans cette section on va citer quelques types de contractions. D’abord, on va donner quelques

définitions et notions basiques concernant les applications contractantes.

1.1.1 Les applications contractantes

Définition 1.1 Soit (X, d) un espace métrique. Une application T : X −→ X est dite :

1. Lipschitzienne (ou k-Lipschitzienne) si et seulement si il existe une constante k ≥ 0 telle

que pour tout x, y ∈ X on a :

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y),

2. contraction ou une application contractante si k < 1,

3. non expansive si et seulement si elle est 1-Lipschitzienne,

4. contractive si et seulement si pour tout x, y ∈ X, on a :

d(Tx, Ty) < d(x, y)

Il est clair que, si T est non expansive, alors elle est Lipschitzienne.

11



Conditions contractives et fonctions compatibles S.Beloul

Contraction de Boyd-Wong

Théorème 1.1 [30] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une application.

Supposons qu’il existe une fonction φ : R+ → R+ semi-continue supérieurement telle que φ(t) < t

pour tout t > 0 et vérifiant :

d(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y))

,pour tout x, y ∈ X. Alors T admet un point fixe unique x∗. En outre, pour tout x ∈ X, on a

lim
n→∞

Tnx = x∗.

Dans ce cas, T est dite φ-contractive ou contraction non linéaire.

Extension d’Eldestein

Théorème 1.2 [40] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une application

satisfaisant :

d(Tx, Ty) < d(x, y),

pour tout x, y ∈ X. Supposons qu’il existe y ∈ X, telle que la suite {xn} définie par : y = x0,

xn+1 = Txn, pour n ≥ 0

possède une sous-suite {xnk
} avec lim

k→∞
xnk

= x ∈ X, alors x est l’unique point fixe de T .

Contraction de Meir-Keeler

Théorème 1.3 [67] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une application

satisfaisant pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ X :

ε ≤ d(x, y) < δ implique d(Tx, Ty) < ε.

Alors T a un point fixe unique dans X. De plus, pour tout x ∈ X on a lim
n→∞

Tnx = x∗.

Contraction de Geraghty

Définition 1.2 Soit (X, d) un espace métrique. L’application T : X → X est dite contraction de

Geraghty si et seulement si il existe une fonction β : R+ → [0, 1) satisfaisant β(tn)→ 1 implique

12
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tn → 0 et pour tout x, y ∈ X on a :

d(Tx, Ty) ≤ β(d(x, y))d(x, y).

Théorème 1.4 [43] Toute contraction de Geraghty d’un espace métrique complet dans lui même

admet un point fixe unique.

Contraction de Matkowski

Définition 1.3 Une application T : X → X d’un espace métrique (X, d) est dite contraction de

Matkowski (ou φ-contraction) si et seulement si il existe une fonction φ : R+ → R+, strictement

croissante vérifiant :

lim
n→∞

ϕn(t) = 0, pour tout t ∈ R+,

et

d(Tx, Ty) ≤ ϕ(d(x, y))

Théorème 1.5 [69] Toute ϕ-contraction T d’un espace métrique complet (X, d) dans lui même

admet un point fixe unique x∗. De plus, pour tout x0 ∈ X, on a lim
n→∞

Tnx0 = x∗.

Contraction de Caristi

Théorème 1.6 [32] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une application sa-

tisfaisant la condition suivante : il existe une fonction φ : X → R+ semi-continue inférieurement

telle que :

d(x, Tx) ≤ φ(x)− φ(Tx),

pour tout x ∈ X. Alors T admet un point fixe.

Contraction de Branciari

Théorème 1.7 [67] Soit T une application d’un espace métrique (X, d) dans lui même satisfai-

sant : ∫ d(Tx,Ty)

0
ϕ(t)dt ≤ k

∫ d(x,y)

0
ϕ(t)dt,

13
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pour tout x, y ∈ X, où 0 ≤ k < 1 et ϕ : R+ → R+ est une fonction intégrable au sens de Lebesgue

vérifiant ∫ ε

0
ϕ(t)dt > 0, pour tout ε > 0.

Alors T admet un point fixe unique x∗. De plus, pour tout x0 ∈ X on a : lim
n→∞

Tnx0 = x∗.

Généralisation de Suzuki

Théorème 1.8 [97] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X. On définit une

fonction décroissante θ : [0, 1)→ (12 , 1]vérifiant :

θ(r) =


1, si 0 ≤ r ≤

√
5−1
2

(1− r)r−2, si
√
5−1
2 ≤ r ≤ 2−

1
2

(1 + r)−1, si 2−
1
2 ≤ r < 1.

Supposons qu’il existe r ∈ [0, 1), tel que

θ(r)d(x, Tx) ≤ d(x, y) implique d(Tx, Ty) ≤ rd(x, y),

pour tout x, y ∈ X. Alors T admet un point fixe unique x∗ dans X. De plus on a lim
n→∞

Tnx = x∗

1.1.2 Comparaison entre certaines contractions

Plusieurs auteurs ont fait une étude de comparaison entre les conditions contractives, parmi

ceux, Rhoades [85], Miszaros [69] et Jachymski [48, 49]. On va citer un théorème de comparaison

due à Jachymski [49] :

Théorème 1.9 [49] Soient (X, d) un espace métrique et T : X → X une application. Alors les

conditions contractives suivantes sont équivalentes :

– (a) Il existe une fonction croissante et continue à droite φ : R+ → R+ telle que T est

φ-contractive.

– (b) Il existe une application Θ : X ×X → R+, avec

inf{Θ(x, y), a ≤ d(x, y) ≤ b} > 0,

pour a, b > 0 telle que :

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)−Θ(x, y), pour tout x, y ∈ X

14
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– (c) Il existe une application Ψ : X ×X → R+, avec

sup{Ψ(x, y), a ≤ d(x, y) ≤ b} > 0poura, b > 0, telle que

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)−Ψ(x, y), pour tout x, y ∈ X

– (d) Il existe une fonction continue ϕ : R+ → R+, avec ϕ(t) > 0 pour tout t > 0, et

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)− ϕ(d(x, y)), pour tout x, y ∈ X

– (e) Il existe une fonction semi-continue supérieurement φ : R+ → R+, telle que T est

φ-contractive.

– (f) Il existe une fonction φ : R+ → R+, telle que lims→t supφ(s) < t, pour t > 0 et T est

φ-contractive.

– (g) Il existe une fonction strictement croissante φ : R+ → R+ vérifiant

lim
n→∞

φn(t) = 0, pour tout t ≥ 0

et T est φ-contractante.

– (h) Il existe une fonction strictement croissante et continue φ : R+ → R+ telle que T est

φ-contractive.

La démonstration du Théorème précédent est basée sur le lemme suivant :

Lemme 1.1 [49] Supposons que 0 ≤ a ≤ b ≤ ∞ et ψ une fonction vérifiant φ(t) < t pour tout

t > 0 et

lim
s→t

supφ(s) < t, pour t ∈ (a, b)

lim
s→a+

supφ(s) < a si t > a,

alors il existe une fonction croissante et continue ψ : [a, b)→ R+ telle que

φ(t) < ψ(t) < t, pour t ∈ [a, b) ∩ (0,∞)

Proposition 1.1 [49] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une application

vérifiant l’une des conditions du Théorème précédent. Alors T admet un point fixe unique.
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1.2 Les applications compatibles

Avant de citer la notion de la compatibilité due à Jungck [51], on va rappeler la définition de

la commutativité et de la commutativité faible :

Définition 1.4 [50] Soient S, T deux applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même.

S et T sont dites commutatives si STx = TSx, pour tout x ∈ X.

Sessa [89] a généralisé la dernière définition en introduisant la commutativité faible.

S et T sont dites faiblement commutatives si et seulement si d(STx, TSx) ≤ d(Tx, Sx) pour

tout x ∈ X.

Définition 1.5 [51] S et T sont dite compatibles si et seulement si lim
n→∞

d(STxn, TSxn) = 0,

pour toute suite {xn} dans X satisfaisant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t,

pour un certain t ∈ X.

Remarque 1.1 Si S et T sont commutatives, alors elles sont faiblement commutatives, donc

compatibles, mais la réciproque est fausse en général

Exemple 1.1 Soient X = R et d la métrique euclidienne. Définissons :

Sx =
x+ 1

2
, et Tx = 2x− 1

Soit la suite {xn} définie pour tout n ≥ 1 par xn = 1 + 1
n . On a :

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = 1

. De plus

lim
n→∞

STxn = lim
n→∞

S(1 +
2

n
) = 1,

lim
n→∞

TSxn = lim
n→∞

T (1 +
1

2n
) = 1.

Donc la paire (S, T est compatible.
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Définition 1.6 [75] Deux applications S, T : X → X sont dites R-faiblement commutatives en

x ∈ X si et seulement si pour un certain R > 0 on a :

d(STx, TSx) ≤ Rd(Sx, Tx)

. Elles sont R-faiblement commutatives sur X s’il existe R > 0 telle que l’inégalité précédente est

vérifiée pour tout x ∈ X.

Kaneko et Sessa [58] ont étendu le concept de compatibilité pour les applications multivoques

comme suit :

Définition 1.7 Soient (X, d) un espace métrique, CB(X) l’ensemble des sous-ensembles non

vides bornés et fermés dans X et A : X → X, S : X → CB(X)l. La paire (A,S) est dite

compatible si pour tout x ∈ X,ASx ∈ CB(X) et

lim
n→∞

H(ASxn, SAxn) = 0,

pour toute suite {xn} dans X satisfaisant lim
n→∞

Sxn = M ∈ CB(X) et lim
n→∞

Axn = t ∈ M , pour

un certain t ∈ X.

1.2.1 Divers types de compatibilité

Définition 1.8 [52] S, T : X → X sont dites compatibles de type (A) si et seulement si

lim
n→∞

d(STxn, T
2xn) = 0 et lim

n→∞
d(TSxn, S

2xn) = 0

pour toute suite {xn} dans X satisfaisant lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t, pour certain t ∈ X.

Définition 1.9 [79] On dit que S et T sont compatibles de type (B), si et seulement si

lim
n→∞

d(STxn, T
2xn) ≤ 1

2

[
lim
n→∞

d(STxn, St) + lim
n→∞

d(St, S2xn)
]
et

lim
n→∞

d(TSxn, S
2xn) ≤ 1

2

[
lim
n→∞

d(TSxn, T t) + lim
n→∞

d(Tt, T 2xn)
]
,

pour tute suite {xn} dans X vérifiant lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t, pour un certain t ∈ X.

Il est clair que compatibilité de type (A) implique compatibilité de type (B), mais la réciproque

n’est pas vraie en général, (voir [79]).
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Définition 1.10 [80] S et T sont dites compatibles de type (P) si et seulement si

lim
n→∞

d(S2xn, T
2xn) = 0

pour toute suite {xn} dans X satisfaisant lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t, pour un certain t ∈ X.

Proposition 1.2 [80] Si S et T sont compatibles de type (P) et Sxn, Txn → t quand n → ∞

pour un certain t ∈ X, alors on a les assertions suivantes :

1. lim
n→∞

T 2xn = St si S est continue en t,

2. lim
n→∞

S2xn = Tt si T est continue en t,

3. STt = TSt et St = Tt, si S et T sont continues en t.

Définition 1.11 [81] S et T sont compatibles de type (C) si et seulement si

lim
n→∞

d(STxn, T
2xn) ≤ 1

3
[ lim
n→∞

d(STxn, St) + lim
n→∞

d(St, T 2xn) + lim
n→∞

d(St, S2xn)],

lim
n→∞

d(TSxn, S
2xn) ≤ 1

3
[ lim
n→∞

d(TSxn, T t) + lim
n→∞

d(Tt, S2xn) + lim
n→∞

d(Tt, T 2xn)],

pour toute suite {xn} dans X satisfaisant lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t, pour un certain t ∈ X.

Définition 1.12 [92] S et T sont dites compatibles de type (E) si lim
n→∞

T 2xn = lim
n→∞

TSxn = St

et lim
n→∞

S2xn = lim
n→∞

STxn = Tt, pour toute suite {xn} dans X vérifiant lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn =

t, pour un certain t ∈ X.

Remarque 1.2 [93] Si St = Tt, alors compatibilité de type (E) implique compatibilité, compa-

tibilité de type (A), compatibilité de type (B), compatibilité de type (C) et compatibilité de type

(P), mais la réciproque est fausse en général.

Généralement si (S, T ) est compatible de type (E), alors elle est compatible de type (B).

Définition 1.13 [93] S, T : X → X sont dites S-compatibles de type (E) si

lim
n→∞

S2xn = lim
n→∞

STxn = Tt

. Elles sont dites T -compatibles de type (E) si

lim
n→∞

T 2xn = lim
n→∞

TSxn = St

pour toute suite {xn} dans X vérifiant lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t, pour un certain t ∈ X.
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Notons que si S et T sont compatibles de type (E), alors elles sont S-compatibles et T -compatibles

de type (E), la réciproque n’est pas vraie en général, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 1.2 Soient X = R+ et d(x, y) = |x− y|. Définissons S et T par :

Sx =

 x, 0 ≤ x ≤ 2

x+2
2 , x > 2

Tx =

 4− x, 0 ≤ x ≤ 2

1, x > 2

Soit la suite {xn} définie par : xn = 2 +
1

n
, pour tout n ≥ 1.

Il est clair que pour tout n ≥ 1, on a : xn > 2 et

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = 2.

De plus

S2xn = S(2 +
1

n
) −→ 2 = T (2) et

STxn = S(2− 1

n
) = 2− 1

n
−→ 2 = T (2).

Donc (S, T ) est S-compatible de type (E), mais

T 2xn = T (2− 1

n
) −→ 2 et

TSxn = T (2 +
1

n
) = 1 −→ 0 6= S(2).

D’où (S, T ) n’est pas compatible de type (E).

1.2.2 Applications faiblement compatibles

Définition 1.14 [53] S et T sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux points de

coïncidence ; i.e., pour tout u ∈ X satisfaisant Su = Tu, alors STu = TSu.

Exemple 1.3 Soit X = [0, 2] muni de la métrique euclidienne, définissons S et T par :

Sx =

 2− x, 0 ≤ x ≤ 1

0, x > 1
Tx =


x+1
2 , 0 ≤ x ≤ 1

1
2 , 1 < x ≤ 2

Le point 1 satisfaisant S(1) = T (1) = 1 et ST (1) = TS(1) = 1, alors la paire (S, T ) est faiblement

compatible.
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Remarque 1.3 La compatibilité, la compatibilité de type (A), la compatibilité de type (P), la

compatibilité de type (B) et la compatibilité de type (C)) implique la compatibilité faible, mais la

réciproque n’est pas vraie en général( voir[53]).

Dans le cas des applications multivoques la définition sera :

Définition 1.15 [53] Soient A : X → X et S : X → CB(X) deux applications sur un espace

métrique (X, d). La paire (A,S) est dite faiblement compatible si pour tout u ∈ X satifaisant

Au ∈ Su, alors ASu = SAu.

Exemple 1.4 Soit (X, d) = ([0, 1], |.|). Définissons A et S par :

Ax =

 1− x, 0 ≤ x ≤ 1
2

0, 1
2 < x ≤ 1

Sx =

 {
1
2}, 0 ≤ x ≤ 1

2

[12 , x], 1
2 < x ≤ 1

Clairement, A(12) ∈ S(12) et AS(12) = SA(12) = {12}. Donc A et S sont faiblement compatibles.

1.2.3 Compatibilité occasionnellement faible

Définition 1.16 [11] S et T sont dites occasionnellement faiblement compatibles si et seulement

si il existe un certain point u ∈ X satisfaisant Su = Tu et STu = TSu.

Le dernier concept est plus général que la compatibilité faible, i.e., faiblement compatibles im-

plique occasionnellement faiblement compatibles (voir [11]).

Abbas et Rhoades [5] ont défini la compatibilité occasionnellement faible dans le cas multivoque

comme suit :

Définition 1.17 Deux applications A : X → X et S : X → B(X) sont dites occasionnellement

faiblement compatibles si et seulement si il existe un certain point u dans X satisfaisant Au ∈ Su

et ASu ⊆ SAu.

Exemple 1.5 Soient X = [0,∞) et d la métrique euclidienne. Définissons A et S par :

Ax = x+ 2, Sx = [x, 2x+ 1]

. Il est clair que le point u = 2 satisfait A(2) = 4 ∈ [2, 5] = S(2) et AS(2) = [4, 7] ⊆ [4, 9] =

SA(2). Donc A et S sont ofc.
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1.2.4 Les applications super-faiblement compatibles

Définition 1.18 [29] Deux applications S et T sont dites super-faiblement compatibles s’il existe

une suite {xn} satisfaisant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t et lim
n→∞

d(STxn, TSxn) = 0,

pour un certain t ∈ X.

Deux applications compatibles ou faiblement compatibles ou occasionnellement faiblement com-

patibles sont super-faiblement compatibles, mais la réciproque est fausse en général, (voir [29]).

1.3 Les applications tangentielles

Définition 1.19 [87] Soient A,B : X → X deux applications. Un point t ∈ X est dit tangent

pour A et B, s’il existe une suite {xn} dans X satisfaisant

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Bxn = t,

pour un certain t ∈ X. Dans ce cas, A et B sont dites des applications tangentielles.

1.3.1 La propriété (E.A)

Définition 1.20 [1] Soient S, T : X → X. La paire (S, T ) satisfait la propriété (E,A) s’il existe

une suite {xn} dans X, telle que

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t,

pour un certain t dans X.

Remarquons que si (S, T ) est compatible, alors elle satisfait la propriété (E.A), mais il existe des

applications qui ne sont pas compatibles et satisfaisant cette propriété.

Exemple 1.6 Soient X = [0, 1] et d(x, y) = |x− y|, définissons S, T par :

Sx =

 1− x, 0 ≤ x ≤ 1
2

x+ 1, 1
2 < x ≤ 1

Tx =


1
2 , 0 ≤ x ≤ 1

2

2x+ 1 1
2 < x ≤ 1
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Soit la suite {xn} définie par :

xn =
1

2
− 1

n+ 1
pour tout n ≥ 1.

On a

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn =
1

2
,

alors S et T satisfont la propriété (E.A). D’autre part, on a :

lim
n→∞

TSxn = lim
n→∞

T (
1

2
+

1

n+ 1
) = 2,

lim
n→∞

STxn =
1

2
,

donc S e T sont pas compatibles.

Définition 1.21 [62] Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui

même. On dit qu’elles satisfaisant la propriété (E,A) commune s’il existe deux suites {xn}et{yn}

dans X vérifiant

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Byn = lim
n→∞

Tyn = t,

pour un certain t dans X.

Si A = B et S = T on obtient la définition précédente.

Exemple 1.7 Dans l’espace métrique (R+, |.|), définissons les applications A,B, S et T définies

par :

Ax =
3x+ 1

4
, Bx =

x+ 1

3
, Sx =

2x+ 1

3
, Tx =

1

2
x,

Soient les deux suites de R+ définies par :

xn = 1 +
1

n+ 1
, yn = 2 +

1

n+ 1
.

On a

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Byn = lim
n→∞

Tyn = 1,

donc A,B, S et T satisfont la propriété (E,A) commune.

Kamran [57] a généralisé la propriété (E.A) pour les applications multivoques comme suit :
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Définition 1.22 Soient A : X → X une application univoque et S : X → CB(X) une applica-

tion multivoque. On dit que la paire (A,S) satisfait la propriété (E.A) s’il existe une suite {xn}

dans X vérifiant

lim
n→∞

Sxn = M ∈ CB(X) et lim
n→∞

Axn = t ∈M,

pour un certain t ∈ X.

Définition 1.23 [82] Soient A,B, S, T : X → X des applications. Un point t ∈ X est dit un

point faiblement tangent pour S et T s’il existe deux suites {xn}, {yn} dans X satisfaisant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = t.

La paire (A,B) est dite tangentielle par rapport à (S, T ) si

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Byn = t,

i.e., t est un point faiblement tangent à A et B.

Si A = B et S = T , on dit que A est tangentielle par rapport à S.

Si A = S et B = T , alors (A,B) est dite tangentielle par rapport à lui même.

Remarque 1.4 Clairement, toute paire (A,B) satisfaisant la propriété (E.A) possède un point

faiblement tangent, i.e., (A,B) est tangentielle. Il suffit de prendre {xn} = {yn}, mais la réci-

proque n’est pas vraie en général [82].

Définition 1.24 [94] Soient A,B : X → X deux applications univoques et S, T : X → B(X)

deux applications multivoques sur un espace métrique (X, d). La paire (A,B) est dite tangentielle

par rapport à (S, T ) s’il existe deux suites {xn}, {yn} dans X satisfaisant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = M,

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Byn = z ∈M.

1.3.2 Applications fortement tangentielles

Définition 1.25 [35] Soient A,B : X → X deux applications univoques et S, T : X → CB(X)

deux applications multivoques sur un espace métrique (X, d). La paire (A,B) est dite fortement

tangentielle par rapport à (S, T ) s’il existe deux suites {xn}, {yn} dans X satisfaisant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = M,
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lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Byn = t ∈M

et t ∈ A(X) ∩B(X).

Exemple 1.8 Soit X = [0, 4] muni de la métrique euclidienne. Définissons A,B, S et T par :

Ax =

 x+ 1, 0 ≤ x ≤ 2

2, 2 < x ≤ 4
Bx =

 2x, 0 ≤ x ≤ 2

1 2 < x ≤ 4

Sx =

 [0, x+ 1], 0 ≤ x ≤ 2

[2, x], 2 < x ≤ 4
Tx =

 [0, 2x], 0 ≤ x ≤ 2

[2, 4] 2 < x ≤ 4

On a A(X) = [1, 3] et B(X) = [0, 4]. Alors A(X) ∩ B(X) = [1, 3]. Soient les deux suites

{xn}, {yn} définies pour tout n ≥ 1 par :

xn = 1− 1

n
, yn = 1 +

1

n
.

Clairement lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = [0, 2] et lim
n→∞

A(xn) = lim
n→∞

Byn = 2 ∈ [0, 2], ainsi 3 ∈

[1, 3] = A(X) ∩B(X). Donc {A,B} est fortement tangentielle par rapport à {S, T}.

Si dans la définition précédente on a S = T et A = B, on obtient la définition suivante :

Définition 1.26 Soient A : X → X et S : X → CB(X) deux applications. A est dite tangen-

tielle par rapport à S si

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Syn = M

et t ∈ A(X), où {xn}, {yn} sont deux suites dans X telles que

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Ayn = t ∈M

Exemple 1.9 Soit X = [0, 2] muni de la distance euclidienne. Définissons A et S par :

Ax =

 1− x, 0 ≤ x ≤ 1

x, 1 < x ≤ 2
Sx =

 [0, x+ 1], 0 ≤ x ≤ 1

[x− 1, x] 1 < x ≤ 2

Soient les deux suites {xn}, {yn} définies pour tout n ≥ 1 par : xn = 1
n , yn = e−n. On a :

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Ayn = 1

Sxn = [0, 1 +
1

n
]→ [0, 1], quand n→∞,

et

lim
n→∞

Syn = [0, 1],

en outre 1 ∈ [0, 2] = A(X), donc A est fortement tangentielle par rapport à S.
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1.4 Applications réciproquement continues

Définition 1.27 [77] S, T : X → X sont dites réciproquement continues si

lim
n→∞

STxn = St, et lim
n→∞

TSxn = Tt,

pour toute suite {xn} de X vérifiant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t,

pour un certain t ∈ X.

Evidement, la continuité implique la continuité réciproque, mais la réciproque n’est pas vraie en

général. Dans le cas multivoque, la définition sera :

Définition 1.28 [91] A : X → X et S : X → B(X) sont dites réciproquement continues si

lim
n→∞

SAxn = St, lim
n→∞

ASxn = AM,

pour toute suite {xn} vérifiant lim
n→∞

Axn) = t ∈M et lim
n→∞

Sxn = M , pour un certain t ∈ X.

1.4.1 La continuité réciproque faible

Définition 1.29 S et T sont dites faiblement réciproquement continues si

lim
n→∞

STxn = St, ou lim
n→∞

TSxn = Tt

pour toute suite {xn} vérifiant lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t, pour un certain t ∈ X.

1.4.2 La continuité sous-séquentielle

Définition 1.30 [29] La paire (S, T ) est dite sous-séquentiellement continue s’il existe une suite

{xn} satisfaisant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t,

pour un certain t ∈ X et

lim
n→∞

STxn = St, et lim
n→∞

TSxn = Tt.

Dans le cas multivoque, la définition sera :
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Définition 1.31 [23] Soient A : X → X,S : X → CB(X) deux applications sur un espace

métrique (X, d). On dit que la paire (A,S) est sous-séquentiellement continue s’il existe une

suite {xn} dans X telle que

lim
n→∞

Sxn = M ∈ CB(X),

lim
n→∞

Axn = t ∈M,

pour un certain t ∈ X et

lim
n→∞

ASxn = AM, et lim
n→∞

SAxn) = St.

1.4.3 Applications faiblement sous-séquentiellement continues

Définition 1.32 [18] La paire (S, T ) est dite faiblement sous-séquentiellement continue s’il existe

une suite {xn} vérifiant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t,

pour un certain t ∈ X et

lim
n→∞

STxn = St, ou lim
n→∞

TSxn) = Tt.

Il est facile de voir que la continuité sous-séquentielle implique la continuité sous-séquentielle

faible, mais la réciproque n’est pas vraie en général comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 1.10 Soit X = [0,∞) muni de la métrique euclidienne. Définissons S, T par :

Sx =


x+2
2 , 0 ≤ x < 2

1, x = 2

0, x > 2

Tx =

 4− x, 0 ≤ x ≤ 2

x+ 1, x > 2

Clairement, S et T sont discontinues en 2. considérons une suite {xn} satisfaisant 0 ≤ xn < 2

et lim
n→∞

xn = 2.

On a :

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = 2

. De plus

lim
n→∞

TSxn = lim
n→∞

T (1 +
xn
2

)
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= lim
n→∞

(3− xn
2

) = T (2) = 2

. Donc (S, T ) est faiblement sous-séquentiellement continue.

D’autre part

lim
n→∞

STxn = lim
n→∞

S(4− xn) = 0 6= S(2)

. D’où (S, T ) n’est pas sous-séquentiellement continue.

Définition 1.33 [17] La paire (S, T ) est dite S-sous-séquentiellement continue s’il existe une

suite {xn}, telle que

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t,

pour un certain t ∈ X et

lim
n→∞

STxn = St

. Elle est T -sous-séquentiellement continue s’il existe une suite {xn} satisfaisant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = t,

pour un certain t ∈ X et lim
n→∞

TSxn = Tt.

Remarquons que si S et T sont sous-séquentiellement continues, alors elles sont S-sous-séquentiellement

continues et T -sous-séquentiellement continues, mais la réciproque est fausse en général. Ainsi,

si la paire (S, T ) est S-(ou T -)sous-séquentiellement continue, alors elle est faiblement sous-

séquentiellement continue.
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Chapitre 2

Théorèmes de point fixe commun sous

des conditions contractives généralisées

Ce chapitre est consacré aux travaux [17],[18], plus précisément, on va présenter :

1. des théorèmes de point fixe commun pour des applications faiblement sous-séquentiellement

continues satisfaisant une condition contractive généralisée.

2. des théorèmes de point fixe commun pour des applications faiblement sous-séquentiellement

continues satisfaisant une condition contractive généralisée faible.

2.1 Théorèmes de point fixe commun pour des contractions gé-

néralisées

Notons par R+
A = [0, A), où A ∈ [0,∞) et F [0, A) l’ensemble des toutes les fonctions continues

F : R+ → R+ satisfaisant les conditions suivantes :

1. F (x) = 0 si et seulement si x = 0.

2. F est croissante.

Exemple 2.1 [100] Soit F (t) = t, alors F ∈ F [0, A)

Exemple 2.2 [100] Pour une certaine fonction ϕ positive, intégrable au sens de Lebesgue sur

[0, A) et satisfaisant : ∫ ε

0
ϕ(t)dt > 0, pour tout ε ∈ (0, A),
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alors F : t 7→
∫ t
0 ϕ(t)dt est dans F [0, A)

Exemple 2.3 [100] Soit φ une fonction positive, intégrable au sens de Lebesgue sur [0, A) satis-

fait : ∫ ε

0
φ(t)dt > 0, pour tout ε ∈ (0, A),

et soit ϕ une fonction non négative et intégrable au sens de Lebesgue sur [0,
∫ A
0 φ(s)ds) satisfaisant∫ ε

0
ϕ(t)dt > 0, pour tout ε ∈ (0,

∫ A

0
φ(s)ds),

alors F (t) =

∫ ∫ t
0 φ(s)ds

0
ϕ(u)du, alors F ∈ F

Lemme 2.1 [100] Soit {εn} une suite de R+
A. Si lim

n→∞
F (εn) = 0, alors lim

n→∞
εn = 0, où F ∈

F [0, A).

Théorème 2.1 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même

telles que pour tout x, y ∈ X,

F (d(Sx, Ty)) ≤ ψ
(
F (M(x, y)

)
, (2.1)

oùM(x, y) = max(d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty), d(Ax, Ty), d(By, Sx)), F ∈ F et ψ ∈ Ψ[0, F (A−

0) pour tout A ∈ (0,∞). Si les deux paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement sous-séquentiellement

continues et compatibles de type (E), alors A,B, S et T ont un point fixe commun unique dans

X.

Preuve. Puisque la paire (A,S) est faiblement sous-séquentiellement continue, il existe une suite

{xn} dans X telle que lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Sxn = z et lim
n→∞

ASxn = Az. Comme (A,S) est aussi

compatible de type (E), alors lim
n→∞

A2xn = lim
n→∞

ASxn = Sz et limn→∞S
2xn = lim

n→∞
SAxn =

Az,. D’où Az = Sz.

Par analogie, B et T sont faiblement sous-séquentiellement continues, il existe une suite {yn}

dans X satisfaisant lim
n→∞

Byn = lim
n→∞

Tyn = t et lim
n→∞

BTyn = Bt. Ainsi la paire (B, T ) est

compatible de type (E), alors lim
n→∞

B2yn = lim
n→∞

BTyn) = Tt, et lim
n→∞

T 2yn = lim
n→∞

TByn) = Bt.

D’où Bt = Tt. On va prouver que Az = Bt, sinon d’après (2.1) on a :

F (d(Sz, T t)) ≤ ψ(F (max(d(Az,Bt), d(Az, Sz), d(Bt, T t), d(Az, T t), d(Bt, Sz))))
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≤ ψ(F (d(Sz, T t), 0, 0, d(Sz, T t), d(Sz, T t))).

≤ ψ(F (d(Sz, T t))) < F (d(Sz, T t)),

qui est une contradiction. Alors Az = Sz = Bt = Tt

. Montrons que z = Az, sinon en utilisant 2.1 on trouve

F (d(Sxn, T t)) ≤ ψ(F (max(d(Axn, Bt), d(Axn, Sxn), d(Bt, T t), d(Axn, T t), d(Bt, Sxn))))

. Lorsque n→∞, on obtient :

F (z,Az) ≤ ψ(F (d(z, T t), 0, 0, d(z, T t), d(z,Bt)))

. Comme Bt = Tt = Az, alors

F (z,Az) ≤ ψ(F (d(z, T t)) < F (d(z,Az)),

qui est une contradiction. Donc z = Az = Sz.

Maintenant, on va prouver que z = t, sinon en appliquant (2.1), on trouve :

F (d(Sxn, T yn)) ≤ ψ(F (max(d(Axn, Byn), d(Axn, Sxn), d(Byn, T yn), d(Axn, T yn), d(Byn, Sxn))))

. En faisant n→∞, on obtient :

F (d(z, t)) ≤ ψ(F (max(d(z, t), 0, 0, d(z, t), d(z, t)))) < F (d(z, t))

, qui est une contradiction. D’où z = t, par conséquant z est un point fixe commun pour A,B, S

et T

Pour l’unicité, supposons qu’il existe un autre point fixe commun w. En appliquant (2.1) on

trouve :

F (d(z, w)) = F (d(Sz, Tw)) ≤ ψ(F (max(d(Az,Bw), d(Az, Sz), d(Bw, Tw), d(Az, Tw), d(Bw,Sz))))

.

≤ ψ(F (d(z, w), 0, 0, d(z, w), d(z, w)))

.

≤ ψ(F (d(z, w))) < F (d(z, w))

qui est une contradiction. Alors z = w.

Si on combine Théorème 2.1 avec l’Exemple 2.1, on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 2.1 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même

satisfaisant :

d(Sx, Ty) ≤ ψ(max(d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty), d(Ax, Ty), d(By, Sx))),

pour tout x, y ∈ X, où ψ ∈ Ψ. Si les paires (A,S), (B, T ) sont faiblement sous-séquentiellement

continues et compatibles de type (E), alors A,B, S et T ont un point fixe commun unique dans

X.

Corollaire 2.1 améliore et généralise corollaire 1 dans le papier [100].

Corollaire 2.2 Soient A,B, S and T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même

telles que pour tous x, y ∈ X :∫ d(Sx,Ty)

0
ϕ(t)dt ≤ ψ(

∫ max(d(Ax,By),d(Ax,Sx),d(By,Ty),d(Ax,Ty),d(By,Sx))

0
ϕ(t)dt)

. Supposons en outre que les paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement sous-séquentiellement conti-

nues et compatibles de type (E), alors A,B, S et T ont un point fixe commun unique.

Si on combine l’Exemple 2.3 avec le Théorème 2.1, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.3 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même,

satisfaisant pour tout x, y ∈ X :∫ ∫ d(Sx,Ty)
0 φ(s)ds

0
ϕ(t)dt ≤ ψ(

∫ ∫M(x,y)
0 φ(s)ds

0
ϕ(t)dt),

où M(x, y) = max(d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty), d(Ax, Ty), d(By, Sx)). Si les paires (A,S)

et (B, T ) sont faiblement sous-séquentiellement continues et compatibles de type (E), alors A,B, S

et T possèdent un point fixe commun unique dans X.

Maintenant, nous allons supporter nos résultats par l’exemple suivant :

Exemple 2.4 Soit X = [0, 2] muni de la métrique euclidienne. Définissons A,B, S et T par :

Ax =

 2− x, 0 ≤ x ≤ 1

0, 1 < x ≤ 2
Bx =

 x, 0 ≤ x ≤ 1

1
4 , 1 < x ≤ 2

Sx =


x+1
2 , 0 ≤ x ≤ 1

3
4 , 1 < x ≤ 2

Tx =

 1, 0 ≤ x ≤ 1

1
2 , 1 < x ≤ 2
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.

On considère la suite {xn} définie pour tout n ≥ 1 par :

xn = 1− 1
n . Il est clair que lim

n→∞
Axn = 1 et lim

n→∞
Sxn = 1, on a aussi :

lim
n→∞

ASxn = A(1) = 1,

alors (A,S) est faiblement sous-séquentiellement continue

. Par ailleurs, on a lim
n→∞

ASxn = S1 = 1 et lim
n→∞

SAxn = A(1) = 1, d’où (A,S) est compatible

de type (E), de même pour la paire (B, T ) on a :

lim
n→∞

BTxn = lim
n→∞

B(xn) = B(1) = 1,

ce qui implique que (B, T ) est faiblement sous-séquentiellement continue. D’autre part :

lim
n→∞

BTxn = lim
n→∞

B(xn) = T (1) = 1

et

lim
n→∞

TBxn = T (1) = 1,

donc la paire (B, T ) est compatible de type (E).

Choisissons ψ(t) = 2
3 t, clairement ψ ∈ Ψ et F ∈ F

1. Pour x, y ∈ [0, 1], on a :

d(Sx, Ty) =
1

2
|x− 1| ≤ |x− 1| = 2

3
d(Ax, Sx).

2. Pour x ∈ [0, 1] et y ∈ (1, 2], on a :

d(Sx, Ty) =
x

2
≤ 1

6
|2x+ 1| = 2

3
d(Sx,By).

3. Pour x ∈ (1, 2], y ∈ [0, 1], on a :

d(Sx, Ty) =
1

4
≤ 2

3
=

2

3
d(Ax, Ty).

4. Pour x, y ∈ (1, 2], on a :

d(Sx, Ty) =
1

4
≤ 1

2
=

2

3
d(Ax, Sx)

. Par conséquent, toutes les hypothèses du Corollaire2.1 sont vérifiées et le point 1 est le point

fixe commun unique pour A,B, S et T .
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Théorème 2.2 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même

satisfaisant :

F (d(Sx, Ty)) ≤ ψ
(
F (max(d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty),

d(Ax, Ty) + d(By, Sx)

2

)
, (2.2)

pour tout x, y ∈ X, où F ∈ F et ψ ∈ Ψ. Si les deux paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement sous-

séquentiellement continues et compatibles de type (E), alors A,B, S et T admettent un point fixe

commun unique dans X.

Preuve. Elle est similaire à la preuve du Théorème2.1.

Théorème 2.3 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même

satisfaisant :

F (d(Sx, Ty)) ≤ ψ
(
F (M(x, y)

)
, (2.3)

pour tout x, y ∈ X, oùM(x, y) = max(d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty), d(Ax, Ty), d(By, Sx)), F ∈

F et ψ ∈ Ψ. Si en outre l’une des conditions suivantes est satisfaite :

1. Les paires (A,S) et (B, T ) sont sous-séquentiellement continues, (A,S) est A-compatible

de type (E) et (B, T ) est B-compatible de type (E),

2. (A,S) et (B, T ) sont A-sous-séquentiellement continues (B-sous-séquentiellement conti-

nues resp) et A-compatibles (B-compatibles resp) de type (E),

3. (A,S) et (B, T ) sont S-sous-séquentiellement continue (T -sous-séquentiellement continue

resp) et S-compatibles (T -compatibles resp) de type (E),

4. (A,S) et (B, T ) sont sous-séquentiellement continues et S-compatibles (T -compatibles resp)

de type (E),

alors A,B, S et T ont un point fixe commun unique dans X.

2.2 Théorèmes de point fixe commun pour des contractions gé-

néralisées faibles

Les contractions faibles et les contractions généralisées faibles

Définition 2.1 [86] Soit (X, d) un espace métrique. Une application T : X → X est dite une

contraction faible si et seulement si il existe une fonction φ : R+ → R+, semi-continue supérieu-
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rement verifiant :

1. φ(x) = 0 si et seulement si x = 0,

2.

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)− φ(d(x, y)).

Soit Ψ l’ensemble de toutes les fonctions croissantes et continues ψ : R+ → R+ satisfaisant

ψ(x) = 0 si et seulement si x = 0.

Soit Φ l’ensemble des fonctions semi-continues inférieurement φ : R+ → R+ satisfaisant φ(x) = 0

si et seulement si x = 0.

Définition 2.2 Une application T d’un espace métrique (X, d) dans lui même est dite satisfai-

sant une contraction généralisée faible si pour tout x, y ∈ X on a :

ψ(d(Tx, Ty)) ≤ ψ(d(x, y))− φ(d(x, y))

, où ψ ∈ Ψ et φ ∈ Φ

Théorème 2.4 Soient (X, d) un espace métrique et A,B, S, T : X → X des applications satis-

faisant :

ψ(d(Sx, Ty)) ≤ ψ(M(x, y))− φ(M(x, y)), (2.4)

pour tout x, y ∈ X, où M(x, y) = max{d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty), d(Ax,Ty)+d(By,Sx)2 } et

ψ ∈ Ψ, φ ∈ Φ. Si les deux paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement sous-séquentiellement continues

(fsc) et compatibles de type (E), alors A,B, S et T admettent un point fixe commun unique dans

X.

Preuve. Comme (A,S) est fsc, il existe une suite {xn} dans X telle que lim
n→∞

Axn =

lim
n→∞

Sxn = z et lim
n→∞

ASxn = Az, ainsiA et S sont compatibles de type (E), alors on a : lim
n→∞

A2xn =

lim
n→∞

ASxn = Sz et lim
n→∞

S2xn = lim
n→∞

SAxn = Az. Donc Az = Sz.

La paire (B, T ) est fsc, il existe une suite {yn} dans X telle que lim
n→∞

Byn = lim
n→∞

Tyn = t

et lim
n→∞

BTyn = Bt. Puisque (B, T ) est aussi compatible de type (E), alors lim
n→∞

B2yn =

lim
n→∞

BTyn) = Tt, et lim
n→∞

T 2yn = lim
n→∞

TByn) = Bt. D’où Bt = Tt.

Si Az 6= Bt, en appliquant (2.4), on trouve :

ψ(d(Sz, T t)) ≤ ψ(max(d(Az,Bt), d(Az, Sz), d(Bt, T t), d(Az, T t), d(Bt, Sz)))
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−φ(max(d(Az,Bt), d(Az, Sz), d(Bt, T t), d(Az, T t), d(Bt, Sz)))

≤ ψ(max(d(Sz, T t), 0, 0, d(Sz, T t), d(Sz, T t)))− φ(max(d(Sz, T t), 0, 0, d(Sz, T t), d(Sz, T t))),

≤ ψ(d(Sz, T t))− φ(d(Sz, T t)) < ψ(d(Az,Bt))

qui est une contradiction. Donc Az = Sz = Bt = Tt.

Maintenant, si z 6= Az en appliquant 2.4), on obtient :

ψ(d(Sxn, T t)) ≤ ψ(max(d(Axn, Bt), d(Axn, Sxn), d(Bt, T t), d(Axn, T t), d(Bt, Sxn)))

−φ(max(d(Axn, Bt), d(Axn, Sz), d(Bt, T t), d(Axn, T t), d(Bt, Sxn))).

En faisant n→∞, on obtient :

ψ(d(z, T t) ≤ ψ(max(d(z,Bt), 0, 0, d(z, T t), d(z,Bt)))− φ(max(d(z, T t), 0, 0, d(z, T t), d(z,Bt))).

Comme Az = Bt = Tt on trouve :

ψ(d(z,Az) ≤ ψ(d(z,Az))− φ(d(z,Az)) < ψ(d(z,Az)),

qui est une contradiction et donc z = Az = Sz.

Prochainement, on va démontrer z = t, sinon en utilisant (2.4), on trouve :

ψ(d(Sxn, T yn)) ≤ ψ(M(xn, yn))− φ(M(xn, yn)).

Lorsque n→∞, on obtient

ψ(d(z, t)) ≤ ψ(max(d(z, t), 0, 0, d(z, t), d(z, t)))− φmax(d(z, t), 0, 0, d(z, t), d(z, t))

< ψ(d(z, t)),

qui est une contradiction. Alors z = t, d’où z est un point fixe commun pour A,B, S et T .

Pour l’unicité, supposons qu’il existe un autre point fixe commun w. D’après (2.4), on obtient :

ψ(d(z, w)) = ψ(d(Az,Bw)) ≤ ψ(M(z, w))− φ(M(z, w))

≤ ψ(d(z, w))− φ(d(z, w))

< ψ(d(z, w)),

qui est une contradiction et donc z est unique. Si ψ(t) = t, on obtient le corollaire suivant
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Corollaire 2.4 Soient (X, d) un espace métrique, A,B, S et T sont des applications de X dans

lui même telles que pour tout x, y ∈ X on a :

d(Sx, Ty) ≤M(x, y)− φ(M(x, y))

, où φ ∈ Φ et M(x, y) = max(d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty), 12(d(Ax, Ty) + d(By, Sx))). Sup-

posons que les deux paires (A,S) et (B, T ) sont fsc et compatibles de type (E). Alors A,B, S et

T ont un point fixe commun unique dans X.

Si A = B et S = T on obtient :

Corollaire 2.5 Soient A et S deux applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même telles

que pour tout x, y ∈ X on a :

ψ(d(Sx, Sy)) ≤ ψ(max(d(Ax,Ay), d(Ax, Sx), d(Ay, Sy),
1

2
(d(Ax, Sy) + d(Ay, Sx)))

−φ(max(d(Ax,Ay), d(Ax, Sx), d(Ay, Sy),
1

2
(d(Ax, Sy) + d(Ay, Sx)))),

. Si (A,S) est fsc et compatible de type (E), alors A et S possèdent un point fixe commun unique

dans X.

Théorème 2.5 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même

satisfaisant (2.4). Supposons en outre que :

1. (A,S) est A-sous-séquentiellement continue et A-compatible de type (E),

2. (B, T ) est B-sous-séquentiellement continue et B-compatible de type (E),

. Alors A,B, S et T admettent un point fixe commun unique dans X.

Dans la suite, on va établir des résultats concernant des applications satifaisant une condition

contractive généralisée faible.

Théorème 2.6 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même,

satisfaisant

d(Sx, Ty)) ≤ ϕ(N(x, y)), (2.5)

pour tout x, y ∈ X,, où N(x, y) = max(d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty), d(Ax, Ty), d(By, Sx))

et ϕ : R+ → R+ est une fonction croissante et semi-continue supérieurement telle que ϕ(t) = 0
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si et seulement si t = 0 et pour tout t > 0, ϕ(t) < t. Supposons que les deux paires (A,S) et

(B, T ) sont faiblement sous-séquentiellement continues et compatibles de type (E). Alors A,B, S

et T ont un point fixe commun unique dans X.

Preuve. Elle est similaire à la preuve du Théorème 2.4

Corollaire 2.6 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même,

satisfaisant :

d(Sx, Ty) ≤ αmax(d(Ax,By), d(Ax, Sx), d(By, Ty), d(Ax, Ty), d(By, Sx))),

pour tout x, y ∈ X, où 0 ≤ α < 1. Si les paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement sous-séquentiellement

continues et compatibles de type (E), alors A,B, S et T ont un point fixe commun unique dans

X.

Corollaire 2.6 améliore et généralise Corollaire 1 dans le papier [92].

Exemple 2.5 Soient X = [0, 1] et d la métrique euclidienne. Définissons A,B, S et T par

Ax =

 x, 0 ≤ x ≤ 1
2

3
4 ,

1
2 < x ≤ 1

Bx =

 1− x, 0 ≤ x ≤ 1
2

1, 1
2 < x ≤ 1

Sx =


2x+1
4 , 0 ≤ x ≤ 1

2

1
4 ,

1
2 < x ≤ 1

Tx =


1
2 , 0 ≤ x ≤ 1

x
4 ,

1
2 < x ≤ 1

Considérons une suite {xn} définie pour tout n ≥ 2 par :

xn = 1
2 −

1
n . Clairement lim

n→∞
Axn =

1

2
and lim

n→∞
Sxn =

1

2
. On a aussi :

lim
n→∞

ASxn = A(
1

2
) =

1

2
,

alors (A,S) est fsc.

D’ailleurs on a : lim
n→∞

ASxn = S(
1

2
) =

1

2
et lim

n→∞
SAxn = A(

1

2
) =

1

2
, ce qui implique que (A,S)

est compatible de type (E).

Pour la paire (B, T ), soit {yn} une suite définie par xn = 1
2 − e

−n,pour tout n ≥ 1. Il est clair

que :

lim
n→∞

Byn = lim
n→∞

Tyn =
1

2
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. On a aussi :

lim
n→∞

BTxn = B(
1

2
) = T (

1

2
) =

1

2
,

ça implique que (B, T ) est B-sous-séquentiellement continue et T -compatible de type (E).

Pour la condition contractive, on a les cas suivants :

1. Pour x, y ∈ [0, 12 ], on a :

d(Sx, Ty) =
1

4
|2x− 1| ≤ 1

3
|2x− 1| = 2

3
d(Ax, Ty).

2. Pour x ∈ [0, 12 ] et y ∈ (12 , 1], on a

d(Ax,By) =
1

4
|2x− y + 1| ≤ 1

6
|4− y| = 2

3
d(By, Ty).

3. Pour x ∈ (12 , 1] et y ∈ [0, 12 ], on a :

d(Sx, Ty) =
1

4
≤ 1

2
=

2

3
d(Ax, Sx).

4. Pour x, y ∈ (12 , 1], on a

d(Sx, Ty) =
1

4
|1− y| ≤ 1

2
=

2

3
d(By, Sx)

.

Par conséquent, toutes les hypothèses du Corollaire2.6, avec α = 2
3 sont satisfaites. Donc 1

2 est

le point fixe commun unique pour A,B, S et T .
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Chapitre 3

Théorèmes de point fixe commun pour

des contractions de type intégrale

Dans le chapitre présent on va détailler nos travaux [19],[23] concernant :

1. Un théorème de point fixe pour deux applications multivoques et deux applications uni-

voques fortement tangentielles et faiblement compatibles satsifaisant une condition contrac-

tive liée par une fonction implicite.

2. Deux théorèmes de point fixe de type Gregus pour deux applications multivoques et deux

applications univoques sous-séquentiellement continues et compatibles.

3.1 Applications fortement tangentielles et point fixe commun

3.1.1 Relations implicites

Considérons F l’ensemble des fonctions continues R5
+ → R+ satisfaisant :

(F1) : F est croissante en t1 et décroissante en t2, t3, t4, t5.

(F2) : Pour tout u > 0 on a :

F (u, 0, 0, u, u) > 0, F (u, 0, u, 0, u) > 0, F (u, 0, u, 0, 2u) > 0.

Théorème 3.1 Soient A,B : X → X, deux applications univoques et S, T : X → B(X) deux

applications multivoques sur un espace métrique (X, d) satisfaisant :

F
(∫ δ(Sx,Ty)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt,
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Théorèmes du point fixe commun pour des contractions intégrales S.Beloul

∫ D(By,Ty)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Ax,Ty)+D(By,Sx)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0, (3.1)

pour tout x, y dans X, où F ∈ F et ϕ : R+ → R+ est une fonction intégrable au sens de

Lebesgue qui est sommable sur tout sous-ensemble compact de R+, telle que pour un certain

ε > 0,
∫ ε
0 ϕ(t)dt > 0, et vérifiant l’inégalité suivante :∫ a+b

0
ϕ(t)dt ≤

∫ a

0
ϕ(t)dt+

∫ b

0
ϕ(t)dt, (3.2)

pour tout a > 0, b > 0. Supposons que la paire (A,B) est fortement tangentielle par rapport à

(S, T ) et les paires (A,S), (B, T ) sont faiblement compatibles. Alors A,B, S et T admettent un

point fixe commun unique dans X.

Preuve. Puisque {A,B} est fortement tangentielle par rapport à (S, T ), alors il existe deux

suites {xn}, {yn} dans X, telles que

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = M, et lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Byn = z ∈M,

et z ∈ A(X) ∩B(X), ce qui implique il existe u, v ∈ X, tels que z = Au = Bv.

Premièrement, on va démontrer z ∈ Su, sinon d’après (3.1) on a :

F
(∫ δ(Su,Tyn)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Au,Byn)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Au,Su)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Byn,T yn)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Au,Tyn)+D(Byn,Su)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,

en faisant n→∞, comme z ∈M et D(M,Su) ≤ δ(Su,M), on obtient :

F
(∫ δ(Su,Au)

0
ϕ(t)dt, 0,

∫ δ(Au,Su)

0
ϕ(t)dt, 0,

∫ δ(Au,Su)

0
ϕ(t)dt

)
≤

F
(∫ δ(Su,M)

0
ϕ(t)dt, 0,

∫ D(Au,Su)

0
ϕ(t)dt, 0,

∫ D(Au,Su)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,

qui est une contradiction avec (F2). Alors δ(Su,Au) = 0, d’où Su = {Au} = {z} et u est un

point de coïncidence strict pour A et S.

Maintenant, montrons que z = Bv ∈ Tv, sinon d’après (3.1) on obtient :

F
(∫ δ(Sxn,T v)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Axn,Bv)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Axn,Sxn)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Av,Tv)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Axn,T v)+D(Bv,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,
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en faisant n→∞, comme z ∈M et D(M,Tv) ≤ δ(Tv,Bv), on obtient :

F
(∫ δ(Bv,Tv)

0
ϕ(t)dt, 0, 0,

∫ δ(Bv,Tv)

0
ϕ(t)dt, 0,

∫ δ(Bv,Tv)

0
ϕ(t)dt

)
≤,

F
(∫ δ(M,Tv)

0
ϕ(t)dt, 0, 0,

∫ D(Bv,M)

0
ϕ(t)dt, 0,

∫ D(Bv,M)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,

qui est une contradiction avec (F2). Alors δ(Bv, Tv) = 0, d’où Tv = {Bv}.

La paire (A,S) est faiblement compatible, ce qui implique ASu = SAu, alors Sz = {Az}. De

même pour (B, T ), on trouve que le point v est un point de coïncidence strict, d’où Tz = {Bz}.

Prochainement, si z 6= Az, en appliquant (3.1), on trouve :

F
(∫ δ(Sz,Tv)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Az,Bv)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Sz)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Bv,Tv)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Tv)+D(Bv,Sz)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,

l’inégalité (3.2) implique :

F
(∫ d(Az,z)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Az,z)

0
ϕ(t)dt, 0, 0, 2

∫ d(Az,z)

0
ϕ(t)dt

)
≤

F
(∫ δ(Sz,Tv)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Az,gv)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Sz)

0
ϕ(t)dt,∫ D(Bv,Tv)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Tv)+D(Bv,Sz)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,

qui est une contradiction. Alors Sz = {Az} = {z}.

Similairement, on va démontrer que z = Bz, sinon en utilisant (3.1), on trouve :

F
(∫ δ(Sz,Tz)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Az,gz)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Sz)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Bz,Tz)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Tz)+D(Bz,Sz)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0.

D’après (3.2, on obtient :

F
(∫ d(Bz,z)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Bz,z)

0
ϕ(t)dt, 0, 0, 2

∫ d(Bz,z)

0
ϕ(t)dt

)
≤

F
(∫ δ(Sz,Tv)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Az,Bv)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Sz)

0
ϕ(t)dt,∫ D(Bv,Tv)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Tv)+D(Bv,Sz)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,
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qui est une contradiction. D’où Tz = {Bz} = {z} et donc z est point fixe commun pour A,B, S

et T . Il est strict pour S et T .

Pour l’unicité, supposons qu’il existe un autre point fixe w, d’après (3.1) on a :

F
(∫ d(z,w)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(z,w)

0
ϕ(t)dt, 0, 0, 2

∫ D(z,w)

0
ϕ(t)dt

)
≤,

F
(∫ δ(Sz,Tw)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Az,Bw)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Sz)

0
ϕ(t)dt,∫ D(Bw,Tw)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Az,Tw)+D(Bw,Sz)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,

qui est une contradiction avec (F2). Donc z est unique.

Remarque 3.1 Théorème 3.1 améliore et généralise théorème 1 de Sedghi et al.[88] et théorème

2 du papier[?] aux applications multivoques.

Si A = B et S = T , on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 Soient A : X → X, et S : X → B(X) des applications sur un espace métrique

(X, d) satisfaisant :

F
(∫ δ(Sx,Sy)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt,∫ D(Ay,Sy)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Ax,Sy)+D(Ay,Sx)

0
ϕ(t)dt

)
≤ 0,

où F ∈ F et ϕ : R+ → R+ est une fonction intégrable au sens de Lebesgue et sommable sur tout

sous-ensemble compact de R+ satisfaisant (3.2) et
∫ ε
0 ϕ(t)dt > 0, pout tout ε > 0.

Supposons en outre que A est fortement tangentielle par rapport à S et la paire (A,S) est faible-

ment compatible. Alors A et S ont un point fixe commun unique dans X.

Corollaire 3.2 Soient A,B : X → X, et S, T : X → B(X) des Applications univoques et

multivoques respectivement sur un espace métrique (X, d) satisfaisant :∫ δ(Sx,Ty)

0
ϕ(t)dt ≤ α

∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt+ β

∫ D(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt+ γ

∫ D(By,Ty)

0
ϕ(t)d),

où α, β, γ sont des nombres réels positifs satisfaisant α+ β+ γ et ϕ : R+ → R+ est une fonction

intégrable au sens de Lebesgue et sommable sur tout sous-ensemble compact de R+ satisfaisant

(3.2) et
∫ ε
0 ϕ(t)dt > 0 pout tout ε > 0.

Si (A,B) est fortement tangentielle par rapport à (S, T ) et les deux paires (A,S) et (B, T ) sont

faiblement compatibles, alors A,B, S et T admettent un point fixe commun unique dans X.
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Preuve. Il est clair que la fonction : F : R5
+ → R, définie par

F (t1, t2, t3, t4, t5) = t1 − (αt2 + βt3 + γt4),

où α, β, γ ≥ 0, α+ β + δ < 1 satisfait (F1) et F2). Donc F ∈ F .

Corollaire 3.3 Soient A,B : X → X, et S, T : X → B(X) des applications univoques et

multivoques respectivement sur un espace métrique (X, d) telles que :∫ δ(Sx,Ty)

0
ϕ(t)dt ≤ αmax(

∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt,

∫ D(By,Sy)

0
ϕ(t)d)

+β

∫ D(Ax,Ty)+D(By,Sx)

0
ϕ(t)dt,

où α + 2β < 1 et ϕ : R+ → R+ est une fonction intégrable au sens de Lebesgue sur tout sous-

ensemble compact de R+ vérifiant (3.2), telle que pour tout ε > 0,
∫ ε
0 ϕ(t)dt > 0. Si (A,B) est

tangentielle par rapport à (S, T ) et les deux paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles,

alors A,B, S et T ont un point fixe commun unique dans X.

Preuve. Il suffit de voir que la fonction F : R5
+ → R, définie par :

F (t1, t2, t3, t4, t5) = t1 − αmax(t2, t3, t4)− βt5,

où α+ 2β < 1 satisfait (F1) et (F2).

(F1) : évidente.

(F2) : Pout tout u > 0, on a F (u, 0, 0, u, u) = F (u, 0, u, 0, u) = (1−α−β)u > 0, et F (u, 0, u, 0, 2u) =

(1− α− 2β)u > 0, par conséquent F ∈ F .

Corollaire 3.3 généralise corollaire 2 dans le papier [88].

Exemple 3.1 Soient X = [0, 4], d(x, y) = |x− y|, A,B, S et T définies par :

Ax =


x+2
2 , 0 ≤ x ≤ 2

1, 2 < x ≤ 4
Bx =

 4− x, 0 ≤ x ≤ 2

0, 2 < x ≤ 4

Sx =

 {2}, 0 ≤ x ≤ 2

(2, 94 ], 2 < x ≤ 4
Tx = {2}.

Soient les deux suites définies par : xn = 2− 1
n , yn = 2− e−n, pour tout n ≥ 1. Il est clair que

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Byn = 2,

43



Théorèmes du point fixe commun pour des contractions intégrales S.Beloul

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = {2},

ce qui implique que la paire (A,B) est fortement tangentielle par rapport à (S, T ). Le point u = 2

satisfait A(2) = 2 ∈ S(2), B(2) = 2 ∈ T (2) et AS(2) = {2} = SA(2) et BT (2) = {2} = TB(2).

Donc, {A,S} et {B, T} sont faiblement compatibles. On va prendre dans le Théorème 3.1

F (t1, t2, t3, t4, t5) = t1 −
2

3
max(t2, t3, t4,

1

2
t5)

Pour l’inégalité (3.1) on a les cas suivants :

1. pour x, y ∈ [0, 2] , on a :

δ(Sx, Ty) = 0 ≤ 1

3
|x− 1| = 2

3
D(Ax, Sx),

2. pour x ∈ [0, 2] et y ∈ (2, 4], on a :

δ(Sx, Ty) = 0 ≤ 4

3
=

2

3
D(By, Ty),

3. pour x, y ∈ (2, 4], on a :

δ(Sx, Ty) =
1

4
≤ 2

3
=

2

3
d(Ax,By),

4. pour x ∈ (2, 4] et y ∈ [0, 2], on a :

δ(Sx, Ty) =
1

4
≤ 2

3
=

2

3
D(Ax, Sx)

.

D’où A,B, S et T satisfont toutes les hypothèses du Théorème (3.1) et S(2) = T (2) = {A(2)} =

{B(2)} = {2}, donc le point 2 est un point fixe commun unique pour A,B, S et T , il est strict

pour S et T .

3.2 Théorèmes du point fixe commun de type Gregus

Soit Ω l’ensemble de toutes les fonctions continues τ : R4
+ → R+ satisfaisant τ(0, 0, x, x) = x.

Exemple 3.2

τ(t1, t2, t3, t4) = max{t1, t2, t3, t4}
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Exemple 3.3

τ(t1, t2, t3, t4) =
t1 + t2 + t3 + t4

2

Exemple 3.4

τ(t1, t2, t3, t4) = max{t1, t2,
√
t1t3,

√
t3t4}

Théorème 3.2 Soient A,B : X → X et S, T : X → CB(X) des applications sur un espace

métrique (X, d) satisfaisant(
1 + a

(∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)

)p)(∫ H(Sx,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
<

a
[( ∫ d(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt

)p(∫ d(By,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
+
(∫ d(Sx,By)

0
ϕ(t)dt

)p(∫ d(Ax,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p]
+α
(∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt

)p
+ βτ

((∫ d(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(By,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Ax,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(By,Sx)

0
ϕ(t)dt)p

))
,

(3.3)

pour tout x, y dans X , où a, α, β sont des nombres positifs, tels que α+ β < 1 et ϕ : R+ → R+

est une fonction intégrable au sens de Lebesgue et sommable sur tout sous-ensemble compact de

R+ satisfaisant
∫ ε
0 ϕ(t)dt > 0, pout tout ε > 0.

Si les paires (A,S), (B, T ) sont sous-séquentiellement continues et compatibles, alors A,B, S et

T ont un point fixe commun dans X.

Preuve. Puisque (A,S) est sous-séquentiellement continue, il existe une suite {xn}dansX satis-

faisant :

lim
n→∞

Sxn = M, lim
n→∞

Axn = z ∈Met

lim
n→∞

ASxn = AM, lim
n→∞

SAxn = Sz.

La compatibilité de la paire (A,S) implique

lim
n→∞

H(ASxn, SAxn) = H(AM,Sz) = 0,

d’où Sz = AM . Donc z est un point de coïncidence pour A et S.

De même pour B et T , il existe une suite {yn} ⊂ X, telle que

lim
n→∞

Tyn = N et lim
n→∞

Byn = t ∈ N
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. la paire (B, T ) est sous-séquentiellement continue, alors :

lim
n→∞

BTyn = BN et lim
n→∞

TByn = Tt

. La paire {B, T} est compatible, alors :

lim
n→∞

H(BTyn, T gyn) = H(BN,T t) = 0,

donc BN = Tt. D’où t est un point de coïncidence pour B et T .

Premièrement, montrons que Az = Bt, sinon en appliquant (3.3), on trouve :(
1 + a

(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)

)p)(∫ H(Sz,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
<

a
(∫ d(Az,T t)

0
ϕ(t)dt

)p(∫ d(Bt,Sz)

0
ϕ(t)dt

)p
+ α

(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
+βτ

(
0, 0,

(∫ d(Az,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Sz,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p)
. Comme Az ∈ Sz et Bt ∈ Tt, on obtient :(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)

)p
=
(∫ H({Az},{Bt})

0
ϕ(t))p < α

(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)

)p
+βτ

(
0, 0,

(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p)
< (α+ β)

(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
<
(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
, qui est une contradiction, donc Az = Bt.

Maintenant, si z 6= Az, en utilisant (3.3) on trouve :(
1 + a

(∫ d(Axn,Bt)

0
ϕ(t)

)p)(∫ H(Sxn,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
<

a
[( ∫ d(Axn,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
.
(∫ d(Bt,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
+
(∫ d(Bt,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
.
(∫ d(Axn,T t)

0
ϕ(t)dt

)p]
+α
(∫ d(Axn,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
+βτ

((∫ d(Axn,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
, 0,
(∫ d(Axn,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Sxn,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p)
,

en laissant n→∞, on a :(
1 + a(

∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)dt

)p)(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)dt

)p
≤
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(
1 + a

(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p)(∫ H(M,Az)

0
ϕ(t)dt

)p
< a

(∫ d(Bt,M)

0
ϕ(t)dt

)p
.)Big(

∫ d(z,T t)

0
ϕ(t)dt)

)p
+α
(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)dt

)p
+ βτ

(
0, 0,

(∫ d(z,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Az,M)

0
ϕ(t)dt

)p)
. Puisque d(z, T t) ≤ H(M,Tt), Az = Bt et d(Az,M) ≤ d(Az, z), on obtient :(∫ H(M,Tt)

0
ϕ(t)dt

)p
< (α+ β)

(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)dt

)p
. Comme z ∈M et Az = Bt ∈ Tt, on obtient :(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p
=
(∫ H({z},{Az})

0
ϕ(t)

)p
< (α+ β)

(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p
<
(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p
, qui est une contradiction. Donc z = Az ∈ Sz.

Si z 6= t, en appliquant(3.3) on trouve :

(
1 + a

(∫ d(Axn,Byn)

0
ϕ(t)

)p)(∫ H(Sxn,T yn)

0
ϕ(t)dt

)p
<

a
[( ∫ d(Axn,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
.
(∫ d(Byn,T yn)

0
ϕ(t)dt

)p
+
(∫ d(Axn,T yn)

0
ϕ(t)dt

)p
.
(∫ d(Byn,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p]
+α
(∫ d(Axn,Byn)

0
ϕ(t)dt

)p
+ βτ

((∫ d(Axn,Sxn)

0
ϕ(t)dt)p,

(∫ d(Byn,T yn)

0
ϕ(t)dt)p,

(∫ d(Axn,T yn)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Sxn,Byn)

0
ϕ(t)dt

)p
).

En faisant n→∞, on a :(
1 + a(

∫ d(z,t)

0
ϕ(t))p

)(∫ H(M,N)

0
ϕ(t)dt

)p
<

a
(∫ d(z,N)

0
ϕ(t)dt

)p
.
(∫ d(t,M)

0
ϕ(t)dt

)p
+α
(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)dt

)p
+ βτ

(
0, 0,

(∫ d(z,N)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(t,M)

0
ϕ(t)dt

)p
,

comme d(t,M) ≤ d(t, z), d(z,N) ≤ d(t, z) et d(z,M) ≤ H(M,N), on trouve :(∫ H(M,N)

0
ϕ(t)dt

)p
< α

(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)dt

)p
+ βτ

((
0, 0,

(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)dt

)p
, ce qui implique (∫ d(z,t)

0
ϕ(t)dt

)p
=
(∫ H({z},{t})

0
ϕ(t)dt

)p
<
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(α+ β)
(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)dt

)p
,

qui est une contradiction. Alors z est un point fixe commun pour A,B, S et T .

Si a = 0, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.4 Soient A,B : X → X des applications univoques et S, T : X → CB(X) des

applications multivoques satisfaisant :(∫ H(Sx,Ty)

0
ϕ(t)

)p
< α

(∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt

)p)

+βτ
((∫ d(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(By,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Ax,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(By,Sx)

0
ϕ(t)dt

)p)
,

où α, β sont des nombres positifs tels que α + β < 1 et ϕ : R+ → R+ est une fonction définie

dans le Théorème (3.2. Supposons que les paires {A,S} et {B, T} sont sous-séquentiellement

continues et compatibles. Alors A,B, S et T admettent un point fixe commun dans X.

Corollaire 3.4 améliore corollaire 2.6 dans [82] et généralise le corollaire 2 dans [35] pour les

applications multtivoques. Il améliore aussi théorème 3 et corollaire 3.8 dans [94].

Si on combine Théorème 3.2 avec l’exemple et p = 1, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.5 Soient A,B : X → X des applications univoques et S, T : X → CB(X) des

multivoques satisfaisant : (
1 + a(

∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t))

)∫ H(Sx,Ty)

0
ϕ(t)dt <

α
(

(

∫ d(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt).(

∫ d(By,Ty)

0
ϕ(t)dt) + (

∫ d(Sx,By)

0
ϕ(t)dt).(

∫ d(Ax,Ty)

0
ϕ(t)dt)

)
+a
(∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt

)
+ (1− a) max{

∫ d(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt,

∫ d(By,Ty)

0
ϕ(t)dt,

(∫ d(Ax,Ty)

0
ϕdt
) 1

2
.
(∫ d(By,Sx)

0
ϕ(t)dt

) 1
2
,
(∫ d(Ax,Ty)

0
ϕ(t)dt

) 1
2
.
(∫ d(By,Sx)

0
ϕ(t)dt

) 1
2 },

où 0 ≤ α < 1 et ϕ : R+ → R+ est une fonction définie dans le Théorème (3.2. Supposons en

outre que les paires (A,S) et (B, T ) sont sous-séquentiellement continues et compatibles. Alors

A,B, S et T ont un point fixe commun dans X.

Corollaire 3.5 améliore Corollaire 3.7 dans [94], il généralise aussi le théorème 2.5 de Pathak et

Shahzad [82] et théorème 4 de Djoudi et Aliouche [38] pour les applications multivoques.
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Corollaire 3.6 Soient A,B : X → X des applications univoques d’un espace métrique (X, d)

dans lui même et S, T : X → CB(X) des aplications multivoques satisfaisant :

(1 + adp(Ax,By))Hp(Sx, Ty) < a
[
dp(Ax, Sx).dp(Bt, Ty) + dp(By, Sx).dp(Ax, Sx)

]
+αdp(Ax,By) + βτ

(
dp(Ax, Sx), dp(By, Ty), d(Ax, Ty), dp(Ax, Ty)

)
.

Si les deux paires (A,S) et (B, T ) sont sous-séquentiellement continues et compatibles, alors

A,B, S et T ont un point fixe commun dans X.

Soit Λ l’ensemble de toutes les fonctions continues λ : R5
+ → R+ satisfaisant λ(0, 0, x, x, x) =

kx, où 0 < k < 1.

Théorème 3.3 Soient A,B : X → X, des applications univoques et S, T : X → CB(X) des

applications multivoques sur un espace métrique (X, d) satisfaisant :

(
1 + a

(∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt

)p)(∫ H(Sx,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
<

λ
((∫ d(Ax,Sx)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(By,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Ax,Ty)

0
ϕ(t)dt

)p
,

(∫ d(By,Sx)

0
ϕ(t)dt

)p)
,
(∫ d(Ax,By)

0
ϕ(t)dt

)p)
, (3.4)

pour tout x, y dans X, où λ ∈ Λ et ϕ : R+ → R+ est une fonction intégrable au sens de

Lebesgue et sommable sur tout sous-ensemle compact de R+ satisfaisant
∫ ε
0 ϕ(t)dt > 0 pour tout

ε > 0. Supposons de plus que les paires (A,S) et (B, T ) sont sous-séquentiellement continues et

compatibles. Alors A,B, S et T admettent un point fixe commun dans X.

Preuve. Comme dans la preuve du Théorème 3.2, z est un point de coïncidence pour A et S, t

est aussi point de coïncidence pour B et T , et on a :

lim
n→∞

Byn = t et lim
n→∞

Axn = z

. On va montrer que Az = Bt, sinon d’après (3.4) on a :

(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)

)p
=
(∫ H({Az},{Bt})

0
ϕ(t)dt

)p
<

λ(0, 0, (

∫ d(Az,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Sz,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p)
,
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Puisque d(Sz,Bt) ≤ d(Az,Bt) et d(Az, T t) ≤ d(Az,Bt), on trouve :

(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)

)p
< λ

(
0, 0,

(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p)

= k
(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
<
(∫ d(Az,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p
,

qui est une contradiction. Alors Az = Bt.

Maintenant, on va prouver que z = Az, sinon en appliquant (3.4,) on trouve :

(∫ H(Sxn,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
≤
(

1 + a
(∫ d(Axn,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p)(∫ H(Sxn,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
< λ

((∫ d(Axn,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Bt,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Axn,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
,

(∫ d(Bt,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Axn,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p))
. Lorsque n→∞, on obtient :

(∫ H(M,Tt)

0
ϕ(t)dt

)p
≤
(

1 + a
(∫ d(z,Bt)

0
ϕ(t)dt

)p)(∫ H(M,Tt)

0
ϕ(t)dt

)p
<

λ
(

0, 0,
(∫ d(z,T t)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Bt,M)

0
ϕ(t)dt

)p)
, (

∫ d(z,Bt)

0
ϕ(t)dt)p

)
. D’où on obtient

(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p
=
(∫ H({z},{Az})

0
ϕ(t)dt

)p
< λ

(
0, 0,

(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p
,
(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p
,
(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p)

= k
(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p
<
(∫ d(z,Az)

0
ϕ(t)

)p
,

qui est une contradiction. Donc z = Az ∈ Sz. On va démontrer que z = t, sinon en utilisant 3.4,

on trouve :

(∫ H(Sxn,T yn)

0
ϕ(t)dt

)p
≤
(

1 + a
(∫ d(Axn,Byn)

0
ϕ(t)dt

)p)(∫ H(Sxn,T yn)

0
ϕ(t)dt

)p
< λ

((∫ d(Axn,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Byn,T yn)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Axn,T yn)

0
ϕ(t)dt

)p
,

(∫ d(Byn,Sxn)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(Axn,Byn)

0
ϕ(t)dt)p

)
. Lorsque n→∞, on trouve : (∫ H(M,N)

0
ϕ(t)dt

)p
<
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λ
(

0, 0,
(∫ d(z,N)

0
ϕ(t)dt

)p
,
(∫ d(t,M)

0
ϕ(t)dt

)p)
, (

∫ d(z,t)

0
ϕ(t)dt)p

)
,

comme d(z,N) ≤ d(z, t) et d(t,M) ≤ d(z, t), on obtient :

(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)

)p
=
(∫ H({z},{t})

0
ϕ(t)dt

)p
< λ

(
0, 0,

(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)

)p
,
(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)

)p
,
(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)

)p)

= k
(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)

)p
<
(∫ d(z,t)

0
ϕ(t)

)p
,

qui est une contradiction. Donc z est un point fixe commun pour A,B, S et T .

Corollaire 3.7 Soient A,B : X → X des applications univoques et S, T : X → CB(X) des

applications multivoques sur un espace métrique (X, d) satisfaisant :

Hp(Sx, Ty) < λ
(
dp(Ax, Sx), dp(Bt, Ty), dp(By, Ty), dp(Ax, Ty), dp(By, Sx), dp(Ax,By)

)
,

pour tout x, y ∈ X. Si les deux paires (A,S) et (B, T ) sont sous-séquentiellement continues et

compatibles, alors A,B, S et T ont un point fixe commun dans X.

51



Chapitre 4

Théorèmes de point fixe commun dans

les espaces métriques partiels

Le contenu de ce chapitre concerne des théorèmes de point fixe commun dans des espaces mé-

triques partielles pour des contractions faiblement généralisées pour des applications tangentielles

et faiblement compatibles.

4.1 Les espaces métriques partiels et ses propriétés

Définition 4.1 [66]Soit X un ensemble non vide. Une fonction :p : X ×X → R+ est dite une

métrique partielle sur X si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. p(x, x) = p(y, y) = p(x, y) si et seulement si x = y.

2. p(x, x) ≤ p(x, y), pour tout x, y ∈ X.

3. p(x, y) = p(y, x), pour tout x, y ∈ X.

4. p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z)− p(y, y), pour tout x, y, z ∈ X.

L’espace (X, p) est dit espace métrique partiel.

Clairement que si p(x, y) = 0, alors les deux premières conditions impliquent x = y.

Toute métrique partielle p sur X génère une topologie τp sur X, où elle a une base la famille des

p-boules ouvertes, {Bp(x, ε);x ∈ X, ε > 0}, où Bp(x, ε) = {y ∈ X; p(x, y) < p(x, x) + ε} pour

tout x ∈ X et ε > 0.
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Si p est une métrique partielle sur X, alors la fonction ps : X ×X → R+ définie par

ps(x, y) = 2p(x, y)− p(x, x)− p(y, y)

est une métrique sur X.

Définition 4.2 [66] Soit (X, p) un espace métrique partiel.

1. Une suite {xn} dans X et dite convergente vers x ∈ X pour la topologie τp si et seulement

si

lim
n→∞

p(x, xn) = p(x, x)

.

2. Une suite {xn} dans X est dite suite de Cauchy si lim
n→∞

p(xn, xm) existe et est finie.

3. (X, p) est dit complet si toute suite de Cauchy {xn} dans X est convergente pour la topologie

τp vers un point x ∈ X, telle que lim
n→∞

p(x, xn) = p(x, x).

Dans ce cas, on dit que la métrique partielle p est complete.

Plus récenmment, Nazir et Abbas [74] ont définie la propriété (E.A) dans les espaces métriques

partiels comme suit :

Définition 4.3 [74] Soient A,S deux applications d’un espace métrique partiel (X, p) dans lui

même. La paire (A,S) satisfait la propriété (E.A) s’il existe une suite {xn} dans X satisfaisant

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Sxn = z,

pour un certain z ∈ X avec p(z, z) = 0.

Définition 4.4 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,B, S et T des applications de X

dans lui même. La paire {A,B} est dite tangentielle par rapport à (S, T ) s’il existe deux suites

{xn}, {yn} dans X vérifiant :

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Sxn = z,

lim
n→∞

Byn = lim
n→∞

Tyn = z

et p(z, z) = 0 pour un certain z ∈ X.
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Exemple 4.1 Soit X = R+ muni de la métrique partielle p définie par :

p(x, y) = max{x, y}

. Définissons A,B, S et T par :

Ax = 2x, Sx = ln(x+ 1)

Bx =

 2− x, 0 ≤ x ≤ 2

1, x > 2
Tx =

 1− x
2 , 0 ≤ x ≤ 2

x+ 1, , x > 2

Soient les deux suites {xn}, {yn} définies pour tout n ≥ 1 par :

xn =
1

n
, yn = 2− 1

n
.

Clairement lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = 0 et lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Byn = 0. Alors {A,B} est tangentielle

par rapport à (S, T ).

Dans le papier [35], les auteurs ont introduit et utilisé les applications fortement tangentielles

dans les espaces métriques, ils ont ajouté une modification. Dans la suite on va voir ce concept

dans les espaces métriques partiels :

Définition 4.5 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,B, S et T des applications de X

dans lui même. La paire (A,B) est dite fortement tangentielle par rapport à (S, T ), s’il existe

deux suites {xn}, {yn} dans X telles que lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Sxn = z, lim
n→∞

Byn = lim
n→∞

Tyn = z

et z ∈ AX ∩BX avec p(z, z) = 0.

Soit Ψ l’ensemble de toutes les fonctions continues ψ : R+ → R+ satisfaisant :

1. ψ(x) = 0 si et seulement si x = 0,

2. ψ croissante.

Soit Φ l’ensemble de toutes les fonctions semi-continues superièurement φ : R+ → R+ vérifiant

φ(x) = 0 si et seulement si x = 0.

Théorème 4.1 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,B, S, T : X → X sont des appli-

cations satisfaisant :

ψ(p(Sx, Ty)) ≤ ψ(M(x, y))− φ(M(x, y)), (4.1)

pour tout x, y ∈ X, oùM(x, y) = max{p(Ax,By), p(Ax, Sx), p(By, Ty),
p(Ax, Ty) + p(By, Sx)

2
}

et ψ ∈ Ψ, φ ∈ Φ. Si les conditions suivantes sont satisfaites :
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1. AX et BX sont fermés,

2. la paire (A,B) est tangentielle par rapport à (S, T ),

3. (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles.

Alors A,B, S et T ont un point fixe commun unique dans X.

Preuve. Puisque la paire (A,B) est tangentielle par rapport à (S, T ), il existe deux suites

{xn}, {yn} telles que {Axn}, {Byn}, {Sxn} et {Tyn} convergent vers le même point z ∈ X

avec p(z, z) = 0. Comme AX et BX sont fermés alors z ∈ AX et z ∈ BX. Par conséquent,

z ∈ AX ∩BX, donc il existe u, v ∈ X vérifiant z = Au = Bv.

Premièrement, on va prouver que Su = z, sinon d’après (4.1), on trouve :

M(Su, Tyn) = max{p(Au,Byn), p(Au, Su), p(Byn, T yn),
1

2
(p(Au, Tyn) + p(Byn, Su))}

. Lorsque n→∞, on obtient :

M(Su, Tyn)→ p(Su, z),

ψ(p(Su, z)) ≤ ψ(p(Su, z))− φ(p(Su, ),

qui est une contradiction. Alors p(Su, z) = 0, d’où Su = z.

Maintenant, on va démontrer que Tv = z, sinon on trouve

M(Sxn, T v) = max{p(Axn, Bv), p(Axn, Sxn), p(Bv, Tv),
1

2
(p(Axn, T v) + p(Bv, Sxn))},

en faisant n→∞∞,, on a :

M(Sxn, T v)→ p(z, Tv).

En utilisant (4.1), on obtient

ψ(p(z, Tv)) ≤ ψ(p(z, Tv))− φ(p(z, Tv) < ψ(z, Tv),

qui est une contradiction. Donc Tv = z.

Puisque la paire (A,S) est faiblement compatible alors Az = Sz, de même pour la paire (B, T ),

on trouve Bz = Tz. D’où le point z est un point de coïncidence pour (A,S) et (B, T ). Si z 6= Az,

en utilisant (4.1 on trouve :

M(Sz, Tyn) = max{p(Az, gyn), p(Az, Sz), p(Byn, T yn),
1

2
(p(fz, Tyn) + p(gyn, Sz))}.
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En faisant n→∞, on a :

M(fz, Tyn)→ p(fz, z).

En appliquant (4.1), on obtient

ψ(p(Az, z)) ≤ ψ(p(Az, z))− φ(p(Az, z) < ψ(Az, z),

qui est une contradiction. Alors p(Az, z) = 0, d’où Az = z.

Par analogie, on trouve que Bz = Tz = z.

Pour l’unicité, supposons qu’il existe un autre point fixe w. En utilisant (4.1), on obtient

ψ(Sz, Tw) ≤ ψ(M(z, w))− φ(p(M(z, w))),

où M(z, w) = p(z, w) et ψ(Sz, Tw) = ψ(z, w), alors

ψ(z, w) ≤ ψ(z, w)− φ(z, w) < ψ(z, w),

qui est une contradiction. Donc z est unique.

Si S = T et A = B, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.1 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,S : X → X deux applications

satisfaisant :

ψ(Sx, Sy) ≤ ψ(M(x, y))− φ(M(x, y)),

pour tout x, y ∈ X, oùM(x, y) = max{p(Ax,Ay), p(Ax, Sx), p(Ay, Sy),
p(Ax, Sy) + p(Ay, Sx)

2
}.

Supposons en outre que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. A(X) est fermé,

2. A est tangentielle par rapport à S,

3. la paire (A,S) est faiblement compatible.

Alors A et S ont un point fixe commun unique dans X.

En Choisissant ψ(t) = t dans le Théotème 4.1, on obtient :

Corollaire 4.2 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,B, S et T des applications de X

dans lui même satisfaisant :

p(Sx, Ty) ≤M(x, y)− φ(M(x, y)),
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où φ ∈ Φ et M(x, y) = max{p(Ax,By), p(Ax, Sx), p(By, Ty),
1

2
(p(Ax, Ty) + p(By, Sx))}. Si les

conditions suivantes sont vérifiées :

1. A(X) et B(X) sont fermés,

2. (A,B) est tangentielle par rapport à (S, T ),

3. les paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles,

alors A,B, S et T possèdent un point fixe commun unique dans X.

Exemple 4.2 Soit X = [0, 2] muni de la distance partielle p(x, y) = max{x, y}. Définissons les

applications A,B, S et T de X dans lui même par :

Ax =

 2x, 0 ≤ x ≤ 1

15
8 , 1 < x ≤ 2

Bx =


3
2x, 0 ≤ x ≤ 1

1, 1 < x ≤ 2

Sx =


x
2 , 0 ≤ x ≤ 1

1
4 , 1 < x ≤ 2

Tx =

 0, 0 ≤ x ≤ 1

1
2 , 1 < x ≤ 2

On a AX = [0, 2] et BX = [0, 32 ], d’où ils sont fermés et 0 ∈ AX ∩BX = [0, 32 ].

Pour tout n ≥ 1. Considérons les deux suites {xn}, {yn} dans X définies par :

xn =
1

n
, yn = e−n,

clairement

lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Byn = 0.

D’ailleurs, on a :

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = 0

et p(0, 0) = 0. Alors la paire (A,B) est tangentielle par rapport à (S, T ).

Il est clair que 0 est l’unique point de coïncidence pour A et S, de même pour B et T , on a

aussi AS0 = SA0 = 0 et TB0 = BT0 = 0, donc les deux paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement

compatibles.

Pour la condition contractive, choisissons φ(t) = 1
5 t dans le Corollaire 4.2, on va voir que pour

tout x, y ∈ X, l’inégalité suivante est satisfaite :

p(Sx, Ty) ≤M(x, y)− 1

5
M(x, y) =

4

5
M(x, y),

où M(x, y) = max{p(Ax,By), p(Ax, Sx), p(By, Ty), 12(p(Ax, Ty) + p(By, Sx)).
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1. Pour x, y ∈ [0, 1], on a

p(Sx, Ty) =
x

2
≤ 8

5
x =

4

5
p(Ax, Sx).

2. pour x ∈ [0, 1] et 1 < y ≤ 2, on a

p(Sx, Ty) =
1

2
≤ 4

5
=

4

5
p(By, Ty).

3. Pour x > 1 et y ∈ [0, 1], on a

p(Sx, Ty) =
1

4
≤ 3

2
=≤ 4

5
p(Ax, Sx).

4. Pour x, y ∈ (1,∞), on a

p(Sx, Ty) =
1

2
≤ 8

5
=

4

5
p(Ax,By).

Par conséquent, toutes les hypothèses du Corollaire 4.2 sont satisfaites (avec ψ(t) = t et φ(t) =

1
5 t), donc 0 est l’unique point fixe commun pour A,B, S et T .

Prochainement, on va prouver l’existence d’un point fixe commun pour quatre applications,

satisfaisant une condition contractive généralisée.

Théorème 4.2 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,B, S, T : X → X des applications

de X dans lui même telles que pour tout x, y ∈ X

p(Sx, Ty)) ≤ ϕ(M(x, y)), (4.2)

où ϕ : R+ → R+ est une fonction semi-continue et croissante satisfaisant ϕ(t) = 0 si et seulement

si t = 0, pour tout t > 0, ϕ(t) < t et

M(x, y) = max(p(Ax,By), p(Ax, Sx), p(By, Ty), p(Ax, Ty), p(By, Sx)).

Suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. TX ⊆ AX et SX ⊆ BX

2. la paire (A,B) est tangentielle par rapport à (S, T ),

3. les paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles,

alors A,B, S et T admettent un point fixe commun unique dans X.
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Preuve. Puisque la paire (A,B) est tangentielle par rapport à (S, T ), alors il existe deux suites

{xn}, {yn} satisfaisant

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Tyn = z,

avec p(z, z) = 0, où lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

Byn = z.

Comme Tyn est convergente vers z ∈ TX ⊂ AX, alors il existe u ∈ X, tel que z = Au.

On va prouver que Su = z. En prenant x = u et y = yn, on obtient

M(Su, Tyn) = max{p(Au,Byn), p(Au, Su), p(Byn, Tyn), p(Au, Tyn), p(Byn, Su)}

. Lorsque n→∞, on trouve

M(Su, Tyn)→ p(Su, z),

Maintenant d’après (4.2), on obtient

p(Su, z)) ≤ ϕ(p(Su, z)) < p(Su, z),

qui est une contradiction. Alors p(Su, z) = 0, d’où Su = z.

D’autre part Sxn → z ∈ SX ⊂ BX, il existe v ∈ X tel que z = Bv. Montrons que Tv = z, sinon

pour x = xn et y = v dans M(x, y), on trouve

M(Sxn, T v) = max{p(Axn, Bv), p(Axn, Sxn), p(Bv, Tv), p(Axn, T v), p(Bv, Sxn)},

en faisant n→∞, on obtient

M(Sxn, T v)→ p(z, Tv),

en appliquant (4.2), on trouve

p(z, Tv)) ≤ ϕ(p(z, Tv)) < p(z, Tv),

qui est une contradiction, alors Tv = z.

Puisque la paire (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles, alors Az = Sz et Bz = Tz. Donc

z est un point de coïncidence pour A et S, et pour B et T .

Si z 6= Az, on obtient :

M(Sz, Tyn) = max{p(Az,Byn), p(Az, Sz), p(Byn, Tyn),
1

2
(p(Az, Tyn) + p(Byn, Sz))}.

Lorsque n→∞, on trouve

M(Az, Tyn)→ p(Az, z),
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en appliquant (4.2), on obtient

p(Az, z) ≤ ϕ(p(Az, z)) < ϕ(Az, z),

qui est une contradiction. Alors p(Az, z) = 0, d’où Az = z. Par analogie, Bz = z. Par conséquent,

z est un point fixe commun pour A,B, S et T .

Pour l’unicité, elle est similaire à celle du Théorème 4.1.

Corollaire 4.3 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,S : X → X des applications

satisfaisant :

p(Sx, Sy) ≤ ϕ(M(x, y)),

où M(x, y) = max{p(Ax,Ay), p(Ax, Sx), p(Ay, Sy), p(Ax, Sy), p(Ay, Sx)}. Si les conditions sui-

vantes sont satisfaites :

1. S(X) ⊂ A(X),

2. A est tangentielle par rapport à S,

3. la paire (A,S) est faiblement compatible,

alors A et S possèdent un point fixe commun unique dans X.

Corollaire 4.4 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,B, S, T : X → X des applications

satisfaisant :

p(Sx, Sy) ≤ αmax{p(Ax,By), p(Ax, Sx), p(By, Ty), p(Ax, Sy), p(By, Sx)},

où 0 ≤ α < 1. Si TX ⊂ A(X), SX ⊂ BX et (A,B) est Tangentielle par rapport à (S, T ),

alors A,B, S et T ont un point de coïncidence. De plus, si les deux paires (A,S) et {B, T} sont

faiblement compatibles, alors A,B, S et T admettent un point fixe commun unique dans X.

Maintenant, on va obtenir le même résultat du Théorème 4.2 en utilisant les applications forte-

ment tangentielles.

Théorème 4.3 Soient (X, p) un espace métrique partiel et A,B, S et T sont des applications

sur X satisfaisant (4.2). Si (A,B) est fortement tangentielle par rapport à (S, T ) et les deux

paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles, alors A,B, S et T ont un point fixe commun

unique dans X.

Preuve. Elle est similaire à celle du Théorème 4.2, dans ce cas nous avons directement z ∈

AX ∩BX.
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Chapitre 5

Théorèmes de point fixe commun dans

les espaces métriques généralisés

Dans ce chapitre on va présenter des théorèmes pour des applications satisfaisant une condi-

tion contractive de type Berinde et qui sont faiblement compatibles.

5.1 Les espaces métriques généralisés et ses propriétés

Mustafa et Sims [71] ont introduit une importante généralisation pour les espaces métriques

dont ils ont appelés les espaces métriques généralisés ou espaces G-métriques. Premièrement,

nous allons donner quelques définitions basiques et propriétés concernant ces espaces.

Définition 5.1 [71] Soit X un ensemble non vide. Une fonction G : X × X × X → R+ est

dite une métrique généralisée (G-métrique) sur X si et seulement si elle satisfait les conditions

suivantes :

1. G(x, y, z) = 0 ssi x = y = z,

2. G(x, x, y) > 0, pour tout x, y avec x 6= y,

3. G(x, x, y) ≤ G(x, y, z), pour tout x, y, z ∈ X avec z 6= y,

4. G(x, y, z) = G(x, z, y) = G(y, z, x) = ... (symétrie pour les trois variables),

5. G(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(a, y, z), pour tout x, y, z, a ∈ X ( inégalité rectangulaire).
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L’espace (X,G) est dit espace métrique généralisé (G-métrique).

Si pour tout x, y ∈ X on a G(x, y, y) = G(y, x, x), alors (X,G) est dit espace G-métrique

symétrique.

Proposition 5.1 [71] Soit (X,G) un espace G-métrique. La fonction dG : X ×X → R+ telle

que pour tout x, y ∈ X, on a

dG(x, y) = G(x, y, y) +G(y, x, x),

définit une métrique sur X.

Si G est symétrique, alors pour tout x, y ∈ X on a dG ≤ 2G(x, y, y) et si cette dernière inégalité

n’est pas véfifié on obtient :

3

2
G(x, y, y) ≤ dG(x, y) ≤ 3G(x, y, y)

pour tout x, y ∈ X.

Définition 5.2 [71] Soit (X,G) un espace G-métrique.

– Une suite {xn} est dite suite de Cauchy si et seulement si pour tout ε > 0, il existe k ∈ N

tels que G(xn, xm, xl) < ε, pour tout n,m, l ≥ k, c’est àdire : G(xn, xm, xl) tend vers 0

quand n,m, l→∞.

– Une suite {xn} est G-convergente si pour tout ε > 0, il existe x ∈ X et n0 ∈ N , tels que

pour tout n,m ≥ n0, G(x, xn, xm) < ε.

(X,G) est dit G-complet si toute suite G-Cauchienne {xn} dans X est G-convergente vers un

point x ∈ X, c’est à dire : lim
n,m→∞

G(x, xn, xm) = 0. Dans ce cas, on dit que l’espace G-métrique

est G-complet.

Proposition 5.2 [71] Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. {xn} est G-convergente vers x in X,

2. G(xn, xm, x)→ 0 quand n,m→∞,

3. G(xn, xn, x)→ 0 quand n→∞,

4. G(xn, x, x)→ 0 quand n→∞.
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Définition 5.3 [4] Soient (X,G) un espace G-métrique et A,B deux applications de X dans lui

même. A et B sont :

– G-compatibles si lim
n→∞

G(ABxn, ABxn, BAxn) = 0, où {xn} est une suite dans X telle que

Axn et Bxn sont G-convergentes vers un certain z ∈ X,

– G-non-compatibles s’il existe une suite {xn} dans X telle que les suites {Axn} et Bxn}

sont G-convergentes vers un certain z ∈ X, mais lim
n→∞

G(ABxn, ABxn, BAxn) 6= 0 ou

n’existe pas.

Définition 5.4 [13] Soient (X, d) un espace métrique et T une application de X dans lui même.

L’application T satisfait la condition (B) s’il existe δ,≥ 0, L ≥ 0 tels que pour tout x, y ∈ X, on

a :

d(Tx, Ty) ≤ δd(x, y) + Lmin(d(x, Tx), d(y, Ty), d(x, Ty), d(y, Tx)).

Abbas et al .[2] ont donné une généralisation à la dernière définition pour deux applications,

appelée condition (B) généralisée.

Définition 5.5 [2] Soient (X, d) un espace métrique et S, T : X → X deux Applications. L’ap-

plication T satisfait la condition (B) généralisée associée avec S si il existe δ ∈ (0, 1) et L ≥ 0

satisfaisant

d(Tx, Ty) ≤ δM(x, y) + Lmin{d(Sx, Tx), d(Sy, Ty), d(Sx, Ty), d(Sy, Tx)},

où M(x, y) = max{d(Sx, Sy), d(Sx, Tx), d(Sy, Ty),
d(Sx, Ty) + d(Sy, Tx)

2
}.

Soient (X,G) un espace G-métrique et A,B, S, T : X → X sont des applications satisfaisant :

T (X) ⊂ A(X) et S(X) ⊂ B(X), (5.1)

il existe δ ∈ [0, 1) et L ≥ 0 tels que pour tout x, y ∈ X, on a :

G(Sx, Ty, Ty)) ≤ δM(x, y, y))+Lmin{G(Ax, Sx, Sx), G(By, Ty, Ty), G(Ax, Ty, Ty), G(By,By, Sx)},

(5.2)

où

M(x, y, y) = max{G(Ax,By,By), G(Sx,Ax,Ax), G(By, Ty, Ty),
1

2
(G(Sx,By,By)+G(Ax, Ty, Ty))},
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Soit x0 un arbitraire dansX. Comme S(X) ⊂ B(X), il existe un point x1 ∈ X tel que Bx1 = Sx0.

Pour ce point, il existe un point x2 ∈ X satisfaisant Ax2 = Tx1. En continuant sur cette manière,

on peut construire deux suites {xn} et {yn} dans X comme suit :
y2n+1 = Bx2n+1 = Sx2n,

y2n+2 = Ax2n+2 = Tx2n+1 . (5.3)

Lemme 5.1 La suite {yn} définie par (5.3) est une suite de Cauchy dans (X,G).

Preuve. Premièrement on va prouver :

lim
n→∞

G(yn+1, yn+2, yn+2) = 0

.

G(y2n+1, y2n+2, y2n+2) = G(Sx2n, Tx2n+1, Tx2n+1) ≤ δmax{G(Ax2n, Bx2n+1, Bx2n+1),

G(Sx2n, Ax2n, Ax2n), G(Bx2n+1, Tx2n+1, Tx2n+1),
1

2
(G(Sx2n, Bx2n+1, Bx2n+1)+(G(Ax2n, Tx2n+1, Tx2n+1))}

+Lmin{G(Ax2n, Sx2n, S2n), G(Bx2n+1, Tx2n+1, Tx2n+1),

G(Ax2n, Tx2n+1, Tx2n+1), G(Bx2n+1, Bx2n+1, Sx2n)}

= δmax{G(y2n, y2n+1, y2n+1), G(y2n+1, y2n, y2n), G(y2n+1, y2n+2, y2n+2),

1

2
(G(y2n+1, y2n+1, y2n+1) +G(y2n, y2n+2, y2n+2))}+ Lmin{G(y2n, y2n+1, y2n+1)

G(y2n+1, y2n+2, y2n+2), G(y2n, y2n+2, y2n+2), G(y2n+1, y2n+1, y2n+1)}

= δmax{G(y2n, y2n+1, y2n+1), G(y2n+1, y2n, y2n), G(y2n+1, y2n+2, y2n+2),

1

2
[G(y2n, y2n+2, y2n+2)+G(y2n, y2n+2, y2n+2)]}+Lmin{G(y2n, y2n+1, y2n+1), G(y2n+1, y2n+2, y2n+2, 0)}

≤ δmax{G(y2n, y2n+1, y2n+1), G(y2n+1, y2n, y2n), G(y2n+1, y2n+2, y2n+2), G(y2n+2, y2n, y2n},

G(y2n+1, y2n+2, y2n+) ≤ δG(y2n, y2n+1, y2n+1).

Si

G(y2n, y2n+1, y2n+1) ≤ G(y2n+1, y2n+2, y2n+2),
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en appliquant (5.1), on obtient :

G(y2n+1, y2n+2, y2n+2) ≤ δG(y2n+1, y2n+2, y2n+2) < G(y2n+1, y2n+2, y2n+2),

qui est une contradiction, donc on a :

G(y2n+1, y2n+2, y2n+2) ≤ δG(y2n, y2n+1, y2n+1)

≤ δ2G(y2n−1, y2n, y2n)

≤ δ3G(y2n−2, y2n−1, y2n−1)

... ≤ δ2n+1G(y0, y1, y1).

Par induction, on trouve :

G(yn+1, yn+2, yn+2) ≤ δn+1G(y0, y1, y1).

Pour tout n,m ∈ N, tels que m > n, on a :

G(yn, ym, ym) ≤ G((yn, yn+1), yn+1) +G(yn+1, yn+2, yn+2) + ...+G(ym−1, ym, ym)

≤ δn
(

1 + δ + ...+ δm−n)G(y0, y1, y1)

≤ δn

1− δ
G(y0, y1, y1)→ 0 quand n→∞.

Pour n,m, l ∈ N et d’après l’inégalité rectangulaire on obtient :

G(yn, ym, yl) ≤ G(yn, ym, ym) +G(yl, ym, ym),

en faisant n,m, l → ∞, on trouve : lim
n,m,l→∞

G(yn, ym, yl) = 0. D’où {yn} est une suite G-

Cauchienne dans (X,G). La complètude de (X,G) implique que {yn} est G-convergente vers un

certain z ∈ X.

Théorème 5.1 Soient (X,G) un espace G-métrique complet et A,B, S et T des applications

sur X satisfaisant (5.1),(5.2) et A(X) ou B(X) est fermé. Si en outre (A,S) et (B, T ) sont

faiblement compatibles, alors A,B, S et T ont un point fixe commun unique dans X.

Preuve. D’après le Lemme 5.1, la suite {yn} est G-Cauchienne et puisque (X,G) est complet,

alors elle est G-convergente vers z ∈ X. La sous-suite {y2n+2} = {Ax2n+2} converge aussi vers
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z. Comme A(X) est fermé, alors il existe u ∈ X tel que z = Au.

On va démontrer que z = Su, sinon d’après(5.2), on trouve :

G(Su, Tx2n+1, Tx2n+1) ≤ δmax{G(Au,Bx2n+1, Bx2n+1), G(Au, Su, Su),

G(Bx2n+1, Tx2n+1, Tx2n+1),
1

2
(G(Au, Tx2n+1, Tx2n+1) +G(Su,Bx2n+1, Bx2n+1))}

+Lmin{G(Au, Su, Su), G(Bx2n+1, Tx2n+1, Tx2n+1), G(Au, Tx2n+1, Tx2n+1)+G(Su,Bx2n+1, Bx2n+1)}.

En faisant n→∞, on obtient :

G(Su,Au,Au) ≤ δG(Su,Au,Au) < G(Su,Au,Au),

qui est une contradiction. Alors Su = Au = z.

D’ailleurs, Sx ⊆ BX implique qu’il existe un point v ∈ X satisfaisant Su = Bv.

On va prouver que Bv = Tv, sinon d’après (5.2) on a :

G(Bv, Tv, Tv) = G(Su, Tv, Tv) ≤ δmax{G(Au,Bv,Bv), G(Bv, Tv, Tv),
1

2
G(Au, Tv, Tv)}

≤ δG(Su, Tv, Tv) < G(Bv, Tv, Tv),

qui est une contradiction. D’où Bv = Tv = z et donc v est un point de coïncidence pour B et T

. La compatibilité faible de (A,S) implique que Az = Sz. De même pour la paire (B, T ), on

trouve Bz = Tz

. Prochainement, on va prouver que z = Az, sinon en appliquant (5.2), on obtient :

G(Az, z, z) = G(Sz, Tv, Tv) ≤ δmax{G(Az,Bv,Bv),
1

2
(G(Az, Tv, Tv) +G(Sz,Bv,Bv))}

≤ δG(Az, z, z) < G(Az, z, z),

qui est une contradiction. Alors z = Az.

Similairement, on trouve z = Bz = Tz. Par conséquent z est un point fixe commun pour A,B, S

et T .

Pour l’unicité, supposons w est un autre point fixe commun. En appliquant(5.2) on a :

G(z, w,w) = G(Sz, Tw, Tw) ≤ δmax{G(Az,Bw,Bw), G(Az, Sz, Sz), G(Bw, Tw, Tw),

1

2
(G(Az, Tw, Tw) +G(Sz,Bw,Bw))}
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+Lmin{G(Az, Sz, Sz), G(Bw, Tw, Tw), G(Az, Tw, Tw), G(Sz,Bw,Bw)}

≤ δG(z, w,w) < G(z, w,w),

qui est une contradiction. Donc z est unique.

Théorème 5.1 généralise le Théorème 3.1 dans le papier [56] aux espaces G-métriques. Il généra-

lise aussi Théorème 3.2 de Abbas et.al [2], Théorème 2.3 dans [13] et Théorème 3.4 de Berinde [24].

Si S = T et A = B, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 5.1 Soient (X,G) un espace G-métrique complet et A,S : X → X des applications

de X dans lui même. Supposons que SX ⊆ AX et pour tout x, y ∈ X on a :

G(Sx, Sy, Sy) ≤ δmax{G(Ax,Ay,Ay), G(Ax, Sx, Sx), G(Ay, Sy, Sy),
1

2
(G(Ax, Sy, Sy)+G(Ay, Sx, Sx)}

+Lmin{G(Ax, Sx, Sx), G(Ay, Sy, Sy), G(Ax, Sy, Sy) +G(Ay, Sx, Sx)},

où 0 ≤ δ < 1 and L ≥ 0. Si la paire (A,S) est faiblement compatible et le sous-espace A(X) est

fermé, alors A et S ont un point fixe commun unique dans X.

Corollaire 5.1 généralise Corollaire 2.2 dans [56].

Théorème 5.2 Soient (X,G) un espace G-métrique et A,B, S et T des applications de X dans

lui même satisfaisant les conditions suivantes :

(a) TX ⊆ AX, SX ⊆ BX,

(b) il existe δ ∈ [0, 12) et L ≥ 0, tels que :

G(Sx, Ty, Ty) ≤ δN(x, y, y)+Lmin{G(Ax, Sx, Sx), G(By, Ty, Ty), G(Ax, Ty, Ty), G(By, Sx, Sx)},

(5.4)

pour tout x, y ∈ X, où

N(x, y, y) = max{G(Ax,By,By), G(Ax, Sx, Sx), G(By, Ty, Ty), G(Ax, Ty, Ty), G(By, Sx, Sx)},

(c) A(X) ou T (X) est fermé,

(d) les paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles.

Alors A,B, S et T admettent un point fixe commun unique dans X.
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Preuve. Soit {yn} une suite définie par (5.3). On a :

N(x2n, x2n+1, x2n+1) = max{G(Ax2n, Bx2n1, Bx2n+1), G(Ax2n, Sx2n, Sx2n),

G(Bx2n+1, Tx2n+1, Tx2n+1), G(Ax2n, Tx2n1, Tx2n+1), G(Bx2n+1, Sx2n, Sx2n)}

≤ max{G(y2n, y2n+1, y2n+1), G(y2n+1, y2n+1y2n+1), G(y2n, y2n+2, y2n+2)}

≤ G(y2n, y2n+1, y2n+1) +G(y2n+1, y2n+2, y2n+2)

≤ 2 max{G(y2n, y2n+1, y2n+1), G(y2n+1, y2n+2, y2n+2)}

min{G(Ax2n, Sx2n, Sx2n), G(Bx2n+1, Tx2n+1, Tx2n+1), G(Ax2n, Tx2n1, Tx2n+1), G(Bx2n+1, Sx2n, Sx2n)},

= G(y2n+1, y2n+1, y2n+1) = 0.

En utilisant (5.4), on trouve :

G(y2n+2, yn+1, y2n+2) = G(Sx2n, Tx2n+1, Tx2n+1)

≤ 2δmax{G(y2n, y2n+1), G(y2n+1, y2n+2, y2n+2)},

Si G(y2n, y2n+1, y2n+1) ≤ G(y2n+1, y2n+2, y2n+2), on a :

G(y2n+1, y2n+2, y2n+2) ≤ 2δG(y2n+1, y2n+2, y2n+2) < G(y2n+1, y2n+2, y2n+2),

qui est une contradiction. D’où :

G(y2n+1, y2n+2, y2n+2) ≤ 2δG(y2n, y2n+1, y2n+1) ≤ 22δ2G(y2n−1, y2n, y2n) ≤ ...

Par induction on obtient :

G(yn+1, yn+2, yn+2) ≤ (2δ)n+1G(y0, y1, y1,

où il implique G(yn+1, yn+2, yn+2)→ 0, quand n→∞.

Donc pour tout n,m ∈ N tels que m > n on trouve :

G(yn, ym, ym) ≤ G((yn, yn+1), yn+1) +G(yn+1, yn+2, yn+2) + ...+G(ym−1, ym, ym)

≤ (2δ)n
(

1 + δ + ...+ δm−n)G(y0, y1, y1)
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≤ 2δn

1− δ
G(y0, y1, y1)→ 0 as n→∞.

Par conséquent {yn} est une suite G-Cauchienne dans (X,G).

Comme X est G-complet, alors {yn} est G-convergente vers un point z ∈ X, la fermeture de

A(X) implique que la sous-suite {Ax2n+2} est G-convergente vers z ∈ A(X), donc il existe un

point u ∈ X, tel que z = Au. On va prouver z = Su, sinon en appliquant (5.4) on a :

G(Su, Tx2n+1, Tx2n+1) ≤ δmax{G(Au,Bx2n+1, Bx2n+1), G(Au, Su, Su),

G(Bx2n+1, Tx2n+1, Tx2n+1), G(Au, Tx2n+1, Tx2n+1), G(Su,Bx2n+1, Bx2n+1))}

+Lmin{G(Au, Su, Su), G(Bx2n+1, Tx2n+1, Tx2n+1), G(Au, Tx2n+1, Tx2n+1), G(Su,Bx2n+1, Bx2n+1)},

laissant n→∞, on obtient

G(Su, z, z) ≤ δmax{G(z, Su, Su), G(Su, z, z)},

mais G(Su, Su, z) ≤ G(Su, z, z) +G(z, z, Su) = 2G(Su, z, z), donc on trouve

G(Su, z, z) ≤ 2δG(Su, z, z) < G(Su, z, z),

qui est une contradiction. Alors Su = Au = z.

L’inclusion Sx ⊆ BX implique qu’il existe un point v ∈ X, tel que Su = Bv. Montrons que

z = Tv, sinon en appliquant (5.4) on a :

G(z, Tv, Tv) = G(Su, Tv, Tv) ≤ δmax{G(z, Tv, Tv), G(z, Tv, Tv)}

≤ δG(z, Tv, Tv) < G(z, Tv, Tv),

qui est une contradiction. Donc Bv = Tv = z et v est un point de coïncidence pour B et T .

La paire (A,S) est faiblement compatible, donc Az = Sz. De même pour la paire (B, T ), on

obtient Bz = Tz.

Prochainement, on va prouver que z = Az, sinon d’après (5.4) on trouve :

G(Az, z, z) = G(Sz, Tv, Tv) ≤ δmax{G(Az,Bv,Bv), G(Az, Tv, Tv), G(Sz,Bv,Bv))}

≤ δG(Az, z, z) < G(Az, z, z),

qui est une contradiction. Alors z = Az.

Similairement, on trouve z = Bz = Tz. D’où, z est un point fixe commun pour A,B, S et T .
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L’unicité est similaire comme dans la preuve du Théorème 5.1

Théorème 5.2 généralise et étend théorème 3.2 de Berinde [24] et théorème 3.2 dans [56] aux

espaces G-métriques.

Si S = T et A = B, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 5.2 Soient (X,G) un espace G-métrique complet et A,S : X → X deux applications

de X dans lui même satisfaisant :

G(Sx, Sy, Sy) ≤ δN(x, y, y)+Lmin{G(Ax, Sx, Sx), G(Ay, Sy, Sy), G(Ax, Sy, Sy), G(Ay,Ay, Sx)},

où

N(x, y, y) = max{G(Ax,Ay,Ay), G(Ax, Sx, Sx), G(Ay, Sy, Sy), G(Ax, Sy, Sy), G(Ay,Ay, Sx)}.

Si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. SX ⊆ AX,

2. AX est fermé,

3. la paire (A,S) est faiblement compatible,

alors S et A ont un point fixe commun unique dans X.

Théorème 5.3 Soient (X,G) un espace G-métrique complet et A,B, S et T des applications de

X dans lui même satisfaisant (5.1)et :

G(Sx, Ty, Ty)) ≤ δθ(x, y, y)) + Lmin{G(Bx, Sx, Sx)), G(By, Ty, Ty),

G(Ax, Ty, Ty), G(By,By, Sx)}, (5.5)

pour tout x, y ∈ X, où

θ(x, y, y) = max{G(Ax,By,By),
1

2
(G(Sx,Ax,Ax) +G(By, Ty, Ty)),

1

2
(G(Sx,By,By) +G(Ax, Ty, Ty))}.

Si AX ou BX est fermé et les paires (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles, alors A,B, S

et T admettent un point fixe commun unique dans X.
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Preuve. Elle est similaire à celle du Théorème 5.1.

Maintenant, on va illustrer notre résultats par l’exemple suivant :

Exemple 5.1 Soit X = [0, 2] muni de la G-métrique :

G(x, y, z) = max{|x− y|, |x− z|, |y − z|},

Considèrons les applications A,B, S et T définies par

Ax =

 2− x, 0 ≤ x ≤ 1

x
4 , 1 < x ≤ 2

Bx =


2x, 0 ≤ x < 1

1, x = 1

2, 1 < x ≤ 2

Sx =

 x, 0 ≤ x ≤ 1

7
8 , 1 < x ≤ 2

Tx =

 1, 0 ≤ x ≤ 1

1
2 , 1 < x ≤ 2

Clairement, (X,G) est un espace G-métrique complet. Le sous-espace B(X) = [0, 2] est fermé,

TX = {12 , 1} ⊂ AX = (14 ,
1
2 ] ∪ [1, 2] et SX = [0, 1] ⊂ BX.

Choisissons δ = 4
5 dans le Théorème 5.1, pour l’inégalité (5.1). On a les cas suivants :

1. Pour x, y ∈ [0, 1], on a :

G(Sx, Ty, Ty) = |1− x| ≤ 8

5
|1− x| = 4

5
G(Ax, Sx, Sx)

2. Pour x ∈ [0, 1) et y ∈ (1, 2], on a :

G(Sx, Ty, Ty) =
1

2
|2x− 1| ≤ 6

5
=

4

5
G(By, Ty, Ty),

3. Pour 1 < x ≤ 2 et y ∈ [0, 1], on a :

G(Sx, Ty, Ty) =
1

8
≤ 1

10
|7− 2x| ≤ 4

5
G(Ax, Sx, Sx)

4. Pour x, y ∈ (1, 2], on a :

G(Sx, Ty, Ty) =
3

8
≤ 6

5
=

4

5
G(By, Ty, Ty).

Le point 1 est un oint de coïncidence. Il satisfait AS1 == SA1 = 1 et BT1 = TB1 = 1, ce qui

implique que (A,S) et (B, T ) sont faiblement compatibles. Par conséquent, toutes les hypothèses

du Théorème 5.1 sont satisfaites, donc 1 est l’unique point fixe commun pour A,B, S et T .
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Chapitre 6

Applications

Ce chapitre est consacré pour quelques applications. Premièrement, on va appliquer le Théo-

rème 2.1 pour garantir l’existence et l’unicité de la solution commune d’un système d’équations

intégrales de type Fredholm. Pour le deuxième application, on va appliquer le Corollaire 2.1 pour

montrer l’existence et l’unicité d’un système des équations fonctionnelles qui apparaissent dans

la programmation dynamique.

6.1 Existence d’une solution commune d’un système des équa-

tions intégrales

On va utiliser le Théorème 2.1 pour établir l’existence et l’unicité de la solution commune

d’un système des équations intégrales de type Fredholm.

Considérons le système des équations suivant :
x(t) = f(t) +

∫ b
a K1(t, s, y(s))ds, t, s ∈ I = [a, b]

y(t) = f(t) +
∫ b
a K2(t, s, x(s))ds, t, s ∈ [a, b] (6.1)

où a, b ∈ R, I = [a, b] et K1,K2 : I× I×R→ R sont des fonctions continues et f ∈ C(I,R) :l’en-

semble des fonctions continues de I dans R.

Il est clair que l’espace C(I,R) muni de la métrique :

d(u, v) = max |u(t)− v(t)|
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est un espace métrique complet.

Théorème 6.1 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Il existe une fonction θ : I × I → R telle que pour tout x, y ∈ C(I,R), on a :

|K1(t, s, y(s)−K2(t, s, x(s))| ≤ θ(t, s)ϕ(|x− y|)

, où ϕ : R+ → R+ est une fonction croissante, telle que ϕ(x) = 0 si et seulement si x = 0.

2. supt∈I
∫ b
a θ(t, s)ds ≤ 1.

Alors le système (6.1) admet une solution commune unique dans C(I,R).

Preuve. On Considère les deux applications :

Sx(t) = f(t) +

∫ b

a
K1(t, s, y(s))ds, s, t ∈ I

Tx(t) = f(t) +

∫ b

a
K2(t, s, x(s))ds,

où A,B : C(I,R)→ C(I,R). Le système (6.1) admet une solution commune si et seulement si A

et B ont un point fixe commun dans C(I,R).

Puisque f et Ki sont continues, alors A et B sont continues. Donc {S, id}, {T, id} ( id l’identité

dans l’espace C(I,R)) sont sous-séquentiellement continues et compatibles de type (E). De plus

on a :

|K1(t, s, y(s)−K2(t, s, x(s))| ≤ θ(t, s)ψ(|x− y|)

,

|Sg(t)− Th(t)| = |
∫ b

a
|K1(t, s, x(s)−K2(t, s, y(s))ds| ≤

∫ b

a
|θ(t, s)ψ(|x− y|)|ds,

≤ ψ(|x− y|)
∫ b

a
θ(t, s)ds ≤ ψ(M(x, y))

, où M(x, y) = max{d(x, y), d(x, Sx), d(y, Ty), d(x, Ty), d(y, Sx)}. Par conséquent, toutes les

hypothèses du Théorème 2.1(avec F (t) = t) sont satisfaites, alors A et B ont un point fixe

commun unique D’où, le système (6.1) admet une solution commune unique.
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6.2 Solution commune d’un système des équations fonctionnelles

Dans cette section, on va établir l’existence et l’unicité d’une solution commune d’un système

des équations qui apparaissent dans la programmation dynamique.

Soient X et Y des espaces de Banach, W ⊂ X est un espace d’état et D ⊂ Y est un espace de

décision. On désigne par B(W ) l’ensemble de toutes les fonctions définies et bornées dans W .

Bellman et Lee [15] ont mentionné que la forme fondamentale de l’équation fonctionnelle de la

programmation dynamique est :

f(x) = opty∈DH(x, y, f(τ(x, y))),

où H : W ×D × R→ R, τ : W ×D →W .

Maintenant, on va étudier l’existence et l’unicité d’une solution commune pour un système

des équations fonctionnelles suivantes :
Fi(x) = sup

y∈W
{u(x, t) +Hi(x, y, Fi(τ(x, y)))}, i=1,2.

Gi(x) = sup
y∈W
{u(x, y) +Ki(x, y,Gi(τ(x, y)))}, i=1,2. , (6.2)

On munit l’ensemble B(W ) de la métrique :

h, k ∈ B(W ), d(h, k) = sup
x∈W
|h(x)− k(x)|

Définissons les applications :

Sh = sup
y∈W
{u(x, t) +H1(x, y, h(τ(x, y)))}

Th = sup
y∈W
{u(x, t) +K1(x, y, h(τ(x, y)))}

Ah = sup
y∈W
{u(x, t) +H2(x, y, h(τ(x, y)))}

Bh = sup
y∈W
{u(x, t) +K2(x, y, h(τ(x, y)))}

Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

(C1) : Hi et Ki sont bornées, i = 1, 2.
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(C2) : Pour tout x, y ∈ W et h, k ∈ B(W ), il existe une fonction ψ : R+ → R+ croissante

et semi-continue supérieurement satisfaisant ψ(t) = 0 si et seulement si t = 0 et pour tout

t > 0, ψ(t) < t, telle que :

|H1(x, y, h)−K1(x, y, k)| ≤ ψ(max(d(A2h,B2k), d(Sh,Ah), d(Tk,Bk),

d(Ah, Tk), d(Bk, Sh))),

(C3) : Il existe une suite {hn} dans W et h, k ∈ B(W ) telles que

lim
n→∞

sup |Shn − h| = lim
n→∞

sup |Ahn − h| = 0,

et

lim
n→∞

sup |SAhn − Sh| = 0,

(C4) : Pour toute suite {pn} dans W et p ∈ B(w) telle que

lim
n→∞

sup |pn − p| = 0

on a

lim
n→∞

sup |S2pn −Ap| = lim
n→∞

sup |SApn −Ah| = 0

.

(C5 :) Il existe une suite {kn} dans W et k ∈ B(W ) telles que

lim
n→∞

sup |Tkn − k| = lim
n→∞

sup |Bkn − k| = 0,

et

lim
n→∞

sup |TBkn − Th| = 0

lim
n→∞

sup |SAhn − Sh| = 0.

(C6) : Pour toute suite {qn} dans W et q ∈ B(W ) telles que

lim
n→∞

sup |qn − q| = 0

on a

lim
n→∞

sup |T 2qn −Bq| = lim
n→∞

sup |TBqn −Bq| = 0,
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Théorème 6.2 Sous les hypothèses (C1)− (C6), le système (6.2) admet une solution commune

unique dans B(W ).

Preuve. Le système (6.2) admet une solution commune si et seulement si les applications A,B, S,

et T possèdent un point fixe commun.

Pour tout h, k ∈ B(W ) et ε > 0, il existe y, z ∈ D tels que

Sh < u(x, y) +H1(x, y, h(τ(x, y))) + ε, (6.3)

Th < u(x, z) +K1(x, z, k(τ(x, z))) + ε, . (6.4)

D’après

Sh ≥ u(x, z) +H1(x, z, h(τ(x, z))), (6.5)

Tk ≥ u(x, y) +K1(x, y, k(τ(x, y))), . (6.6)

En utilisant (6.3) et (6.5) on a :

Sh− Tk ≤ H1(x, y, h(τ(x, y)))−K1(x, y, k(τ(x, y))) + ε

≤ ψ(max(d(Ah,Bk), d(Ah, Sh), d(Bk, Tk), d(Ah, Tk), d(Bk, Sh))) + ε, (6.7)

D’après (6.4) et (6.6) on obtient :

Sh− Tk > K1(x, y, h(T (x, y)))− h1(x, y, k(T (x, y)))− ε

≥ −ψ(max(d(Ah,Bk), d(Sh,Ah), d(Bk, Tk), d(Ah, Tk), d(Bk, Sh)))− ε, (6.8)

alors (6.7) et (6.8) impliquent que

d(Sh, Tk) = sup |Sh− Tk| ≤ |H1(x, y, h(τ(x, y)))−K1(x, y, k(τ(x, y)))|+ ε

≤ ψ(max(d(Ah,Bk), d(Sh,Ah), d(Bk, Tk), d(Ah, Tk), d(Bk, Sh))) + ε,

et comme la dernière inégalité est vraie pour chaque ε > 0 arbitraire, on peut écrit :

d(Sh, Tk) ≤ ψ(max(d(Ah,Bk), d(Sh,Ah), d(Bk, Tk), d(Ah, Tk), d(Bk, Sh))). (6.9)

Les conditions (3) et (4) impliquent que la paire {A,S} est S-sous-séquentiellement continue et S-

compatible de type (E) et la paire {B, T} est T -sous-séquentiellement continue et T -compatible
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de type (E). Par conséquent, toutes les conditions du Corollaire 2.6 sont satisfaites, donc les

applications A,B, S et T ont un point fixe commun unique dans B(W ) et ce point est une

solution commune du système des équations fonctionnelles (6.2).
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