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Résumé

L’objet de ce mémoire est ’étude d’existence des solutions périodiques d’une
équation différentielle fonctionnelle, élliptique, précisement I’équation de Ray-
leigh p-Laplacien, en utilisant la méthode de compacité, théorie du degré topo-
logique.
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Introduction Générale

L’opérateur p-Laplacien est un modéle d’opérateurs élliptiques quasi-linéaires
qui permet de modéliser des phénomeénes physiques tels que les problemes de
fluides non-Newtoniens, réactions-diffusion, élasticité non-linéaire, glacéologie,
extraction de pétrole, astronomie, courant a travers les milieux poreux, etc ...(voir
par exemple [1], [2], [9]).

Dans les derniéres années, I'existence des solutions périodiques des équations
différentielles avec retard a eu beaucoup d’attention, par exemple dans [6], [7],
[21], [22], les équations différentielles du deuxiéme ordre :

" () + f (@' () +gt-1) = p(t),
" (t) +m*z (t) +g(z(t—71))
O+ [t (t-T)+g@(t—0) = p(),

I
i
—~

~
N—

ont étudié.Un peu d’articles discute I’équation de Rayleigh. Dans [20] Lu et
Ge ont étudié ’équation de Rayleigh suivante :

() + f @ (1) +g@t—7()=p),

par 'utilisation du théoréeme de degré topologique de coinsidence, les auteurs
ont obtenu des conditions suffisantes pour I'existence des solutions périodiques
de I’équation précédente.

Ce travail porte sur I'éxistence des solutions périodiques de 1’équation de
Rayleigh p-Laplacien de la forme

(pp (' (1)) + f (12" (t = (8) + g (tx(t =7 (t) = e (1)

tels que p > 1 et ¢, : R — R avec ¢, (s) = 5|~ s pour s # 0 et v, (0) =
0, f,g sont des fonctions continues définies dans R? et périodiques pour t avec

f,)=ft+2m.),9(t,.)=9g(t+2m.),f(t,0) =0 pour t € Re, o et 7 sont
27

des fonctions continues périodiques définies dans R de période 27 et / e(t)dt = 0.

0
Et de la forme

v
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(¢ (x (1) —cx (t=0))) + [ (@ (&) + g (x(t =7 (1) = e (t)

tels que ¢, : R — R une application définit par ¢, (u) = |ul” 2 u. Alors ©p
est un homéomorphisme de R avec I'inverse ¢, (u) = |ul""%u, et f,g,e sont des
fonctions continues de R vers R; 7 et e sont de période T', T' est une constante
positive; ¢, o sont des constantes réelles tel que |¢| # 1.

Dans le premier chapitre on s’intéresse au degré topologique de Brouwer et
de Schauder, on les construit un par un et comme application de ces degrés
on voit le théoréeme du point fixe de Brouwer, et le théoréme de point fixe de
Leray-Schauder, puis on parle de la non linéairité de type Leray-Schauder.

Différentes propriétés de ces degré sont établies.

Dans le deuxiéme chapitre on parle du p-Laplacien, de leur régularité et leur
différentiabilité, puis on définit les fonctions super-harmoniques.

Dans les deux derniers chapitres, on démontre 'existence des solutions pé-
riodiques de I’équation de Rayleigh p-Laplacien avec retard, puis neutrale. En
utilisant le lemme de Mawhin qui est démontré au troisiéme chapitre.



Chapitre 1
Degrés topologiques

Soient y € R", f : R" — R” une application au moins continue et soit

I’équation

fl@) =y, (1.1)
Est-ce qu’on peut assurer qu’il existe une solution a (1.1)7
C’est tres simple dans le cas ol f est linéaire, on calcule le déterminant s’il est
non nul, il existe une solution et méme une seule a (1.1), pour tout y € R™. Sinon
on peut rien dire puisqu’il peut exister des solutions pour certaine y, mais ces
solutions ne sont pas stables ( si on perturbe y ou f, la solution peut ne plus
exister ).

Mais dans le cas ou f est non linéaire c’est pas de la méme simplicité, on
estime développer un outil jouant, pour les applications non linéaires, ce role de
déterminant pour les applications linéaires.

On appelle cet outil le degré, qui assure par sa non nullité que (1.1) a au moins
une solution stable. Le degré dépendra de f, y et de 'ensemble sur lequel on
cherche les solutions a (1.1).

Les degrés topologiques les plus connus sont de Brouwer pour les espaces de

dimension finie, et de Leray-Schauder pour la dimension infinie.

1.1 Degré topologique de Brouwer

1.1.1 Cas particulier ; dimension 1

Soit f : [0,1] — R continue, ne s’annule ni en 0 ni en 1, et soit d(f) =
S (sgnf (1) — sgnf(0)).Sid(f) # 0 alors f (0) et f (1) ont des signes différents,

1



1. Degrés topologiques 2

par le théoréme des valeurs intermédiaires, 3z € [0, 1] tel que

f(z)=0. (1.2)
donc 'entier deg (f) permet d’assurer qu’il existe au moins une solution de (1.2)
dans [0,1].
Ces solutions sont stables; si on perturbe f des petites perturbations ou on
modifie f continuement, avec les valeurs au bord de [0, 1], alors 'existence des
solutions reste vraie.

On décomposant €2 en ses composantes connexes ) = UI]ai, b;[, on peut définir
ic

A0 29) = 23 (sgn (F (0) — ) — sgn (F () ~ ),

iel
Ce degré est adapté a (1.1) tel que f : © — R continue et ne s’annule pas sur
09.

1.1.2 Construction du degré de brouwer

Définition 1.1.1 Soit Q@ C R™ un ouvert borné et f € C* (Q). Siy ¢ f(99Q) et
Jr (y) # 0, alors on définit
d(f,Qy)= > sgns (),
zef(y)
tel que d (f,Q,y) =0 si f~1(y) = 0.
On note que Jy est le Jacobien de f.

Le résultat suivant nous donne une autre définition équivalente a celle de la

1¢7¢ définition .

Proposition 1.1.2 Soit Q C R" un ouvert borné et f € C* (Q). Siy ¢ f(0Q)
et Jr(y) #0 et

-1
d, () = Cé’"exp(l*'g 1”'), si |z <1

0 , stnon

et ¢ est une constante tel que [ @, (x)dx = 1. Alors Jeg = €¢ (y, f) tel que
R

4,9, y) = / D, (f (2) — y) Jy () di, V= € 10, 2]
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Définition 1.1.3 Soit Q C R"™ un ouvert borné et f € C? (ﬁ) . Siy ¢ f(09).
Alors on définit
d(f,y) =d(f,Q,y)

y' est une valeur réguliére de f tel que |y — y'| < (y, f (0)).
Définition 1.1.4 Soient Q0 C R™ un ouvert borné, f € C (ﬁ) ety ¢ f(09).
Alors on définit

d(f,Qy) =d(g,Q2y),
ot g €C*(Q) etlg— fl < (y, f(9Q)).
Théoréme 1.1.5 Soit n > 1 et A l’ensemble des triplets (f,Q,y) ou Q et un
ouvert borné de R" et y € R™ f : Q — R™ une application continue et telle que

y & f(0Q), alors il existe une et une seule application d : A — 7. qui vérifié les

propriétés sutvantes :
1. (Normalisation) siy € Q,d (Id,Q,y) = 1.

2. (Additivité) Soient 1,y deux ouverts disjoints inclus dans ) tels que
y & f (AN (QUQ)), alors

d(f797y) :d(faﬂlay)+d<f792ay)

3. (Invariance par homotopie) Si h : [0,1] x Q@ — R™ et y : [0,1] — R" sont
continues, et pour tout t € [0,1],y(t) & h(t,00). Alors,

d(h(0,.),92,y(0)) =d(n(1,.),2,y (1))

d est appelé le degré topologique de Brouwer.

1.1.3 Unicité du degré de Brouwer
Réduction aux applications et valeurs réguliéres

Proposition 1.1.6 Si K est un compact de R", alors {f |k, f € C*(R")} est
dense dans C (K).

Théoréme 1.1.7 (de Sard) Soit Q un ouvert de R™, f € C*(Q)" et C; =
{z € Q,J¢(x) =0}. Alors |f (Cy)| = 0.
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On va démontrer que le degré, définit sur A = { (f,Q,y) Q est un ouvert
borné de R", y € R® et f:Q — R™ est continue et telle que y ¢ f(99) }, est
en fait entierement déterminé par ses valeurs sur un sous-ensemble particulier de
A.

Fixons © un ouvert borné de R™, et notons Aq = {(f,vy),(f,Q,y) € A} C
C(Q)" xR

Il est clair que Aq est un ouvert de C (ﬁ)n x R™ : en effet, si (f,y) € Aq,
alors y ¢ f(09) c’est a dire r = (y, f (02)) > 0, soit (g,2) € C (ﬁ)n x R" tel
que suplg — fl < 5 etz € B (y,

9)

[f (@) = 2l=lg (@) = f (@) = |f (2) =yl =ly — 2| =g () = f (@) > r=5-5>0
et donc(g, z) € Aq.

En notons C* (ﬁ)n 'ensemble des restrictions a Q de fonctions dans C>® (R") ,

la proposition précédente montre que C*> (ﬁ)n est dense dans C (ﬁ)n Comme

Z), alors, on a pour tout = € 99, |g (z) — 2| >

Agq est un ouvert de C (ﬁ)n x R™, on en déduit que

¥ ={(f,y) € Aq, f €C> (Q)"}

est dense dans Aq.

Pour f réguliere sur €, onnote Cy = {z € Q, J; € C* (ﬁ)n} et Ry = R"\f (CY)
I’ensemble des valeurs réguliéres de f ; ce sont les y € R" qui vérifient que, pour
tout z € R* telque f(x) =1y , f'(x) est inversible (notons qu'une y qui n’est
pas dans l'image de f est en particulier une valeur réguliére de f ). Le théoreme
de Sard affirme que |f (Cy)| =0 , et donc en particulier que 7y est dense dans

R™. Ceci permet de voir que

AP ={(f,y) € AZ\y € Ry}

est dense dans A3 pour la topologie de C (ﬁ)n x R™ | et donc aussi dans Ag
pour cette méme topologie.

Mais on sait que d(.,Q,.) est continu sur Ag . L’application d(.,(Q,.) est
donc entiérement déterminée sur Aq par ses valeurs sur AEO’R , et il suffit de
connaitre le degré sur A% = {(f,Q,y) € A\ f € C* (ﬁ)n,y € Ry} , pour le

connaitre sur A.

Réduction au cas linéaire

Nous allons voir ici qu’il suffit en fait de déterminer le degré sur les applica-

tions linéaires et avec y = 0 pour le déterminer sur A%,
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Soit (f,Q,y) € A>E Comme y est une valeur réguliére de f. si z est un an-
técédent de y par f ,alors z est forcément dans §2 (et non sur 02 ) et f'(x)
est inversible ; par le théoréme d’inversion locale, f est donc un difféomorphisme
local d’un voisinage de x sur un voisinage de y ; cela montre en particulier que,
au voisinage de x, il ne peut exister d’autre antécédent de y (f est injective au
voisinage de = ). Ces antécédents sont donc isolés et, comme ) est borné, cela
montre qu’ils sont en nombre fini (sinon, ils auraient un point d’accumulation
qui serait lui-meme un antécédent, mais non isolé).

Si ¢ est choisi assez petit de sorte que les boules centrées sur les antécédents de
y et de rayon ¢ soient deux a deux disjointes, comme y n’a pas d’antécédent par

f en dehors de ces boules

d(f,Qy) = > d(fB(z0),y),
zef~1({y})
= Z d(f_y7B(276)70)7
zef~*({y})
d(f,2y)= Y d(f(z+.) =y, B(0,6),0). (1.3)
zef~+({y})

et ce pour tout § assez petit.
Soit z un antécédent de y, Comme f’ est uniformement continue sur 2 car

fec» (ﬁ)n, le théoréme des accroissements finis donne

fle+z)—y—f(2)a] < Sup 1f"(z+tz) = f () x| < w (|z]) 2| (1.4)
ou ||| est la norme d’endomorphisme induite par |.| et w(r) — 0 lorsque
r — 0. Considerons 'homotopie h (t,z) = t(f(z+2) —y) + (1 —1t) f'(2) x et
prenons 6 > 0; sl existe z € 9B (0,0) et t € [0,1] tel que A (t,z) = 0, alors
t(fz+x)—y—f(2)x) = —f (2)x et, par (1.4), |f'(2)z] < w(0)d. Mais,
comme f’(z) est inversible, on peut trouver C, > 0 indépendant de ¢ et = tel
que |f' (z) x| < C, |z| = C,J et on aboutirait donc & C, < w (J), ce qui n’est pas
possible lorsque ¢ est assez petit. Dans cette situation, on peut alors appliquer

I'invariance par homotopie du degré pour voir que

d(f(z+.)—y,B(0,0),0)=d(f'(z),B(0,0),0).
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En utilisant ceci avec un ¢ suffisamment petit qui convient & tous les antécédents
de y, (1.3) donne

d(f,Qy)= Y, d(f(2),B(0,6),0).
z€f~1({y})

Pour chaque antécédent z, la seule solution de f’ (z) z = 0 est x = 0; I'additivité
du degré topologique permet donc de voir que cette formule est en fait valable
pour tout ¢ > 0.

Donc le degré est entiérement déterminé par les valeurs qu’il prend sur les ap-

plications linéaires inversibles.

Degré d’un isomorphisme de R"

11 reste donc a calculer d (A, B(0,6),0) lorsque § > 0 et A est un isomor-
phisme de R"™. Nous avons besoin pour cela d’un peu d’algebre linéaire.
La décomposition polaire de A nous assure qu’il existe un endomorphisme S
symétrique défini positif et un endomorphisme O orthogonal tel que A = SO.
Toutes les valeurs propres de S sont strictement positives, et S est diagonalisable.
En choisissant une base dans laquelle S est diagonal et en effectuant, dans cette
base, des homotopies dans R} entre chacune de ses valeurs propres et 1, nous
obtenons une homotopie d’endomorphismes S (¢) ayant tous des valeurs propres
strictement positives entre S et Id.

La décomposition en rotation 2 x 2 des endomorphismes orthogonaux O (t) entre
O et

sgn(det(A)) 0 . . . 0
0 1
Ji—P : S | pt
. .. 0
0 ... 01

avec P une matrice de passage (remarquons que det (O) = sgn (det (A)) puisque
S est symétrique définie positive).
L’application t — S (t) O (t) est donc une homotopie d’isomorphisme entre A et

J4. Comme chaque S (t) O (t) est un isomorphisme, il est clair qu’il ne peut y
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avoir de solution de S (t) O (t) x = 0 sur 9B (0,0) et I'invariance par homotopie
du degré donne donc d (A, B (0,0),0) =d(J4,B(0,§),0).

Si det (A) > 0 alors on a fini : J4 = Id et la propriété de normalisation du degré
donne d (A, B(0,6),0) = 1.

1.1.4 Quelques propriétés

Proposition 1.1.8 Le degré topologique de Brouwer verifie les propriétés sui-

vantes :

1. Sid(f,Q,y) # 0,alors il existe un x € Q) tel que f (x) =y.
2. Pour tout z € R*" d(f,Q,y) =d(f — 2z,Q,y — 2).
3. Pour tout z € R*", d(f,Q,y) =d(f(.—2),Q+ z,y).

Comme une conséquence du théoréme 1.1.5, on a les résultats suivants :

Théoréme 1.1.9 Soit f: B(0,R) C R* — B(0,R) une application continue.

Si |f ()| < R pourtout x € dB(0,R) , alors f a un point fixe dans B (0, R) .

Preuve. On suppose que = # f(z), Vo € 0B(0, R).
Soient h(t,z) =z —tf(zx), V(t,z)€[0,1] x B(0,R) et y(t) =0, Vt € [0,1].
Alors 0 # h(t,z) Y(t,z) € [0,1] x dB(0, R) donc y(t) ¢ h(t,0B).

D’apres I'invariance par homotopie du degré de Brouwer alors
d(h(0,z), B(0, ),y(0)) = d(h(1,z), B(0, R),y(1)),

c’est a dire
d(I,B(0,R),0)=d(I — f,B(0,R),0),

donc
d<[_va(07R)7O):17AO>

(d’aprés la normalisation du degré de Brouwer)

On résulte que 3z € B(0, R) tel que f(z) —x = 0 ( d’apres 1 de la proposition

1.1.7),donc 3z € B(0, R) tel que f(z) =z. =

Théoréme 1.1.10 (le théoréme du point fixe de Brouwer) Soit C' C R™
un sous ensemble non vide, fermé, borné, et convere et f : C' — C une applica-

tion continue. Alors f a un point fixe dans C.
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Preuve. Soit B(0, R) tel que C' C B(0, R) et soit fl|zgg : B(O,R) — C

d’aprés le théoréme précédent 3z € B(0, R) tel que f|zgz (¢) = z.donc Jz €

B(0,R) C C tel que flggg () = f(z) =z.dot f aun point fixe dans C. m

Théoréme 1.1.11 Soit f : R™ — R" une application continue et 0 € Q et 2 un

sous ensemble ouvert, borné de R". Si (f (z),z) > 0 pour tout x € 09, alors
d(f,,0)=1.
Corollaire 1.1.12 Soit f : R® — R"™ une application continue. St
\zl|i£>noo ||

alors f (R™) = R™,

Théoréme 1.1.13 (de Borsuk) Soit Q un ouvert borné et symétrique de R™,
avec 0 € Q. Si f €C (ﬁ) est impaire et 0 ¢ f(0), alors d(f,Q,0) est impaire.

Théoréme 1.1.14 Soit ) un sous ensemble ouvert borné de R™,, 1 < m < n,
et soit f : Q — R™ une fonction continue et g = I — f. Siy ¢ (I — f)(09),
alors

d(9,2y) =d(gm, QNR™,y),

avec gy, est la restriction de g dans Q NR™.

Soit €2 C R™ un ouvert borné et soit f € C (ﬁ) . Par l'invariance d’homotopie
de d(f,,y), on sait que le d(f,€,y) est 'image de y a travers le composant
connexe U de R™\_f (092). Donc, c’est raisonnable quand on note cet entier par
d(f,Q,U). Le composant connexe illimité est noté U..

Maintenant, on vas définir la formule du produit :

Théoréme 1.1.15 Soient 2 un sous ensemble ouvert borné de R™, f € C (ﬁ) ,
g € C(R™) et soient U; des composants connexes bornés de R™\_f (01) .

Siy ¢ (gf) (0), alors

d(gf,Qy) = Zd (f,U;) d(g,Usy).

tel qu’il y a un nombre fini de termes, qui ne sont pas nuls.



1. Degrés topologiques 9

1.1.5 Généralisation du degré de Brouwer dans un espace

vectoriel de dimension finie

Pour chaque F' espace vectoriel normé de dimension finie, on a besoin de dp
le degré topologique sur F.
On suppose que dim F' = n alors il existe un isomorphisme ¢ : R” — F.
Soit Ap = {(f,,y)/ Q est un ouvert borné¢ de F, y € F et f: Q — F est une
application continue et y ¢ f(09)}.
Il est clair que (p~to fop, o1 (Q),p t(y)) € A
On pose dr (f,Qy) = d(pto fop, o1 (Q),p (y)) tel que d est le degré
topologique de Brouwer dans R".
On sait que le degré est unique donc si dg est un tel degré et ¢ : R® — F est un

isomorphisme, alors

d(g,U,2) =dp(pogop ™ o(U),p(2)),

est un degré topologique sur R™ qui est égal au degré topologique de Brouwer .
Cela prouve que cette définition ne dépond pas de I'isomorphisme ¢, puisque on
peut construire un degré sur F' a l'aide d’un autre isomorphisme.

Dans la proposition suivante, on compare les degrés topologiques des différents

espaces.

Proposition 1.1.16 Soit G un espace verctoriel normé de dimension finie et
F un sous-espace de G. Soit Q un ouvert borné de G,y € F et f : Q — F une
application continue telle que y ¢ (Id — f) (082). Alors

1.2 Degré topolgique de Leray-Schauder

En 1934,Leray et Schauder ont généralisé le degré topologique de Brouwer

au dimension infinie.

1.2.1 Construction du degré de Leray-Schauder

Exemple 1.2.1 Dans cet exemple on perd [’espoir de trouver un degré topolo-

gique pour une application continue sur un espace de dimension infinie
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Soit E =1 = {(a:n)n21 des suites bornées} et S : E — E définit par s(z) =
(0,1, xa, .....) pour chaque x = (1,2, .....) € E

Soit I’homotopie naturelle entre Id et S,
h(t,x) =tz + (1 —t)S(z) = (txy, tog + (1 — t)xy, taes + (1 — t)z2, .....),

ta:le

twy+(1—1)0=0

vVt € [O, ].],h(t,l’) =0& = (ZEl,l’Q,Ig, ..... ) = (0,0,0, )

donc la seule solution de h(t,x) = 0 est la suite nulle.

S’il existe un degré pour tous les applications continues sur E ,alors on aurait
1 =d(Id,B(0,1),0) = d(S, B(0,1),0) d’aprés l'invariance d’homotopie du degré
D’ou d(S,B(0,1),2) =1#0 Vz € E proche de 0.

C’est a dire tout z proche de O aurait un antécédent par S ce qui est faur car

z=(€,0,0,...) €+# 0 n'a pas d’antécédent par S.

On va donner des resultats d’approximation des fonctions compactes par des

fonctions de dimension finie.

Lemme 1.2.2 Soit E un espace réel de Banach, @ C E un sous-ensemble ou-
vert, borné et T : Q — E une application compacte continue. Alors, pour chaque
e > 0, il existe un espace F de dimension finie et une application continue
T.:Q — F telle que

|Tex — Tx|| <e VzeQ.

Lemme 1.2.3 Soit E un espace réel de Banach, B C E un sous-ensemble
fermé, borné et T : B — E une application compacte continue. On suppose que
Tx # x pour tout x € B. Alors il existe un € > 0 avec x # tT.,x + (1 —t) T,
pour tout t € [0,1] , x € B et g; € 10,e¢[ ,tels que F., sont des espaces de di-
mension finie , et I, : B — F_, i = 1,2 sont des applications continues telles
que

|T:,x — Tx| < &,V € B.

Définition 1.2.4 Soit E un espace réel de Banach, 2 C E un sous-ensemble
ouvert, borné et T : Q — E une application compacte continue. On suppose que

0 ¢ (I—T)(00). Alors, par le lemme précédent, il existe un g9 > 0 tel que
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v # tl,x+ (1 —1t)T.,x pour tout t € [0,1], v € 0Q.avec €; € ]0,&0[ , F., des
espaces de dimension finie et T, : Q — F., i = 1,2 des applications continues,
donc le degré de Brovwer d (I —T.,Q2N F.,0) est bien définit, et on peut définir

d(I—T,Q,00=d(I —T.,QN EF.,0),

avec € € )0, g0

Par linvariance d’homotopie du degré de Brouwer, on a
d(I-=T.,QNspan{F., NF,},0)=d(l —T.,,QNspan{F, NF.,},0).

Mais T,, : QN span {F., UF.,} — F; pouri = 1,2 donc par le théoréme 1.1.13
on a
d(I—T.,,QNspan{F, NF,},0)=d(I —-T.,,Q2NF,,0),

et
d(I -T.,,QN0span{F., NF.,},0)=d([ —-1T.,,Q2NF.,,0),

donc on a

d(I-T.,,QNF.,0)=d(I-1T.,,Q2NF.,,0),

et le degré définit dans la définition est bien définit. Pour le cas général, si
y¢& (I —T)(00), on définit

d(I-T,Qy)=d(I —-T —y,0,0).

Définition 1.2.5 Soient E un Banach et A. l’ensemble des triplets (Id — f,Q,y)
ou §) est un ouvert borné de E, y € E et f : Q — R"™ une application compacte
telle que y ¢ (Id — f) (0R2) . Il existe une application d : A, — Z telle que

1. (Normalisation) d (I1d,Q,y) =1, si y € Q.

2. (Additivité) Si Qq,Qq sont des ouverts disjoints inclus dans € tels que
y ¢ (Id—f) (ﬁ\ (U Qz)), alors

d(Id— f,Qy)=d(Id— f,Q,y) +d(Id— f,Q,y).

8. (Invariance par homotopie) Sih : [0,1]xQ — E est compacte, y:[0,1] — E
est continue et, pour tout t € [0,1],y (t) ¢ (Id — h(t,.)) (02), alors

d(Id—h(0,.),2,y(0) =d(Id—h(1,.),Q,y(1)).

d est appelé le degré topologique de Leray-Schauder.
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1.2.2 Quelques propriétés et applications

Théoréme 1.2.6 Soient E un Banach, C' un sous ensemble convexe, fermé,
borné et non-vide de E et T : C — C une fonction compacte continue. Alors T

a un point fixe dans C.
Exemple 1.2.7 Soit t : > — [ une application définit par
T(x1,x9,......) = (1 —||z|, x1, 22, ....)

pour tout ¥ = (11, s, ......) € I2
Alors T : B(0,1) — B(0,1) est continue sans point fire dans B(0,1).

Théoréme 1.2.8 Soient E un espace de Banach et 2 un sous ensemble ouvert
borné de E.
SiT:Q— E,S:E— E des applications compactes continues et y ¢ (I — S)(I —T)(99Q) ,
alors
d(I—8)(I-T),Qy)=> dI—T,QU)d(I - 5,Uyy)
el

tels que les {U;},., des composants connexes de E /(I —T)(0N) et

el
d(I—T,Q, Uz) = d(I—T,Q,Z), Vz e Ul

Théoréme 1.2.9 Soient E un espace de Banach, Ey un sous espace fermé de
E et Q un sous ensemble ouvert borné de E. Si T : Q — Ey est une application

compacte continue et y € Ey, alors
d(I =T,Q,y) =d(I —T,QnN Ey,y).

Théoréme 1.2.10 Soient E un espace de Banach et ) un sous ensemble ouvert
borné de E contenant 0. Si T : Q — E est une application compacte continue ;

alors on a :

o T a un point fire dans 0, ou

e N> 1 etx e 0 tel que Tx = \x.

Lemme 1.2.11 Soient E un espace de Banach de dimension infinie, et 0 € 02
avec Q un sous ensemble ouvert, borné de E. Soit T : Q — E une application
compacte continue.

On suppose que Tx # px Y € [0,1],2 € 09, et 0 ¢ TOQ. Alors

d(I —T,9,0) =0,
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Théoréme 1.2.12 Soient E un espace de Banach de dimension infinie, 0 € Qy C )
avec §2, ) sont deux sous ensembles ouverts bornés de E. Soit T : O\ — E
une application compacte continue.

On suppose que :

o Tx# X x YA>0,x€ 0¥,

o Tx#px Yuc€l0,1], v €00 et0¢ToN.
Alors T a point fize dans QN .

Corollaire 1.2.13 Soient E un espace de Banach de dimension infinie et 0 € Qg C Q
, avec g, Q2 sont deux sous ensembles ouverts bornés de E.
Soit T : O\ — E une application compacte continue.

On suppose que :
o [[Tzf| < lz] Vz € 0,
o ||Tz|| > ||z|| Vaxe€ Q.

Alors T a un point fize dans 0N\ (..



Chapitre 2
p-Laplacien

2.1 Introduction

L’opérateur p-Laplacien est un modéle d’opérateurs élliptiques quasi-linéaires
qui permet de modéliser des phénoménes physiques tels que les problemes de
fluides non-Neutoniens, réactions-diffusion, élasticité non-linéaire, glacéologie ex-
traction de pétrole, astronomie, courant a travers les milieux poreux, ect ...(voir
par exemple [1], [2], [9]).

L’équation de Laplace Au = 0 ou
Pu 0%u 0%u

gu ity s %y
dz? O3 Ox2

est I’équation d’Euler Lagrange d’intégral de Dirichlet

D(u) :/]Vu]2d$:/---/ [(%)2+...+ (;;)2] dzy...dz,.

Q

Pour p € Z] l'intégral de Dirichlet est

I(u)—/\Vu\pdx_/.../ [(5_;)2+...+ <§;>2rdazl...d%.

Q

L’équation d’Euler Lagrange correspondante est

div (|[Vul'? Vu) =0,

14
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donc Ayu = div (|Vul’~* Vu)

ou Ou Ou?
Ay — p—4 2A —2)
U= |Vu| {\VU‘ u+(p Z aggZ axj 0z,0x; }
Sip=1
Vu
Aju = div (lVU’) _H(m)
Dans R? 2
Au=—H= _ Uyltes — 2u$uyuzy s Uyy
(u2 + U2)
Sip=2
Agu = Au = 2 oa?
Sip=n
. ou \ 2 ou \? :
s [ [{() s (@) e
Q
Sip=o00

"L Ou du  Ou?

C’est I’équation harmonique infinie.
L’équation A,u = 0 a des nombreuses généralisations. Par exemple on peut
changer I'intégral de Dirichlet par :

/ )

On peut voir 'opérateur p-Laplacien dans :L’équation p-Poisson :

Apu = f(z).
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Les équations comme :

Ayu = f(x).
Les équations paraboliques comme :
v
— = A,.
ot P

onv=uv(xt)=v(x,.., Ty, t).

Et plusieurs autre.

Remarque 2.1.1 La norme dans L est :

ot = ( [ v<:c>pdx);

La norme dans l’espace de Sobolev de premier ordre est

oo = [P do+ [1vordnt
Q Q

tel que ) est toujours un sous ensemble ouvert connexe de R™.

2.2 Probléme de Dirichlet et solutions faibles

Soit 'intégrale de Dirichlet
I(u) :/]Vu]pdx.
Q
avec 1 < p < co. On peut minimiser I'intégral si :

/ < |Vl 2 Vu, Vi > dz = 0, (2.1)
Q

pour tout 7 € C3° (2) . Sous des conditions qui convient on a

21) < /n div (|Vu|"~? Vu) dz = 0.
Q
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L’équation est vérifiée pour tout n € C§° (€2) alors :
A, =div (|Vu|p_2 Vu) = 0.
Donc I’équation p-Laplacienne est 1’équation d’Euler Lagrange pour 'intégral de
Dirichlet.
La solution classique est une solution qui a des dérivées partielles secondes conti-

nues, tant que la solution faible est une solution qui ne demande pas de diffé-
rentiabilité, il faut juste qu’elles sont dans W (Q) ou dans W} (Q).

Définition 2.2.1 Soit Q un ouvert dans R™. On dit que u € W, (Q) est une

solution faible de I’équation p-harmonique dans €1, si
/ < |Vl Vu, Vi > dz = 0,

pour tout n € C§° (). Si, en plus, u est continue, alors on dit que u est une
fonction p-harmonique.
On suppose que |07 >0 =0, V1 < p < co.

Tous les solutions faibles sont continues.
Théoréme 2.2.2 Les conditions suivantes sont équivalente pour u € WP (Q) :
(1) u est minimisée

/]Vu|p dr < / \Vol” dz, tel que v —u € Wy (Q).

(ii) / < |VulP? |Vul|, Vi > dz = 0 pour n € Wy ().

Si, en plus, A,u est continue, alors les conditions sont équivalentes & Apu = 0

dans §Q.
On note que B, = B (z0,7) et By, = B (x0,2r).
Lemme 2.2.3 (de Cacciopoli) Siu est une solution faible dans §?, alors

/gp Vul dr < pp/ (uf? |Vel? da.
Q

Q

pour chaque € € C3° (), 0 < e < 1. En particulier, si By, C ), alors

/|Vu|p dr < ppr_p/ lul” dx.

BT B2r
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On considére que A,v < 0 pour les faibles supersolutions, et A,v > 0 pour les

solutions faibles.

Définition 2.2.4 On dit que v € W, (Q) est une supersolution dans Q, si

/ < |Vu|P? Vo,V > de > 0
0

pour tout n € C° (2) non-négative, pour les sous-solutions l'inégalité est

boulversée.

Lemme 2.2.5 Siv > 0 est une solution faible dans €2, alors

P

/8p |Viogv|’ dx < <L1> /|V6|p dx,
p—

Q Q

pour tout € € Cg° (), € > 0.

Dans le cas linéaire le principe de comparaison est une répétition de principe du

maximum.

Théoréme 2.2.6 (Principe de comparaison) On suppose que u et v des fonc-
tions p-harmonique dans un domaine borné ). Si pour tout € € 0.

lim supu(z) < liminfov(x),

x—e T—e

on inclue la situation oo < 0o et —oo < —o0, alors u < v dans 2.

Remarque 2.2.7 Si u est une sous-solution faible et v est une super-solution

faible, alors le principe de comparaison reste validé.

On va étudier I'existence des fonction p-harmonique avec des valeurs bornées
données. On peut utiliser le théoreme du Lax-Miligram, mais on utilise 1a la

méthode directe dans les calcules variationnelles (Lebesgue 1907).

Théoréme 2.2.8 On suppose que g € Wol’p (Q), tel que 2 est un ouvert borné

dans R", donné. Il existe une unique u € W (Q) avec des valeurs bornées

u—g €Wy (Q) tel que
/\Vu|pdw < /\Vv]pd:v.
Q Q
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pour tout v similaire. Ce u est une solution faible. u € C (2) aprés la redéfi-
nition.
Si, en plus, g € C (ﬁ) et ) est suffisamment régulier, alors u € C (ﬁ) et ulyo =

g|aQ‘

On a évité quelques piéges comme :
Si on suppose que les valeurs bornés sont continues, g € C (ﬁ) donc c’est possible
que I (v) = oo pour des fonctions raisonables v € C (ﬁ) avec des valeurs theses
bornés g.
J.Hadamard a donné un exemple pour p =n = 2 : si on a {2 le disque unité dans
un plan et on définit
= r™ cos (nf)
g(r,0) = nZ:; — 2
en coordonées polaires. La fonction ¢ (r,0) est harmonique dans le cas ou
r < 1 et continue dans le cas ou r < 1. L’intégrale de Dirchlet est infinie.
On a évité le phénomeéne par le suppose de g € WP (Q).
Le deuxiéme piége c’est 'exemple de Weistress. Il a remarqué que l'intégral

variationnel de dimmension un :

I (u) = / 22! (2)? do.

n’a aucun minimiseur avec les valeurs bornés u (—1) = —1 et u (+1) = +1.

Théoréme 2.2.9 On suppose que u € W,—i(f: (Q) est une solution faible pour

l’équation p-harmonique. Alors
u(@) —u(y) < Lz -y

pour tous x,y € B (xzg,7) & condition que B (zg,7) CC Q. a = a(p,n) et
L=L(npllull o, -

Théoréme 2.2.10 (L’inégalité de Harnack) On suppose que u € W;2 (Q)
est une solution faible et que u > 0 dans Bo, C ). Alors si
m (r) = inf essu, M(r) = supessu
By B,
ona M(r)<em(r),
tel que ¢ = c(n,p).

Le constant ¢ est unique pour tous les solutions faibles.
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L’inégalité de Harnack implique la continuité de Holder.

On applique I'inégalité de Harnack pour deux solutions non-négatives faibles
u(x) —m(2r) et M (2r) —u(x), tel que r est suffisamment petit.

Alors M (r)—m(2r) <c(m(r)—m(2r))

M (2r) =m (r) < c(M(2r) = M ((r))),
donc w (r) < SEw (2r).
tel que w (r) = M (r) — m(r)

—1
A:C <1
c+1

w (r) < Aw (2r), on trouve w (27%r) < A*w (r). On conclut que
w(e) <A(2) w(r);0<p<r
pour quelques a = a(n,p) >0et A= A(n,p).

Donc l'inégalité de Harnack implique la continuité de Holder.

Corollaire 2.2.11 (principe du maximum fort) Si une fonction p-harmonique

atteint leur maximal dans un point intérieur, alors la fonction réduit a un constant

Remarque 2.2.12 Le principe du comparaison n’est pas connu pour plusieurs

dimensions, n > 3, quand p # 2.

2.3 Théoréme de Régularité

Les solutions faibles de 1’équation p-harmonique sont, par définition, des
membres de espace de Sobolev W2 (€). Tls sont aussi de classe C$, (). Cest &
dire, on peut redéfinir la solution faible dans un ensemble de mesure de Lebesgue
nulle, alors la nouvelle fonction est localement Holder continue avec a = « (n, p) .

Pour qu’on obtient la continuité Holdérienne, on distingue trois cas, dé-
pendent de la valeur de p. n est la dimension.

1)Le cas de p > n

Toutes les fonctions de Pespace de Sobolev W} (Q) sont continues et

[v(y) = v (@)] < Colr = y|' ™7 [ V0]l ooy, Yo € W (Q).
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2)Le cas de p = n; pour prouver la continuité Holdérienne, on peut utiliser
" the hole filling technique".

3)Le cas de p < n. Il y a trois méthodes, sont développées par :

-E.DeGiorgi 1957

-J.Nash 1958

-J.Moser 1961 pour prouver la continuité de Holder (voir [4], [5], [19], [15],
110], [14)).

2.4 La différentiabilité

On a vu la continuité de Holder des fonctions p-harmoniques.
En réalité le gradient est aussi localement Holder continu c’est a dire la fonction
1,

p-harmonique appartient a C;* (€2), donc si u est une fonction p-harmonique
dans Q2 et D CC Q) alors

Vu(z) = Vu(y)[* < Lp |z —y|
tels que z,y € D, a = a(n,p) et Lp = Lp (n,p,dist (D,09Q), |Ju||.)

c’était prouvé par N.Uraltseva en 1968.
Cette régularité est trés compliquée, on va voir une autre plus simple et plus
faible :

1)Sil<p<2;alorsu € WP (Q), cest a dire u a une deuxieme dérivée au
sens d’espace de Sobolev.

-2
2) Sip > 2; alors \Vu|pT Vu € W2 (Q), donc les dérivées au sens d’espace

de Sobolev P 59
p— U
ox; (|VU| P axi)

9%u
O0x;0x;
p—2
On va étudier F' (z) = |Vu (z)| = Vu(z)

dans le cas ol p > 2. C’est claire que

/|F|2da:—/|Vu|pdx.
Q Q

Théoréme 2.4.1 (Bojarski-Iwaniec) Soit p > 2. Si u est p-harmonique dans
Q, alors F € W2 (Q) pour chaque sous-domaine G CC Q.

c(n, p)
IDF| ) < dist(G. o) 1| z2q) -

existent, mais le passage au est trés difficile au point critique Vu = 0.
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Lemme 2.4.2 Soit f € L},.(Q). Alors

/gp(x)f(x+h€£)_f(x>dx=— g_;ok /f(x)thekdt .

Q Q 0

pour tout ¢ € C° ().
On utilise ce lemme dans la démonstration du théoréme suivant :
Théoréme 2.4.3 Soit 1 < p < 2. Si u est p-harmonique dans €2, alors u €

WP (). De plus

D

p

0%u
émaxj

dr < CD/ \Vul? dx
0

quand D CC §Q.
2.5 Fonctions super-harmoniques

2.5.1 Deéfinition et exemples

Définition 2.5.1 Une fonction v :  — |—00,00] est dite p-super-harmonique
dans €2, si :

1) v est semi-continue faiblement dans Q.

2)v 2 oo dans (). c’est a dire au moins dans un point, autrement dit {v < oo}
est dense dans €.

3)pour tout domaine D CC 2 le principe de comparaison est validé : si
heC (E) est p-harmonique dans D.
Une fonction u : Q — [—o00,00]| est dite sous-harmonique si v = —u est p-
harmonique.
C’est clair qu’une fonction est p-harmonique, si elle est a la fois p-super-harmonique

et p-sous-harmonique.

Théoréme 2.5.2 On suppose que v € C(Q) N WP (Q). Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

i) /|Vv|pd33 < /lV(v—{—n)|pda: pour tout D CC Q et n € C° () est
D D

non-néqgative.
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i) / < |VoP7* Vo, Vi > dx > 0 pour tout n € C° (Q) est non-négative.

iii) v est p-super-harmonique dans .

Remarque 2.5.3 La semi-continuité faible dans un espace de Sobolev est suffi-
sante pour l’équivalence de i) et ii)

En dimension un, la fonction p-harmonique est la ligne h(x) = ax + b, et la
fonction p-super-harmonique est la fonction concave d’une seule variable.

Auz autres dimensions, les fonctions concaves sont des fonctions p-super-harmoniques

pour tout p, mais il y a beaucoup plus d’eux.

Proposition 2.5.4 Si v est p-super-harmonique dans €2, alors l’ensemble ot

v = 00 ne contient aucune boule.

2.5.2 Probléme obstacle et approximation

On a vu que les fonctions p-harmoniques viennent du probléme de minimi-
sation dans les calcules variationnelles. Si on ajoute une restriction aux fonc-
tions admissibles, quand on minimise des super-solutions faibles d’équation p-
harmonique sont parues.

On suppose que € est un domaine borné dans R". Soit la fonction ¥ € C () N

WP (Q). On consideére le probléme de minimiser I'intégrale / |Vo|’ dz parmi

Q
tous les fonctions dans la classe :

Fg () ={veC(@QnW"(Q) tels que v > ¥ dans Q et v — U € WP (Q)}
U a le role obstacle .

Théoréme 2.5.5 Soit U € C (Q)NWLP (Q), il existe un unique minimiseur vy

dans la classe F' (), c’est a dire

/|Vvq,\pd:v < /|Vvlpd:c

Q Q

pour tout v similaire. La fonction vy est p-super-harmonique dans §) et p-
harmonique dans l’ensemble ouvert {vy > W}. Si, en plus, ) est suffisamment
réqulier et ¥ € C (ﬁ), alors vy € C (ﬁ) et vg =¥ dans 0f).
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Théoréme 2.5.6 On suppose que v est une fonction p-super-harmonique dans
le domaine ). Soit D un sous domaine de 2, D CC € il y a des fonctions
p-super-harmoniques v; € C (E) NP (Q) tels que

v < vy < etv = limoyy

J—0o0

pour tout point dans D. Si, en plus, v est majoré dans §2, alors v € WLloi (Q), et

on peut choisir les approzimants v; tel que

lim [ |V (v—uv;)|"dx=0.
J—00

D

Corollaire 2.5.7 On suppose que v est p-super-harmonique et locallement borné
dans Q. Alors v € WP (Q) et v est une solution faible :

/ < |Vu|P 2 Vo,V > dz >0
Q

pour tout non-négative n € C§° () .
Théoréme 2.5.8 (Théoréme de convergence de Harnack) On suppose que

h; est p-harmonique et 0 < hy < hg < ... ,h =1limh;. pointwise dans ). Alors,

h = oo ou h est une fonction p-harmonique dans Q.

2.5.3 Modification de Poisson

Proposition 2.5.9 On suppose que v est p-super-harmonique dans §2 et que
D cc Q. Alors la modification de Poisson

v dans ) /D

VZP(U’D):{ h dans D

est p-super-harmonique dans €, p-harmonique dans D, et V < v. De plus, si

v est locallement borné, alors

/\VVV’dx < /]VU\pda:
G G

pour D C G CC Q.
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2.5.4 Sommabilité des fonctions p-super-harmoniques illi-
mitées
On a vu que ensemble F' = {z € Qv (x) = 0o} tel que v est une fonction
p-super-harmonique, et ne contient aucun ensemble ouvert (la proposition 51).
F est vide, dans le cas ou p > n et a mesure de Lebsgue nulle dans tous les cas.

On va étudier la fonction p-super-harmonique
v = vg () = min{ov (x) ,k}; k=1,2,3, ...

vk est locallement borné, alors

/ < |VurP2 Vg, Vi > dz > 0
0

pour tout non-négative n € C§° (€2) et aussi les estimations des super-solutions

faibles sont valables.

Théoréme 2.5.10 Si v est p-super-harmonique dans §2, alors

/|v|qdm < o0

D

quand D CC Q et0<qg<n(p—1),/(n—p) dans le cas 1 < p < n.

Dans le cas ot p > n la fonction v est continue.



Chapitre 3

Solutions périodiques pour les
équations de Rayleigh
p-Laplacien

3.1 Equation de Rayleigh

[’équation de Rayleigh est une équation différentielle ordinaire non-linéaire

de la forme :

_dx
Cdt
tel que les fonctions f, g, e sont continues et la fonction e(t) est périodique.

" 4+ f(2') + g(z) = e(t), 2

L’équation de Rayleigh décrit un systéme typique non-linéaire avec un degré
de liberté, tel qu’il admet ’auto-oscillation. Cette équation est nommée d’apres
Lord Rayleigh, qui a étudié les équations de ce type associé au probléme dans la
théorie de 'acoustique (voir [11]).

Il y a de nombreux d’études concernent 1’éxistence et 'unicité des conditions
pour une cycle limitée de I’équation de Rayleigh, sous ces conditions 1’auto-
oscillation s’est produit.

Le probléme des solutions périodiques est aussi étudiée dans différentes gé-
néralisations de 1’équation de Rayleigh.

Et dans ce chapitre on va étudier ’éxistence des solutions périodiques pour

les équations de Rayleigh type P-Laplacien de la forme
(e (@) + f 2 (t—a @) +gtzt—TE)=c(t)  (3.1)

26
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tels que p > 1 et p, : R — R avec ¢, (s) = ]s]pds pour s # 0 et ,(0) =0, f, g
sont des fonctions continues définies dans R? et périodiques pour ¢ avec f (,.) =

ft+2m,.),9(t,.) = gt+2m.),f(t0) =0 pour t € R, e,0 et 7 sont des
2m
fonctions continues périodiques définies dans R de période 27 et / e(t)dt = 0.

Par T'utilisation du théoréeme de degré topologique et un peut dg I’analyse, on
obtient les conditions suffisantes pour ’éxistence des solutions périodiques de
I'équation (3.1).

soient Ct = CH[0,T] ={x € C'[0,T],z(0) == (T),2' (0)=2'(T),T > 0}.

(pp (@' (8))" = [ (o 2") ;2 (0) = & (T) .2’ (0) = &' (T) (3.2)

avec F € C' (R R).

3.2 Existence des solutions périodiques pour les
équations de Rayleigh p-Laplacien

Lemme 3.2.1 Soit Q un ouvert borné de C7 ; on suppose que
(i) Pour chaque A € ]0,1[ le probléme

(Qpp (I/ <t>)), =\ (tv L, ZE,) y X (0) =7 (T) 7I/ (0) = (T) (33)

n’a pas de solution dans 0S).

(i) L’équation
T
1
F(a) = ?/f (t,a,0)dt =0, (3.4)
0

n’a pas de solution dans 02 N R.
(11i) Le degré topologique de Brouwer de F,

d(F,Q2NR,0) #O0. (3.5)
Alors (3.2) a au moins une solution périodique dans €.

Définition 3.2.2 Soit 2 un domaine de R". On dit qu’une fonction f:Q x R™ — R
définit par (z,u) — f (z,u) de Carathéodory si

u— f(z,u)
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continue pour presque tout x € §, et x — f(x,u) est mesurable pour tout
u e R™.

Soit f une fonction de Carathéodory, et soit une fonction u : 0 — R™, on peut
définir une autre fonction par la composition F (u) (z) = f(x,u(x)).

F est l'opérateur de Nemytskii.

preuve du lemme (voir [18]). Soit

(¢ (1) = ANy (2) + (1 = \) QNy (), (0) = 2 (T) 2 (0) = 2'(T) ~ (3.6)

tel que Ny : C} — R™ est l'opérateur de Nemytski de f, et Q : O — Cr qui est
T
deéfinit par h — %f h(s)ds

T
Donc (g, () = A (/) +(1 =) [ ] £ (s.2(6) ' (6 ds ] 2 (0) = ()’ (0) =
0
2 (T)
Pour A € )0, 1], on observe que si x est une solution de (3.3), ou une solution de

(3.6) . on a nécessairement

ON;(x) = /f 2 (s)) ds = 0. (3.7)

Donc (3.3) et (3.6) ont les mémes solutions pour A € 0, 1].
[ est une carathéodory donc N : C} x [0,1] — L' définit par

N (2,)) = AN (2) + (1 — \) QN (2) (3.8)

est continue et I'image des ensembles bornés par N sont des ensembles équi-
intégrables.
On définit : P: CL — CL  u — u(0)

et
T

/h dShECT

0

H (1) (1) = 7

Alors on peut obtenir que si y € C}. est une solution de 'équation (gop (v )) =

F (y), alors y satisfait I’équation :

y = Py+ QNy (z) + K (Ny (x)) (3.9)



3. Solutions périodiques pour les équations de Rayleigh p-Laplacie29

tel que 'opérateur K : Cr — CF. est définit par :
K (h)(t)=H{p,la((I-Q)h)+H(I-Q)h)}(t),he€Cr

eta:Cr — R.
donc
(0, (@' (1)) = ANy (t,2,2") + (1 = \) QN (¢, 2,2')

z(t) = Px+ QNys(t,x,a") + (K o [ANs (t,x,2") + (1 — X\) QNy (¢, z,2")]) (x)

= Px+QNy(t,z,2") + (K o [ANs (t,z,2") + QN (t,x,2") — NQNy (¢, z,2")]) (z) .

d’apres (3.7)
z(t) = P+ QNy (t,z,2") + (K o [ANs (t,x,2") — NQNy (¢, z,2")]) ()

z(t) = Pr+ QNy (t,x,2")+ (K o [AN(I — Q) N¢ (t,z,2")]) (x) = Gy (x,\) (3.10)

donc
(3.6) < (3.10) (3.11)

L’hypothese (i) assure que (3.10) n’a pas de solution pour (x,\) € 9§ x |0,1].

Pour A=0o0n a
(3.6) & (¢, () = ONy () + (1 = 0) QN (x) , 2 (0) = z(T) 2 (0) = 2’ (T)

& (p,(@") = QNy (x), 2(0) = (T),a' (0) =2’ (T)

T
! 1
3:6) % (0, () = 3 [ F(s12(5)a' (5)) d0 (0) = 2 (7). (0) =/ (1)
’ (3.12)
Et si f est une solution de ce probléme, d’aprés (3.7) il faut que
T
/f (s,z(s),2'(s))ds =0 (3.13)
0

done (¢, (2)) =0= ¢ (¢/) =c= 2’ = v, (¢)
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tel que c est une contante réelle.

/Ta:’ (t)dt = /Tg0;1(0) dt

z (g = ¢, (O,

2 (T) =z (0) =@, ()T
0=, ()T

@, (c)=0.

Y

R R

/t:p’(t)dt = /tgp;l (c)dt
jx’(t)dt = /t()dt
0 :>x(t):x0(0):d

tel que d est une constante.
Donc 2’ (t) = ¢, " (¢) =0 et x (t) = d.

D’ou
T
(3.13) & /f (s,d,0)ds =0
0
d’apres 'hypothese (ii), on a x = d ¢ 92. donc on a pour tout A € [0,1], on
a prouvé que 7?7 n’a pas de solution V(z,A) € 92 x [0,1] donc on a pour tout

A € [0, 1] le degreé topologique de Leray-Schauder drs (I — Gy (., A), €2, 0) est bien

définit, et par 'invariance d’homotopie du d;g on a
drs (I —Gyr(.,1),9,0) =drs (I — G (.,0),8,0) (3.14)
On a d’apres (3.11)
z =Gy (2, & (p,(@) =M (L, 7)) + (1= N Qf (t,,2)

donc
€T = Gf (33, 1) A (Qop (xl)), =/ (thaxl)
r=Gy(x,1) (3.15)
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c'est a dire (3.2) < (3.15) et (3.14) implique que (3.15) a une solution si
drs (I —Gg(.,1),9,0) # 0. On va le démontrer.

On a
Gy (z,0) = Pr+ QNsr + K (0) (3.16)
K(0) = H{g,la((I-Q)0)+H(I-Q)0)}(t)
K(0) = H{p,[0+H ()]} ()
K (0) = H(O)(t):/Odt:().
D’ou
Gy (x,0) = Pr+ QNsx
donc .
a:—Gf(:z:,O):x—Px—%/f(s,m(s),a:’(s))ds

0
drs (I - Gf ('7 0) , §2, O) = (_1)” dp (Fv QNR", 0)
tel que dp est le degré de Brouwer, d’apres 'hypothese (iii) le dg (F, Q2 N R™, 0) #

0 donc (3.15) qui est équivalente & (3.2) a une solution. =

Théoréme 3.2.3 On suppose qu’il existe des constantes positives K, D, M tels
que :

(Hy) |f (t,2)| < K pour (t,x) € R x R.

(Hy) xzg (t,x) >0 et |g(t,x)| > K pour |x| > D et t € R.

(H3) g(t,x) = —M, pour x < —D ett € R.

Alors l’équation (3.1) a au moins une solution périodique de période 2.

Preuve. On considére I’équation

(gop (2 (t)))/+)\f (t, 2" (t—o (t))+Ag (t,x (t—7 (1)) = Xe(t) A €]0,1[ (3.17)

Soit z (t) € Cj_ une solution arbitraire de I'équation (3.17).On intégre les deux

cotés de 1’équation (3.17), et on note que 2z’ (0) = 2’ (27) on a

(3.17) & N (6,2 (t—71@))+ Xg(t,z(t—7 () + ((pp («' (t))), = Ae(t),

2 2

(3.17) < /)\{f(ta:'(t—r(t)))+g(t,x(t—r(t)))}dt+/(gop(x'(t))),dt:

0 0

Aje(t)dt.



3. Solutions périodiques pour les équations de Rayleigh p-Laplaciei32

On sait que

et

/ (0, (@ (1)) dt = @, (2 )] = 9, (2 (2m) =, (2' (0)) =, (a' (27m)) =, (' (27)) = 0
car o’ (2m) = 2/ (0) .

Donc
27

/A{f 2" (t—7(1) +gtx(t—7(t))}tdt=0
d’ou

/{f (t, 2" (t—7 (1) + gtz (t—7(t)}dt =0 (3.18)

z(0) =z (2m) = Fty € [0,27] tel que 2’ (t9) = 0 (théoréme des accroissements
finis)
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car t > 0 et ty € [0.27] donc ty < 27

oy @ ®)] < {/V@w%%ﬂ%mﬂﬁ+k/M@w@—wﬁhﬂﬁ+A/W@Hﬁ

IA

/|ftx (t—r7(t |dt+/|gt:pt—7' |dt+/|e Jdt/) <1

IA

/Kdt+/]gtx (t—7( )))\dt+ max e (1)) dt

t€[0,2m]

[t z)] < Kpour( r)ER xR

2

< K7 /|gtx (t—7(t)))|dt+ max |e(t)|t

te[0,27]

0

o, (&' ()] < 277K+/\g (t,x (t—7(t))| dt + 27 max e (t)]. (3.19)

te[0,27]

On va démontrer qu’il existe une constante D; > 0 tel que

/ (2 (t— 7 ()] dt < 47Dy + 27K, (3.20)

Dapres (Hy),V (t,z) e R* |f (t,2)| < K = —|f (t,2)] > —K

Donc

l/w@wU—T@»—K?ﬁ Sﬂ/w@wﬁ—f@m—ﬁﬂtf@—T®DHﬁ

c'est clair que — |f| <

t/@@w@—T@»—K}ﬁ S(/@@JU—T@D+f@f@—T@DMﬁ

0
= 0 d’apres (3.18) (3.21)
2

[Hgtate—r @) - Kyar <o

0
On définit

By ={t:te[0,2n],2(t,x(t —(t))) > D}
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By ={t:te[0,2n],x(t,x(t — 7 () < DYU{t:te[0,2n], 2 (t,x (t — 7 (£))) < —D}

alors on a

/|g (t,z (t—7(1)))|dt <27 max {M, sup g (t,:c)|} (3.22)

te[0,27),|z|<D
dans Ey: x> D > 0= |z| < D et
zg(t,z) > 0=g(t,x) >0
= gt x)[ =g (t )

/{|g(t,x(t—7‘(t}))|—K}dt = /{gtmt—T — K}dt

< /{gtmt—T — K} dt c’est claire que — g < |g]

< /{gtxt—r )+ K}dt

/|g(t,x(t—7(t)))|dt < /|g (t,x(t—7(t |dt+/Kdt+/Kdt
Eq
/\gtmt—T )| dt + /Kdt

E1+E»

IN

_ /\g(t,x(t—r(t)))|dt+27r[(

Es

/|g(t,x(t—7(t)))|dt§ /|g(t,a:(t—7(t)))|dt—|—27rK (3.23)

/\ga,w(t—r(tmrdt _ /rg<t,x<t—7<t>>>|dt+/rg<t,m<t—7<t>>>|dt

0

IN

2/|g(t,x(t—7(t)))|dt+27rK de (3.23)

Es

IA

47rmaX{M, sup ]g(t,x)\}+27TK

te[0,27],|z|<D

= 4dnD; + 27K
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tel que D; = max< M,  sup  |g(t,z)| p,d’ou I'inégalité (3.20) est réalisée.
tel0,2n),|z|<D

En remplagant 'inégalité (3.20) dans (3.19) on aura :
¢, (2 (1)) < 4Dy + 47K + 27 max_|e ()] = M,
te[0,27]
Par la monotonocité de ¢, on aura :
o, (@' ()| < My = IMs > 0 tel que V¢ € R |2/ ()] < My
(3.21) = 3t; €10, 27] tel que

fta (=7 (0) + gtz (t—7 () =0

= —f(t, 2 (th—7(t1))) = g(tr,x (L — 7 (t1)))
= |=f(t, 2" (i —7 ()| = |g (L, z (81 — 7 (11)))]

Dapres (Hi), |g(tr,z (t — 7 (t0)))| = [=f (tr, 2" (1 = 7 (01)))| £ K

D’apres (Hs), |g(t,z)| > K pour |x| > D et t € R, alors, dans ce cas on a
lg (t,x)] < K pour |z| < D etteRdonc |z(t; —7(t1))| < D.

x (t) périodique de période 27, alors t; — 7 (1) = 2nmw + to, t2 € ]0,27[,n est un
entier tel |z (t2)| < D .

Donc pour tout ¢ € R,

/x' (s)ds = x(t) —x(t2)

t

uw:=wmw/f@m

to

um|suﬁm+/%w

o (t)] < D+ 27 My = My (3.24)

Soit Q = {x € C}_(R,R) tels que |z| < M3+ 1,|2'| < My +1}.
Quand z (t) € O2NR, z(t) = Mz +1ouz(t) = —M3; — 1, de (3.10) on a
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D + 27w My = Ms, donc M3+ 1 > D, on voit que
2 2

%/{g(t,MgnLl)Jre(t)}dt _ % /g(t,M3+1)dt+/e(t)dt

0
2
1
= — t,Ms+1)dt
27T/g(’ 3+)
0

D’apreés (Hy) pour x = M3+ 1> D zg(t,z) >0

donc
(M3 +1)g(t, M3+ 1) >0,
et
Ms+1>0=g(t,Ms+1) >0,
D’ou

2 2w
1 1
— t, Mz +1 t)}dt = — t, M. 1)dt .
o [ a2t D ey it = o [0+ 1de> 0
0 0

27 27
1 1
%/{g(t,—Mg—l)—i—e(t)}dt—%/g(t,—Mg—l)dt<0
0 0

car —M3—1<0=g(t,—M3;—1) <0
2m

Donc si z (t) € 0QNR, %/ {g(t, M5+ 1)+ e(t)} dt n’a pas de solution, d’ou la
0

condition (ii) est satisfaite.

Soit
27

1
H(op) =+ (L= ) o [g(t,)dr
0
quand x € QN R, u € [0,1] on a

2

1
oH (o) = pa® + (1= ) oo [ g (b
0

pour x € 00 , | z(t)| > D de (Ha), zg (t,x) >0=a H (x,u) >0
Soient H : [0,1] x QNR — R"

H : [0,]]xQNR—R"
1 2w
H(z,p) = uw+(1—u)—/g(t,x)dt

2
0
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y:10,1] = R™ y(t) = 0 sont des fonctions continues

En utilisant 'invariance par homotopie du degré topologique on aura

d(H(0,.),QNR,y(0)) =d(H(1,.),2NR,y (1))
27
d %/g(t,w)dt,QﬂR,O —d(2,QNR,0)
T
0
d(F,QNR,0)=d(z,QNR,0) #0

donc la condition (iii) est satisfaite.
D’apreés le lemme précédent, il existe au moins une solution périodique de période
2. m

Théoréme 3.2.4 On suppose qu’il existe des constantes positives K, D, M tels
que :
(Hy) |f (t,x)] < K pour (t,x) € R x R.
(Hy) zg (t,x) > 0 et |g(t,x)| > K pour |x| > D ett e R.
(H3) g (t,x) < M, pourx > D ett € R.

Alors l’équation (3.1) a au moins une solution périodique de période 2.

Comme application, on considére 1’équation suivante :

x (t —sint)

(¢, (' ()" + costsina’ (t — sint) + arctan ( Ty

> =cos(t) (3.25)
avec f(t,r) = costsinw,g(t,r) = arctan ;70,0 (t) = 7(t) = sint et e (t) =
cost. Et on choisit K =1,D > 7 et M = 7.

On peut vérifier les conditions du théoréme 3.2.3. (H;) est réalisée parce que
|f (t,z)] = |cos (1)][sin (z)] < 1,V (t,z) € R x R. Cest clair que (Hs) et (H3)
sont réalisées (d’apres le graphe de la fonction g (¢, z) = arctan ;——7), du théo-

réme 3.2.3 I’équation (3.25) a au moins une solution périodique de période 2.



Chapitre 4

Solutions périodiques pour
I’équation P-Laplacien neutrale

de Rayleigh avec retard

Soient 1 < p < oo une constante réelle, g est le conjugué de p, c’est a dire
% + % =1, et ¢, : R — R une application définit par ¢, (u) = ]u\p*2 u. Alors @,
est un homéomorphisme de R avec I'inverse ¢, (u) = |u|*"*u. Dans ce chapitre
on va étudier I’éxistence des solutions périodiques pour ’équation de Rayleigh

avec retard suivante :

(pp (@ (t) —ca(t=0))) + @@ (D) +glet—T@®)) =e(t)  (41)

tels que f, g, e sont des fonctions continues de R vers R; 7 et e sont de période

T, T une constante positive; ¢, o sont des constantes réelles tel que |c| # 1.

4.1 Préliminaire

Soit Cr ={z:2 € C(R,R),z(t+7T) =z (t)} avec lanorme ||z|| , = Hf(?x |z (1)],

Cr={z:2eC' (R,R),z(t+T)=ux(t)} aveclanorme || z| = max {||z|, || .} -

C’est clair que Cr et C- sont des espaces de Banach. Dans la suite, on note ||.||,
1

P

la norme de L? dans Cr, c’est & dire |[z]], / |z ()" dt | , et on définit

lopérateur linéaire A comme suit : A : Cp — Cr, (Ax) t)=z(t)—cx(t—o0).

38
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Lemme 4.1.1 Si |c| # 1, alors A a un inverse borné continue dans Cr, et
(1) A7), < = w2 e Cr,

=l
(2)

chx (t—jo),lc <1
(A'z) (t) = { =0 (4.2)
— Zc*jx (t+jo),lcf>1
@) [ 1) 0] de <

j>1
n
Lemme 4.1.2 Pour a;,x; > 0 et >, a; = 1, les inégalités suivantes sont satis-
i=1

T
e |/ |z (t)| dt,Vx € Cr.
0

faites pour chaque p > 1 :

n p n
(Z aixi> < Z a;x?
i=1

i=1

Lemme 4.1.3 Si |c| # 1 et p > 1, alors

/ [(A2) (O dt < ﬁ / = () dt, ¥z € Oy (4.3)

Preuve. de (4.2) on a

(A7) ()] < (Z jef |z (¢ —j0>|> el < 1.

Jj=0

Soit a; = (11__|‘|”L)|‘fw, alors a; > 0 et
PR o N VI 54
Yo = e
(L=l  (@=leDle (@ —=le) el (1= lef) e
IR L e L Ty ¥ L W P
(el el fel + (= e fef® 4+ e+ (1= fe]) e
1—|c"

L=+ e = T ey iy Y
a 1— e[
_ L—|d"
1=

= 1.
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du lemme 4.1.2 on a

<§ikwtr@—Jaﬂ) - (ﬂfﬂﬂf)p<f_aﬁxa—¢aﬂ>

AN
VR
—_| =
[
o | &
— 3
~_

=

M

L

Q
.
B
=~

|
(.
2
=

quand n — oo alors;

(A7) (1)]" < <Z|c|j\x(t—ja)|> < = —_ Z|C|J |z (t — jo)l?

>0 =0

(A7) (1)]" < | T ZICIJ |z (t = jo)I”

7=0

On note que la périodicité de x ( ) ,

T T
0/|x(t—ja)|pdt:/|x(t)|pdt,
0 0

donc du (4.4) on a (4.3).

La méme démonstration pour |c| > 1. m
Lemme 4.1.4 On suppose que a > 0,b >0 et 0 < p < 1. Alors
(a+0)P <a’+ P,
Lemme 4.1.5 Soit Q un ouvert borné de C. ; on suppose que
(i) Pour chaque A € ]0,1[ le probléme
(0, (& (1)) = AP (t.,2') . 2 (0) = (T) .2/ (0) = (T)

n’a pas de solution dans 0f).

(ii) L’équation

n’a pas de solution dans 02 N R.
(i1i) Le degré topologique de Brouwer de F

d(F,QNR,0)#0

Alors (4.5) a au moins une solution périodique dans Q.

(4.4)

(4.5)
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4.2 L’éxistence des solutions périodiques

T
Théoréme 4.2.1 On suppose que f(0) = [e(t)dt = 0 et qu’il existe des
0
>

constantes r1 > 0,7 >0, 73 >0, K >0 et d
(A1) |f(@)| <K+mn |x|p71,‘v’x€R.
A, ) < —K pourz < —d et g(x) > K + rir32P~! pour x > d.
( g p g p

0 tels que :

49 i 121 v
Alors (4.1) a au moins une solution périodique de période T' si :

p—1
2(14|c[)r (rp%l —l—T) {1—1—7’2 (rp%l —l—T) 1 <|1—]c|\p,r:max{1 1}.

ro’ r3

T P
Preuve. On définit |[zf| = max {[|z|[,, , [2"l..}, |, = <f !il?(t)lp>
0

Pour tout A € ]0,1[, on considére I’équation suivante :

(pp (@ (t) —ca (t=0))) +Af (@ (1) + Ag (@ (t =7 () = Ae(t)  (48)

Soit z (t) une solution périodique de (4.8) de période T', donc

St~

{(o® - crt=o)) + A7 @ @) +dg (ol = (O) e = [ ety

e(t)dt=0=

ng@—wx@—®YE+A/{ﬂf@»+g@@—fum}ﬁ=o (4.9)

x(T)—c(T — o),z (0) — c(—0) sont des constantes donc (z (T) — ¢ (T — o))" =
(2 (0) = c(=0))" =0.

On sait que ¢, (0) =0 =

nT

pp(x(t) —cx(t—o))]|, =0 (4.10)

de (4.9) et (4.10) on a

—/f(x’(t))dt:/g(a:(t—r(t)))dt (4.11)
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f est une fonction continue d’apres le théoréeme de V.I.M, 3n € [0, 7] tel que

gla (=7 ) = g [ ot (1.12)
de (4.11) et (4.12) on a
9l (=7 ) =g (e (©) =~ [ £ @) d (1.13)

tel que ( =n—7(n).
Siry >0, soit :

G(Z) = 2(1+yc\)(r1r2+2)(<max{%,hé—l_z}>pll+T)p

1214 |e)) 1 _n ”lj+T
Cl)T max _—,
! 7"37’/“17“2—2 ’

G (Z) est continue dans [0, 1ri75] , et

1 P
1 =
G(0) = 2(1+|c|])rirs ((max{—,i}> +T>
r3 T1T2
1 1 Til
+2 (14 |e|)m ((max{—,—}) —i—T)
rs T1T2

1 p 1
= 2(1+ |c|) rire (7“ +T) +2(1+|e)) (r +T)
1 p 1
= 2(1+|c))m {7“2 (7"?*1 +T> + <rpfl + T)}

1 1 p—1
= 20+l (71 7) {n () 1] <l

G (0) < |1 —|¢||” donc 3Z; € |0, 2ry72| tel que

G(Z) < 1|, Z €10, Z] (4.14)

On choisit = = min {Zo. gty (255 ) p} 0 < e < Z = e € 10,2

donc

G(e) < |1—|c|]” (4.15)
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de (As3),3p > d, tel que :

% > (ryrg —e) > 0 pour z < —p,r; >0
{“ (4.16)
“ngTI_)‘l < (rirg+¢) pour x < —p,r; = 0
On va démontrer qu’il existe un ¢y € [0, 7] tel que,
o (to) " < T 75 [} + 5 (4.17)
o 1 r _ —1 Ksgnr _ 1 r1>0,
avec v = max -, ;——¢, 0= p' " + 2 sgnry = 1 70
le 1 cas: ;1 = 0. Si |z (¢)| > d
(A2) = g (= ()] > K
(4.13) =
T
1
9@ = |7 [ 1 @)
0
T
1
< 7 [l ela
0
(A) = [f (@ O] < K+rla @) et ri =0 = |g(z(0)] < 7 [Kdt =
0
ITK = K.
Donc K < |g (2 (¢))| < K et c’est une contradiction, d’ou
[z (O <d<p (4.18)

Le 2°™¢ cas: 17, > 0
(1)Siz(¢)>p>d>0
de (Ay) on a
9(x(¢) > K + s (a Q)
(4.13) =

9@ () = —= [ f('(@¥))dt

1
T

St~

IN
N[ =
O\ﬂ
—
=
+
=
ER
=
S—
S
L
N—
Q
~
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donc
T

K+ Q™ < 0 (Q) < K+ / 2! (1) e

T
1 _ - K .
—1 g([L’(C p 1
> 0<(@opt < 2R o / o O

;»0<(x(<)p1<— /| ()| dt

0< @O <~ o ()2 (4.19)

r3s
(2) Siz(() < —p de (4.16) et de (4.13) on a

T
(= OF" < g <K+ [12 OF " d
0
< K+nTs |27
Donc %
p—1 ! ’71 rp—1
P (OP S ey g T I (4.20)
(3) Si—p <z () < p, alors
[z (O <p (4.21)

de (4.18),(4.19),(4.20),(4.21),0on a :

- 1 1 - K r _1
e @OP < max{ o e g s T

rro — €& rro — €

< al s ||:C’H§_1 + 5.

Soit ¢ = KT +1y, tel que K est un entier et tg € [0, 7], donc (4.17) est démontré.
Soit (Ax) (t) = x (t) — cx (t — o) alors

(4.8) & (i, (Az) (1)) + M (@' (1) + Ag (2 (t = 7 (1)) = Ae ()
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!/

—(Az) (t) (¢, (Az) (1)) = A(Az) (@) [f (@' (1)) +g(z (t =7 (1) —e(t)]

/ ) (¢, (Az) (1)) dt = A/ ) +g(z(t—7(t)) —e(t)dt.
417 <0 [ (g o 0+ 1] o 1) 1 (2 (0) 4.9 o (¢ = () = e 0]
[AZ']; < (1 +e]) lz]l /If O +1g (@ —7@)|+le)]dt (4.22)

Soient

Ey={tc[0,Tha(t—7(t) <—pt;Ea={t€[0,T];|z(t -7 )| < p}

et
={te[0,T];x(t—7(t) > p}.
Dans Esonax (t —7(t)) > p>d de (Ay) onag(z(t —7(t))) > K+rira?P™t >
0
d’ou f|g (t—71(t))]dt = fg (t—7(t))dt
de (411) on a

T

—/f(x’(t))dt: gz (t—7()))dt

= (E/ ) x(t—7(t))))dt
donc

Jlate=r@mid = [glat-rw)

E3

_ (E/+/)g(a:(t7(t)))dt]f($'(t))dt

Es
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T

/|g (t—r(t dt<(g/ ) o ))dt+/|f(x’(t))|dt(4.23)

0

/|g<as<t—f<t>>>|dt < (;/+/+/) 9.2 (¢ — 7 (1)) e

de (4.23) on trouve

/Tlg(x(tT(t)))dt<2(Z/ /)g (t—(t Idt+/\f t))| dt

de (4.16) on a

T

/|g(x(t—r(t)))|dt < 2(r1r2+5)/|x(t—7'(t))|p_1dt

0 Ey

+2/ max |g(z(t—7(t |dt—|—/]f t))|dt
lz(t=7(t))|<p

Es

2(r1r2+5)/|( H(lng |z (t—7 ()" 1dt+2/gpdt
x(t

—7(¢))|€[0,T]
Ey Es

IN

T

" / (@ (1)) e

0

IN

T T T
2 (s + ) / e l7 " dt +2 / gollt + / (@ ()] dt
0 0 0

/ g (2 (t— 7 (E)|dt <2(ryr+e) T |22 +2Tg, + / @ (1)) dt (4.24)

tel que g, = max |9 (z)]
<

de (4.22) on a
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T

1A'}, < ﬂ+kDMﬂn/Hﬂfﬁﬁkﬂg@@—fﬁﬂﬂ+k@mﬂ

0

T T
§U+MMMMQ/U@Wmﬁ+ﬂmwwﬂ%W?+ﬂm+/M®W
0
T T \
< (14 e)) =], 2/<K~|—r1 ]x']p_1> dt+2(r17"2+5)THxHZOI+2Tgp+/|e(t)]dt
0 0 /
p—1
1 f ’
< 2(1+]d]) WMW+QTWMQ+KTWMm+ﬁTP:f/hﬁﬂt [Ed I
0
+2(1+|e|) | Tgp 2] /we ) dt |||
< 2u+wwkmm+@Twwa+mTﬂummxm*]

+ (1 +[e]) ||z 2KT—|—2Tgp—|—/|e(t)\dt

=

1422 < 21+ le) [(rma + &) T lallly + T ol 12'157"] + a2l (425)

tel que a; = (1 +|c|) {2KT—1— 2Tg, + f le ()] dt| .

On peut affirmer qu’il existe une Constante Ry > 0, tel que

2']], < Ry (4.26)

comme se suit :

1
(1) Lecasdep>2. 0< ﬁgl

(4.17) = |z (to)[" ™ < oT 77 |l'|2" + 8
de lemme 4.1.3 on a

2 ()] < @7 T |2, + 87
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oo Gm) - (03) G5) =5 ) =5

= |2 (to)| < a7 1T 77 ||2/|| + f7T

T

0

=

2l

T
1
<o TR |, 4 574 T | o [l o d
0

|zl < @7 T [laf||, + 71 + T [l (4.27)
ol <T % |||, (a7 +T —i—ﬁp%l
S8 D
2]l < ao [, + bo (4.28)

tels que ag = T (ow%l + T) et by = ﬁp%l,
par 'analyse élémentaire , il existe une constante A > 0 indépendante de A, tel

ue
' 1+u)f <1+ (1+p)u Yuel0,h (4.29)
Si [|2'[|, = 0, alors [[z]|, < bo. Ou bien, si ao\\b% > h, alors
b

'], < ao—oh (4.30)

Si aollb+\\p < h, on a
/ P P bo ’
e, < (aoll’l, + o) =amwnp<r+amgm)

de (4.29) on a

bo
15 < ag ll=II; (1 +(p+1) >

ao [|2'],,
(|2, < b |2/|[D + (p+ 1) ab~"bo |||} (4.31)
oo — 0 P p 0 0 P .

de (4.25),(4.31),(4.28) on trouve
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JAZE < 20+ Jel) [(rre + ) T lalll, + T all 2157 ] + a o)l
< 201+ lel) (s +2) T (a2l + (o + 1) ab b 2]

+2(1+ Jel) [ T> (ao ll2'll, + bo ) 12112 "]

+ay ag [|2']], + aibo
< 2(1+el) 1217 _(Tl’l“g +¢)Tah + rlT%ao_

+ Hleg_l [2 (L+e]) (rra+e) T (p+1)al by + rlT%bO} +ag [|2]], + by
< 201+ e [ @I [(rirs + &) Tal + T ao| + [|2/|27 @y + as |[']], + by
< ||x,||g [2 (I+]¢|) {(Tﬂ"g +¢) T [ozp%l + T} T [ozp%l + T] }]

+|2 P o + ag [|2]], + b
<

I (20 + [el) { s + €) [T + 7] 471 [077 + 7] }]
+ 25" e+ az |2/, + by
4} < 1215, G (&) + 'l n + s ', + b (4.3

tels que o; = 2 (1 + |C|) (T‘l’f‘g —|—8>T(p—|— 1) CLg_lbO + ’I"lT%bo,(lg = a1 a,(],bl =
albo.
L= lel["l2"ll} = 11— |e][” | A= A|[;

du lemme 4.1.1 on a

- c||p/| \pdt</|x P dt

T
done [1— [el}” [ |(A™Ax') (1 |pdt<f|Ax )P dt

dou [1 — ¢[[” ||A FAZ|[; < [l Ax'|[p
= [L=[elP[l"]f; < [ A="]];
de (4.32),(4.15) on trouve

1= lel” ll'ly < N2'llp G (e) + [12/]ly " e + as [l + br
-1
1= lelPll’ll, < 11— Tlel” 2"l + [12'll, " ax + a2 (|27, + by (4.33)
p > 1 donc il existe une constante Ry > 0 tel que

2], < R» (4.34)
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de (4.30), (4.34) on peut voir que (4.26) est vraie.
(2) Lecasde1<p<280uscetétatona0<p—1<1et%1>1.
p
Il existe une constante h; > 0, tel que

1 1
(1—|—u)p11 <1+ <1+—1> u; u € )0, hy] (4.35)
p_
%:1—%:E:>P:qfql:>ﬁ:f,l—ﬁ:q—l

Si 5,T”Z,1 > hy, alors
p

al|lz
1
rp—1 < ﬁTq
a2, T
BT
= |7 ’
"]l < o
1
pT\""
= o< | =
]|, < (th
5\t
= I < | = T a1
11, < ()
I 1 1
gp—1) -1 p
donc
BT
o< — T» 4.36
11, < () (4.36)
1
Si aHi,T”Z,_l < hy,de (4.17) on a

_1
2(to)l < (aT 732l +5)"

1

1 1 il /3 Pt
< (ar ol )27") " (14—
! ol o a2
p

1

J SR BT% 1— p
< qrIT75p Hx/”p (1 + T ||l»’||p P)
de (4.35) on a

1 1

11 qBTaar—1 _

@ (to)| < a1 T |||, + *—— [|'|2 77
p
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d’aprés (4.27) on a

T
loll < Jotto)l + [ Ja' ()] de
0
1 1 ﬁT%ap%l 9 1
< ar T o), + S P T
ol p
BT a1
N U S U qpd aaur- 9_ 9_
el <T7% 5 + 7 ], + = o', = ao '], + be 1]y
aT'»
(4.37)
avec ag était définit et L
p, - BTar™
2 — - 1
ol

c’est clair que

—1 2— 2 pfl
lallZ, = lall 212 < (ao ll’ll, + b2 /15 ) (aola’ll, + bz 1a'l;™)
2— —1 -1 —1 2— -1
< (aolle/ll, + o I2';7) (e~ I/l + 857 'SPV

2|2, < ab 2’| + baal ™" [|']], + agb " [|2/[| P 1 vp /|| PP (4.38)

1= lel[" 2]l < [1A"]l;
de (4.25) on a
A [2 <2+ |e]) [(rirs + &) T |2 + 1T el 12157 | + an [l2]
p 00 o] D 00
de (4.37), (4.38) on trouve

1A < 21+l (rars + &) T {ab /1] + baab ™ 11l + aobf ™ [/ 57 0D 4+ 0 |

1 — — —
2(1+|el) s {ao ll2'll, + ba 2/ F 2/l + @ ao 12N, + ba /157 }

< @ (204 lel) {(rira + ) Taf + i Trag | +
1=, [2(1+|c|) (rir2 + ) Thyal " + a1ao)
+ [l EPEIT 2 (1 + Jef) (172 + €) Taohy "] +2 (1 + |e]) (rors + €) T [J2[| 7"
T2 (1 + [e]) b [l |87 4 agby [|2f)277

< N [20 1) {(ra + ) Ta + i Trao )]

+[l2"]],, [2 (14 |c]) be {(rlrg +e)Tal ™ + rlT%} + alao]
+ (2| EPEIT 2 (1 + |e]) (172 + €) Tagbh ]
2 [EPP (2 (14 [e]) (rirz + €) TS + arby ||2/|27
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(2— 1)+1 2— 2
|AZ|2 < G () |l'|[P + a |2/ | 7P ay [l2/|87PP + as [l2|]) + ag |2/|12 7
(4.39)

avec az = 2 (1 +|c|) (rirs + €) Taobg_l, ag =21+ |c|) (rira + ) Th, a5 = 2 (1 + |c|) by

ai1Qp, g = albg.

de (4.15), il existe une constante Rz > 0 tel que
2], < Rs (4.40)

de (4.36), (4.40) on a (4.26) est aussi vraie pour 1 < p < 2.
De (4.26) , (4.28) et de (4.37), on peut voir qu'il existe un nombre R, > 0 tel que

2] < R4 (4.41)

de (4.8) on a

/gop((Ax') (t))ldt:—/f(x’ /g (t—1( )))dt+/e(t)dt
:»/\sop«Aa:') <t>>’\dts/|f<x’<t>>|dt+/|g<a:<t—f<t>)>|dt+/|e<t>|dt

de (A;) on trouve

T T

|lz(t—7(t))|<Ra
0 0

+/|e(t)|dt

0
T

T
< /Kdt+/r1|x |p1dt—i—/gR4dt—|—/ (t)| dt
0

0
T
1
< TK+T% T 71m () di +Tmh /ﬂa@mt
0

< TK+Tém(mgl+T%,ﬁ/w@nﬁ
0

[la oy < / (Kt P Jaee [ omas gt @)l

{(7’17"2 + €
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de (4.26) on a

T

/ lo, (A2') ()| dt < TK + TR 4 Tgp, + / le(t)|dt = Rs  (4.42)

0

avec g, = max g (s)].

C’est clair qu’il existe un entier ¢, € |0, 77 tel que
¢, ((Az") (t1)) = 0. Alors, pour tout ¢ € [0,T], on a

‘gop((Ax’)(t))} = /’npp((Aa:')(t))/’ds

IN

/ 0, (Az') (3)) | ds
Ry

IN

(Az') (t) = ¢, (@, (Az) () < ¢, (Rs)

donc
max |(Az') ()] < maxp, (Rs) = ¢, (Rs)
= | A2/||., < ¢, (Rs) = |Rs|** Rs = RS,
|Az']l, < RE (4.43)
On a
'l = [|A™ A2,

de (1) du lemme 4.1.1 on trouve

- Dz
* = 1= el

(el

de (4.43) on a
RE!
1]l < = = Re
1= |el]

(4.44)

Soit y (t) = (Ax) (t), alors (4.8) est équivalente a

(0, (¥ (1)) + Af <(A‘1y)' (ﬂ) + A9 ((A7y) (t—7(1)) = Ae(t)  (4.45)
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Dong, si y est une solution périodiquqe de période T de (4.45), alors z = A~y
est une solution périodique de période T" de (4.8).
Soit

F)(t) =@~ (A7) ®) =9 (A7) (t =7 (1) (4.46)

alors (4.45) est (4.5). f et g sont des fonctions et A a un inverse continu, on peut
voir que F' : C}. — Cr dans (4.46) est continue et I'image d’un ensemble borné
par F' est un ensemble borné.

Soient Ry = 2(1 + |c|) max {Ry4, R, d}, Q= {y € C}: ||ly|| < Rr}.

Si y = Ax est une solution de (4.45) dans 09, alors ||y|| = R, ||yl = Rr ou
/]l = B

Si ||lyll,, = Rz, alors

x|, > ”Z—”TZ' = 2max {Ry, Rs,d} > Ry

et c’est une contradiction avec (4.41), le méme pour ||v/|| = Rr.

Siy € 92 NR, alors y est une constante et |y| = Ry, = A~y = £,

F(y) =

F(y) =
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1

lz| = |[A7Yy| > 2max {Ry, Rg,d} > dde (Ay)ona g (A y) > K+rirs (A7 )P >
0
donc —g (A~ 'y) # 0 dans 9N N R.
Soit H (y,p) = pu(—Ay)+ (1 —pn) F(y),y € 02NR, u € [0,1], alors on a

(A™"y) H (y, 1) = = (A7'y)" = (1= ) (A7"y) g (A1)
ona (A 'y’ >0= —p(A 1y’ <0
et (1—pu)>0=—(1—u)<0
et de (Ay) on a si
Ay < —d=g (A_ly) <-K<0= (A_ly) g (A_ly) >0
sinon

Aly>d=g (A’ly) > K +rrs (A’ly)p_l >0= (A’ly) g (A’ly) >0

donc (A™'y) H (y, 1) < 0 c’est a dire (A™'y) H (y, u) # 0 dans 902 N R.

En utilisant 'invariance par homotopie du degré topologique on trouve
d(F,00NR,0)=d (—A_ly,aQ ﬂR,O) =sgn(c—1) #0.

Donc pour (4.45), tous les condition du lemme 4.1.4 sont satisfaites. Par le lemme

4.1.4, on résulte que

(0 0 @) +7 (A7) 0) +9 (A (t=7 (@) =€) (447)

a au moins une solution y périodique de période 7" . Donc, x = A~y est une
solution périodique de période T de (4.1). =

La méme démonstration pour :

T
Théoréme 4.2.2 On suppose que f(0) = [e( = 0 et quil existe des
0
>

constantes r1 >0, 179 >0, 173 >0, K >0 et d
(Al) |f( )|§K+T1|$|p 1,\V/[EER,
(Ay) g(z) > K pour x> d et g(x) < —K — rirsaP™ pour z < —d;
(Ag) lll'Il M = T17T2;

zp—1

0 tels que :

Alors (4.1) a au moins une solution périodique de période T si :

1 -1 1 1
2(14 |c])m (rﬁ —|—T> |:].+T2 (rp%l —I—T)p }<|1—|c||p T—max{—,—}.

Ty T3
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Exemple 4.2.3 On considére l’équation suivante :

((pg ((z(t) — bz (t — 4))')>, + (2" () + g (x(t —sin(t —7(t)))) = cos (2nt),
(4.48)
avec p = 3¢ = 5,0 =4, T = 1,7(t) = sin(2nt),e(t) = cos(27t), f (z) =

z%,x>0
’x‘g():{2\f\f6 |a:\x<0

Soitd=9,K = 7“1 = r3 = 2v/2.
On va vérifier les condztzons du théoréeme 4.2.1.
(A1)

2 2v2 1
\/|metK+r1 |z’ = \/_ |x|2 1—%_+§\/|x|

9

c’est clair que
1 2v2 1
|z] < =tV ||

done |f (z)] < K +ry |z["” 1.
(Ag) Six < —d , alorsz < =9 <0 =

o0) = 22yayRl
2\/§ 3 6
= == (- VRl) Vi

=)
_2\/§><3

9
_2\/5_
5 =

< -K

Six>d, alorsz >9>0= g(z) =2?

on a /i o3
2v2 242
K+7"17’3$p_1 = — 4+ —
3 9
D’apres les graphes des fonctions g(x) = x* et de h(x) = \/?5 + %ﬁ on a
> £ + _\/_\/_ Yo > 9.

3

Donc (Ay) est réalisée.
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(As)
TCT I & & adal
ot = L -
T——00 ZL‘| T——00 3

z——00 \/W
lim w\/m
z——o0 9 \/m
2v/2

= — =TiTra.

9

donc (A3) est réalisée.
FEt on a
11— ellP = 1 [5]]* =8

(1 1) 1
r=max|—,— | = ——=
Ty T3 2\/§

2(1+|e|) (rrll +T> [1+r2 (rﬁl +T>p_1} — 2(145)+ (L)ﬁ+2(1+5)1

9 \2v2
+2(1+5) %2\/5 ((L> e

22
<%+1) 1+2\/§(%+1)
(1+3)

<8=|1—|c|]".

Do W Wk

On a vérifié les conditions du théoréme 4.2.1, donc (4.48) a au moins une solution

périodique de période 1.

+

9
12(145) (L)%i ><2\/§<(—
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