Résumé

La copule représente d’une maniére exhaustive la dépendance entre des va-
riables aléatoires. L’'information qu’elle délivre est malheureusement trop com-
plexe pour pouvoir étre interprétée en tant que lien de dépendance. Pour cette
raison, des mesures d’associations numériques sont utilisées pour avoir un ré-
sumé interprétable de la copule un certain nombre de mesures d’association
entre variables aléatoires (X7, ..., Xy) sont fonction uniquement de la copule C.
Les mesures les plus courantes sont le tau Kendall et le rtho de Spearman.

Dans ce présent travail, nous avons présenté des mesures d’association dans
le cas continue, nous montrons que ses mesures peuvent se généraliser au cas
multidimensionnelle, des mesures basées sur le th6 de Spearman, ainsi leurs
propriétés.

L’intérét de ce mémoire porté sur ’estimation non paramétrique du rho de
Spearman ainsi, trois estimateurs sont considérés (ﬁm,i = 1,2,3), nous mon-
trons aussi que la copule empirique est utilisée pour tester l'indépendance et
pour estimer un ensemble de mesures d’association, puis établir leur normalité
asymptotique. Dans le dernier chapitre, nous avons proposé des distributions de
Cauchy bivariées, ainsi leur utilisation pour obtenir la probabilité quadrant d’un
couple de variable aléatoire (Z),, Z,,) suit une loi normale asymetrique bivariée
“Orthant probability of bivariate skew-normal distribution”.



Abstract

The copula is show exhaustively the dependence between random variables
The information it delivers is unfortunately too complex to be interpreted as a
relation of.

For this reason, measures of numerical associations are used to have an inter-
pretable summary of the copula, a number of measures of association between
random variables { X7, ..., X4}, depend only on the copula C. The most common
measures are Kendall tau and Spearman’s rho. In this work, we introduced mea-
sures of association in the continuous case, we show that its measures can be
generalized to multidimensional cases, measures based on Spearman’s rho, and
their properties.

The interest of this dissertation focused on nonparametric estimating via
the empirical copula of Spearman’s rho and three estimators are considered
(ﬁm =1,2, 3) , we also show that the empirical copula is used to test the in-
dependence and to estimate a set of measures of association and establish their
asymptotic normality. In the last chapter, we proposed bivariate Cauchy dis-
tribution, and their use to show the formula of orthant probability of bivariate
skew-normal distribution.
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Introduction Générale

La copule est devenue un outil de base dans la modélisation des distributions
multivariées la connaissance de cet outil probabiliste est essentielle a ’appréhen-
sion de nombreux domaines. Les concepts de copules et de structure de dépen-
dance sont plutot récents. Le mot méme de copule n’était pas trés présent dans
la littérature jusqu’a peu.

Il s’agit, d’'un outil de modélisation statistique mis en avant pour la pre-
miére fois par Sklar (1959) de nombreux statisticiens se sont attachés a étudier
les caractéristiques de ce nouvel outil. Nous présenterons un bref historique du
développement et de I’étude des copules, ainsi que les principaux auteurs et ré-
sultats. Le mot copule, qui signifie lien en latin, a été employé pour la premiére
fois par Sklar en 1959 dans le théoréme décrivant la fonction qui joint ensembles
des fonctions de distributions univariées a la forme multivariée de la fonction
de distribution comme le note lui-méme Sklar, avant d’étre nommées ainsi, les
fonctions copules apparaissaient déja dans les travaux de Fréchet Dall’ Aglio, Fe-
ron et un certain nombre d’autres sur I’étude des distributions multivariées avec
fonctions marginales fixées. La majorité des propriétés basiques des copules peut
étre attribuée aux travaux d’Hoffding (1940-1941).

Il étudia les propriétés d’invariance des mesures de dépendance, il a obtenu
des inégalités optimales, fournissant des bornes supérieures et inférieures pour
ces versions particuliéres des copules. Indépendamment de ces recherches, on
trouve dans Fréchet (1951) plusieurs résultats voisins donnant lieu aujourd’hui,
aux appellations comme les bornes de Fréchet-Hoeffding et les classes de Fréchet-
Hoeffding (voir Nelsen, 1999) Cette notion de copule et ses propriétés ont été
rédécouvertes plus tard, vers le milieu des années 1970 par Kinldorf et Samp-
son (1975) Galambos (1978) et Deheuvels (1978) qui leurs donnerent le nom de
(Fonction de dépendance ). Il est possible de regrouper les champs d’utilisation
de ce concept en plusieurs parties. Tout d’abord Sklar et Schweizer ont travaillé
sur la théorie probabiliste des espaces métriques de 1958 & 1976 la plupart des
résultats fondamentaux sur les copules ont été obtenus dans le cadre de I’étude
des espaces métriques. D’autre part un deuxiéme champ d’utilisation pourrait
porter le nom de mesure de dépendance Schweizer et Wolf (1981) ont pour la
premiére fois présenté les correspondances entre copule et mesure de dépendance.
Les copules étaient déja présentes dans un grand nombre d’articles traitant de
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la dépendance. Si nous devions en retenir qu’'un, ce serait Hoffding (1941) qui
utilisait les copules pour étudier les mesures d’associations non paramétriques
comme le tau de Kendall et le rh6 de Spearman Deheuvels en 1979-1981 utilisa la
fonction de dépendance empirique pour construire des tests non paramétriques
d’indépendance. D’une facon explicite, les copules sont des fonctions de répar-
tition particulieres, qui lient les fonctions de répartitions multivariées de lois
de probabilités dans R?, pour d > 2 aux fonctions de répartitions marginales
de leurs coordonnées. Plus précisément pour étudier le comportement simultané
des composantes d’un vecteur aléatoire X = (X7 , ..., Xz ), on peut faire appel a
la fonction de répartition jointe

H (z1,....,2q) = P(X < 21,..., Xg < x4),

qui caractérise totalement le comportement stochastique de X par exemple, dans
plusieurs applications de I’analyse multivariée classique, on émet souvent 1’hypo-
these que H est la fonction d’une loi normale multivariée. Cet usage du modele
normal est souvent justifié par la simplicité relative des calculs & effectuer. Tou-
tefois il est connue, notamment en économie, que la loi normale s’ajuste trés mal
a certains types de données.

Dans I’étude moderne de la dépendance, on utilise fréquemment le fait que
toute l'information & propos de la structure de dépendance de X est contenue
dans une fonction appelée la copule. Le concept de copule est un outil puissant
et flexible puis qu’il permet de modéliser la dépendance sans tenir compte de
leffet du comportement des marges, c’est a dire des fonctions de répartitions
Fy, ..., F; des variables X ,..., Xy prises individuellement. Une partie impor-
tante des recherches effectuées sur les mesures d’association entre les variables
aléatoires concerne le cas ol ces variables sont continues. De plus, les copules per-
mettent de résumer la structure de dépendance interne d’un vecteur. D’ailleurs
les mesures les plus conventionnelles de dépendance peuvent étre exprimées ex-
plicitement en fonction de la copule. En particulier le Tau de Kendall et le rho de
Spearman entre deux variables aléatoires X; et X5 s’expriment, respectivement,
par :

7(X1,X2) = 7(C) :4/C(u,v)dC(u,v)—1.

[0,1)?

p(X1,Xo)= p(C) =12 / C (u,v) dudv — 3.
0,1

Grace a ces avantages, la théorie de copule trouve des applications dans de
nombreux domaines, tels que ceux de la finance, de ’assurance et de ’actuariat.
Le but de notre travaile est concentré sur l’estimation non paramétrique de



0. Introduction Générale v

mesure d’association multi-variée tel que rho de Spearman (p;, i = 1,2,3) , ainsi
établir la normalité asymptotique.

Plan du mémoire

Les étapes de réalisations de ce mémoire sont énoncées dans la suite est
organisé en deux parties, la premiére partie se divise en trois chapitres, la seconde
partie en deux chapitre.

Dans le premier chapitre, aprés une introduction aux distributions multi-
variées nous exposons les outils de base liés a la théorie des copules multivariées,
nous fournissons un exposé de synthése sur ce sujet, en y présentant les caracté-
ristiques et les principaux théorémes qui serviront de base aux chapitres suivants.
Dans ce chapitre on y introduit aussi la familles des copules paramétriques, ce
sont-1a les copules les plus fréquemment retrouvées dans la littérature financier,
et I'intérét de chaque copule.

Le deuxiéme chapitre, présente deux autres coefficients de corrélation a
savoir le tau de Kendall et le rho de Spearman dans le cas bivariée, nous rap-
pellerons les définitions du tau de Kendall et du rhé de Spearman dans le cas
continu. Dans ce chapitre nous passerons en revue les différentes mesures de cor-
rélation qui sont habituellement utilisées en littérature par exemple en finance
de marché.

Le troisiéme chapitre (basé¢ sur [14]) fera 1'objet d’une extension mul-
tivariée du rho de Spearman. Dans la section (3.1), nous allons présenter de
I’extension des définitions de cette mesure au cas continu. Ce chapitre, décrit
également une méthode d’estimation non paramétrique du rh6 de Spearman via
la copule empirique de plus nous énoncerons deux théorémes de la convergence
en lois du processus empirique de la copule

G, = vn (Cn (w) — C (u)>

vers un processus gaussien. En plus, nous étudions la normalité asymptotique
des estimateurs (ﬁl ny =12 3) ainsi de calculer leurs variances asymptotiques.

La derniére section contient des exemples qu’on utilise pour calculer les va-
riances asymptotique et les mesures d’association dans les deux cas ot la variance
asymptotique d’une part est une constante d’autre part dépend d’un parametre
inconnue.

Le quatriéme chapitre : Ce chapitre commence par présenter des défini-
tions des lois normales et des lois normales asymétrique (Skew-Normal Distri-
bution) ces modeles de lois seront utilisés dans le chapitre 5, nous donnons dans
la deuxiéme section une représentation stochastique de la distribution normale
asymetrique bivariée

Le cinquiéme chapitre (basé sur [7]) de cette seconde partie porte sur la
généralisation de la distribution de Cauchy bivariée introduite par Fang (1990)
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ainsi nous étudions la probabilité d'un vecteur dont ses composantes sont tous
de méme signe ce vecteur suit une loi normale asymetrique bivariée (Orthant
probability of bivariat skew-normal distribution), discuté par Azzalini et Dalla
Valle (1996).
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Chapitre 1

Définitions et propriétés des

copules multivariées

1.1 Quelques rappels concernant les distribu-

tions multivariées et lois uniformes

1.1.1 Notations et définitions

— Dans tout ce qui suit nous adopterons la notation X = (X7, ..., X;) , vecteur
de variables aléatoires de dimension d, d > 2.
— L’inégalité X <Y signifie que Vi € {1,....,d} z; <.

— Nous noterons par la suite R?, I’espace d-dimensionnel R x - - - x R, ot
R =]—00, +o0|
— La fonction 14 designe la fonction indicatrice de I’ensemble A définie par
1 siweA
1a(w) = . (1.1)
0 siwgA

— On définit I’éspace £° ( [0, 1]d> comme espace de toutes les fonctions bor-

, N , d . L. .
nées a valeurs réelles sur [0, 1] muni de la métrique uniforme :

mi(fi, f2) =suplfi () = fo ()], t € [0,1]" et fi, fo € ¢ ([0,1)%)
— Le produit cartésien de d-intervalles unidimensionnels de la forme :

[a,b]" = [a,b] x ... x [a,b] CR?, a <.
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1.1.2 Définition de la fonction de répartition conjointe

Soit un vecteur aléatoire X = (X1, ..., X;) de dimension d. La fonction de

répartition conjointe de X est la fonction de d-variables définie par :

F(z1,...,zq) = P[X) <ay,..., Xg < 4. (1.2)

1.1.3 Lois marginales

Les fonctions de répartition marginales sont les fonctions de répartition

Fy, ..., Fy, des variables aléatoires X7, ..., X4, et sont définies par :

Fi(z;)) =P(X; < x;) =F (00, ..., 24,00, ....,00), i =1,....d. (1.3)

Cette définition doit se comprendre comme la limite de [F lorsque chacune des
composantes x; (j # ¢) tend vers I'infini. Les fonctions de densités, lorsqu’elles

existent, sont données par :

et OF ( )
. L1y Ty F_
fxy,.,zq) = B T i=1,..,d. (1.4)

1.1.4 Notion d’indépendance

Les composantes du vecteur X sont mutuellement independantes si pour tout
(11, ...,24) € R®:

F (21, ..., 24) = HF (2;) .

Si X a pour densité f, on aura :

flrynag) =[] fi (@)

=1
1.1.5 Les bornes de Fréchet-Hoeffding

On définit la classe de Fréchet associée a Fi, ..., Iy par I’ensemble :
F(F,.Fy)={F, F:R—[0,1*}.

Deux éléments de cette classe sont :
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1. La borne supérieure de Fréchet définie par :
M (xq,...,xq) = min {Fy, ..., Fy} .

2. La borne inférieure de Fréchet définie par

d
W (xy, ..., 24) = max {ZE () +1— d,()} i

=1

Toute fonction de répartition multivariée est comprise entre ces deux bornes

W(l’l,...,l’d) S F(‘rla "'717(1) S M(’rlv "'7'£Ud> :

1.1.6 Définitions et propriétés de la loi uniforme

Soit U une variable aléatoire a valeur dans [0, 1] est dite uniformément ré-

partie sur [0, 1], si elle est absolument continue et la densité est définie par :

f(x):{ 1 sz: x € [0,1]

0 si x¢]l0,1]
1 , 1
L’esperance E (U) = 2 la variance V (U) = 7

Définition 1.1.1 Soit F une fonction de répartition de dimention 1. Le quantile

de Fest une fonction, noté =1, de domaine de définition I = [0,1], telle que :

1- Pour tout t € Rang[F.
F(z)=t<F(F () =t (1.5)
2- Dans tous les cas alors F~1 (t) est définie par
F'(t) =inf{x :F(z) >t} =sup{z: F(x) <t}. (1.6)

Si T est strictement croissante, alors sa fonction de quantiles B~ (I'inverse
généralisée) coincide avec l'inverse habituelle de F pour la composition des
applications. Nous rappelons une proposition trés utile, parmi les classiques

de la théorie de quantile.

Proposition 1.1.1 Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F

alors

1. SiU~U(0,1) alors F1 (U) ~F;
2. Si F est continue, alors F(X) ~ U (0,1).
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1.2 Copules et leurs propriétés

1.2.1 Introduction aux copules

La dépendance entre les variables aléatoires est parfaitement décrite par leur
disribution conjointe.Nous pouvons cependant distinguer les comportements des
distributions marginales de la structure de la dépendance; la copule est 1’'ou-
til permettant d’extraire la dépendance d’une distribution conjointe et ainsi de

séparer la dépendance et le comportement marginal.

Dans ce premier chapitre, nous introduisons quelques définitions de base qui
nous permettent de mieux décrire le concept de copule. Nous présentons les pro-
priétés les plus importantes de la fonction de copule et son role dans ’étude
de I'indépendance des variables aléatoires; ainsi que son lien avec la théorie de
la mesure. On peut trouver ’élaboration de la théorie des copules dans 1'ou-
vrage de Nelsen (1999). «An introduction to copulas ». Nous intéressons plus

particuliérement a 1’étude des copules en dimensions d > 3.

Définition 1.2.1 Une copule d-dimensionnelle est une fonction de répartition
multivariée ayant les lois marginales uniforme sur [0, 1] en d’autre terme, si les
variables aléatoires Uy, ..., Uy sont de loi Uy 1, alors la fonction C : [0, 1]d — [0, 1]

est une copule si :
C (ul,...,ud) = P(Ul < ULy oeny Ud < ud) s (17)

est vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour toutu € [0,1]*, on a : C(u) = 0, si au moins une coordonnée de u est
égale a 0;
(13) Pour tout u; € [0,1], et pouri=1,...,d, on a C(1,...,1,u;,1,...1) = u; ;

(1i1) C est d-croissante ; c’est a dire, pour tout u = (uy, ..., uq), et v = (v1,...,0q)

dans [0, 1]d tels que u; < v;, pouri=1,....d on a :
DD (=) C (a4, s ai,) 20, (1.8)

o x1; = u; et xoj = v; pour tout j € {1,...,d}.

Remarque 1.2.1 Dans ce qui suit on va essayer de donner des explications

concernant les propriétés de la définition (1.2.1)
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1. La seconde propriété découle du fait que les fonctions marginales sont uni-

formes

. Dans le cas bivarié, pour tout u = (uy, u) € [0,1] et v = (vy, 1) € [0,1)7,

la propriété (iii) s’exprime par :

2 2
(i1i) < Z Z 1) 5 C (2, T2i,) > 0 (1.9)
i1=110=1
2
4 |:(—1)i1+1 x C (.%'11'1,33'21) + (-1)i1+2 x C (CL'M'l, xgg)] >0

i1=1

& (—1)2C (211, T21) + (—1)1+2 C (211, w92) + (—1)1+2(C (712, T21)

+ (_1)4(C (12, 222) >0

& C(x11,291) — C (211, 222) — C (212, 221) + C (212, 292) > 0
s C ('LLQ,UQ) —C (UQ,Ul) —C (Ul,’UQ) + C (Ul,’Ul) > 0,

ou T1; = u; et x9; = v;, pour tout j € {1,2}
. Soient u = (uy,uy) € [0,1]% et v = (vy,v5) € [0,1], tels que :
O0<u;<us<let0<wv <wvy <1 Daprés(1.9), on a

C (U/27U2) — C (UQ,Ul) - C (Ul,Ug) + C (Ul,Ul) > 0

& C (ug,v9) — C (ug,v9) > C (ug,v1) + C (ug,v1) .
Ce qui prouve que les applications y —— C (uz,y) — C(u1,y) et z —
C(z,v2) = C(z,v1)
sont croissantes sur I = [0,1]

. La connaissance de l’ensemble des copules des couples (Xi>Xj)1<¢;éj<d ne

fournit pas une information compléte sur la copule d’un vecteur aléatoire

X = (X1, Xa) .

II découle de la définition (1.2.1) que chaque marginale k—dimentionnelle

d’une copule d-dimensionnelle est elle méme une k—copule.
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1.2.2 Théoréme de Sklar

Ce théoréme est fondamental dans la théorie des copules, il explique I'intérét
de la notion de copule, il suffit de connaitre les fonctions marginales, puis les in-
jecter dans une copule C, pour obtenir la répartition multidimensionnelle. Toute

la théorie des copules est fondée sur le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1 Soit F une fonction de répartition d-dimensionnelle de fonc-
tion de répartition marginales Fi, ..., Fy alors il existe une d-copule C telle que,

pour tout z € RY,
F(2) = F (11, - 7) = C(Fy (1) , - Fs (7). (1.10)

Si les fonctions F1, ..., Fy sont continues, alors C est unique. Réciproquement ; si
C est une copule et Fi, ..., Fy sont les fonctions de répartition, alors la fonction
F définie par l’équation (1.10) est une fonction de répartition conjointe avec les

marges Fi, ..., Fy.

Corollaire 1.2.1 (Sklar) Si F est une fonction de répartition conjointe avec

1

les marges F, ..., Fy, alors F|', ..., F, = sont les fonctions inverses de Iy, ..., Fy,

avec .

F7t(u) = inf {x, F; (x) > u}, ue[0,1].

Alors pour tout (uy, ..., uq) € Domaine de C :
C(u,.c;uq) =F (F7 " (u1) oo, Fy ' (ua)) - (1.11)
Si X ~F et est continue alors (Fy (1), ..., Fq(z4)) « C et si U «~ C alors :

(F7 ' (w) ooy Fy ' (ug)) < F.

1.2.3 La densité de la copule

Si nous supposons que les distributions marginales Fi, ..., F,;, et C différen-
tiables, alors la densité jointe de la variable aléatoire X = (X1, ..., X), prend la

forme suivante:

f(xr,nmg) = f1 (x1) X oo X f(zg) c(F1 (1), .0y Fu(24)),



1. Définitions et propriétés des copules multivariées 11

ou, pour 1 < k < d, fi est la densité de probabilité dérivée de Fy, f est la
densité jointe issue de F et c est la densité de la copule C définie par :
9C (u)

¢ (UI’ o Ud) - 0u18uQ...8ud'

En utilisant le théoréme de Sklar et la relation (1.11) nous pouvons calculer

I’expression de la densité ¢ de la copule C par :

f (Ff1 (1), .ey FJI (ud))
Hg=1fi (Fi_l ux)) .

Cette écriture va permettre d’estimer la densité d’une copule a partir de 1’ésti-

C(Ul, ...,”U,d) =

mation des lois marginales et de loi jointe. Observons la d-croissance de la copule
C correspond a la positivité de la densité :
9C (u)
c(u)==—— >0,
(u) ouy...0ug

sont lorsque celle ci existe, voir la définition et propriétés des copules multivariées

Théoréme 1.2.2 (Continuité uniforme) Une copule C est uniformément conti-

. . . d
nue sur son domaine. En particulier, pour tout u et v dans [0,1]", nous avons :

d
C(0) = C )] < 3 o — .
k=1
Théoréme 1.2.3 (Propriété d’invariance) Soit (X1, ..., Xq) un vecteur de va-
riables aléatoires continues, de fonctions de répartition F associée a une copule C
et (11, ...,Ty) est une suite de fonctions strictement croissantes. Alors, la fonc-
tion de répartition jointe du vecteur aléatoires (11 (X1),...,Tq(Xq)) est aussi

associée a la méme copule C.

Ainsi, la copule est invariante par les transformations strictement croissantes
de variables aléatoires.

Preuve. Notons par F; et (5; les fonctions de répartitions univariées, respec-
tives, des variables aléatoires X; et T; (X;). Soient C est D les copules associées
respectivement, aux vecteurs aléatoires X et 7' (X) donc pour tout i = 1,...,d,

on a :

Gi(z;) = P[L(X) <] =P[X; <T7' ()]
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Car les transformations 7; sont croissantes. Compte tenu de (1.10), nous
d
avons, pour tout u € [0, 1] :

Cug,...,uqg) = P (X1 <M (u), ., Xa < Fd_1 (ud))
= P(T1 (z1) < ThoF (wh) , ..., TyoFy " (uq))
= P(T1(z1) <Gyt (wa), oo Tu (Xa) < Gyt (ug))
= ID)(ulv '7ud>
Comme les variables X7, ..., X4 sont continues alors RangF; = ... = RangF,; =

ITetdoncC=Dsur [ m

La propriété d’invariance joue un role important dans la pratique. En effet,
les statisticiens sont amenés par fois & transformer les données pour mieux les

exploiter par exemple nous avons les transformations suivantes :

C(x1,22) =C(In(21),22), C(x1,22) = C(21,1/22), C(21,29) = C(In(x;),ln (x2)),

donc 'application de transformation croissante ne modéfie pas la copule mais

seulement les marges

Théoréme 1.2.4 Soit C : [0,1]" — [0,1] une copule. Les dérivées partielles de
C ezistent presque strement, pour tout i = 1,...,d et pour tout u = (uy, ..., uq) €

0,1], on a :
dC (u)
8ui

0< < L

De plus, les fonctions
JC (u)
aui ’

u+—

sont non décroissantes presque par tout.

Théoréme 1.2.5 (Les bornes de Fréchet-Hoef fding) Soit TF wune fonction
de répartition d-dimensionnelle d’un vecteur aléatoire X = (Xq,...,Xy) et de
fonctions de répartition marginales F1, ..., Fy pour toute d-copules C associée a

F et pour tout u € [0,1]%, on a :

W (u) = max (Zui —d+ 1,0) < C(u) < M (u) = min (ug, ..., ug) .

=1

W est une copule dans le cas ou d = 2.
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Preuve. Soit U un vecteur de variables aléatoires uniforme de fonction

de répartition C on a :
C(ur,.iyug) = P{U; <u,...,Ug < ug}
i=d
=P {ﬂ (U; < ul)} < P{U; < u;} = u;, pour tout i =1, ..., d.
i=1
La seconde inégalité provient du fait que :

i=d
u;) C (U; < u;), pour tout i =1, ...,d.

D
=
7

Par conséquent :

C (u) < min (uq, ..., ug) .
Pour la premiére inégalité provient du fait que :

o) - 1-fs )

i=1
= 1-P{U; > uy,ou Us > usg,...,ou Ug > uq}

d

> 1-) PU;Zw]>1-> [1-P{U <)}

1=1
d
i=1

D’autre part comme C est définit sur [0.1]7, alors

W (u) = max <Zui—d+1,0> < C(u).

Remarque 1.2.2 (Sur les copules)

1. La fonction M est une d-copule pour d > 2.
2. La fonction W n’est pas une d-copule pour d > 2.

3. Le théoreme de Fréchet-Hoeffding implique qu’une copule est bornée, W est

la borne inférieure M est la borne supérieure.
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4. Pour les distributions conjointes bivariées, les bornes inférieure et supé-
rieure de Fréchet-Hoeffding W et M sont les copules des vecteurs. (U, 1 — U)
et (U,U), U étant de loi uniforme sur [0,1] M représente la parfaite dé-

pendance positive.

5. Le théoréme de Sklar et le théoréme “Borne de Fréchet-Hoeffding” ont de
nombreuses implications pratiques, vu que les mesures obtenues par les

copules sont bornées, cela implique que ces mesures existent toujours .

6. Les copules sont de plus invariantes sous les transformations monotones,

croissantes de leurs marges.

Dans cette section nous introduisons la copule de survie et sa relation avec

le concept de symétrie.

1.2.4 Copule de survie (cas d=2)

Soit le vecteur (X,Y") de variables aléatoires de distribution jointe H de co-
pule C et soient I et G les fonctions marginales de X et Y respectivement, notons

par H la fonction jointe de survie et par F et G les marges univariées.
Définition 1.2.2 La copule noté C définie par:
Clu,v)=u+v—-1+C(1—u,1-2v), (u,v)el0,1]?,

dite copule de survie. Il est facile de montrer que C est bien une copule satisfai-
sant

H (z,y) = C (F(z),G(y)) (C.f, Nelsen 1999).

Preuve. Soient les deux événements A = {X <z}, B ={Y <y}, d’aprés

les formules des probabilités on a :

P(ANB)=P(AUB)=1-P(A)—-P(B)+P(ANB).

On a donc :

H(z,y)=F(x)+G(y) —1+C(F(2),G(y) =C(F(2),G(y)).
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Il ne faut pas confondre la copule de survie C et la fonction de survie C

associ¢e a C :
Y (u,v) € I*: C(u,v) = H(2,y) =P[U >u,V>v]=1—u—v+C(u,v)

donc on peut trouver une relation entre C et C, nous obtenons :

C(u,v) =C(1 —u,1—0).

1.2.5 Copules de survie et fonction de survie multivariée
(d>2)

Théoréme 1.2.6 La relation existante entre C et C est donnée par :

C(ury.yuqg) = C(1—up,.y 1 —uy) (1.12)

d
= C(l—up, ...l —ug)+ > u;—1 (1.13)
=1

avec la fonction de survie multivariée C, donnée en fonction de C par :

C(ug,.yuqg) = P(UL > up,y...,Ug > ug)
d
= 1+ (=D D Ciy (uiy,ouy,), (114)
k=1 1<ii<...<ip<d

ol Ci1

utilisant la formule des probabilités de Poincaré.

iy S0mt les k™ marges de la copule C. Nous obtenons ce résultat en

Preuve. Posons 1’événement

Alors on a :

C (ul, ...,Ud) = ]P){Ul > Uty ..., Ug > 'Lbd}

d
— P{AN A4y} =P ﬂfL}

- d
= IP’{UAi}:l—]P’{ Az},lgz‘gd.
=1
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D’aprés la formule (Inclusion-exclusion) des probabilités de Poincaré :

d d
P{UA,}: D Y P4, N4, NA4,).
i=1 k=1

1< <...<ip<d
Nous avons :
d
= k
C(ula“'aud) = 1+Z(_1) Z Clllk (uin"'auik)a
k=1 1<i1 <...<ip<d
od Cj, ...;, désigne la copule marginale de C reliée a (i1, ...,74). ®
Définition 1.2.3 Soit X une variable aléatoire et a € R tel que X —a =%a—X
alors on dit que X est symétrique autour de a c’est-a-dire pour tout x € R on

| PX-a<x)=Pa-X<x). (1.15)

Dans le cas ou F est continue ’équation (1.15) équivalente a :
X est symétrique autour de a < F(a—x) =F (a+x),
généralisons le cas

Définition 1.2.4 Soient X, ..., Xy des variables aléatoires et (ay, ...,aq) € RY,
le vecteur (X1,...,X4) et dite radialement symétrique autour de (ai,...,aq) Si
la fonction de distribution jointe de (X1 — ay, ..., Xq — aq) @ la méme que a; —

X1, ...,aq9 — Xy c’est-a-dire ;
(Xl — ag, Xd - ad) ~ (a1 - X17 ey Qg — Xd)

Théoréme 1.2.7 Soit le vecteur (X1, ..., X4) de variables aléatoires avec la fonc-
tion de distribution jointe H on dit que (X, ..., X4) est radialement symétrique

autour de (ay, ...,aq) € RY si est seulement si pour touti € {1,...,d}, et ; € R
H (CLl +21,...,0q + LL’d) = H (CLl — T1,y...,q9 — ZEd) s (116)

ou
H (z1,...,24) =P (X1 > 21, ..., Xg > 74) .

et H est la fonction de survie.
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Ha-z,b—y)
{:u —I.a—1)e
" Jla.b) -
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, s (a+z.b+y)
H(a+z)b+y)

FIG. 1.1 — Régions de probabilités de H (a + x,b+y) et H(a — 2,b — y)

1.2.6 La copule radiallement symétrique

Définition 1.2.5 Soit C la copule de dimension d et C sa copule de survie alors

on dit que C est radialement symétrique (radially symetric) si et seulement si :
C(u) = C(u) pour toutu € I, (1.17)
cect implique aussi que :

C est radialement symétrique < C(u) =P (U < u)
P

= C(1-u),Vuel0,1]*. (1.18)
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1.3 Modeles de copules

Nous remarquons donc qu'une copule permet d’exprimer une fonction de ré-
partition multivariée en fonction des fonctions de distributions marginales et
que celle-ci contient toute 'information sur la structure de dépendance, les prin-
cipales propriétés des copules ayant été définies, nous pouvons dés a présent
donner quelques exemples de celles-ci, nous présontons les copules usuelles les
plus célebres et les principaux types de copules utilisées dans la pratique, ainsi
que leurs propriétés, nous allons premiérement définir la copule la plus simple

copule produit.

1.3.1 La copule d’indépendance

Définition 1.3.1 Les composantes du vecteur aléatoire X = (X, ..., X4) sont

indépendantes si et seulement si :
F(x1,...,2q) = F1 (x1) X ... X Fy(xq).

Nous définissons donc la copule d’indépendance par

IT(u) =up X ug X ... X ug.

Cas ot d = 2, alors :

I (u,v) = u x v.

La densité de cette copule est une constante
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Copule kM=minfuy)

o
(%)

-0
k

Fi1a. 1.4 — La représentation de la copule M = min (u,v)

1.3.2 La borne supérieure de Fréchet M (u)

Définition 1.3.2 La copule comonote est définie comme suit :
M (u) = M (uq, ..., ug) = min (ug, ..., ug) .

M et la fonction de répartition du vecteur (U,...,U) ou U est uniforme

Preuve. Puisque :

P{U < uy,...U <ug} = P{U < min (u1, ..., uq) } = min (uy, ..., ug) .

Alors M est bien la copule associée au vecteur (Ui, ...,Uy) , tel que
U1:U2:...:Ud:U. |
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Fia. 1.5 — Contour plot de la copule M = min (u,v)

1.3.3 La borne inférieure de Fréchet W (u,v)

Définition 1.3.3 W est définie pour tout u,v de [0, 1] par : W (u,v) = max {u +v — 1,0} .

Remarque 1.3.1 Les bornes de Fréchet admet les propriétés suivantes :
1. La borne inferieure de Fréchet n’est une copule que dans le cas ot d = 2
2. Les bornes de Fréchet n’admettent pas de densité.
3. Toutes les copules sont comprises entre ces deux bornes.
4.

Les copules W et M sont appelées aussi copule minimale (respectivement copule maximale )
et elle sont aussi notées respectivement C~ et C™
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Fic. 1.7 — Contour plot de la copule W
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1.3.4 La copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM)

Définition 1.3.4 La copule de Farlie-Gembel-Morgenstern bivariée de paramétre

a est une copule définie par la formule suivante :
Co(uyv)=wl+a(l—u)(l-v)], —1<a<l,
dans le cas ot d = 3 la copule FGM est donnée par la formule :
Co (u,v,w) =ww[l+a(l—u)(l—v)(1—-w)], —1<a<]1.
Cette copule admet des copules marginales bivariées définies par la suite :

Ci2 (u,v) = C(u,v,1) =uv, Ci3(u,w) =C(u,1,w) = uw
Coz (v,w) = C(1,v,w) =vw.

1.3.5 Copules empiriques d’une loi multivariée

La définition d’une fonction de répartition empirique est la suivante :

card{z; <z}
n Y

d
1
F, (z) = - D 1ixicay =
=1

c’est dire le nombre d’observations d’un échantillon comprenant n élément
notés (zi,...,x,) inférieures a x divisé par n. Dans le cas d'une distribution

bivariée, en supposant I’échantillon noté {(z1, y1), ..., (Tn, yn)}, celle ci s’écrit :
1 n
F, (IE7 y) = E ; l{zigz}l{yiéy}

1 n
B E Z 1{%@0» yi<y}
i=1

En dimension d, si on se donne n-échantillons de taille d. Soit X; = {X;, ..., X4 }
pour tout 7 = 1, ..., n, une suite de vecteurs aléatoires indépendantes, identique-
ment distribuées de fonction de répartition jointe F et de marges Fi, ..., F,; nous
définissons pour d > 1, la fonction de répartition empirique de cet échantillon et

les fonctions de répartition empiriques marginales, respectivement, par

1 n
E, ($17 ceey xd) = E z; 1{Xj1<zlv~~~7de<zd}
J:

1 n d
- n ZHl{XU@i}’

j=1 i=1
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et

A

1 n
F (x)= - Z 1{1”\1} pour tout 1 < ¢ < d. (1.19)
j=1

Les rangs des observations sont liés aux fonctions de répartition empirique mar-

ginales, pour j € {1,....n},eti € {1,...,d}, par:
E., = Ri

R;; les rangs des X;; dans X X, ., Vestimateur F;, conduit a un estima-

1,7 """

teur non paramétrique naturel d’une copule. Nous pouvons introduire la copule

empirique basé sur un échantillon multivariée (Xn, ...,Xdl) . CTND, ¢ I8
. , . < . ; d

comme une fonction de répartition C, a lois marginales uniformes dans [0, 1],

qui peut s’exprimer en fonction des statistiques de rangs.

C,o (tn, .. 1) ZH1{UU<I} F{ ()...,Fdj;(ud)}. (1.20)

7j=1 =1

On trouvera une description sur ce sujet dans les travaux de Dehveuls (1979a, b, 1980, 1981),

et connues sous le nom “Fonction empirique de dépendance”

Définition 1.3.5 Toute copule C,, définie sur Uensemble :

%—{(ﬁ,...,@) 1 <0< d, ki—O,...,n}
n n

par la fonction suivante :
ko k 1y
Co=2,.., ) == 1,
o) 2
7j=1 =1

et une copule empirique multivariée.

Remarque 1.3.2 Deheuvels (2009) atteste que :

Sup |C, (u) — C, (u)| = %

uel0,1)¢

De ce fait, les resultats établis pour le processus empirique de copule G, =
V1 (C,, (u) — C (u)) restent aussi valable pour le processus G, = /n (Cn (u)—C (u))

par exemple la convergence faible du G,, entraine la convergence faible du G-
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Les copules empiriques que nous avons introduites dans ce chapitre sont no-
tamment utiles pour fournir des estimateurs non paramétriques de mesures de
dépendance a savoir, le tau de Kendall et le rho de Spearman dans le cas ot d > 2
nous revenons a ce sujet d’estimations non paramétriques dans le troisieéme cha-

pitre, (Mesures d’association multivariée du rh6é de Spearman)

1.4 Copules elliptiques

Dans cette partie nous étudions quelques copules paramétriques, c’est a dire
des fonctions qui dépend d’un parameétre ou plusieurs parameétres ces copules sont
d’un grand intérét pour la gestion des risques car elle permet de construire des
models paramétriques ou semi paramétriques, dans littérature financier plusieurs
fonctions de copules ont été utilisées, les principales sont la copule normale la
copule de Student et les copules dites copules Archimédiennes comme la famille
de Clayton, de Frank et de Gumbel.

1.4.1 La copule Normale (Gaussienne)

Cette copule fait partie de la famille des copules elliptiques de méme que
la copule de Student. La copule Gaussienne ne présente pas de dépendance de
queue et n’est donc pas adaptée & des valeurs extrémes. Elles sont en effet moins

bien adaptées en assurance car elles s’appliquent & des distributions symétriques

Soit X = (X7, ..., Xg4) un vecteur de variables aléatoires Gaussien de loi jointe
®, de dimension d, de matrice de covariance ) | et de marginales ®1, ..., ®;. Pour
définir la copule normale, nous supposons que @, est centrée réduite ceci signifie
que les marges de X1, ..., X4 ont toutes une loi normale A/ (0, 1). Nous considérons

la matrice des coefficients de corrélation linéaire usuels ), définie par :

P11 - Pid
Pa1 -+ Pdd
avec Cov ( )
ov (x;, x;
Pij - ) ‘pij‘ s 1

N VVar (x;)\/Varz;
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La copule Gaussienne multivariée s’applique a une fonction de répartition

conjointe avec la matrice des corrélations ) elle est définie par :

C(u1y .y ttg, p) = [ (U1)7 (Ud)]

pour d > 2.

Proposition 1.4.1 Dans le cas bivarié, la copule Cq associée a une loi Gaus-

sienne jointe de matrice de corrélation ) est donnée par :

<I>7l(ul) <I’fl(uz) 1 2 t2 9 t
a (u,v) = / / —————exp (—8 Al 2'0128 ) dsdt.
s —oo 211/1 — p3, 2(1 - p1y)

La fonction de densité est :

) = 1 exp (—ﬁ s = 2opman | Tt ""“) |

V1= pp 2(1 = ph) 2

La fonction de distribution ®=1 est linverse généralisée de la distribution nor-
male centrée réduite ® univariée avec 1 (uy) = zy, D71 (uy) = 2o

Remarque 1.4.1 Pour la copule Gaussienne de dimension 2 nous avons

1. Le cas ot p = 0 correspond au cas d’indépendance et la copule C§ = 11
2. Sip=—1 alors C% =W.
3. Sip=+41 alors C{ = M
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Fic. 1.10 — La représentation de la copule de Student

1.4.2 La copule de Student

La copule de Student est construite de la méme maniére que la copule Gaus-
sienne mais a cette fois ci a partir de la distribution de Student ¢, multidimen-

sionnelle standard & v degrés de liberté et de matrice de corrélation p. Elle est

donnée par la fonction

C(ub ~-~7ud>p>l/) = tv {t;1 (ul) >t171 (u2) ) "'7t;1 (ud)} :

Pourd=2ona:

2_ 9 2y —42
Tyt dydzx.

1 ty'(u) ot (v)
C,., (u,v :—/ / 1+
v () AT/1 —p? Joo  Jooo v(1—p?)
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Fic. 1.11 — Contour plot de la copule de Student avec p=0,5et v =28

Fic. 1.12 — Densité de la copule de Student avec p=0,5et v =1
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1.5 Copules Archimédiennes (d>2)

La famille des copules Archimédiennes est définie pour la premiere fois dans
Genest et Mackay (1986 a) et ont ’avantage sur les copules elliptique. Ce sont
des classes trés populaires et celle sont utilisées en sciences actuarielle et en
finance de marchés pour modéliser la dépendance entre les marchés financiers ou

les classes d’actifs.

La classe de copules Archimédiennes est une classe importante cette famille de
copules joue un role trés important dans la théorie de statistiques paramétriques,

il y a plusieurs raisons qui justifient leurs utilisations,
Grande variété de familles paramétriques.
Une grande possibilité de dépendance.

Elles peuvent étre construite et simulées assez facilement.

N A

Décrire des structures de dépendance trés diverses dont notamment les
dépendances dites asymétriques oul les coefficients de queue inférieure et

de queue supérieure différent.

Une copule Archimédiennes est construite a ’aide d’une fonction génératrice.

Définition 1.5.1 On dit que ¢ est la fonction génératrice d’une copule a d-

dimensions si :

1. ¢ :[0,1] — [0,¢(0)] est décroissante avec ¢ (1) = 0 et si ¢ (0) = oo, ¢

sera une fonction génératrice stricte.

2. Pour tout 0 < u < ¢(0) et pour tout 1 < j <d,

(—1) (%. ! (u) > 0. (1.21)

Définition 1.5.2 Etant donnée la définition ci dessus, une copule Archimé-

dienne est construite de la facon suivante :

Jug) = { ¢[*1] <Zj=1 qﬁ(ul)) , Sl 2?21 é (u;) < ¢ (0)

C (uy, ... (1.22)

0 sinon.
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1.5.1 Copules Archimédiennes 2-dimensions

Définition 1.5.3 Soit ¢ une fonction strictement décroissante, continue définie
sur Domy = [0, 1] et a valeurs dans dans [0, 00|, telle que ¢ (1) = 0. La pseudo-
inverse de ¢ est la fonction =Y de domaine de définition [0,00] et d’image

Ran (go[_”) =[0,1], donnée par :

wﬂ@:{dﬂwzmum¢wsﬂ,osmmm»

0, ¢ (0) <t < oo. (1.23)

Remarquons que cp[_l] est continue et non, décroissante sur [0, 00|, et stric-

tement croissante sur [0, ¢ (0)]. En outre o= (¢ (u)) = u sur I et que :

_ t, s10<t<p(0
“@H@):{ww, 0
= min (¢, ¢ (0)).

Ainsi si ¢ (0) = oo, alors ¢! = 1]

La méthodologie pour la construction des copules Archimédiennes est exposée
dans l'ouvrage de Nelsen (1999). Il donne une importante liste de familles des
copules dont la plus importante et la famille des copules Archimédiennes aux
quelle, par exemple, les copules de Clayton, de Frank et de Gumbel, de plus en

plus utilisées en finance, appartiennent.

1.5.2 Exemples de copules Archimédiennes

Les principales propriétés des copules ayant été définies, nous pouvons désor-
mais présenter quelques exemples. Nous tacherons de présenter les Copules les
plus courantes. Dans ce qui suit, I'attention sera portée sur trois copules de la

famille Archimédienne : Clayton, Frank, et Gumbel.

Exemple 1.5.1 Soit ¢ (t) = —Int, ¢ est continue strictement décroissante et
conveze p (0) = 400 et ¢ (1) = 0. Alors, son inverse est p~ ' (t) = exp(—t). La

copule est définie par :
C (u1,uz) = exp[— (—Inwu; — Inuy )] = ugug = I (ug, uz)

ainst la copule d’indépendance est Archimédienne, la formule généralisée est :

d
[T (u, .y ug) =ug X ... X ug =exp[— (—Inwu; — ... — Inuy)].
i=1
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Exemple 1.5.2 Considérons la fonction génératrice ¢ (t) =1—t on a v (0) =1
et sont inverse :

B 1—t t €[0,1]
lt — ) )
o0 0, t>1

= max {1 —1¢,0}
aimst

C(u1,u9) = max(1—(1—u;+1—1uy),0)
= max{u; +us — 1,0} = W (uy,us).

Exemple 1.5.3 On peut définir des familles de copules a un paramétre

e 0t —1

e -1
{0}, ¢ est continue et ¢ (0) = 400, ¢ (1) = 0, nous avons ¢ (t) =

— Famille de Frank : Considérons ¢ (t) = —In , pour 0 € R —

Tp(@t) < 0, sur [0,1] puisque si 8 > 0 alors 1 — exp(6t) < 0 et

si 0 <0, onal—exp(dt)>D0.
0% exp (0t)

(1 —exp (61))
 définit la fonction génératrice de Frank. La copule de Frank est définie

Finalement " (t) =

5 > 0 donc ¢ est bien conveze, alors

par :

C(un, ) = — - In (1 + (P =) (™ - 1)> . 0eR/{0}.

0 el —1

Cette copule peut généraliser de la facon suivante :

—Our _ —Oug
(C(ul, ...,ud) = _lln (1 4 (6 1) X ... X (6 d 1)) |

2] (69 o 1>d—1

— Famille de Clayton : Considérons la fonction génératrice o (u) = (u‘9 — 1)

avec 6 > 0 et son inverse

=

p () =(s+1)77,

alors la copule associée sera pour 6 > 0

=

Cop (u,v) = (u?+0v? —1)7.
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~ Copule de Gumbel : Soit la fonction ¢ (u) = (—In(u))?, avec § > 0 et

u € [0,1]. On remarque que ¢ est continue et ¢ (1) =0, on a :

/ —0

o) = — (@)™ et ¢ (u)<0.
¢ (u) = % (—In(u)" 20 —1—In(u)] et ¢ (u)>0.

¢ est une fonction continue strictement décroissante définie de [0,1] dans
[0, +00], conveze et elle est un générateur strict. De l'expression (1.20) on

trouve :
o 0.0) = 6 )+ ()] = exp (= [(~1n (0 + (- (0)))] é) |

Cette copule peut généraliser de la facon suivante :

S

d
C(u) =exp{ — [Z (—In ui)el

i=1

Le tableau suivant regroupe les caractéristiques des familles les plus connues.
On rappelle que le parametre § mesure le degré de dépendance entre les deux
variables ou plusieurs variables aléatoires. Plus il est élevé plus la dépendance

est forte et une valeur positive de 6 indique la dépendance positive

Copules | ® (u) C (u)

I (u) —Ilnu H?:1 u;

1=

Gumbel | (=Inu)?, 6 >0 exp {— [Zd ) (—hluz‘)e] 9}

d
Frank n &P (—Hu)_—ll’ 6 € R\ {0} 1 In (1 + [ iz exp (—0u;) — 1])

p (0) 6 (exp (=0) = )"
1
5

; _
-6 _ -0 _
Clayton | u 1,0>0 < E Ui d+ 1)

Table 1.2 — Exemples de copules Archimédiennes.

Voici la représentation graphique de la fonction de densité et de la fonction
de répartition :
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Clu,v)

Copule de Frank 0 v
C(u,v)

Fi1a. 1.13 — La représentation de la copule de Frank (1 =0,7, 6 = 11,4)

0,2
0,01 05 08
02 02 04
0,01 v 0,01 v
Copule de Clayton Densité
Clu,v) c(u,v)

Fi1a. 1.14 — La representation de la copule de Clayton (T = 0,7, 0 = 4.67)
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Clu,v)
c(u,v)

0,2

0,01
Copule de Gumbel

Cluw) c(uv)

<
L]
m
3
n,
—
m
0,01
<

Fi1a. 1.15 — Représentation de la copule de Gumbel (T = 0,7, 6 = 3.33)



Chapitre 2

Mesures d’association

bidimensionnelle

2.1 Introduction

Sans doute la relation de dépendance entre les variables aléatoires joue un role
important dans plusieurs champs mathématiques. C’est une pratique largement
répandue dans les milieux financiers et académiques. Une variété trés vaste de ce
concept a été étudiées par de nombreux auteurs pour proposer des définitions et
des propriétés utiles pour avec des applications. Par exemple (le modéle d’evalua-
tion des actifs financiers) utilisant la corrélation comme mesure de dépendance
entre plusieurs instruments financiers et développant une théorie essentiellement
basée sur la normalité multivariée des rendements afin de construire un por-
tefeuille optimal bien que la corrélation linéaire soit I'un des concepts les plus
présents, elle est aussi 'un des mal utilisée. En effet, la corrélation est seule-
ment une mesure parmi d’autres ( tau de Kendall, rh6 de Spearman,...) de la

dépendance entre plusieurs variables.

Le coefficient de corrélation lineaire est la mesure canonique de la dépen-
dance dans le cadre d'un modéle multivarié Gaussien et plus généralement pour
les distributions elliptiques. Donc utiliser le coefficient de corrélation pour me-
surer la dépendance en dehors de ce cadre peut étre un générateur d’erreurs
fréquentes. Le coefficient de corrélation lineaire est une mesure de dépendance

facile a calculer il est trés utile pour les familles de distributions elliptiques.

D’aprés Embrechts et al. (1999), la corrélation est naturellement utilisée

36
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pour décrire la structure de dépendance lorsque la distribution jointe des indices
financiers étudiés appartient a la famille des distributions elliptiques. Mais celui-

ci perd de son intérét si le modele est different.

1. Cette mesure de dépendance comporte plusieurs défauts en fait. Elle me-
sure que ’association linéaire entre deux variables aléatoires, de plus, cette

mesure dépend du choix des marges.
2. Elle peut étre prés de 0 méme en dépendance forte.

3. Le coefficient de correlation linéaire n’est pas invariant lorsqu’on applique

une transformation strictement croissante. 7' : R — R, c’est-a-dire :
p(T(X),T(Y)) # p (X,Y)

4. La corrélation linéaire p; n’est pas définie si la variance de X et Y est

infinie.

Dans ce chapitre nous rappelons un ensemble de notions de bases concernant
la mesure d’association entre deux variables aléatoires, et le role que joue la
copule. Comme nous allons le voir, la majorité des indices usuels de dépendance
s’exprime uniquement en fonction de la copule, traduisant I’indépendance d’un

quelconque indice de dépendance par rapport aux lois des marges.

Nous examinons les mesures d’association les plus connues tel que le coeffi-
cient de corrélation linéaire, tho de Spearman et le tau de Kendall, leurs pro-
priétés, 'avantage et application. Premiérement nous concentrons sur la mesure
d’association bivariée, puis apres avoir présenté quelques notions de dépendance
bidimensionnelles, on se penche sur la dépendance entre les composantes d'un

vecteurs aléatoires (Chapitre trois )

2.2 Les mesures de dépendance

2.2.1 La corrélation linéaire de (X,Y)

Soient X et Y deux variables aléatoires. La covariance de X et Y est le

nombre

Cov(X,Y)=E[(X-—E(X)(Y-E())]=E(XY)-E(X)E(Y).
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Définition 2.2.1 Soient X et Y deux variables aléatoires ayant des variances
finies. Le coefficient de corrélation entre X et Y se calcule par la formule sui-

vante :

E(X-X)E(Y-Y) Cov (X,Y)
p(X,Y) = = :
Vovar (X)y/var (Y) VVar (X)Var (Y)

avec varX > 0, varY > 0.

La définition du coefficient de corrélation linéaire est donc subordonnée &

Pexistence de des variances de X et Y.

Dans le cadre d’une dépendance linéaire parfaite, Y = aX+b, (a # 0, b € R),

le coefficient de corrélation est égal & 4+1 ou -1 selon le signe de a.

D’autre part, ce coefficient de corrélation reste invariant par des transforma-
tions linéaire strictement croissantes des variables aléatoires. En effet :
p(aX +b, Y +d) = sign(ac) p(X,Y).

Lorsque p (X,Y) = 0, on dit que les deux variables aléatoires X et Y sont
non corrélées. Attention, ne pas étre corrélés ne signifie pas généralement étre

indépendants. Mais I'indépendance implique toujours ’absence de corrélation.

Exemple 2.2.1 prenons X ~ N (0,1) et Y = X2, on sait alors que Y ~ x?
une loi du x? & un degré de liberté. Ainsi les propriétés classiques d’une loi du

X2 implique que E[Y] =1 et var [Y] = 2. On alors :

D(X.Y) = corr(X,Y) = Cov [X,Y] l:]E[(X—O)(X;—l)]
(Var [X]|Var[Y])? (1 x2)2
— LE[X?’—X}:i(E[X?’]—E[X])ZO—o:o

V2 NG

Car X suit une loi normale centrée donc symétrique par rapport & 0. Pourtant
il est clair que les deux variables X et Y = X2 ne sont pas idépendantes!
Il faut donc toujours garder en mémoire que le coefficient de corrélation ne

mesure que le degré d’association linéaire entre deux variables.

Remarque 2.2.1 Comme nous [’avons souligné précédemment, la corrélation
linéaire est une mesure adaptée aux distributions elliptiques. En dehors de cet
univers, nous avons recours a d’autres indicateurs de dépendance. Donc ['idée

est de généraliser la notion de corrélation.
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La section suivante présente des coefficients de corrélation non linéaire et
non paramétrique au lieu de calculer le coefficient de corrélation linéaire entre
deux variables aléatoires X et'Y, nous pouvons utiliser leurs rangs. Par exemple
pour un échantillon aléatoire de loi IF, nous prenons chacune des paires d’obser-

vations :
(Xl, Yl) - (Xn, Yn) .

Ensuite nous les classons par rangs et finalement nous normalisons leurs rangs

pour obtenir les paires de rangs normalisées :

B S Bn Sa
n'n/) 7\ n’'n)’

On peut construire une mesure d’association indépendante des marges qui ne
souffre pas nombreuzr problémes identifiés pour le coefficient de corrélation li-

néaire. On remarque de plus que chacun des rangs normalisé est uniforme sur
1 2 n
_’ _’ ey - .
n'n n

Il existe deux mesures de corrélation basées sur les rangs, le tau de Kendall et
le rh6 de Spearman. Ces mesures présentent 1’avantage de ne pas étre influencées

pour les lois marginales des observations.

2.2.2 Mesures d’association non paramétriques bivarieés

Le tau de Kendall et le rh6 de Spearman sont deux mesures de concordance
bien connues en statistiques. Elles donnent une mesure de la corrélation entre les
rangs des observations, a la différence du coefficient de corrélation linéaire qui
lui apprécie la corrélation entre les valeurs des observations. Elles offrent, par
ailleurs, avantage de s’exprimer simplement en fonction de la copule associée

au couple de variables aléatoires.

Ces notions figurent dans plusieurs travaux comme Cadoux et al .[2006] , Em-
brechts et al. (2002), Demarta et McNeil (2004) et Lindskog et al. (2003). La
définition de ces deux coefficients est, profondément liée & la notion de concor-
dance (discordance) est essentielle & la compréhention de la définition du tau de

Kendall et rho de Spearman.

De fagon intuitive, une paire (X,Y’) de variables aléatoires est concordante

Si une grande valeur de X est souvent associée & une grande valeur de Y, et si
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une petite valeur de X a de fortes chances d’étre liée a une petite valeur de Y.

En termes mathématiques, la nature des paires (z;,y;,) et (z;,y;) est dite :
1. Concordante si I'un des deux cas suivants est rencontré :

i) x; > xj et y; > y;.

il) v, <z ety <vyj.

Clest-a-dire si (z; — x;) (y; — y;) > 0.

2. Discordante si I'un des deux cas suivantes est rencontré :

i) @ >z ety <y

i) @ <uzjety >y

C’est-a-diressi (z; — x;) (y; — y;) < 0. Noter que la probabilité d’avoir (X; — X;) (V; = Y;) =

0 est nulle lorsque les lois des variables aléatoires sont continues

2.2.3 Les mesures de concordance

Nous pouvons interpréter la copule C du vecteur X = (X7, X3) comme une
reparamétrisation ou une normalisation de la répartition jointe F aprés avoir
éliminé les effets des marges F} et F; . Elle caractérise la structure de dépendance

des composantes de X.

De plus, c’est une statistique exhaustive celle-ci, et plusieurs mesures de dé-
pendance peuvent étre exprimées a partir de C. Parmi ces statistiques, nous
pouvons considérer de facon générale les mesures de concordance. Avant de les

définir, nous définissons d’abord I’ordre de concordance .

Définition 2.2.2 Soient C; et Cy deux copules bivariées. On dit que Cy est plus

petite que Cy et on note C; < C,, si et seulement si :

Cy (u1,uz) < Cy (ug,uz), pour tout (ug,us) € [0, 1]2.

L’ordre < est appelé l'ordre de concordance. Considérons, par exemple, la

copule cubique définie par :

Cewp (u1,us,0 HUZ+HH w; (u; — 1) (2u; — 1)], avec 6§ € [—1,2].
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Nous avons :

33 33 3 3
ZZq) = 12>TI(=-. -] ==-x - = 25.
Ccub<4,4, ) 0,5712 > (4,4> 4><4 0, 5625
Mais
31 31 3 1
Cew <4,4,1> 0,1787_11(4,4) 4:><4 0, 1875
Pour toute copule C et d’aprés 'inégalité de Fréchet-Hoeffding, nous avons

toujours la relation
W <C<M.

Nous pouvons aussi vérifier que
W <II <M.

Nous en déduisons qu’une structure de dépendance positive est une fonction

copule C qui vérifie I'inégalité suivante :
II<C< M.

De méme, une structure de dépendance négative est une fonction copule C qui
vérifie I'inégalité suivante :

W < C < 1L

Cette relation d’ordre est partielle car on ne peut pas comparer toutes les
copules entre elles. Il existe donc des fonctions copules qui n’ont pas de structure

de dépendance positive ni de structure négative.

Définition 2.2.3 Une mesure numérique K d’association entre deux variables
aléatoires continues X, et Xy, dont la copule est C, est une mesure de concor-

dance si elle satisfait les propriétés suivantes :

1. K est définie pour toute paire (X1, X3) de variables aléatoires continues
2. - 1=K(X,- X)X K(OKK(X,X)=1;

3. K(X1,Xy) =K (X3, X,);

4. Si X, et Xy sont indépendantes, alors K (X1, X3) = 0;

5. K (—X1,X3) = K (X1,—X3) = —K (X1, X3);

6. S5iCy < Cy alors K (Cy) < K(Cy);
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7. Si (X1, Xop) est une suite de variables aléatoires continues dont la copule
est C,, et si C,, converge vers C alors lim K (C,)) = K (C).

A partir de la propriété (6) de la définition (2.2.2) on constate que l'ordre de

concordance implique ’ordre sur K .

Lemme 2.2.1 Le coefficient de corrélation ne définit pas une mesure de concor-

dance d’ot on a le théoréeme suivant :

Théoréme 2.2.1 Soit K une mesure de concordance, entre deux variables aléa-
toires X etY est

1. S5i'Y est une fonction de X croissante alors :
KX, Y)=1<C=M.
2. Si'Y est une fonction de X décroissante, alors :
KX)Y)=-1<C=W.
3. Si«a et B sont deux fonctions strictement monotones, alors :
k(a(X),8(Y))=K(X,Y).

Parmi les mesures de concordance, trois mesures trés célébres jouent un role
important en statistique non paramétrique le tau de Kendall, le th6 de Spearman

et 'indice de Gini. Ces mésures s’expriment en fonction de copule.

Lemme 2.2.2 Soient (X,Y) et (X/, Y’) deuz couples indépendantes de variables

aléatoires de fonctions de répartition jointes, respectives F et F'

1. Si le couple (X/, Y’) est fixé en un point (x,y), alors :
PX <z,Y <y) =F(z,y).

2. Si (X/, Y’) varie dans [’ensemble du plan nous avons :

IP(X <X'Y < Y’) - /Fdﬂ?’.

R2
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3. 81 (X,Y)~Cetsi(X,Y)~C, alors :

]P(X<X',Y<Y') :/]P’(X<:1:,Y<y)dIF'(x,y):/CdC.
1'2

RQ

F’ est la distribution jointe du couple (X " Y/)

Lemme 2.2.3 Soient U = (Uy,...,Uy) et V = (V4,..., V) deux vecteurs de va-
riables aléatoires continues et indépendantes de copule C et C respectivement
nous avons pour toute copules Cyet Cy

/ d(Cl (u) dCz (U) = / dP (Ul < 11) dCz (u) = ]P(Ul < Ug) =P (U2 > Ul)
[0,1] [0,1]
= / P (U > u)dCq (u) = / Cy (u)dCy (u).
[0,1]° [0,1]¢
Exemple 2.2.2 §i Uy ~ II, avec II est la copule produit et si Uz «~ C on a :
/ C(u)du= P[U¢ > Uy] = P[Ug < Ug| = / II(u) dC (u)
[0,1)7

[0,1]*

Théoréme 2.2.2 Soient (X1,Y7) et (Xa,Ys) deux vecteurs indépendantes de va-
riables aléatoires continues, de fonctions de répartition jointes, respectives, H;
et Hy. Soient F' et G les marges associées, respectivement, a X1, Xo et a Yy, Ys.
Soient Cy et Cy les copules associées, respectivement, a Hy et a Hy données par

Hi (z,y) =Cy (F(x),G(y)) et Hy (x,y) = Cy (F (z),G (y)). SiQ est la mesure
de concordance et de discordance de (X1,Y1) et (Xa,Ys); c’est a dire;

Q=P{(X1 - X3) (Y1 —Y2) > 0} = P{(X; — X) (Y1 — Y2) <O},
alors:
Q(Cy,Cq) =4 / Cy (u,v)dCy (u,v) — 1. (2.1)
[0,1)?
Preuve. Puisque toutes les variables aléatoires sont continues, alors :
P{(X1 = Xz) (V1 -Y2) <0} =1-P{(X1 - X3) (Y1 - Y2) = 0}.
Ainsi

Q= 2P{(X, — X,) (Y; — V) > 0} — 1.
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Etudiant le premier terme
P{(X;—Xs) (Y1 =Y5) >0} =P{X; < Xo, Y1 < Yo} +P{X; > X5, Y] > Y5}.
Ces quantités peuvent étre calculées par intégration :
P{X:> X5, Y1 >Yo} = P{Xy< X;,Y2 <Y;}
— [ Pl <aYe <) Ty (F (0),G )

_ /R2CQ(F<Q7),G(?J))CZC1(F(x)’G(y»'

Par changement de variables u = F' (z) et v = G (y) , on obtient alors :
P{X: < XY < Y2} = [€ (F(@).G(0)d(C:F ()G (0)
R2

D’une facon similaire :

P{X,> X Y; > Yy} = /P{XQ > 2.Ys > y} dC, (F (2),G ()

_ /{1 — F(2) — G (y) + Co (F (2),G ()} dCy (u, v)

= / {1—u—v+Cy(u,v)}dCy (u,v).
[0,1]?

Or, C; est la fonction de répartition jointe du vecteur (U, V) ou U et V sont

1
des variables aléatoires uniformes, donc E (U) = E (V) = 3 et par conséquent

1 1
]P{Xl <X2,Yi <3/2}:1—§—§+/ CQ(U,U)dCl(U,U).
12

Enfin,

P{(Xl — X2) (Yl — }/2) > 0} =2 CQ (U, ’U) d(C1 (U,U) .

[0,1)?

En regroupant ces resultats on en déduit que :

Q=0Q(Cy,Cy) :4/Cg(u,v)d01(u,v)—1

12
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Corollaire 2.2.1 Soient Cy,Cy et Q données dans le théoréme (2.2.2)

1. @ est symétrique, c’est-a-dire @ (Cq,Cy) = Q (Cy, Cy)
2. @ conserve l'ordre, c’est-a-dire si C; < C] et Cy < C}, pour tout (u,v) de
I? alors Q (C,Cy) < Q (T, CY),
3. @ est invariante par rapport a la copule de survie, c’est-a-dire Q (C1,Cy) =
Q (€1, G)
Remarque 2.2.2 Pour les copules fréqguement utilisées 11, M, et W On peut
facilement évaluer la mesure de concordance Q) dans le cas bivarié. Rappelons

que le support de M est la diagonale uw = v, alors que la masse de probabilié de

W se situe sur la diagonale secondaire u =1 — v. Ainsi, on a

Pour toute fonction g intégrable sur le domaine /2, on a :
Jre 9 (w,0) dM (u,0) = [ g (u, ) du.

11 11

Q (M, M) — 4//min(u,v)dM(u,v)—1:4//min(u,u)dM(u,u)

= 4/udu—1:1;

0

Q(M,II) = //uvdMuv 1—4/2dv—1—3
1

QMW) = //max (u+v—1, O)d]\/[(u,v)—l—4/(2u—1)dv—1—0,

0

N

et

1

Q(M,W):4/1/1max(u+v—1,O)dM(u,v)—1:4/(2u—1)dv—1:0.

00

D=

De méme comme le support de W est ensemble Dy = {(u,v) € [?/u =1 — v},

alors

/129(U7U)dW(u,v):/pg(u’l_u)du,
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ce qui donne

Q(W,II) = //uvdW w,v —1—4/(1—11)@6@—1——

1

QW W) = //max u+v—10)dW(u,v)—1—4/0dv—1——1;

0

Finalement comme dII = dudv alors :

11

11
Q(H,H):4//uvdﬂz4//uvdudv—1:0.
0 0

0 0

Pour une copule quelconque C on a :

w < C=<M
= QW,M)<Q(C,M)<Q(M, M)
= 0<Q((CM) <1

De la méme maniére, on établit que :

-1<QQC,W)<1 e —

2.2.4 Tau de Kendall

Le tau de Kendall joue le méme role pour les fonctions de dépendance que
le coefficient de corrélation linéaire pour la distribution Gaussienne. Le tau de
Kendall est une mesure d’association non paramétrique entre deux variables

aléatoires basées sur la notion de concordance.

Définition 2.2.4 Soient (X1,Y1) et (X2, Y2) deux couples de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. Le tau de Kendall du vecteur aléa-

toire (X1,Y1) s’écrit alors :

T(X1,Y1) = P{(X;1—X3) (Y1 —-Y2) >0} —P{(X; — Xp) (Y1 —Y3) <0}
— AP {(Xi— Xo) (Vi — Y3) > 0} — 1. (2.2)
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Le tau de Kendall n’est autre que la différence entre la probabilité de concor-
dance et celle de discordance que 'on peut définir, aussi d’'une maniére empi-
rique. Si on dispose d’un échantillon d’observation de taille n de données bivariées
{(zk,yk) },_,. Définissons les nombres N¢ et N, comme étant respectivement le
nombre de paires concordantes et discordantes dans cet échantillon. On définit

la version empirique du tau de Kendall par :

Ne — Ng _ (Ne — Ny)
Nc + Ny (Cg) ’

Tn =
avec
n(n—1)
5
Finalement, on peut aussi donner cette version empirique en terme de densité

Cy =

de la copule associée :

Soit (X, Y’) une copule de variables aléatoires continues de copule C compte
tenu de (2.1) et de (2.2) la version populaire du tau de Kendall pour X et Y est

donnée par :

7(X,Y)=Q(C,C)=4 / C(u,v)dC (u,v) =1 =4E{C(U,V)} -1, (2.3)
[0,1)?
ou (U,V) sont de loi uniforme sur [0,1]. L’expression de 7 donnée dans la

définition (2.3) représente la valeur théorique du tau de Kendall

Théoréme 2.2.3 Soient Cy et Cy deux copules tel que le produit <(,%C1) (%Cg)

est intégrable sur [0,1]% Alors :

1 0 0
=—-— [ = — ) 2.4
/(Cl (u,v)dCs (u,v) 5 /(9ucl (u,v) 811@2 (u,v) dudv (2.4)
12 2
Preuve. Lorsque les copules sont absolument continues on peut établir ’in-

tégration par partie. Dans ce cas :

/C1 u,v) dCq (u,v) //(C1 5 gv)dudv.
uov
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On a:
1 1
0?Cy (u, v) B ICs (u,v) | g 0C4 (u,v) 0Csq (u,v)
[t S = e T - [E S,
0 0
1
B 0Cy (u,v) 0Cq (u,v)
-0 / ou ov du.
0
Car m =1, et C; (1,v) = v. Nous intégrons une autre fois par rapport

v
a v de 0 a 1, on obtient le résultat. m
Nous venons de présenter quelques exemples sur la mesure d’association du

tau de Kendall qui sont utiles dans la pratique.

Exemple 2.2.3 Soient X,Y deux variables aléatoires independantes ; alors leur
copule est nécessairement définit par 11 (u,v) = uv . Le calcul du tau de Kendall

méme alors on a :

TXY = Tn:4/ uodll — 1
]2

11 1 2
= 4//uvdudv—1:4 /udu —1=0.
0 0 0

0?11 (u, v)

Car dII (u,v) = 50

= ldudv.

Exemple 2.2.4 Pour la borne inférieure de Fréchet-Hoeffding le tau de Kendall

vaut :

1
TW:4/W(u,1—u)dW(u,v)—1:—1,
0

car toute la masse de probabilité de dW (u,v) se trouve sur la droite v = 1—u.

Alors que la borne supérieure de Fréchet-Hoeffding améne :

1 1
1
TM—4/M(u,v)du—1—4/udu—1—4<§)—1—1.
0 0
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Exemple 2.2.5 Si on regarde la famille de copules Farlie-Gumbel-Morgenstern
définie par :
Co (u,v) = uv + Ouv (1 —u) (1 —v),

un calcul aboutit a :

20
T = —
XY 9 )
puisque Cy est absolument continue, nous avons
02C (u,v)
= — =1 1—2u)(1—-2 .
dCy (u,v) N dudv = [1 46 ( u) ( v)] dudv
et
[ CotwvdCotun =5+ 4
o \u,v o \u,vV) = 4 18
[0,1]?

Pour (X,Y) de copule Cy, avec § € [—1,1]. Une conséquence de ce résultat
est 'obtention du domaine de variation du tau de Kendall pour deux variables
dont la copule est dans la famille de Farlie-Gumbel-Morgenstern,

c -2 +2
T —,— .
979
Exemple 2.2.6 Des familles paramétriques de copules basées sur les trois co-

pules I, W, M ont été largement étudiées. On peut citer a titre d’exemples et on
se reportant a Nelsen (2005), et Joe (1997) pour une liste trés compléte.

-Famille de fréchet V (a,3) € [0,1], et a+ 5 < 1,
Cos (1,0) = M (1,0) + (1 — 0 — B)T1 () + BW (u,0),

et
dCq,p = adM (u,v) + (1 —a— B)dIll + pdWV.

Utilisons les résultas des exemples de fonctions de concordances
Ona:

Taﬁ—4/(Ca,ﬁ(uav)dca,ﬁ(uw)—1_ (a—ﬂ)(§+5+2)'

]2
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Théoréme 2.2.4 Soient X etY deux variables aléatoires d’une copule Archimé-
dienne, Le Tau de Kendall de X etY s’obtient simplement a l’aide du générateur

de la copule, selon la formule :

1

T:1+4/Mdu.

¢ (u)
0
-Copule de Clayton : Soit Cy la copule de clayton, alors pour tout § > —1
o (t) _ " —t

pp(t) 0
Lorsque 8 =0 et (pf? ®) =tInt. Donc :
@y (1)
0
Ty = 712
-Copule de Gumbel : Soit Cy la copule de Gumbel, alors pour 6 > 1
©p(t)  tlnt
wp(t) 6
et
-1
To= g

qui est dérivable par tout sauf en u® = v®. Alors :

0 0 1 afl
%C(Lﬁ (u,v) %Caﬂ (u,v) =1 (1 — —) .

D’apres (2.4) nous obtenons :

Tap = 4/@0[75 (u,v) dCqp (u,v) — 1
12
1 0 0
= 4 5 /%Caﬁ (u,v) %Caﬁ (u,v)dudv | —1
J2
af

@ ap i
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2.2.5 Le rh6 de Spearman

Pour avoir une mesure de corrélation linéaire qui soit indépendante par trans-
formations monotones des variables aléatoires, on définit le tho de Spearman p,
qui est simplement la corrélation linéaire de Pearson entre F(X) et G(Y) ou F
et (G sont les fonctions de répartition de X et de Y respectivement. C’est-a-dire
que :

po(X.Y) = Corr (F (X),G(Y)),
ou I (X) et G (Y) sont uniformes sur [0, 1]. Cette mesure a été développée par

Charles Spearman (1904) . Le coefficient de corrélation de Spearman est basé sur

I’etude de la corrélation des rangs.

La mesure de la dépendance au sens de Spearman entre deux variables aléa-
toires continues X et Y qui sera notée p,(X,Y) a le méme champ d’application
que la statistique de Kendall 7(X,Y"). Autre définition du rhd de Spearman dite

version populaire est la suivante :

Définition 2.2.5 Soient (X1,Y1),(X2,Y2), (X3,Y3) trois couples de variables
aléatoires indepandantes et identiquement distribuées. Le rhé de Spearman, noté

p,, est définit par :
ps = 3{P[(X1 — X5) (Y1 — ¥3)] > 0 = P[(X1 — Xp) (Y1 — Y3) < 0]},

notez que si la distribution jointe de (Xo,Y3) est F'(x) G (y). Donc la copule

associée au vecteur (Xs,Y3) est la copule I1.

Remarque 2.2.3 Les propriétés du rho de Spearman sont les mémes que celle
du tau de Kendall :

1. On sait que pour toute copule C, on a : W (u,v) < C(u,v) < M (u,v), le
1
résultat précédent assure que : 3= QW.II) < Q(C1II) < Q(M,1II) =

3 ce qui justifie la multiplication de Q) par la facteur 3 permettant que :
—1 < p, < 1. En d’autre termes : p(W) < p(C) < p(M).
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2. S5iX~FetY~G soitU=F(X)etV=G(Y),ona:

ps (X,Y) = 12 / C (u,v) dudv — 3 (2.5)
0,1
B EUV) - i B cov (U, V)
B % B Vovar (U)y/var (V)

= p(F(X),G(Y)).
3. Donc le hoé de Spearman pour une paire (X,Y) est équivalent au coefficient
de corrélation usuel de Pearson de la paire (U, V)

4. On peut considérer que p, est une mesure de distance moyenne entre la

copule C et la copule dindépendance car :

/ (C (u,v) — I (u,v)] dudv

ps (C) =12 / (C (u,v) — uv} dudv = L
[0,1]? / [M (u,v) —TI (u,v)] dudv

[0,1]?

Puisque :

1 u 1 v

11 1

1
// min(u,v)—/ﬂ(u,v) dudv = //Udvdu—l—//udvdu—z
00 0

0 0 00
12 12
U v 1 1
0

0

5. Le tau de Kendall et le rho de Spearman ne dépend pas du comportement

des lois marginales, mais uniquement de la structure de dépendance.

6. Pour toutes fonctions croissantes f et g, on a 7(f (X),g9(Y)) =7(X,Y)
et p(f(X),g(Y)) =p(XY).

7. Soit un échantillon de taille n de données bivariées {(xy, yr) }r_, . On définit

la version empirique du Tho de Spearman en terme de densité de la copule

associée par :

12 o i ij
pn—n2_122{0"(5’5>—m]

i=1 j=1
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8.

Supposons une certaine famille paramétrique {Cy ,0 € O}, de copules dont
les membres sont ordonnées par 0, c’est-a-dire pour tout u € |0, 1]2 on a
Cy (u,v) < Cy (u,v) lorsque 0 < 0'. On dit alors que 0 est un paramétre
de dependance. Dans ce cas, on montre que p, est monotone croissant en

fonction de 6. En effet :
1l
ps(0) = 12/ / {Cy (u,v) — uv} dudv
1
< 12/ / {Cy (u,v) —uv}dudv = p, (¢').
0 Jo

Théoréme 2.2.5 Les coefficients pg de Spearman et T de Kendall vérifient les

propriétés ci-dessous :

= W =

Symeétrie : §(X,Y) =46(Y, X)

Indépendance : Si X et Y sont indépendantes alors : §(X,Y) =0
Normalisation : —1 < §(X,Y) < 1.

Cas extrémes :

- 0(X,Y) =1 Si et seulement si M est la copule associée o (X,Y)
- 0(X,Y) = —1 Si et seulement si W est la copule associée & (X,Y)

Invariance par transformation monotone :

— Si f est strictement croissante alors 6(f(X),Y) =0(X,Y)
— Si f est strictement décroissante alors 6(f(X),Y) = —(X,Y)

Nous allons maintenant présenter quelques exemples de mesures d’associa-

tions du rhd de Spearman
a) Copule de Marshall-Olkin La copule et définie par :

-« a I5)
. _ _ u %, ut 2w
Cap (u,v) = min (u' v, w0 F) = - - , (2.6)
wl=P, u® <P
. a B
oi 0 < a, < 1. Puisque nous avons 0 < v <uf <1, 0 <u <wva <1

Intégrant la quantité (2.6)
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11

//Cawg (u,v) = //mm oy, uv'P) dudv
00
= / / - avdudv—f—/ / wv' P dudv

0 v <y 0 vA>ye

o] ey

&
uB v

1 1
= / ut~ /vdv du—l—/ /udu dv
0 0

Nous avons :
1 1
2 1 25
/ul_o‘u ? du + §/v1_5v7dv

11
//min (ul_av,uvl_ﬁ) dudv =
00 0

0
1 1 2 1
1—a+—a 23
= §/u ? du + /UIBJr?dU
0 0

N | —

1 B+«
220 +2B8—af’
Finalement
B B+« e 3af
Ps = 200+ 26 — afi 200428 —af’

b) Copule de Farlie-Gembel-Morgenstern : Cette copule est définie
par :
Co (u,0) =w[l+a(l—u)(l—-v)], ae[-1,1].
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Alors :
p(Y) = p(F(X).G(V) =12 [ Cluv)dudo 3
[0,1)2
= 12/ (uv + Ouv (1 — u) (1 —v)) dudv — 3
[0,1)?
= 129/uv(1—u)(1—v)dudv
[0,1)2
1 1
= 120/ u(l—u)/v(l—v)dv du
0 0
2 3 6 3
Donc
—Q@_1< <1
IOS - 3 3 ~N ps ~ 3

c) Famille de Fréchet
Va>0,V8>0, a+<1.Chp=aM+ (1 —a—p)II+ pW.
On a

Q(Cap, ) = aQ (M) + (1 — o= F) Q(ILII) + 5Q (W, 1)

par conséquent :
ps (Cap) =3Q (Cap, IT) = = f.

d) Copule Normale : Si (X,Y) est un couple de loi normale bivarieé de

coefficient de corrélation p alors :

6
ps = — arcsin (£> .
T 2

e) Copule de Clayton : une procédure d’integration numérique sur le carée

[0, 1]* montre que :

11
p, =121 (0) — 3, oi I (0) = // (v + v dudv.
00
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f) Famille de Ali-Mikhail-Haq

1-60(1—u)(1—v)]

C (u,v,0) =

ol —1 <6 < +1. Le tau de Kendall associé vau :

C30-2 2(1-9)
=y T T log (1 —10).

Le rho de Spearman est donné par :

1

1+9/1og (1-2), 3(12+0) 24(1-0)

— 7 — e log (1 —0).

0

Les resultats concernant le rhé de Spearman dans le cas bidimensionnel

peuvent étre étendus dans le cas multidimensionnel de la maniére suivante

1
Ps = (d+1)" —2-d /“L-%udo (1, e g) = 27

Nous énoncerons au troisiéme chapitre les mesures d’association multivariée

du rh6 de Spearman.

2.2.6 Liens entre le 7 de Kendall et le p de Spearman

Généralement, les valeurs 7 et p pour une copule C sont différentes. Certaines

relations lient les deux mesures de concordance.

Théoréme 2.2.6 (Daniels, 1950) Si X etY deux variables aléatoires continues,

alors :

Théoréme 2.2.7 (Durbin et stuart, 1951) Si X et Y deux variables aléatoires

continues, alors :
2 2
l—l—ps> 1+71 etl_p3> 1—7 '
2 2 2 2

En combinant ces deux derniéres inégalités, on obtient :

3r—1 1427 —72
<p S ————
2 2

st T >0,
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et

—14+27+ 72

3r+1

< <
5 = Ps =

st 1T <0.

Une autre mesure de concordance qui s’exprime a l’aide de la copule, c’est

I'indice de Gini. Elle est définie par :

y = / (Ju+v— 1] — |u— v]) dC (u, ).

[0,1)?

Comme la différentielle dC intervient dans ’expression de la mesure =, il est

possible de la calculer via I'expression équivalente suivante (voir Nelsen, 1999, page 174)

v=4/ / (C (u,u) + C (u, 1 — u) — u] du.

[0,1)?

(2.7)

Pour certaines copules, nous disposons d’expressions analytiques. Par exemple,

nous avons :
Copules Tau de Kendall Rho6 de Spearman
Indépendance 0 0
La borne supérieure | 1 1
La borne inférieure | -1 -1
. 2 . 6 P
Gaussienne — arcsin (p) p,=— arcsin —)
m ™ 2
2 6
Student — arcsin (p) p,=— arcsin (B)
s m 2
0 0
4 4 t 12 t 24 t2
Frank r(O)=1gt g [ (G ) dt | o O=1-32 [ (at) die 3 (et_ ) di
0 0
; T 1
Clayton T (Q)Zm s (6):12// (v’ +v7?) dudv—3
1 0.0
Gumbel T (9)2%

Tableau 2.1 Exemples de mesures d’ association bivarieés



Chapitre 3

Mesures d’association

multivariées

3.1 Introduction

Le probleme de mesures d’association entre les variables aléatoires est lar-
gement étudié en littérature. Le développement de la théorie de copules a eu
un grand impact dans 1’étude de la mesure non paramétrique dans le cas des
variables aléatoires continues, plusieurs mesures d’association bivariées & savoir
le tau de Kendall, rhé de Spearman, et I'indice de Gini ont été etudiés en termes
de copules. Ces mesures, vérifiant un ensemble d’axiomes de scarcini sont dites

mesures de concordance.

Ce chapitre constitue un apercu sur les mesures d’association multivariées
basées sur les copules multidimensionnelles. C’est & dire mesure d’association
entre d-variables aléatoires du vecteur X = (X, ..., X4), ou d > 2, certaines de
ces mesures connues en statistiques économique, la propriété importante pour les
variables aléatoires continues est que les mesures sont invariantes par transfor-
mation continue cette propriété connue sous le nom (invariance par échel). Notez
aussi que toutes les mesures présentent I’avantage demeurent inchangés sous 1’hy-
pothése d’une transformation strictement croissante des variables aléatoires sauf
le coefficient de corrélation lineaire. L’analyse des données multivariées continues
a une grande importance dans une multitude domaine, citons a titre d’éxemple,

le cas de 'analyse multivariée de la finance (rendement des actifs ).

Dans ce chapitre, nous montrons que les mesures de dépendance bivariée de

58
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Spearman et de Kendall peuvent s’étendent a toute famille finie de variables
aléatoires X, ..., X4. Le tho de Spearman est une mesure non paramétrique de
dépendance basées sur les rangs des observations. Ainsi, plutot que d’utilser les
résultats bruts, on classe ces mémes résultats selon leur rang. Il ya plusieurs
méthodes pour faire une extention a cette mesure pour les fonctions multivariées
X1, ..., Xy, pour plus de details sur ce sujet, on pourra se référer, entre d’autres,
a Kendall (1970), Joe (1990), Nelsen (1996) et Wolff (1980)

3.2 Extentions multivariées du rhé de Spear-

man

Définition 3.2.1 (Rhé de Spearman), Soit C une copule d-dimensionnelle du
vecteur aléatoire (X1, ..., Xq) d > 2 de loi marginales uniforme sur [0.1], de loi
jointe F' telque F (xq,...,24) = C (uy,...,uq) . Alors, il existe plusieurs adapta-
tions du coefficient de Spearman dans le cadre multivariée. Donc les trois versions
associées a un couple (X,Y) peuvent s’étendre en général a un vecteur aléatoire

(X1, ..., Xy) de la maniére suivante :

py (C) = h(d) {zd /Id C (uy, ..., uq) duy...dug — 1} (3.1)

py (C) = I (d) {2d /1 I (s, ..., ug) dC (ur...1g) — 1} (3.2)

Ps3 (C = h 22 Z /Ckl uk,ul) dukdul —1 (33)
k<l 2 2
I
Avec Q41
hid)=— "
(4) 24 —(d+1)

ot Cyy est la copule marginale bivariée de (X, X;) qui correspond a la k™™ et

la ™ marge, ces trois mesures se coincident dans le cas ot d = 2

Exemple 3.2.1 Soient z,y, z trois variables aléatoires de loi uniforme sur |0, 1}3675



3. Mesures d’association multivariées 60

de copule C' alors les coefficients de Spearman a l’ordre 3 sont définient par :

o (C) = 8 ( /1 (0, w) dudvdu - %) (3.4)

p(C) = 8 < /] wvwdC (u,v,w)—é) (3.5)

Ps (C) = h (2) {22 Z (g)il /I2 Ckl (uk, ul) dukdul — 1} (36)

1<k<I<3

Remarque 3.2.1 La moyenne de p, et p, conduit a une autre mesure de concor-
dance multidimensionnelle aussi discutée par Taylor (2006), Dolati et Ubeda
Flores (2006) . p, a été analysé par Joe (1997), Nelsen (1999) , et Wolff (1980) ,
tandis que p, & été introduit par Joe (1997), et Nelsen (1999), ps présenté par
Kendall (1970), correspond & une version pondérée du coefficient de Spearman
en dimention 2. Les calculs explicites pour p, et py, sont assez délicat. ps est plus
souvent utilisé compte tenu de la simplicité de son calcul parce que peut & ecrire

sous la forme suivante :

2
P3 = m Zpl (Cht)

k<l

Exemple 3.2.2 Soit l’échantillon de variables aléatoires (X1, X, X3). Alors :

1
pP3 = h (2) {22 Z E / Okl (uka Ul) ddeU/l - 1}
2 JI?
= 42/ Ckl (uk,ul) dukdvl -3

= 4{/ 012 (Ul,’LLQ) dulduQ ‘l‘/ 013 (ul,u3) duldU3+/
I2 12

I2

023 (U,Q, Ug) dUQd’LLg}

1
= g 12/ 012 (Ul, Uz) dulduz -3+ 12/ 013 (ul, Ug) duldu3 -3
I2 72

J/

—~ ~

+ 12/ 023 (Ug, Ug) dUQdU3 -3
12

J/

-~

1 1
= g h,(2) {22 /12 Okl (ukaul) dukdul — 1} = g Z P1 (Okl)

1<k<I<3 1<k<I<3
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On sait que p dans le cas bivariée ne dépend que de la copule de (X,Y). En
effet, soit deux variables aléatoires X et Y de distributions marginales Fx et Fy

continues, et avec une copule unique C. Dés lors, p s’ecrit comme suit :

1 1
ps = 12/ / wodC (u,v) — 3, (3.7)
o Jo

que l’on peut réécrire :

P (U1, Uy) fo fo uvdC (u,v) —
° VoarUp/varUs \%%
Jps uwvdC (u, v) — [ uvdll (u, v)
Jr wvdM (u,v) — [ uvdH( v)
J72 C (u,v) dudv — [}, II (u, v) dudv

I

= . 3.8
Jr2 M (u,v) dudv— [, 11 v) dudv (3:8)
Car :
/ M (u,v)dudv = min (u, v) dudv
2 2
11 1 1
= /[/ (uxl(u)—l—vxl(u))du]dv:—
0 0 [0,0] [v,1] 3
et :

1 1 1
/ uvdudv :/ udu/ vdu = —,
2 0 0 4

donc le py peut s’interpreter comme mesure moyenne de la distance normalisée
entre C' et I1. En suivant les mémes idées, il est possible d’étendre cette définition

en dimension d > 2 pour le Thé de Spearman comme suit :

ps (C) = h(d){Qd/ldC(ul,...,ud)dulduz...dud—1}

J7a C (w) du — [, 11 (u) du
fIdM(u) _fIdH w)du (3.9)

Car :

/IdM(u)du — E{min (U1, .., Us)}

M est la fonction de distribution jointe du vecteur U=(U, ..., U)
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3.2.1 La relation existante entre p, (C) et p, (C)

Nous avons vu que si d =2, on a :

p1(C) =py (C) = ps (C),

étudions le cas d > 2. si d > 2 la valeurs des p; pour ¢ = 1, 2, 3, sont différente en
générale, il existe une relation intéréssante entre les deux versions p; et p,, pour
cela considérons le vecteur aléatoire X = (X, ..., Xy), et 'indice I C {1,...,d},
avec 2 < k < d, et |I| = Cardl notons par p, ; la [I|-dimentionnelle de la mesure
py, correspond & la valeur des X;, i € I, I = {iy,...,iq}, avec , 2 < k < d et
|I| =k alors :

P1 (CI) :h(k) Qk / Cn (U”,...,Uik)du— 1

(0.1
La relation est donnée par :
d
h (d) 24
k=2 Ic{1,....d}
|I|=k

Dans le cas oui C' est radialement symétrique on a :

P2.41,...dy = P1{1,..d},
et les deux expressions p;, p, s’exprime en fonction de p; (C7) comme suit :

1. Si d est impair nous avons :

-1
2014, (d)
Paf1,.dy = P1{1,..d} = (-1 ok (k) Z p1 (Cr)

= (k)
d—1 )
2. Si d est pair : la relation (3.10) est vérifiée si Z ) ;kZEZ Z Prcy) =0
k=2

Preuve. L’expression (3.10) peut s’écrire sous la forme :

d—1

k 22n(d d zdh d
P2.41,...dy — (-1) Qkhgk; =k p1 (Cr) + ) Z p1 (Cr)
k=2 |I|=d
d—1 )
N k 28p( d) d
= 2 h(k 1= WP +(=1) P111,..d}

ol
[|
I\
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Premier cas si d est impair alors :

d—1

2¢h, (d)
P2 {1,..d} = (_1)k o%h (k) Z p1 (Cr) — P141,...d}
k=2
Ceci equivalent a :
d—1
2¢h, (d)
k
2102,{1,...,d} - (_]'> 2k:h/ (k) Z P1
k=2 |I|=k
Alors :
d—1
29-1p (d
P2i1,..dy = P1{1,...d} = (_1)k Qkh(<))
k=2

2¢h (d
P241,..d} = PL{1,..d} T (—1)" . (@) Z p1 (C1).-

d—1

L’égalité est verifiée si Z (—1)" ;ZZEZ; Zm—k py (Cr) =

k=2

Exemple 3.2.3 Prenons maintenant [’exemple suivant et étudions la relation

qui existe entre p; et ps. Nous présenterons ici la copule Cy définit par :

Co = Z (3)71 Cha (ug, u) - H Uy

JALE

ot Cyy désigne la copule marginale qui correspond a la K™ et la ™ marge d’une

copule quelconque C' dans ce cas :
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2d/ Co (u du—l} (3.11)
01

2d (2)_1 Ck;l (uk,ul) . H ujdu -1

0 [0,1]¢ 1<k<l<d Lk }

d ! du —
2 de;l (uk,ul). H u]du 1

l<k<l<d [0,1] Lk

= {2d -1 Ckl (uk7 Ul) dukdul / H ujdu - ].}
l<k<l<d [0.1)? 01972 ;2 Stk
Def

1
Ck:l (uk, ul) dukdul X —F d— — 1}

2
1<k<l<d [0,1]

D’autre part on a :

py (Co) % 1 (a) {2d Co (u) du — 1} : (3.12)

[0,1]*
De I’équation (3.11) et (3.12) on en deduit qu'il existe donc une relation entre

p; et ps donée par :

3p1 (Co)
h(d)

Si d = 2, alors p; = p5. Notez aussi que p; (Cp) < h(d) \ 3

P3 (CO) =

Remarque 3.2.2 p, est une mesure d’association multidimensionnelle détermi-
née seulement par les copules bivariées par exemple la copule FGM, de dimension

trois donnée par :
Oy (u,v,w) =uvw + Au(l —uw)v (1 —v)w(l —w), [N <1,

cette copule posséde des marges bivariées independantes et p; = 0, par contre

p; =8X673#£0 si A #0.
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Preuve. Par définition :

Ps = h (2) {22 Z (3)_1/ Ckl (uk,ul) dukdul — 1}
[0,1)?

1<k<I<3

1
= 3 22 E - Ckl (Uk, Ul) dukdul — 1}
{ 1<k<I<3 3 Jioap

= 4 Z / Ckl (Uk, ul) dukdul -3
[0.1]

1<k<I<3

== 4/ 012 (ul, UQ) duldu2 + 4/ 013 (ul, Ug) duldu3
[0.1]*

[0,1]?

+4 023 (UQ, U3) dUQdU3 -3
[0,1)?

= 4{/ C(U17U2,1> duldU2+/ C<U1,17U3) duldu3
[0,1]?

0,1

+/ C(l,UQ,Ug) du2du3—3}
[0,1]?

—41+1+1 =0
N 4 4 4 N

Maintenant nous calculerons p; :

p (C) = h(3){23 C(u,v,w)dudvdw—l}

0,1
111 111
= 8///uvwdudvdw+8)\///uvwdudvdw—1
00 0 00 0
1 11% 8\ ,

C’est-a-dire dans ce cas p; # p;. ®

3.3 Estimation non paramétrique de p, par la
copule empirique

Nous proposons des éstimateurs de p;, (i =1,2,3 ) dans le cas multivariée.
Dans cette section, nous abordons le probléme d’estimation non paramétriques

des p;, (1 = 1,2,3) , dans ce cas nous supposons a voir un échantillon (Xy, ..., Xy),
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ou X; = (Xyj, ..., Xy4j) , d-dimension j = 1, ..., n. C’est une suite de variables aléa-
toires & valeurs dans R%, (X11, ..., Xa1) ..., (X1n, ..., Xan) , et définissons les vec-
teurs de rangs associées a chaque observation par (Ry1, ..., Rg1) , -, (Rin---, Ran) ,
ol ;; et le rang de X;; parmi X1, ..., X;q4, soit F' la fonction de répartition jointe
du vecteur X = (X7, ..., Xy), dont les marges F; de copules C' sont complétement
inconnues. Alors les distributions F; sont éstimées par les fonctions marginales

empiriques univariées F; ,, (x) tel que

)

1 n
Fi,(z) = - Z].{Xijgw} pour i =1,....d, et x € R. (3.13)

j=1
Lésti ctri d b 1 1
éstimateur non parameétriques des p, se base sur les rangs non pas sur les

observations originales. Nous introduisons la copule empirique définie par :

1 n
O" (11) - ﬁ Z 1{Ul,ngul*U2,n<"27""0dj,n§“d}
j=1

n d
1 d
= = Z Hl{aﬁw} pour tout u = (uq,...,uq) € [0,1]" (3.14)
j=1 i=1
Uij,n = %Rzg = Eﬂl (Xz ) s et Uj,n = (Ulj,n ey Udj,n) La distribution C' est in-
connue, mais on peut la remplacer par son estimateur C, (dans les formules des p; avec i = 1,2, 3)

on obtient les valeurs de p, ,,

P1n (Cn) = h(d){2d/ld C, (u)du—l}
= h(d) {%d ‘n ﬁ(l — Uij,n) — 1}. (3.15)

Do (én) — h(d) {Qd / TG, (u) du - 1}
- h(d){Zd Y [1Tin —1}. (3.16)

(A 1 [
103,n (Ckl> = 12 Z —/ kl(uk,ul)duk.dul—?)

1<k<i<d <g)
21

" (g) 1<k<i<d j=1
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Preuve. En utilisant les équations (3.1) et (3.2) on remplace les copules C,

et C par leur estimateur C.. C, respéctivement et d’aprés la définition de la

du—l} { Zn:/ Hl{UZ]@Z}du }

fonction indicatrice 1¢43. Alors nous avons :
/Id {U1]<u1} X ... X l{Ud <ug }} dud du1 — 1}

0 () =
2N
i/U o [ d/d}
S

il
- {
oL
I (TN

Pour la deuxiéme version on a :
0 (c*n) — h(d) {Qd/ 11 (u) dC,, (u) — 1} — h(d) {zd/ G, (u) du — 1}.
Id 7d

Avec :

Nous avons :

n(G) - { i/ I Uwuz}du_l}
= { in/ 1du—1} {%didff }

7j=1 i=1 7=1 i=1

Pour la troisiéme version on & :

Ps3 <ékl> = 12 Z ékl,n (uk,ul) dukdul -3
1<k<l<d [0,1]?
24 1
= gd(d—_ / Z (O < By <} Dkt =3
1<k<i<d” 01

- n d d_ Z Z/ 1{U’”"<"’“}dw€ % / 1{Uzgn<ul}dul -3

1<k<l<d j=1
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On en deduit que :

p(Cu) = 2 2 S (1-0) (1-0) -3

1<k<l j=1

Il est intéressant de donner un cas special (d = 2) . Donc la mesure p, ,, définit

par

D= % Zn: (1 - Ulj,n) <1 - U%n) , (3.18)

j=1
est un estimateur de p = f[o 12 C (u,v) dudv — 3, il existe une légere différence

entre la version classique p,, (Coefficient de rang ) et la version estimée p, ,,

6n = [~ A 2
Psn =1- 2 _1 Z (Ulj,n - U2j,n> :

j=1

avec :

On montrera ici que ces deux statistiques ont la méme loi asymptotique.

Remarque 3.3.1 L’équation (3.18) peut aussi s’écrire de la fagon suivante :

Z Ulj,nﬁgjm — 1] - 3.
j=1

Nous pouvons montrer que p,,, — p,, <0, et lim /n (ﬁl,n — f)sm) =0

ﬁ1 -
777’ n

Preuve. Nous avons :

n

" N 6 A N 2
N Uiyl — 1] ~3- [1 — = > (O = O
j=1

j=1
12 & 12 n+1)
= =D pi———3— - Zpgqj g
j=1

avec p; = nUlj,n et ¢; = nUljjn (p; représente le rang des X; parmi Xy, ..., X1,),

12

pl,n - ps,n =

(g; représente le rang des Xy; parmi Xoy, ..., Xs,), On trouve donc :

. . 12 - n+2)
pl,n - ps,n = ( ) ZpJQJ — 1) S 07

et
lim /n (1, — Psn) =0, pour tout n € N.

n——oo
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Par conséquent dans le cas bidimensionnel. p, ,, et p, la loi asymptotique de
p1., coincide donc avec celle de p,,,. B

Si (X171, X21) 5.y (X1n, Xan) est une suite de variables aléatoires i. i. d. Alors
vn (,blvn — ,08) est asymptotiquement Gaussien centré, sa variance asymptotique
a été étudiée par. Riischendorf (1976) , Genest et Rémillard (2004) et définie par

la relation :

Varasym (P1.,) = 144/ / E{G¢ (u,v) Ge (s, t)} dudvdsdt.
2Jre

3.4 Convergence en loi du processus empirique

de la copule

Avant d’étudier la normalité asymptotique du processus /n { Pim — pi}, il

faut étudier tout d’abord le comportement asymptotique du processus gaussien :

Vi { G (w) - C (w},

la dérivation des lois limites /n { Pin <C’n) — D (C)}, exige deux théorémes
essentiels cités apreés qui conserne le comportement asymptotique du processus

empirique multivarie de la copule.

G () = v {C (W)~ C(w)}, wel0]",
qui a été devloppé dans plusieurs travaux et dans divers espaces. Par exemple la
convergence faible aussi dite convergence en loi du processus G,, vers un processus

Gaussien a fait I'objet d’étude de plusieurs auteurs.

Riischendorf (1976) ou bien Génfler et Stute (1987) ont prouvé que G,
converge faiblement dans ’éspace D) ([O, 1]d) (I’éspace des fonctions continues
a droite admetant une limite & gauche en chaque point de [0,1]%).

Vandert Vaart et Wellner, (1996) ont montré que la convergence faible a lieu
dans (> ([a, b]d> lorsque 0 < a < b < 1. Enfin, Fermanian et al. (2004) ont établi

la convergence faible dans 1’éspace ¢*° ([0, 1]d) moyennant la delta-méthode et
sous reserve que les dérivées partielles d’ordre 1 de la copule C' existent et soient

continuent.
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Tous ces auteurs, cités précédemment ont montré que le processus Gaussien
limite s’écrit comme combinaisons de ponts browniens, et ont établi le théoréme

suivant :

Théoréme 3.4.1 Soit F' une fonction de répartition d-dimensionnelle associée
a une copule C. On suppose que pour tout i = 1,...,d les dérivées partielles

d’ordre 1 existent et sont continues. Alors, le processus empirique de la copule
G, () = vn {cn (w) — C (u)} L G (u) (3.19)

dans ’éspace (> ([O, 1]d> de plus le processus G (u) admet la representation

swvante :
d

Ge (u) = Be (u) —Z D;C (u) B¢ (u(i)) , pour u = (ug, ..., uq) € [0,1]%, (3.20)

i=1
ot u® = (1,...,1,u;1,...,1) et Be (u) = (BoC) (u) est un processus Gaussien

centré (Pont Brownien) de dimension d de fonction de covariance :
E{Bc(u)Be (v)} =C(uAv)—C(u)C(v) pourtoutu,v e [0,1]%. (3.21)

Remarque 3.4.1 La convergence de ce processus permet d’étudier la normalité

asymptotique des estimateurs du rho de Spearman
Remarque 3.4.2 L’équation (3.20) est équivalente a :

Ge (u1,.yug) = Be(ug,...,uq) — "C (ug, ..., uq) Bo (ug, 1, ..., 1)
_820 (ula "'7ud) BC (1a U2y -y 1)
. — 8dC’ (Ul, ...,Ud) ]EC (1, 1, ud) y

0t Be un pont Brownien defini sur [0, 1]d de fonction de covariance
E{Bc(u)Be (v)} =C (ug Avy, ey ug Avg) — C (ug, ..., ug) C (01, .y 04)
pour tout 0 < uq, ...,vg < 1.
Remarque 3.4.3 Sid = 2 [’éxpression (3.20) devient :
Ge (u,v) = Be (u,v) — 01C (u,v) Be (ug, 1) — 0:C (u,v) Be (1,v)
et la fonction de covariance est donnée par :

E B¢ (u,v) Be (u/,0") = C(uAu' ;o AV') = C (u,v) C (W', 0), (3.22)

pour tout (u,v,u’,v'") € [0,1]*.
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Le théoréme (3.3.1) est étroitement lié au deuxiéme théoréme suivant dans

laquels nous avons besoins d’établir la normalité asymptotique du processus

\/ﬁ {f)z,n - Pz} .

Théoréme 3.4.2 Soit F' une fonction de distribution d-dimensionnelle associée
a la copule C, supposons que la distribution jointe de U et C, soit la fonction de

survie C' (u) = P[U > u]. Considérons l’estimateur :
N 1 n d
= d
Cp(u) = 52111{[]]%} pour u = (uy, ..., uq) € [0,1]%.
j=1 i=

Sous ces hypothéeses et 1'utilisation des notations du théoréme (3.3.1) nous

avons :

G, (u) =+/n {8’n (u) - C (u)} ©faghte Ge¢ (u) dans lespace £° <[0, 1]d> ,

et .,
Ge (u) =Be (u) + Y D;C () B (ug) ,
i=1
oui Bs (u(i)) = —B¢ (u(i)) avec u(; le vecteur dont la "™ composante vaut u;

et la (d — 1) composantes égale a zéro, uy) = (0,0, ...,u;,0,...,0) . Le processus

) , d ) )
Bs (u) est un processus Gaussien centré dans [0, 1] de fonction de covariance

E {Be () Be (v)} = C(avv) — C () C (v).

Preuve. Considérons ’éstimateur : F

n d
/C:‘:; (u) = %Z H Lv,;>u;3 PoOUr tout u € [0, 14,
j=1 i=1
On note par F;,© =1, ...,d,. Les fonctions de distributions marginales supposées
connues. Soit U;; = F; (X;;), Neahous (1971), Bickel et Wichura (1971) ont
montré que le processus empirique de la copule dans le cas ot les marges sont
connues convergent vers le pont Brownien, B (u) dans 'espace (> ([O, 1]d>.

D’autre part le processus empirique de la copule G,, (u) peut se décomposer de
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la maniére suivante :

Gu(w) = Vi |
[

j
Noter que /n [C_’ u) - C (u)] e B¢ (u) dans £ ([0, 1]d> par contre

Celle ci découle par la representation du processus empirique uniforme (Bahadur 1966)
et par applications de formule de Delta methode fonctionnelle (Vandert Vart et
Wellener1996 : page394), la convergence faible a lieu dans 'espace (> <[O, 1}d>
le reste converge vers zero en probabilité. en raison de la convergence faible du
vn (Z/:;n - F) . dans 'espace (> ([—oo, oo]d> n

3.5 La normalité asymptotique des estimateurs

L’objet de cette section est d’établir la normalité asymptotique de I’estima-
teur p;,7 = 1,2,3. On présente ici un théoréeme de la normalité asymptotique On
étudie deux applications concrétes de ce théoréme. On souhaite cependant ici
construire un intervalle de confiance de niveau 1 — 2« pour p;. C’est-a-dire pour
o? fixée,

A~ A Cf 2
\/ﬁ{pi,n (Cn> — P (C)} ~> 2 NN(Oan)
On pourait directement construire un intervalle de confiance asymptotique de

niveau asymptotique 1 — 2« pour p,. Deuxiéme cas, les bornes de 'intervalle de
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confiance font intervenir la quantité o; (f), qui dépend d’un parameétre inconnu

0. Nous allons résoudre ce probleme par la Delta methode.

Définition 3.5.1 (Normalité asymptotique) .Une suite (§,) d’estimateurs de
g (0o) est dite asymptotiquement normale, & vitesse \/n et de variance asympto-
tique o2, lorsque

vV (Gn = 9 (00)) = N (0,0,)

Proposition 3.5.1 (Propriétés de la convergence en loi ) .Sion ala conver-
gence en loi Y, — Y et si ¢ est une fonction continue, alors on a encore
o (Yn) — &(Y). Sila suite de variables aléatoires (Y,,) est asymptotiquement

normale, telle qu’il existe y et 05 telque
Vi (¥, =Y) = N (0,0)
et si ¢ est de classe Ct, alors (¢ (Y,)) est également asymptotique, normale
V(6 (Y,) = ¢ (Y)) = N (0, ¢ (V) o))

Théoréme 3.5.1 Soit p,,,, i = 1,2,3 l'estimateur définie par les formules pré-
cédentes Soit F' la fonction de distribution jointe de copule C' dont les marges F;

sous les hypothéses du théorémes (3.3.1) et (3.3.2). Alors les processus :

N

Vn {ﬁm (Cn) — D, (C’)} Sz~ N (0,07)  pour tout i =1,2,3

et les variances asymptotiques sont données par :

o2 = 92 (q)? /1 /IdE{GC (1) Ge (v)} dudv, (3.23)
o2 — 22 (d)? /1 /IdE{GC (1) G (v)} dudv, (3.24)
or = 144; (g) B /Id /IdE{Gc (u(’fvl)) Ge (U(Svt))}dudv (3.25)

avec u®) = (1,..., 1, ug, 1,..., 1, 0,1, ..., 1)

Preuve. Posons dans la suite

Sn1 = Vn {ﬁm - ,01}
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Sn2 = Vvn {ﬁz,n - P2}
Sn3 = \/ﬁ {,53,n - ,03}
Etudions chaque terme séparément :
L’étude du terme S, ; Rappellons les données du théoreme (3.3.1) et (3.3.2)
et le théoréme de 'image continue ((1.3.6) de Vander Vaart, (1996)), parceque
Popérateur integral est une application lineaire continue de ¢ ([0, 1]d> dans R

on a :

7y = lim Sp1 = h(d)2¢ / lim G, (u)du = h(d)2° / Ge (u) du.
I Id

n—oo d N—00

Calculons F (Z), et o2

E(Z)) = h(d) 2dE/

Jd

Ge (u)du = h(d) 2d/ E (G¢ (u))du = 0.

]d
Car le processus Gaussien limite G (u) s’ecrit comme une combinaison de
c

ponts Brownien C’est-a-dire que :
E (Ge (u)) =0.

Pour la variance 02 nous trouvons :

o = Var(Z)=FE (Z}) =2"h(d)*E

([

= 2%h () E {/ Ge (u) du/ Ge (u) du] :
1d 1d
Selon le théoréme de Fubini, on peut ecrire cette expression sous la forme :
2 o2 2
o = 2*h(d) E{/ / (Ge (u) Ge (v))dudv}
14 Jd
_ 92 (g)? / / E{Ge (1) Ge (v)} dudv.
1 Jrd

L’étude du terme S,
Les résultats de la convergence en loi pour les autres s’obtient de fagon

similaire on a :

n—o0

Zy = lim S,o = h(d)2%lim / , Gu(u)du
1

n—oo n—oo

= lim S,5 = h(d)2" / lim G, (u)du =h(d) 2" / Ge (u) du.
7d
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o3 =Var(Z,) = E(Z3) = 2% (d)? /]d /]d E{G¢ (n) Ga (v)} dudv.

L’étude du terme S, 3
Onasil<i<j<n,alors:

Cij (uiyuj) = C (1, oy Liug, 1,y Ly, 1,0, 1) = C (ul)) (3.26)
Donc :
AN .
Spg = 12 Z (2) / Vn [Ckz,n (uk, w) — Crr (ug, wy) dukdul}
2
1<k<I<d [0,1]
24

A kil k.l
1<k<t<d” !

D’apres le théoréme (1) et de la continuité du processus v/n {C’n (u)—-C (u)}

on a:

\/ﬁ{i)&n - P3} C—J; Zs,

ou
24

ST

Z/ Ge (u(k’l)) du.
Id

1<k<l

Calculons la variance asymptotique de Z3 :
d
o3=Var(Z3)=E (Z}) =E {12 Z ( ) / Ge (u®) du} ’
2 7d
1<k<l
et par application du théoréme de Fubini :

o = 144> Y <;Z>2E{ /1 Ge (ult) du}2

1<E<l 1Lk

= 1wy <Z>_2E{/N Ge (u®D) d“/ld Ge (v(s,w)dv}_

1<k<

1<s<t
Finalement :
q\ 2
O'g = 144 Z (2) /Id /Id E {GC (U(k’l)GC (U(S’t)))} dudv.
k<l
s<t
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Remarque 3.5.1 Le processus G¢ (u(k’l)) donnée en equation (3.25) s’ecrit d’une

autre maniére sous la forme :
Ge (u™) = B (u) = DiC (u) B (u¥) — DIC (1) Be (1)
Nous avons :

Ge (u™) = Ge(1,.. 1uk,1,. 1w, 1, .01)

— kl) ZD C’ (kl [(u(k,l))(i)}

= Beo (u®™) — [ac( D) Be (L, 1...,1)
+0,C (W) Be (1,1, ..., 1) + oo + 90 (u™) Be (1,1, ..y, 1,0, 1)
oo+ 90 (u ’”))IB%C(l,l,..., Upy ey 1)]

= Be (™) = 00 (u®) Be (u) — C (u™) Be (u?) .

Puisque B¢ (1,1...,1) = 0. On peut formuler 02 d’une autre maniére :

144 Z (g) —2 /12 /]; E {GC (u(kvl)) GC (U(k’l))} d (Uk, Ul) d (Uk, Ul) (327)

k<l

n 07 [ ] B{e () Ge (o) d ) d or,0.)

k<lr<s {k 1}#{r, s}

2 _
0-3_

Nous définissons par la suite quelques processus Gaussiens qui interviennent

dans I’étude du processus empirique de la copule multivarié.

3.5.1 Processus Gaussiens

Définition 3.5.2 Soit C' une copule.
— Le processus {WC (u) :u €0, l]d} est appelé processus de Wiener a

d—paramétres est un processus Gaussien centré de fonction de covariance
E{We(u)We(v)} = CluAv). pour tout u € [0,1]".

— Plusieurs processus Gaussiens ont été construits a partir de {Wc (u) :u €0, 1]d} :
Par exemple le processus dit pont Brownien

— Le pont Brownian multivariée définie en fonction de W¢ sur |0, 1]dpa7“ :

Be(u) = We(u) — C(w)We(l, ..., 1),
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vérifie :
E{Bc(u)} =0, et E{Bc(u)Bc(v)} = C(uAv)C(u)C(v)

Remarque 3.5.2 (Les variables aléatoires sont indépendantes)

d
Lorsque C (u) = H‘—1 u; nous avons pour tout u,v € [0, 1] :

1. E{We(uw)} =0 et E{Wg(u v)} = Hmln Ug, Vi) -
i=d
2. E{Bc(u)} =0 et E{B¢(u Hmln Us, V; —H(uzvl)
i=1
3. Le processus G¢ définie par :
Ge(u) = Be(u)— i LG Be (1, ..., 1,05, 1, ..., 1)
1 auz ) ) ) ) ) Y
d
= Huj Be (1,u;,1), 1={1,...,1},
i#£]

est un processus Gaussien centré de fOTLCtiOTL de covariance
E {GC (u> GC(V>} = H {(uz A vi) - uivi} , pour u,v & [07 1]d

Proposition 3.5.2 Soit C' une copule radialement symétrique sous les hypo-
theéses et lutilisation des notation du théoréme (3.3.1) et (3.3.2) le processus
Ge (u) et G (1 — u) sont également distribuées. Par contre les variances asymp-

totiques 03 et o3 données dans les formules (3.23) et (3.24) sont égales

3.6 Exemples (Variance asymptotique)

3.6.1 Exemple de la copule d’indépendance
Considérons le vecteur aléatoire X = (X, .. Xd) ou X1, ..., X4 sont stochas-

tiquement indépendantes leurs copule est C' (u H Uy = U X Ug X ... X U
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i=d

Proposition 3.6.1 Soit C' la copule produit TI (u) = l_IuZ Alors les variances
i=1

asymptotiques dans le théoréme (3.4.1) sont données par :

(d+ 1)2{3+d—3(§>d}
2 o L o2

d —2
0] =05 = — €l 03 = :
1 2 3<1+d—2d)2 3 (2)

Preuve. On a la copule produit II est radialement symétrique. D’apres la

proposition (3.4.2) on a :

o1 d
ot =05 et D;C(u)= () = Huk.
;i ki

C’est la copule k—dimensionnelle de la copule [[u; = uy...uq on a :

220 (d 4 1)
=0t G a1 /Id/IdE{GC ) Go (v)} dudv,

avec U = (Uq, ..., Uq) , et v = (v1, ..., 04)

Pour étre précis, on doit calculer le produit G¢ (u) G¢ (v) . Compte tenu de

la relation (3.19) et (3.20) nous avons :

Ge (u)Ge (v) = [Bc (w) = >~ DiC (w) Be (u)
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Premiére étape :

/Id /Id E{G¢ (u) G (v)} dudv
B /Id /Id E{Bc (u) B¢ (v)} dudv

d
B [ B ) DO ) Be (1)) dudy

d
o ; /Id /Id E {BC (v) D;,C (u) B¢ (u(i))} dudv
3 /I /I E{D;C (0) B¢ (u”) D,C (v)Be (vV) }

i=1 j=1

a) D’abord traitant le cas i # j, dans ce qui suit nous supposerons que

1 < 7, et utilisant I'independance des variables aléatoires nous pouvons écrire :

E{D,C (u)Bc (u?) D;C (v) Be (v1) } (3.28)
= F {Hukﬂvk/IB%C (U(Z)) BC (U(j))}

et
E{Hukﬂvk/} = (%) . k 7é i, J 7£ K
E {]B%C (u(i)) Be (v(j))} =1I (u(i) A v(j)) —1II (u(i)) I (v(j)) , (3.29)

min (u(i),v(j)) =(1,....,1,u;,1,...,1,v;,1,...,1),
I (u(i) A U(j)) = u;v; = 11 (u(i)) I (v(j)) .
Donc Si 7 # j et apreés calculs, nous obtenons les relations suivante :
E{B¢ (u")Be (v9)} = 0.

Et enfin

/ / E{D;C (u) B¢ (u) D;C (v) B¢ (v) } dudv = 0. (3.30)
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b) Prenant le cas i = j, Soit :
L = / / E{DiC (u) B¢ (u(i)) DiC (v)B¢e (v(i)) } dudv
14 Jrd

- /Id /Id B {II (ug) T (vg) Bo (u(i)) B¢ (U(i))}dudv, k£

- WW/NE{IBC (uD) B (v} dudv

1 .
~ 92d—2 /12 [min {u;, v;} — u;v;] dudv,

avec v Av@D = (1,...,1,u; Av;,1,..,1)

On conclue que
d
Z/ / E{DiC (u) B¢ (u(i)) DiC (v) Be (v(i))} dudv
i=1 /I

d
1
= Sz Z [/ u; A\ vidudv — / uividudv}
— 72 72

d d 2—2d+2 Y 2—2d+2 od

En suivant le méme raisonnement pour /s :

I = Zl /Id /Id E{Bc¢ (u) DiC (v) Bc (v(i))} duduv,
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on a :

I, = i;/j /IdE{IB%C (u) DiC (v)Be () } dudv
= zil; /1 ) /1 dE{IBC (v) DiC (u) Bo (u?) } dudv
= i/j /IdE{H(uk)]B%c (v)Be (u) } dudv, pour tout k # i
- /I B} /I B {Be (v)Bo ()} dudo

d

— _2d1—1 Z/ [H (u A v(i)) —I(u)C (v(i))] dudv,
i—1 Id+1
d

1
- Fz |:/]d1 Uy X ... X ud_chu/I2 w; A\ vidu;do; — /1d+1 (up X ... X ug X v;) dudv

1=1
d 1 d 1 g-2d+2
52023  2d 15 5 2

(3.32)
Maintenant on va calculer 7

I = /1 /IdE{]B%C () Be (v)} dudv = /1 /1 [C(uAV) = C (u)C (v)] dudv
- /1/1 [T (u A v) — I (u) I (v)] dudv

/ (ug Avy) X ... X (ug A vg) dudv
d Jrd

Il
—

—/ (up X oo X ug) X (v1 X ... X vg) dudv
I

d Jrd

Il
—

(ug A vy)durdoy X ... X / (ug A vg) dugdug

2 J2

— H(u)du/jdﬂ(v)dv

Jd
1 1 1 1 1 1
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En regroupant les equations (3.31), (3.32) ,et (3.33), nous obtenons

2 9
01 = 0y

1 1 2272d 2272(1
_ 2d 1,2 . . _ o—2d _ o—2d
= 2% (d){—gd S 2d[ 72 }er{ 72 ”

2d 2-2d
_ 2*[d + ] . {3—d _9-2d _ d2 i d2—2d}
[2¢ — (d + 1)] 3

_ [d + 1] —do2d 4 4d
- [2d—<d+1>12{3 2 3”}

On déduit que :

2 _ g2 [d + 1] éd_ﬂ
I [2d_(d+1)]2{(3) 3 }

Calculons o2

03_1442( >_2/[d/[dE{G D) G (v9) } dudv.

k<l
s<t

1-Montrons tout d’abord que pour k,[,7,s € {1,....d}, k<[, s <t
et {k,1} N {s,t} = ¢, nous avons :

/ / E {Ge (u*V) Ge () } dudv = 0,
7d 7d

Ona:

Ge (u(k’l)) Ge (v(s’t)) = [Bc (u(k’l)) — B (u(k)) — upBeo (u(l))}
x [Bc (v(s’t)) — B¢ (v(s)) — v,Beo (v(t))]
= B¢ (u(k’l)) B (U(s’t)) — v Be (u(k’l)) B (U(s))
—vsBe (u(k’l)) Be (v(t)) — B (u(k)) Be (U(S’t))
+uvBe (u (k)) Be (v (S)) + wuBe (u (k)) Bo (v(t))
—uBe (1) Bo (v°) +upiBo (u?) Bo (o)
+uv,Be (u (Z)) Be (v (t))

E {Bc (u(k,l)) Bo (,U(s,t))} —T1I (u(k,l) A U(s,t)) _1I (u(k,l)) I (U(S’t)) '

min (u®D vED) = (1, Lug, 1o, L, 1 o, Lvg, 1,y Lo, 1,0, 1)
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Donc si {k, 1} N{s,t} = ¢, alors :
II (u(k’l) A v(s’t)) =11 (u(k’l)) II (v(s’t)) .
C’est-a-dire :
E{Bc (u™")Be (v©9)} = 0.

Nous suivons la méme procédure présentée dans la calcul précédent :

E{Bo (W) Bo (o)} = E{Bc (u")Bo (v)}

= E{Bc (u")Be (v*) }

= E{Bc (u"")Bc (v")}
)

= II (u®) A @) — I (u®™) 1T (o) = 0.

R‘Q

Car pour tout k # 1 # s # t,
min (u(k’l) A v(s)) = upuyug = 11 (u(k’l)) II (v(s)) )
Ainsi :

E{Bc (V) Bo (v7)} = E{Bc (u¥)B (")} = {Bo (u«)Be (v")}

= E{Bc (u")Bc (v)} = 0.

Finalement on a montré que dans le cas : {k,[} N {s,t} = ¢

on a bien
/ / E {Ge (u*)) Ge () } dudv = 0,
Jd Jrd

Cette derniére expression est égale & zéro, méme si nous considérons

le cas ou {k,l} N {s,t} ont exactement un élément en commun.
2-Considérons le cas ot s =k, t =1

Pour tout k € {1,....,d} et t € {1, ...,d} , nous avons, d’aprés la relation (3.27)

oF = 144< ) //E{(GC kl) (v(k’l))}dudv
= ) Jra )

= 144 E{G (kz (k,0) d (ug, ) d (v, vy) .
<k<12)/12/12 {Ge (u Go (v™9) } d (s ks Ul
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En prenant le produit P,.=G¢ (u(

avec s =k, et t =1

P,

BC (u(k’l)) BC (U(k’l)) — Ulﬁcu(k’l)BC (U(k))
—u.Be (u(k,l)> Bo ( (l)) — uBe ( (k)) Bo ( (K, l))
+uBe (u®) Be (v) +uBe (u®) Be (u7)
—usBe (u) Be () + wuiBe (u?) Be (v)
+urvBe (u) Be (v?) .

Ici les intégrales sont définies par :

1°) J,

/ / E {Be (u™Y) Be (v} dudv
14 Jrd

//H(u(k’l)) kl)) dudv
1 Jd

/12 /12 (uk N Uk) (ul A vl) d(uk’ul) d(vk, Ul)
- /12 T (u®)) d(uk,ul)/ 1 (v*9) d (vy, )

12

/12 K/p (g, A Ulc)d(uk,vk)> (uy /\vl)} d (w, vr) — %

| 11 17
- Av)d = .
3 /I(u’ ud(u,v) =96 =5 =16 = 111

/ / E {leC (u(k’l)) Be (v(k)) } dudv

2Jr

/ / E(un)E {IBC (u(k’l)) B (v(k))} dudv
2Jr

/// (uAo®) =T (u®) I (0™)] d (g, w) dvy

—_

[\3|,_. N~ N~ N

k’l)) Ge (v(s’t)) . Les calculs nous donnent

(3.34)

(3.35)

1 1 gl
/ / / [H (u A v(k)) —1II (u(k’l)) II (v(k))] d (ug, up) doy
01 o Jo 1
/ / (uk A ul) ukdukdul] ’Uld’Ul - =
0o JI2 8
1 1
- dyy — = — — = —.
3 /0 uen 48
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Meéme procédure, que décrite ci-dessus :
3°) Jy = //E{kaB%C (u®) Be (v) } dudv
_ //E{uch(uk) Be (v} dudv
_ / / E {uBe (u) Be (v () }dudv = o (3.36)
), = /I /IzE{BC(uZ) Be (v?) } dudv
_ /1 /IQE{IB%C (u®) Be (1)} dudv = 0. (3.37)
5°) J5 = /I /IQE{IB%C (u®) Be (v) } dudv
_ /1 /IQE{IB%C (u®) Be: (1)} dudv = 0 (3.38)
Puisque :
E{Bc (u) Be (0"} = T (u® Ao®) =TI (u®) T (v¥)
= g — g =0, k#1
Finalement :
6°) Jo = /p/le{ulleB%C ") Be (v?) } dudv
_ /[ /IQE{U,CU,CBC u®) Be (v©)} dudv
_ /I 2 /I B (wy) B {Be () Bo () } dudv
_ i/pE{IB%C( DY Be (v0) } dudv
- 3 /I [ @ A e) = € () € (o)) dud
_ }1[ / (A vr) dugdvy — /pulvlduldvl}
Al
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En additionnant les équations, (3.34) , (3.35), (3.36) , (3.37), (3.38) , et (3.39)
On obtient :

7 4x1 1 1
(k1) (k1) _ - -
/IQ/IQE{GC(u ) Go (o) Y dudo = =~ L 4 2% o=

Par concéquent, nous avons :

/ / E {Ge (u*V) Ge ()} dudv = —
7 Jid 144.

Il s’ensuit que

e (2) () (56))

Est finalement la variance asymptotique o3 est donnée par la formule :

-2 -1
0’2 — d 0'3 = d .
3 2) 7 2

Dans cette section, nous donnons des exemples sur les copules paramétriques
dans le cas ot la variance 02 dépend d’un ou de plusieures paramétres de dépen-

dance.

3.7 Stabilisation de la variance par transforma-
tion :

Un cas usuel est celui pour lequel on dispose de resultats de normalité asymp-

totique pour la suite de statistique 7, :
Vn{T, — 0} =5 N (0,0%(0)).

Les intervales de confiance, au niveau (asymptotique) 1 — 2« sont alors donnée

Z, est le quantile de loi A (0,1). En pratique, ce resultat n’est pas exploitable,

si les écarts-type o () depend de 6, qui 'inconnue du probléme. Une premiére
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solution est de remplacer cette quantité par un éstimateur convergent, auquel
cas, on conserve le niveau asymptotique de 1 — 2q, la seconde est de transformer

notre probléme en un probléme o la variance de la loi limite ne dépend plus de

6.

Ici, on se concentre sur une autre méthode (Delta méthode) qui consiste & uti-
liser une transformation de notre suite statistique qui soit de variance constante.
Cette demarche conduit souvent & de meilleures aproximations. Le probléme est

de rechercher la fonction ¢ Si on considére notre probléme transformé par ¢, le

parametre & estimer est ¢ (6) et une séquence d’estimateurs naturels est ¢ (T,) .
Si impose & la transformation ¢ recherchée d’étre différentiable, la Delta méthode

assure que :
V{6 (T) = 6 ()} —5. N (0,60 5 (0)).

En choisissant ¢ telle que ¢ (8) o () = 1, C’est a dire :
6(0) = / L
()
On obtient ensuite un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — 2«

pour ¢ (). qui ne dépend pas de 0 et que 'on peut ainsi déterminer. ¢ étant

bijective, on retrouve un intervalle de confiance pour @ par ¢ .

En résumé : la transformation delta méthode transforme la convergence en
loi du processus v/n {T,, — 6} en une convergence en loi de \/n{¢ (T,,) — ¢ (6)} .
Dans le deuxiéme exemple, nous nous intéressons a une copule particuliere, soit
la copule FGM

3.7.1 La copule FGM

La copule est définie par :

Oy (u,v) =uwv+ v (1 —u) (1 —v), pourtout [N\ <1

Qui est largement utilisé en statistiques une liste d’applications et de refé-
rences est donnée dans Nelsen (2006, P77). Rappelons que pour d = 2 toutes
les variances asymptotiques figurent dans le théoréme (3.4.1) sont identiques

(02 = 02 = 02) par conséquent un calcul nous donne :
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11
2 2
=1-——AX AM<let p=
o TR || et p

Wl >

Preuve. Calcul de p,

Ona:

b = 12// (u, —uv)dudv-lZA//uv (1= u) (1 — v) dudy
- 12/0 UO (1—u)(1—v)du}dv:12/ol{/Olu(l—u)(l—v)dv du

! v?2 03 A
)\/O v(l—wv)dv )\[2 3] 3

Calcul de la variance o? cas (d = 2)

o2 — 144 / / E{Ge (u,0) Ge (4,6)} dudvdiids
12 J12
De la méme maniére, que les, calculs précédent on trouve aussi :

E{G¢ (u,v) Ge (v/,0")} =C (uAu' ;0o AV') — C (u,v) C (u',0)

—QO@L V) [C(unu',v) —C (u,v)u] — EC’ (u,v) [C(u AU, 0") = C (u',0")

i ou

gC/’ (', 0") [C (u,v AV") = C (u,v) V'] — 820 (u,v) [C (v, N, 0") — C (', 0") V]

0 0 , d d / /
—I—%UC’(U U)§C’(u ) [u A —uu]—i—a g’(u v)?aC’(u ) [o A — o]
—1—0 C (u, v)$0(u v)[C’(u,v')—uv’]—l—%C(u, )?C(u V) [C (W) — u'v]

Apres calcul de Dintegrale [, [, E{G¢ (u,v) G¢ (v/,v")} dudvdidi on trouve

la variance o2 qui s’exprimer en fonction de p, sous la forme :

2
1— =
o (p) = 5/)

Alors 02 dépend d’un parameétre p. Autrement dit si p; est un estimateur de
p alors on & \/n {p;,, — p} converge en loi vers N (0,0?). Par application de la
méthode delta on aura :

Vil ¢ (pin) = ¢(p)} ~ N (0,1).
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Ainsi, & partir de ce résultat on peut effectuer un intervalle de confiance sur p

au niveau asymptotique 1 — 2« par qb_l car :

¢ (p) € {cﬁ (Pin) —za%, ¢ (Pin) +z%} i=1,2,3

et

B dp dp _\/E dp
d)(p)_/o(p)_/ /1_%[,2_ 11/\/1—;)2
¢<p>:¢§amsmﬁ;p pour |p| < =

On en déduit un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — 2« pour
p (24 désigne le quantile d’ordre 1 — 2« de loi NV (1,0)) :

3.7.2 La copule de Kotz-J.(Copule de deux parameétres)

La copule C' est dite copule de Kotz-Johnson, si sa forme est donnée par
C(u,v) =uv+ Auw (1 —u) (1 —v) (1 + uv),

pour tout —1 < 6 < 1. C’est la forme générale de la copule Farlie-Gumbel-

Morgenstern. La mesure de Spearman pour cette copule est :

A N Y,
P31y
Et la variance en fonction de A et 6 est donnée par :

1 11 11 53 1 1
21 M= AT N N2 N+ ——
o T o5 45 90 5040 1507 " T 1800



Deuxiéme partie

Distributions Continues bivariées
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Chapitre 4

Définition et représentation de la

loi normale asymétrique

Dans ce chapitre,nous allons & présent successivement proposer des rappels
sur les notions de deux distributions et densitées des variables et des couples

de variables aléatoires continues. Nous présentons la distribution normale et la

distribution normale asymétrique (Skew-Normal Distribution ) introduite par
O’Hagan et Leonard en (1976) par la suite par Azzalini (1985 ) dans les deux
cas univariée et bivariée a travers leurs fonctions de densité de probabilités ou

leurs fonctions de distributions, ainsi la distribution normale de dimension trois.

Le but de ce chapitre est d’introduire la notion de la loi normale asymétrique
et plus particulierement la fonction de densité et sa représentation en fonction

des variables aléatoires normales.

4.1 La loi normale

Commengons par la définition de la loi normale unidimensionnelle

Définition 4.1.1 Une wvariable aléatoire absolument continue X suit une loi

normale centrée réduite si sa fonction de densite de probabilité ¢ est telle que :

91
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On note la fonction de répartition de la loi normale A (0,1). C’est a dire, si

Z est une variable aléatoire N (0, 1),
o(z) = P
=1 1,2
= e 2" dx.
/0 V2T

4.1.1 Distribution normale bidimensionnelle

(7 < 2)

Définition 4.1.2 La loi normale bidimensionnelle standard (loi de 2 variables)
a une fonction de distribution jointe de deux variables aléatoires X et'Y si sa

densité de copule (X,Y) est définie par :

— 122 — 2pxy — 1

1 1, I
f<xvy>—mexpl—§zzzl—gﬂmep[ 2 (147

de matrice de covariance ), telle que :

Z=(; f;), S = =1

S 1-p2\ —p 1

p le coéfficient de corrélation simple entre X etY

Définition 4.1.3 On dit que les deux variables aléatoires X etY suivent une lot
normale bivariée standardisée avec corrélation p si est seulement si : Y = pX +
V1 —=p2Z ou Z et X sont deuzx variables aléatoires Gaussiennes standardisées

indépendantes

4.1.2 Distribution normale standard de dimension trois

Définition 4.1.4 On dit qu’un vecteur (X1, Xa, X3) suit la loi normale standard

st sa densité peut s’écrire sous forme de :

WGXP{—%Q(%J&,%)} (4.1)

f (xla T2, 1'3) =
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ot Y est la matrice de covariance donnée par :

L p1s pi3
por 1 pos
P31 P32 1

La matrice ) est symétrique avec :

‘Z‘ = det Z =14 2019013023 — Pra — 1023 - Pg:s

La matrice inverse est donnée par :

1 1 - 933 P12 — P13P23 P12P23 — P13
Z = E P12 — P13P23 1—pis P23 — P12P13
P12P23 — P13 P23 — P12P13 - 0%2

La forme quadratique de @ (x1, 22, x3) donnée en équation (4.1) est :

—1
Q (1, 79,23) = (21,22, 73) Z (21, T2, 3)

2 2 2
= 0117y + 22T + 43373 + 2(1121’1.732 + 2&2&31’21’3 + 2&13G3I1I3 —1

N 412 . . . -1
ol a;; sont les éléments de la matrice covariance inverse )

4.1.3 La probabilité quadrant (Orthant probability)

1. La distribution normale bivariée standard prend o1 = 09 = 1 et p; =
i = 0. La probabilité quadrant dans ce cas particulier est alors donnée

analytiquement par :

P{Z, >0, Zo >0} = P{Z; <0, Zy <0}

- [ / 2W|z|2exp{_EZTZIZ}

. (P12)
N 4+ o

avec Z = (41, Zs) est un vecteur Gaussien

2. La distribution normale trivariée prend des variances unitaires et p, =

iy = pg = 0. La probabilité quadrant dans ce cas particulier est alors
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donnée analytiquement par

]P){Z1>0, Z2>0, Z3>O} = ]P){Z1<0, Z2<0, Z3<O}

IS
o JoJoort |y 2
1 1

= st (sin ™" pyg +sin~! pyg + sin~! py3)

Avec Z = (Zy, Z», Z3) est un vecteur Gaussien et p,; = Corr (Z;, Z;) , pour
tout i, j € {1,2,3}

4.2 Loi normale asymétrique (Skew-Normal Distribution)

Dans cette section nous allons définir la distribution normale asymétrique
univariée cette distribution sera définie par sa fonction de densité et trois repre-
sentations en termes de la distribution normale. Nous discuterons un ensembles

de propriétés de la densité donnée en equation (4.2)

En théorie de probabilité et en statistique, la distribution normale asymé-
trique (Skew-Normal Distribution) est une distribution de probabilité continue
qui généralise la distribution normale en introduisant une asymétrique nulle.

Enfin, avant d’aller plus loin dans ’étude, nous commencgons par donner un
bref rappel des définitions et théorémes utiles et nécessaires et nous intéressons
plus particulierement au cas de la deuxiéme section qui vienne, de compléter
I’étude de la distribution de Cauchy bivariée, c’est & dire nous introduisons une

distribution dite loi normale asymétrique.

Définition 4.2.1 Soit A € R on dit que la variable aléatoire Z suit une lot
normale asymétrique de paramétre \ (Coefficient d’asymétrie ou Skewness ) si

sa densité de probabilité est donnée par

fa(z) =20 (2) @ (X2). (4.2)
Avec :
P(Z<z2)= /Z 20 (2) P (A2)dz = /‘I’(J?) 20 (A7 (1)) dt

¢ est la densité de probabilité de la loi normale reduite et ® sa fonction de

répartition.
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Y
ra

X

Fi1G. 4.1 — Skewness a gauche, (A < 0) Skewness a droite, (A > 0)

Si Z suit la loi (Skew-Normal Distribution ) nous écrivons Z ~ SN (). On
peut vérifier qu’on retrouve une distribution normale quand A = 0, et que la
valeur absolue de l'asymétrique vers la droite si A > 0 et asymétrique vers a
gauche si A < 0.

4.2.1 Représentation de la loi normale asymétrique uni-
variée
Théoréme 4.2.1 Soit U et V' deux variables aléatoires indépendantes et soit :

A 1

T e
I+ A I+ A

Z = V

Alors Z ~ SN (\)
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= = SN[-1U)

fFy SN(-2)
LT —— SN(D)
07 LT SN(2)
d V! \ = = SN(10)
! Pl 1
06} ' ! ! .
I ', T \
i’ '
i 1
i/ 1r i
0.5 ) 0 A -
i h 1
i : \
i | \ u
04 ; i
/
N
0.3F ) .
1|
h
L
0.2 Iy -
L |
Iy
01k I =
, [y
U
- —,-’ ! 1 .
0__.__.....!;__ - - 1 £l 1 I = SE—
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 <

F1G. 4.2 — La densité de SN (—10), SN (—=2), SN (0), SN (2) et SN (10)

Lemme 4.2.1 Soit X etY deux variables aleatoires independantes suivant la

lot normale standard et soit A € R. Alors La loi conditionnelle de Y étant donnée

X < AY suit la loi SN (\)

Preuve. Si X et Y sont deux variables aleatoires independantes de loi nor-
male standard et A € R, Alors :
P(Y <t, X <XY)
P(X —AY <0)
t

/ B (\y) 6 () dy

—0o0

P(Y <t\X <AY) =

w2
IR gy

0
|
V211422
—0o0
t

/ & (\y) b (y) dy
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La différenciation par rapport a t, nous donne la fonction densité de la loi
SN (A)
d
EP (Y <t\X < AY) =20 (M) p(1).
]

Théoréme 4.2.2 Soient Y et W deux variables aléatoires independantes et soit
AY =W
A € R, définissons X tel que X = ———. Alors :

V1+ M\

i) (X,Y) admet une distribution normale standard bivariée avec

A
coefficient de correlation p = Corr (X,Y) =E(XY) =

(Vie¥)’
ii) La distribution conditionnelle de Y sachant X > 0 est SN (\).
Preuve. Soit (X,Y) ~ N (0,0,1,1,p) et soit A € R, nous définissons la

variable aléatoire X = 2X=W Alors X suit la loi normale standard est :
v 1422
Corr (X,Y) = E(XY)
AY — Y
_p(Y-WY
V14N
A

V142

Appliquons le théoréme (4.2.2) nous avons :

P{Y <p\X >0} = {Y\%}
+

= P{Y <y\W <Y}
ceci permet de dire que Y ~ SN (\) m

Théoréme 4.2.3 SiYj et Y deux variables aleatoires independantes de loi nor-

mal centré reduite. soit 6 € [—1,1], alors :

Z =05Yl+ (1=6%)2Y, ~ SN (X(9)).
Les paramétres X\ et §, sont étroitement liés 'un a l'autre par les deux

relations sutvantes :

) A

NS 2 V1A

>
—
(=%}
S~—
I
@
-+
>
>
I

avec 0 € [—1,1].
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4.2.2 Représentation de la distribution normale asymé-
trique bivariée
Définition 4.2.2 Soient
1
{ Zy =M Yol + (1= 227 v,
1 )
Zy, =X Yol +(1-X3) Y,
ot le vecteur (Y1,Y3) ~ N (0,0,1,1,p*), et Yo ~ N (0,1), telque Yy L Y1,Yy L
Ys. Alors le couple (Zy,, Zy,) ~ BSN (A1, Ao, p*) et de fonction de densité nor-

male asymétrique bivariée définie par : h(x,y) = 2¢(x,y; p*) ® (Mx + \a2y),
oi p* = Corr(Y1,Ys).



Chapitre 5

Généralisation de la distribution

de Cauchy bivariée

Ce chapitre est consacré a I’étude de la distribution de Cauchy bivariée qui a
été discuté dans la littérature par [Fang, Kotz, et Ng (1990)] Cette distribution
déduite de la distribution Gaussienne trivariée avec une matrice de corrélation )
c’est a dire une matrice symétrique définie positive dont les éléments diagonaux

sont tous égaux a 1.

Alors nous obtenons des expressions explicites pour la fonction de distribution
jointe et la fonction de densité. Ainsi nous montrons que ces expressions réduites
dans un cas particulier sont des expressions correspondantes a la loi de Cauchy
bivariée. Finalement, nous pouvons utiliser cette distribution pour déterminer
ce qu'on appelle. La loi normale bivariée asymetrique (Orthant probability of

Bivariate Skew-Normal Distribution).

5.1 Loi de Cauchy unidimensionnelle

Une variable aléatoire X admet une loi de Cauchy, si elle posséde une densité

de probabilité
_ 1 p
™ [52 + (t — 04)2] .

Si X suit la loi de Cauchy nous écrivons X ~ C'(a, ). Clest une loi a

f ()

deux parametres : « et 5 (> 0), ol « est un paramétre de position et [

un parametre d’échelle (voir figure 5.1). Cette distribution est symétrique par

99
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0.5 ! " J ' T . ; ] ' ! y T

Fic. 5.1 — Densité de probabilité de la loi de Cauchy standard,a deux
parametres a =0et =1

rapport a «, le parameétre S donnant une information sur I’étalement de la

fonction f

5.1.1 Fonction de répartition

La fonction de distribution est donnée par :
1 t—« 1
F(t)=—arctan | —— | + =
(1) 7Tarcan( 3 >+2,

avec t € R.

5.1.2 Espérance et écart type

La loi de Cauchy n’admet ni espérance ni écart type. Et il en va de méme pour
tout moment d’ordre supérieur. En effet, —
T

B
B2+ (t—a)?
I'intégrale : ’espérance n’existe pas. Cependant «, qui en est la la médiane est

5 5 n'est pas intégrable au

B+ (t—a)
1

sens de Lebesgue car ~ |=| (alinfini) d’ou la divergence de

souvent considéré comme la Smoyenne” de la loi de Cauchy, car :
lim

retoo | T2+ (t — )]

dt = a.
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— L’inverse d’une variable aléatoire de la loi de Cauchy suit une loi de Cauchy.
— Le quotient de deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant des

lois normales standarts suit une loi de Cauchy.

Définition 5.1.1 Soient U; et Uy deux variables aléatoires indépendantes tel

que Uy ~ N (0,1) et Uy ~ N (0,1). Alors la variable Y = ‘g—2| suit la loi de
1

Cauchy standard est on écrit Y ~ C (0,1) si sa densité de probabilité est définie

par :
1
t)=———, teR
v T(t2+1)
Et la fonction de distribution est donnée par
U, 1 1,
Fit)=PY <t)=P| —<t|==-+—1 t).
=P <n=F (g <t) =341 @)

5.2 Loi de Cauchy bivariée

Soient U; et Uy deux variables aléatoires indépendantes tel que U; ~ N (0, 1)

U
et Uy ~ N (0,1). On sait que la variable aléatoire ﬁ suit la loi de Cauchy
1

standard. On continue par la méme procédure avec U; comme une variable aléa-
toire normale standard et le couple (Us,Us) comme vecteur normale standard

bivariée de coefficient de corrélation p alors le vecteur :

Uy Us > R 1 p
— — | ~C (O, ) ol = . 5.1
(|U1| |Un| Z Z (p 1 (5.1)
Et sa fonction de densité est donnée par :

1

2m4/1 —p2(1+t%+t%)%,

5.3 Généralisation

[ttt p) = t = (t1,1;) € R2. (5.2)

Jamalizedeh et balakrishnan (2008) ont proposé une étude d’application

sur la distribution de Cauchy bidimensionnelle, ils ont donné une définition

Uy, U
de la fonction de distribution jointe du vecteur (Wi, Ws) = (—2 —3) , od

U] U]
(Ulv U27U3) ~ N(07 172) .
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Définition 5.3.1 Soit le vecteur (Uy,Us,Us) ~ N (0,>") de matrice de cova-

riance
L pia pag
Z: par L pas | ‘pij}<1‘
P31 Pag 1

U Us
Ul |03

lisation de la distribution de Cauchy bivariée.

Alors le vecteur (Wy, Wy) = ( ) admet une distribution dite la généra-

Maintenant, avant d’établir I’expression de la distribution jointe d’un vecteur

(W1, W3) on va utiliser comme point de départ le lemme suivant :

Lemme 5.3.1 Si le couple (Y1,Ys) ~ N (0,0,1,1,p) et X ~ N (0,1) sont indé-

pendantes, alors :

P{Y1 <7, X,Y2 <7,X, X >0}

1 1 PV —1 1
= {COS <\/ﬁ) +tg7 (v1) +tg (72)} : (5.3)

Preuve. Nous avons :

PV <71 X, Y2 <7, X, X > 0)
— P(Yi -7, X <0,Ys —7,X <0,X > 0)
V- X Yy— X
— IP’(l Nt o 2202 <0,—X<0)

= P(V1<0,V5<0,V3<0),

ou

Vi —9X Vs —
Vi, Va, Vs) = ~X | ~N (0,1,
v ) <¢1+vl \/1+7 ) ( Z)

1 PtY172 Y1

VIH2 V1493 1492
Z PtY172 1 V2
v Y1 Y2 1

Avec :
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+
COTT (‘/la ‘/2) = p12 = \/1 —|,-072 /1/1/’;/-2+ 72 )
1 2
71
Corr (‘/1"/3) = P13 = T />
V14932
Corr (Vo,V3) = T2

P2z = —/TV%

Utilisant la formule de la probabilité quadrant (Orthant probability) étudiée
en section (4.1) On & :

P (Vi <0,V2<0,V5<0)

1 1 . P+ V172 .1 71 .1 Y2
= — 4+ -——sin? + sin ——— | +sn — .
8 ' dm <\/1+7§\/1+73 V1+9] V1+93

Et par application des formules de fonctions inverses on obtient :

1
P<v1<o,v2<o,v3<0>=5{cos1< L >+tg1<v1)+tg1<vl)}-

VTRV

cos t(—x) = g +sint (z), g (x) =sin™! (ﬁ) ., wel-1,1].

Tous les résultats qui suivent s’appuient sur ce lemme

Théoréme 5.3.1 Soit F (t1,t2;) ) la fonction de distribution jointe du vecteur
Uy Us

Wi, Wo) = | =——=. Alors :
(W, W2) (muw)

1 — t] — t 11t
) - Lo (gt mesi )

\/1 +1 — 215t \/1 + 15 — 2py3t2

- l1— P12 1 t2—pi3
+g | —— |+t —
(\/1—;0%2 Vl_P%z’,
Leos ! [ = Paz + P1ats + pista + lits

_ b1+ pr1o a1 ta+tpis
+tg | —= | +tg — 2 . (5.4)
(\/1—;0%2 vl_P%:a
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Ou Uy, Us, Uz sont définit comme suit:

(Ur, Uz, Us) < (X, PraX +4/1 = p1aY, pi3X +4/1 - P13Y2) )

tel que :

(n,n)w\@(o,o,l,l, Pas — P1aPis )
\/ /012\/1 913

et
X~N(0,1), X1lY, X 1Y,

Preuve. Nous avons :
U, Us
F (t o ) = P t, <t
b Z {|U1| Al 2}

= P{U, < tUy,Us < .Uy, Uy > 0}
—f-IP{UQ < —tlUl,Ug < _tQUl,Ul < 0} (55)

Calculons le premier terme de ’expression (5.5) nous obtenons :

P{UQ Ultl,U3 Ultg,Ul > 0}
= P{P12X+ \1- p1Y1 < Xt1, py3 + V31— pisYa < Xitg, X > O}

— P12 — P13
P —=X,YVo < ——==X, X>0 (5.6)
{ V13- Pl V1= P }
Maintenant, nous pouvons utiliser le lemme précédent avec

7 i pPra _ b2 — P13 i P23 — P12P13
1= y Vo = ) .
\/1—/012 vl_P%z& \/1_P%2\/1_P%3

1°)Le premier terme de ’équation (5.5), égale a :
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P{UQ tlUl,Ug t2U17U1 > O}

P23—P12P13 (t1—p12)(t2—p13)

1 -1 \/1 P%z\/l i3 \/1 P%z\/l 0%3

= — COS

47 \/1 (t1— P12) \/1 (to— p13
1=pi, 1-p3,
a1 = pro Lt pis
+1g7 <— +tg —= 215
\/m m
= L cos ' | — P23 — Pr2t1 — pPizle + ity
H \/1 +1] —2ppt \/1 + 12 — 2p;5to
- — P12 1 [ ta—pi3
+tg! 1 Pz +tg ty =iz ' -

2°) Le deuxiéme terme du (5.5) nous donne :

P{U; < t1 (=U1),Us < to (=Uy),—U; > 0}

= P{P12X+\/1_P%2Y1<X<_t1)aP13X+\/1_P13Y2 X (- X>0}

t t
— [p){yl<ﬂ(_)()’y2gﬂ(_ X>O}

_ 1 cos—1 [ — Pa3 T Prat1 + prgta + tits
dm V11 + 2055t/ 1+ 15+ 2pist

- l1+ p1a [ latpis
gt [ A2 ) gt T2 )L (5.8)
(\/1_,0%2 V1=l

Avec : , .
v, = — Nt P = Lﬂlg) prenons les équations (5.7), et (5.8) dans
(5.5) \/1—P12 V1—=pis

Le théoréme est démontré. m

Remarque 5.3.1 De la méme fagon nous pouvons aussi obtenir la fonction de

Uy U.
distribution jointe du vecteur (W, W) = (72,33) Soit F* la fonction de
1 Uy
distribution jointe du (Wi, Wy). Alors F* est définie par :
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\/1 +1] = 2ppt \/1 + 15+ 2py3t2

_ b1 — P12 1(t2—p13>}
+tan~! [ 2—2£ | 4 tan — .
<\/1_P%2> \/1_0%3
Preuve. Soit F** la fonction de distribution du vecteur (W7, W5)

on a par définition :

. . % Us
F (tl,tl,Z) = ]P)<U1 tl,Ul <t2)

= ]P){UQ NS tlUl,Ug t Ul,Ul > 0}

1 — prott — prsts + it
F* <t1,t2;z> — %{Cosl <_ P23 — P12l1 — Pigle T 1yl )

+P{U2 = tlUl,Ug = tQUl,Ul < O}
= QP{UQ <t Ul,Uggt U1,U1 >0}
Puisque
P{U; > t,U,Us = t,Uy, Uy < 0}
= P{U, > tlUlaUS = t2U1’_U1 >0}
— P12 — P13
=P —X Yo > ——X, X <0
{ V1 _p12 V1 _P13 }
= P{Yi/ 1(X)7}/é/ Q(X)7_X>0}
= P{K_71X20>YV2_’72X>O’_X>O}
_plhiomA B mX o v
Vit Vi +1
- P(vl/ov2 0,Vs > o):@(&’/l<o,x’/2<o,x’/3<o).
’ Y - X ’. Y - X 4 ’. ’. ’.
Avec Ty = =2 v, = 220 o et (3, V5, V3) A (0,1, 3
7i+1 Vi1 v
Par appliquons du lemme (4.1.1) on conclu que :
F* (t1,ts) = 1 cos—! [ — Paz — Prat1 — Pisty + ity
2m V11 = 2p1ti /1415 + 2pist

_ t1 — P12 _1<t2_l)13>}
+tan ! | ——= | + tan — ,
( 1_P%2> \/1_:0%3
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ou
vy = 11— Pro Y = la — P13
1 ) 2 .
1—,0%2 \/1—,0%3

|

Remarque 5.3.2 Un cas spéciale lorsque piy = p13 = 0 et pyg = p*, alors le
vecteur (W, W5) Suit la loi de Cauchy bivariée standard définie dans (5.1) cette
distribution o été discuté par exemple par [Fang, Kotz, et Ng (1990)]. Aussi on
peut vérifiée que la distribution jointe donnée en équation (5.4) dans le théoréme

se réduire a une distribution G définie par :

G (tla t27 p*)

1 1 p*+ tits 1 -1
= —{ cos — + tan t1) + tan t 5.9
27r{ ( 7 1+t§> (t1) (t2) ¢ (5.9)

Remarque 5.3.3 La différentiation de cette expression nous donne la fonction

densité conjointe f (t1,t1,p) définie en équation (5.2)

Remarque 5.3.4 1l est facille de montrer que :

F(tl,ch)
— 1 G tl_p1§7t2_l)1z;g
2 \/1 — P12 \/1 — P13

t t
+G( 1+p1§, 2+p12;9>}. (5.10)
\/1_P12 \/1_,013

ol
P23 — P12P13

0= P31 —
! \/1—10%2\/1_0%3

5.4 La probabilité quadrant de la loi normale
bivariée asymétrique
Rappelons que si (Us, Us) ~ N (0,0,1,1,p*) on a :

11
P{U, <0,U3 <0} = 1+ %sin_l (pas) (5.11)

avec pyy = Corr (Usy, Us)
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A T’aide des formules de trigonométrie des fonctions circulaires suivantes :

. ™ - - -
sin”! (py) = o 08 " (o) et cosTh (—pyy) =T — cos™! (p3)

On retrouve facilement la formule de 'equation (5.11) d’une autre maniére :

]P){U2<O,U3 <0} =

+

= o cos™! (—py3) (5.12)

De plus si (Zy,, Zx,) ~ BSN (A1, A2, pyy) voir la définition (4.2.2) on a la

représentation stochastique.

a Uy | + L etz Ao Uy | + =
T /s 1 - —7FV2 Ao — T /—/— 1 T
V14N V14N RVAEDY: V14 M

On utilisant le résultat précédent, nous obtenons la formule suivante dite formule

Zy, = Us.

de la probabilité quadrant de la loi normale asymetrique bivariée

P{Z)q < 07 Z)\2 < 0}

Uy Us;
= Po— <=M, 7= < =X =G (=1, = A; 0"

1 1 P+ Ao -1 -1
= — < cos — —tan " (M\y) —tan” " (A 5.13
27r{ ( \/1+)\%\/1+/\§> (A1) (A2) ¢ (5.13)

Car tan™! (—z) = — tan™" (z)

Remarque 5.4.1 Si \; = \y = 0, alors la formule de probabilité (5.13) devient
(5.12)
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