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Notations

(Q,F,P) Espace de probabilité.

(Q, F AFi}is0- P) Espace de probabilité filtreé.

Wy Mouvement Brownien.

EDS Equation différentielle stochastique

R Ensemble de controles relaxés.

Upa Ensemble de controles admissibles.

d (Uya) C’est 'ensemble {g € R:q = 0y;v € Upq}

A Un Borélien de R

J(.) La fonction de cott & minimiser.

q(t) Controle relaxeé.

7 Controle relaxé optimal

U Controle strict optimal.

dt — p.p. Presque partout par rapport la mesure dt.

P —p.s. Presque stirement pour la mesure de probabilité P
wd =, + 6 (q —p,) Controle perturbé

p(t) Processus adjoint

H (t, X¢,us, pt) Hamiltonien.

Oy La mesure de Dirac en x.

P* Le transposé de ®.

(,,.) Le produit scalaire dans R,

Podt La mésure produit de P avec la mesure de Lebesgue sur [0, 7]
Iy L’indicatrice de A est noté : I 4 (z) = { ('}” 5;;14
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fuayy = 3021 faiai V'Y

T

aff = Y ;f; € R est le produit scalaire dans R”
z—dl
LS = Z L;S; €R
i=1
d
ML =) MIL; €R"
i=1
d

Moy = Z (M;a)y; € R
i=1
d

MN =) MN; € Myxn(R)
=1
d
MLN =Y MLN; € Myxy (R)
=1

d
MLy =) MLiy; € Myxn(R)

=1



Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse au probléme de controle optimal stochastique qui
consiste & étudier les conditions nécessaires d’optimalité vérifiant par un controle strict
ou relaxé dans le cas d’un systéme différentiel gouverné par une équation différentielle
stochastique avec des coefficients controlés dans un demaine de controles n’est pas
necessairement convexe. D’aprés la méthode classique de Peng [36], le principe du
maximum stochastique a été donné par deux processus adjoints P (t) et @ (t) et in-
égalité variationnel. Par contre, Bahlali [5] a introduit une autre approche basée sur
la dérivée du premier ordre seulement malgré la diffusion est controlée. Cette nou-
velle approche permet d’établir un principe du maximum stochastique global pour les

problémes de controle strict et relaxé.

Mots — clés : Controle relaxé, Principe du maximum stochastique, Controle stricte,

Processus adjoint.



Abstract

In this work we consider a stochastic control problem where the set of strict control
is not necessarly convex, and the system are gouverned by a nonlinear stochastic diffe-
rential equation, in which the control enters both the drift and the diffusion coefficients.

The general stochastic maximum principle for strict controls established by Peng
[36] and its extension to the class of measure-valued processes developed by Bahlali,
Mezerdi and Djehich [3] have been both obtained by using the second-order expansion,
these two results are given with two adjoint processes and a variational inequality of
the second-order.

We stady also a new approach introduce by Bahlali [5] in order to establish ne-
cessary as wel as sufficient conditions of optimality in the form of global stochastic
maximum principle, for strict and relaxed controls without using the second-order

expansion.

Key Words : Relaxed control, Strict control, Necessary conditions, Stochastic

maximum principle, Adjoint process.



Introduction

Notre objectif dans ce travail est I’étude d’un probléme de controle stochastique
relaxé, c’est & dire les problémes pour lesquels la classe des controles admissibles est
constituée de processus a valeurs mesurées. Nous nous intéresons au probléme de
contrdle stochastiques qui consiste & minimiser une certainne fonction de cott J(.)
définie par : J (uy) = E{g (x(T)) + fOTh(t,:c(t) ,ut)dt} ot z (T) est une solution

d’une équation différentielle stochastique :

{ do (t) =b(t, 2 (t),u(t) dt + ot (t),u(t)) dBy,
z(0) = ¢,

On s’intéresse aux conditions necéssaires d’optimalité pour le controle srict et re-
laxé.Les divers aspects des processus de diffusion et des equations differentielles sto-
chastiques sont traités dans cet ouverage parmi lesquels : Kushner [29], Pham [34],
Karatzas-shreve [28], Yong [40]etFliming [19] .Le principe du maximum stochastique
global pour les controles stricts a été introduit par Peng [36] qui est basé sur la dé-
rivée de second ordre.D’autres versions du principe du maximum dans lesquelles le
coefficient de diffusion (o (¢, 2,u)) dépend explicitement du controle u ont été établies
par Bensoussan [8, 9], Elliot [14] etBahlali [1, 2, 3] .Dans le cas d’un systéme différentiel
gouverné par une équation différentielle stochastique dépend des controles admissibles
qui sont adaptés a une fitration plus petite que la filtration naturelle F; ( c’est a
dire systéme partiellement observable) a été abordé par Bensoussan [9] et Haussmann
[23,24,25] .Dans le cas ou les coefficients de 1’équation d’état ne sont pas reguliés
(c’est a dire ne sont pas différentiables) des resultats ont été obtenus par Mezerdi
[31], Hafayed et Mezerdi [26] en utilisant le gradient généralisé de Clarke. Dans les
cas des diffusions non dégénérées ont été étudiés par Bahlali, Mezerdi et Ouknine
[7] .Mathématiquement, il existe deux méthodes de résolutions majeures en controle
optimal, soit dans le cas déterministe ou stochastique, pour aborder les problémes
des controles stochastiques, le principe de la programmation dynamiques (principe de
Belmann) et le principe du maximum (principe de Pontryagin [35]).Les difficultés in-
hérentes au principe du maximum et au principe de la programmation dynamique ont

poussé plusieurs auteurs a développer d’autres approches Parmi celle ci on peut citer :

3
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Papproche par la théorie du potentiel et ’analyse convexe introduite par Bismit [11],
les techniques basées sur les inégalités variationnelles étudiées par Bensoussan [8,9] et
la méthode de Bahlali [5] pour établir un principe du maximum dans lesquelle le coef-
ficient de diffusion dépend explicitement du contrble avec un domaine decontrole n’est
pas nécessairement convexe. Cette nouvelle méthode a parmi de résoudre plusieurs
problémes de controles stochastiques en finances.La suite de ce travail est organisée de

la maniére suivante :
Chapitre-1

Dans le premier chapitre, on s’intéresse aux problémes des processus stochastiques,
Mouvement Brownien, Martingale et les solutions faibles et fortes des équations diffé-
rentielles stochastiques.

Nous commencons par présenter les résultats principaux des equations différen-
tielles stochastiques de fagon générale. On décrit briévement les processus stochas-
tiques, Mouvement Brownien, Martingale et les solutions faibles et fortes des équations

différentielles stochastiques.
Chapitre-2

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude du probléme des conditions nécessaires
et suffisantes d’optimalité selon la méthode de Peng [36], c’est le cas ou les coefficients
b(t,z,u) et o (t,x,u) sont controlés et le domaine de controle n’est pas nécessaire-
ment convexe. Pour cela, on suppose que la fonction cott J (u), ot u est un controle
admissible, est différentiable et admet un minimum en wu, qu’on appellera controle
optimal,

J(u) =min{J (v),v €U},

puis on perturbe le controle u sur un interval de longueur 6 ot on obtient un controle
ug.qu’on appellera perturbation forte de u.L’intérét de la perturbation du controle op-
timal u est d’introduire un controle uy (t) pour lequel nous pourrons dériver la fonction
J (ug) .Les conditions nécessaires vérifiées par le controle u s’appellerons conditions né-
cessaires d’optimalité. L’obtention des ces conditions nécessaires d’optimalité est basée
sur la dérivation de J (ug) au point § = 0 et le fait que le controle u est optimal.Le
résultat obtenu dans ce chapitre est un processus adjoint de deuxieéme ordre et une

inégalité entre Hamiltoniens.
Chapitre-3

Le troisiéme chapitre contient la contribution essentielle de ce travail, on étudie les

conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités pour les controles relaxés et sricts.Ces
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resultats concernant les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités établies selon
la méthode de Bahlali [5]. On sait que les resulats classique sur le principe du maximum
stochastique reposent en grande partie sur la dérivée de second-ordre. Par contre,
par 'approche de Bahlali [5] en utilisant seulement la dérivée du premier ordre.Cette
nouvelle approche introduit par Bahlali [5] permet d’établir un principe du maximum

stochastique global pour les problémes de controle strict et relaxé.



Chapitre 1

Equations différentielles

stochastiques

1.1 Introduction

Les équations différentielles stochastiques constituent une généralisation des équa-
tions différentielles ordinaires. celles ci ont été introduites pour la premiére fois en 1946
par K.Ito pour étudier les trajectoires de processus de diffusions.Cette notion a été trai-
tée de maniere profonde en relation avec la théorie des semi-martingales.Les équations
différentielles stochastiques a une grande importance sur tout dans les domaines des
sciences de l'ingénieur (filtrage des processus, controle optimal, mathématique finan-
ciere etc ... .) ont été réalisées en utilisant ce genre d’equations. Il existe une multitude
d’ouvrages et d’articles traitant ces équations (voir par exemple Ikeda-Watnabe[27],
Oksendal [32] etc...).Les équations différentielles stochastiques constituent un modele
de diffusions en milieu non homogeéne. Soit x; la position d’une particule assez petite
en suspension dans un liquide & l'instant ¢.Si on néglige l'inertie de la particule, on
peut admetre que le déplacement de la particule est résultante de deux composantes,
d’une part un déplacement centré du a la vitesse macroscopique du liquide, d’autre
part des fluctuations provoquées par I'agitation thérmique des modeéles du liquide.Soit
b(t,x,u) la vitesse macroscopique du liquide au point z & l'instant . On supposera
que la composante fluctuative dépend du temps; de la position z et de la durée At

pendant la quelle est envisagée déplacement alors :

Topar — T =0 (8, 1) At + & 4 ap

avec

E (ft,z,At) =0.
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Si on suppose que
§t,a:,At =0 (t;x4) ft;Aty

ot o (t; ;) désigne les propriétés du milieu &, o, 'accroissement en milieu homogene
§i.at = Brat — By,
avec B; un mouvment Brownien alors,
Tepar — T =b(t,x) At + o (t;21) (Brar — By) -
En passant aux différentiables, on obtient
dxy = b(t,z)dt + o (t;x¢) dBy,
{ xg = &.

La formulation intégrale nous donne :

t t
xt:§+/ b(saxs)ds‘i’/ o (s;xs)dBs.
0 0

Comme B = (Bt)te[o 7) est un processus dont les trajectoires sont P — p.s., & variation
infinie, fot o (s;x5) dBs ne peut pas étre considéré comme une intégrale de Lebesgue.Par
conséquent cette équation ne peut pas étre intéprétée comme une équation différentielle

ordinaire Cette intégrale fot o (s;xs) dBs appelé intégrale stochastique d’Ito6.

1.2 Processus stochastiques

La notion de processus stochastique modélise les phénomeénes naturels ot des ex-
périences dont I’évolution au cours du temps dépend du hasard.C’est I’équivalent de la
notion de variable aléatoire pour les problémes & temps fixé.Un traitement complet de
la théorie générale des processus est donné dans (Dellacherie-Meyer [13]), Ghikhman-
Skorokhod [38]).Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, T un ensemle d’indices(qui
peut étre (N, Z, R) ou une partie de R) et (F, &) est un espace mesurable.

Définition 1.2.1 On appelle processus stochastique definit sur ((2,F,P)) admettant
T comme ensemble d’indices et (E. £)comme espace d’etats, toute famille du variables
aleatoires (X4t € T). Pour tout w € Q Uapplication t € [0,T] — Xi(w) est appelée

trajectoire (ot realisation) du processus X correspondant & w.

Remarque 1.2.2 On peut regarder le processus X comme une variable aléatoire a

valeurs dans lepace des trajectoires. C’est-a-dire 'application

X:(Q,F,P) — ET,
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definie par
X(w) = (Xe(w)it € T),

ot ET designe l’ensemble des applications de T dans E.

1.2.1 Processus mesurable, adapté, progressivement mesurable

On supose que T = R4, (2, F) un espace mesurable :

1) un processus X = (Xy) est dit mesurable si 'application

tE]R+
X :Rt xQ,B(R") x F — (E,§),

(tw) = X (w) = X (Hw),
est mesurable.
2) Soit (ft)
filtration (F;)

v.a

une filtration de F, un processus X = (X;) ,est dit adapté a la

teR teER

ren si les variables aléatoires sont F; mesurables pour chaque t € RT la
+

X 1 (QF) — (E.£) est Fy mesurable
C’est-a-dire :
VB €& X, (B) € F.

1 est clair que (X;) +est adapté par rapport & sa filtration naturelle

teR

Fi=0(Xss<t).

3) (X4)

i, €St progressivement mesurable si

([0;t] x Q,B[0,t] ® Ft) — X; (w) = X (t;w ) est mésurable..

Modifications, indistingabilité des processus.
1) Deux processus (X;),. r, €t (Y1),c r, définis sur le méme espace de probabilité
(Q, F,P) sont dit modification I'un de I'autre si :

P(weN: Xy (w) =Y, (w)) =1;Vt € RT.
C’est a dire :
Vvt e RT, Xy (w) =Yy (w) P — ps.

vteRt et (Yt)
(Q, F, P) sont dit indistingables s’il existe un ensemble N — P-negligeable tel que :

2) Deux processus (X}) définit sur le méme espace de probabilité

vteRt

P(w¢ N : Xy (w) =Y (w),Vt € RY) =1.

C’est & dire
Vw ¢ N = Xy (w) =Y; (w), ¥t € RT;P —p.s.

et Y ont les mémes trajectoires sauf peut-étre sur un ensemble négligeable.
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1.3 Filtration

Une filtration sur (£, F, P) est.une famille croissante F = (F; ),.rde sous tribus
deF
Fs CF CF,

pour tout 0 < s < ¢ dans T.La filtration F; s’interpréte comme I’information connue
a la date t, et elle augmente avec le temps. On pose Fj, = o (UgerF:) la plus petite o

sous tribu contenant tous les F; Vi € T.
Exemple 1.3.1 (Canonique de filtration) est le suivant :

Si X = (Xi),cr est un prcessus stochastique la filtration naturelle (ou canonique)
de X; est FtX =0 (X0 < s <ttel quete T).la plus petite o sous tribu parrapport

a la quelleX; est mesurable pour tout 0 < s < t.

Remarque 1.3.2 On dit q'une filtration F = (F; ),cpsatisfait les conditions habi-

tuelles si elle est continue a droite c’est-a-dire :
Fi = Ne<trs V¥t € T.

Et si elle est compléte c’est-a-dire : Fo contient les ensembles négligeables.

1.4 Mouvement Brownien

un mouvement Brownien standard est processus aléatoire a temps continu (B, t € R™)

tel que :

1)
By =0 p.s.

2) Pour tout 0 < s < t; dans T,
lracroissement Bi-B; est indépendant de o (By,u < s),.

et suit une loi gaussienne centrée de variance(t — s) .
3).

(By) est atrajectoire continue.

Un mouvement Brownien vectoriel
Un mouvement Brownien vectoriel (d-dimensionnel), sur [0,7] ou R, est un pro-
cessus continu & valeur dans R?

By),.m = (31,32,...,Bd)
( t)te’]r t t t teT
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tel que :
i)
By =0.
i)
Pour tout 0 <'s <'t, dans T, l/acroissement B,— B, est indépendantde o (By,u < s),.

et suit une loi gaussienne centrée de matrice de variance convariance (t — s) Id, ou Id
est la matice d 'unité d x d.Les coordonnées (Bf)teT, 1 =1, ...d.un mouvement Brow-
nien vectoriel sont des mouvements Browniens réels est idépendant .Réciproquement
des mouvements Browniens reels et indépendants engendrés un mouvement Brownien

vectoriel.

1.4.1 Construction par série de fourier

Soit t € [0,7], on pose :

V8 X sin (nt)
Bt = ngl n <n7 :

ot ((,,) est une suite de varaibles iid «~ N (0, 1) .Alors B; est une variable gaussienne

,car c’est une somme de variables gaussiennes iid
E(By) =0,

et

On peut également vérifier que le processus B; ainsi défini & toutes les propriétés d’'un

mouvement Brownien standard

0B, V8 <= 9 cos (nt)
ot T ot

La variable 28t est donc une variable gaussienne, car c’est une somme de variables
ot ’

9B:\*
ot

gaussiennes.

E

= 00,
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il est donc une contradiction, car une variable gaussienne ne peut avoir une variance

infinie.En conclusion la variable % n’est pas bien définie, t — B; est continue n’est

pas dérivable.

1.5 Martingale

Soit (Q,]—' , {ft}tZO,IF’) un espace de probabilité filtré. On appelle un processus

M, adapté a F; est une martingale si est seulement si :
i)
E (|M]) < oo, Vt >0

et

E (M, | Fs) = Msp.s, VYt > 0.

On définit de maniére similaire une sous-martingale et une sur-martingale au temps

continu avec les correspondantes
i)
E (|My]) < o0, Vt >0,
et
ii)
E (M, | Fs) < My p.s, ¥t > 0.

Lemme 1.5.1 Le mouvement Brownien standard (Bi),cp+ est une martingale par

rapport a sa filtration naturelle (F)ycp+ -

Preuve. (i) Par cauchy -Schartz,on a :

E(|Bi|) < +/E (|Bt|2> = Vi< oo

B (B.| ) = B (B, ~ B, + B, | FY)

(i) VO < s < ton a:

E(B; | FP) =E (B - B, | F?) + E (B, | )
=0+ Bs.

Les processus suivants sont des martingales par rapport a (]:f ) ]
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Exemple 1.5.2 1).
M; =B} —t vt >0

2)
t
Ny = exp <Bt — 2) p.s,Vt >0

Théoréme 1.5.3 (théoréme de Lévy).

Soit (X;) un processus a trajectoire continue adapté a une filtration (F;) et tel
que :

(i) X} est une martingale par rapport a F;.
(ii) X2 — t est une martingale par rapport a F;.

Alors X; est un mouvement Brownien standard.On cherche maintenant a définir la

variable aléatoire fot f(s)dBs quand {f (s),s > 0} est un processus stochastique.

1.6 Intégrale stochastique

Soit (€2, F,P)un espace de probabilité F = (F;),crune filtration de F satisfaisant

les conditions habituelles et B = (B;),.pmouvements Browniens.

Définition 1.6.1 Un processus stochastiqueX = (Xy),., est dit simple si il existe une

teT

subdivision 0 = tg <t <ty < .. <t, =T, de l'interval [0;T] et une famille ((;);>q

de variables aléatoires avec

supE(|¢;]) < ¢ < oo, telle que (;est Fy, meurable Vi > 0 :
i

n—1
Xi = Colqoy (t) + Z Cility, tipa[ (F)-
i=0

l:sixe A,
Ou 14 désigne lindicatrice de l'enssemble A,c’est-a -dire : 14 (t) = { ) x
—1: sinon.

Remarque 1.6.2 L’ensemble des processus simples sera noté St.

Définition 1.6.3 Un processus stochastique X = (X3),., progressivement mesurable

est dit de classe Mt si

T
E[/ det<oo].
0
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T
Mp = {X = (X¢),crprogressivement mesurables [ [/ X2dt < oo} } .
0

C’est -a-dire : My est 'ensemble des processus progressivement mesurables de carré

intégrable.

Définition 1.6.4 Un processus stochastiqueX = (X;),., progressivement mesurable

est dit de classe Pp si :

T
IP{/ det<oo}:1.
0

T
Pr= {X = (Xt)teqrprogressivement mésurables : P {/ det < oo} = 1} .
0

C’est -a-dire : Pr est I’ensemble des processus progressivement mésurables de carré

presque surement intégrable.

Lemme 1.6.5
ST C MT C PT.

Dans ce qui suit ,on va constuire et donner les propriétés des intégrales stochastiques
par rapport au mouvement Brownien B = (By),cq du type I (X) = fg X,dBg, pour des
processus appartenant succéssivement a S, My et Pp. Mais avant remarquons qu’on
ne peut pas définir les intégrales de ce type comme intégrales de Lebesque -Stieljes
puisque les trajéctoires du mouvement Brownien sont & variation infinie.Seulement les
trajectoires du mouvement Brownien contiennent toute les propriétés qui en un certain

sens sont l’analogue de la finitude de la variation.

1.6.1 Cas de processus simple

Soit X = (X;)

stochastique deX par rapport au mouvement Brownien B = (B;),.r comme suit :

+er i processus stochastique simple, on difinit formellement intégrale

n—1
I<t) = Z Cj(Btj+1 - Btj) + Cn(Bt - Btk)‘

7=0
t

It) = / X,dB;.
0
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dBs

t n—1
I(t) = /0 [Col{o} (s) + Zcz’l[ti, tiea] (8)
i=0

t n—1 t
= A COl{O} (S) dBS+ZCZA 1[ti, ti+1[(8) st
=0

n—1
= GoBo+ Z G (Bt¢+1 - Bti) + Cn(Bt - Btk)‘
i=0
Puisque
P((=0)=1.

On conclut, et en vérifiant que pour tout ¢ #£ j :

E {5(tl)(3t - Bti)é(tj)(Btﬂq - Btj)} =0.

141

De plus, .
E[(I(t)]=0et Var(I(t) =E [/0 ((5(3))2 ds} .

Dans se qui suit, on se donne les propriétés fondamentaux de 'intégrale stochastique,

concernant le linéarité et la propriété de Martingale

Lemme 1.6.6 1)
t > 0,I(t)est Fr mesurable.

2) linearité :Soient 1(t) et J(t) deux intégrales stochastiques donnés par :

I(t) = /0 5(s)dBs et J(t) = /0 &(s)dBs.

Alors on obtient le resultat suivant :

1(t) £ J(t) = /0 (6(s) % 6(s)) dB,

et .
() = / 08(s)dB,.
0
3)
(1(t));>o est une martinguale.
et

E </0t5(s)st>2 =E(I*(t) =E </OT 52(s)ds) :
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Preuve. 3) 0 < s < t.On traite le cas ou s € [t;,t;41] et t € [tg, tx+1[ tel que
ti+1 < .

-1

I(t) = Z 6(tj)(Btj+1 - Btj) + 6(tl)(Btz+1 - Btl)'
=0

k—1
+ Z 6(tj)(Btj+1 - Btj) + 5(tk)(Bt - Btk)’
J=l+1

-1
E(I(t) | fs) =E Z {6(tj)(Btj+1 - Btj) + 5(tl)(Btz+1 - Btz)} | Fs
5=0

k—1
+E Z {6(tj)(Btj+1 - Btj) + 5(tk>(Bt - Btk)} ’ fs
j=l+1

= I(s)+0.
Puisque
(Btiys — Biiy) » (Btyys — Biyys) s - (Bt — By, ) sont independants de F,
et le fait que le mouvement Brownien (Bt)tzo est une martinguale, on en déduit que

(I(t)) est martinguale.4) On pose t = ty, il vient

k—

I(t) = 6(t;)(By,,, — By,),

0

[y

<

notons par Dj = By, , — By; puis on prend le carré de I (t) on trouve :

k—1 2
12(t) = 5(tj)(Btj+1 - Btj)
j=0
k—1 k—1
= 52(t3)(3t1+1 Btg)2 + 2 Z 6(t;)0(ti)D;.D;
7=0 1<j
k—1 k—1
E(12t) =B [ Y (6(t)(Bi,., — By))” +2> 6(t;)8(t:)D;.D; | F,
j=0 i<j
k—1
=Y B[(#*t)) E((By. - B,)* | 7, )]
j=0
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=E </OT 52(t)ds)

Finalement on obtient le lemme. ®m

1.7 Cas de processus général

L’ensemble des processus simples St est dense dans Myp.Soient 7' > 0 et § un

processus tel que : [ et d sont Fi-adapté.De plus,

T
E (/ 52(t)dt> < 00, VT > 0,
0

Théoréme 1.7.1 Il existe une suite de processus étagées &, tel que :

T
0 n— 00 T

n—oo

On définit Vintegrale fo s)dBs par la limite suivante dans L* (Q,[0,T7]).

lim 5 s)dBs —/5

n—oo

Preuve. Il faut montrer que la limite existe,Soit (m;n) assez grand :

var (I () — (/ 5 (u) dB, )2.

D’aprés lisométrie d’It6 on a :

Var (I, (t) — I, (1)) = B /0 (G (1) — G (u))? du

Var (I, () — I (t)) < 2{1@/0 (6 (u) — 6 (u))? du +E/O (6 () = 6 (u))? s
< o0

I, (t) est une suite de cauchy dans IL.? (9, [0,T]) donc converge dans L2 (2, [0,T]) vers

une limite unique I (t) qui sera notée fo s)dBs. m

Lemme 1.7.2 1) I (t) est Fi-mesurable, ce qui implique que :
t
I(t) = lim dn(s)dBs

n—oo 0

/6 )dBs ;(t) /qﬁ

2) linearité :
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I(t) £ 4(t) = / (6(s) = ¢(s)) dB,

et .
CI(t) = / ¢5(s)dB,
0
3)
(1(t));>o est une martinguale.
4) t
t H/ d(s)dBs est continue
0
5)

E (/Oté(s)st )2 =E(I*(t) =E </OT 6%(s)ds > .

Exemple 1.7.3 Calculer ng(s)st

B(0):si0<s<Z
B(Y):sit<ss?,

On pose
()
B.=B|—-t],
n
on obtient,
¢ n—1
/ B(s)dBs = lim > By (Bgs1 — By)
de plus,
1 n—1 1 n—1 n—1 1 n—1
2 _ 2 2
3 (Br+1— B)” = B (Br41)” — ZB’fHBk T3 Z (Br)
k=0 k=0 k=0 k=0
1 n—1 1 n—1
3 > (Bey1—Bp)? = 533 — > Bi(Bip1 — By)
k=0 k=0
n—1 1 1 n—1
2
By, (Bgy1 — By) = 532 —5 > (Bis1 — By)

k=0 k=0
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Par le passage a la limite on trouve

n—1 n—1

1 1 .
> Bi(Bey1—Bi) = 532 (t) — 5 lim > (Brs1 — Bi)’?
k=0 k=0
1 1
= —B*(t) - =t.
2 ®) 2

Ceci est d’aprés la variation quadratique.

1.8 Formule d’Ito

1.8.1 Premiére formule d’Ito6

Soit B un mouvement brownien sur (Q;F;F; P) et f : R — R de classeC? et

bornée. Alors :
Lo 1 t ”
FB)=FO)+ [ £ BB+ [ f (B ds
0 0

Calculer fg B(s)dB;s tel que :
f(z) =a?

t ¢
B? :0+2/ B(s)st+/ ds
0 0
Ce qui donne, d’aprés l'intégration

1

t
1
/ B(s)dBs; = —B? — _t.
0 2 2

Deuxiéme formule d’It6

Soit f une fonction définie sur R, x R de class C'?on a :

FB) = £0.80 + [ 5B B+ [ 7 6B s+ [ B ds

Formule d’intégration par partie

X () = xo—i-/of(s)st—i-/Og(s)ds,
Y(t) = 3/0+/0h(3)st+/0k(s)ds,

avec f ,g ,h ,k € IL?OC deux processus d’Ito réel. D’aprés la formule d’ It6 vectorielle

X (@)Y (1) =X ()Y (¢)

AX ()Y (£) = X (£)dY (t) + Y (£)dX (£) + d (X (£);Y (£))
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et on obtient la formule d’intégration par parties suivante :

t

XY () = X(O)Y(O)—I—/OX(s)dY(s)—i—/OY(s)dX(s)

—i—/o g (s)k(s)ds.

Exemple 1.8.1 Soient By et By deuxr mouvements Browniens independants seule-

ment auzx temps t

t t
B1 (t) BQ (t) = / Bl (8) dB2 (8) + / Bl (S) dBQ (S) .
0 0
Solutions faibles, fortes des équations différentielles stochastiques

Soit (§2; F; P; (7)) un espace probabilité muni d’une filtration. Soit & = (z¢),c(0 1y
un processus stochastique continu a valeurs dans R", B = (Bt)te[o,T} un mouvment

Brownien de d-dimensionnel

b : [0,7] x R" — R",
o : [0,T] xR" = M,xq(R),
deux fonctions Boreliennes.Soit ¢ une variable aléatoire Fy mesurable indépendante

de B telle que :
E([¢[P) < 00, ¥p > 1.

Soit I’équation différentialle stochastique suivante :

{ dry =b(t,z)dt + o (t; ) dBy, (1.1)

$O:€7

vérifiant les conditions suivantes :

Plzg=¢) =1, (1.2)
t 2 s L S oo =
P</O b (s, 24)| + 02 (s;25) ds < ) 1, (1.3)

=&+ /Otb(s,xs) ds + /Ota (s;xs) dBs, (1.4)

Définition 1.8.2 On dit que l’équation (1.1) admet une solution forte (trajectorielle)
st pour chaque espace de probabilité muni d’une filtration (;F; P;(Ft)) pour tout
mouvment brownien B = (By)c(oq) il existe un processus & = (xt)yeo ) continu tel

que les conditions (1.2), (1.3) et (1.4) sont vérifiées. Quand on parle de solution au sens
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fort, on sous -entend que sont déja donnés un espace probabilité muni d’une filtration
(€ F; P; (Ft)) et un mouvment Brownien B = (By),co 1) -5t de plus Fy = FPB alors le

processus T = (T¢),op est Fi—adapté et on a
Frcrp.

Définition 1.8.3 On dit que l’équation (1.1) admet une sulution faible (en loi).Si on
peut trouver un espace probabilité muni d’une filtration (0, F,P; Fy), un mouvment
brownien B = (Bt)yco 1) €t un processus X = (X¢),ep continu tels que les conditions
(1.2);(1.3);(1.4) soient vérifiées. Quand on parle de solution faible est la colléction des
objets (Q, F, P; (F:),B,X) dans beaucoup de cas, ot la solution faible éxiste, on a
Fi = .7-"tX et par conséquent B = (Bt)te[O,T] relativement o Fz. C’est pour quoi dans le
cas des solutions faible on a :

FPcFr.

Remarque 1.8.4 Les solutions faibles ne sont pas mesurables parraport a .7-"tB et c’est

ce qui différencie les solutions faibles des solutions fortes.

Définition 1.8.5 On dit que l’équation (1.1) admet une solution forte unique si pour

deuz solutions fortes x = (xt)te[O,T} ety = (yt)te[o,T] on a

P( sup |z, —wy| >0 =0,
te[0,7

P(zy =y;Vt € 0,7]) = 1.

c’est-a-dire :

Définition 1.8.6 On dit que [’équation (1.1) admet une solution faible (en loi).Si
pour deuzx solutions (Q,F,P,F, B; X) et (ﬁ, P, F, (.Tt) ,E,Y) il y a coincide des
distributions des processus X et X.C’est-a-dire : pour A € B (]Rd) on a :

PweQ: X(w)eA)=PweQ:X ) ecA).
dX; = f(Xt) dt—l—g(Xt) dB; et Xo= xo. (15)

Définition 1.8.7 Une solution faible de l’equation (1.5) est un processus continu X

tel que les processus My et Ny définis respéctivement par :

t
Mt:Xt—$0—/ f(XS)dS
0

t
Nt:Mf—/ g* (Xs)ds ,
0
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sont des martingales. Le mouvement Brownien standard (By) a disparu de la définition
de solution faible. Ainsin une solution faible d’une EDS est une solution en en loi mais

plus du tout une solution (trajectorielle) de l’équation (1.5) .

Proposition 1.8.8 Supposons f, g continues ,g bornée et supposons encore que l’equa-

tion (1.5) admet une solution forteX; alors X; est une solution faible de (1.5)

Preuve. g est bornée, il est clair que;

t t
Mt:Xt—XU—/O f(Xs)ds:/Og(XS)dBS

est une martingale continue de carré intégrable .De plus la variation quadratique de

(M;) est donné par :
t
) = [ g () s,
0
donc le processus (V;) défini par :
t
Nt_ME—/ 9% (X,)ds ,
0
est une martingale. m

Remarque 1.8.9 Une EDS peut admettre une solution faible, mais pas de solution
forte,il existe donc plus souvent une solution faible q’un solution forte.La question de
l'unicité de la solution faible est par contre plus délicate, il faut préciser ce qu’on entend

par (unique)
Exemple 1.8.10 (La solution faible de L’EDS)
1) On consideére 'équation différentielle stochastique suivante :
dX; = aXydt + /XdB; et Xo= o,

est un processus (X;) tel que les processus (M;),, (N¢), définis par :
t t
M; = Xy — a/ Xds et Ny = M? — / X2ds,
0 0

sont des martingales.
2) (Equation de Detanaka)

On considére I’équation différentielle stochastique suivante :

dzy = sgn (xs) dBs, Xo= xo (E7)
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l:siz>0
telle que la fonction sgn (.) est définie par : sgn (x) = ~ 77 Alors, cette
—1l:siz<0.
derniére équation (E7) posséde une solution faible, mais elle n’admet pas de solution
forte.

t
Xt—OthetXf—/ 1ds),
0

sont martingales.Par la théoréme de Levy la solution faible de l'equation (Fj) est
nécéssairement un mouvment Brownien standard, mais qui n’est pas le mouvment
Brownien standard (By) , on ne peut pas remplacer X; par B; dans I’équation (E1).Soit
(Q,F, P) un espace de probabilité sur lequel on peut défini un mouvment Brownien
X et F = FX, la filtration propre de X par le méme raisonement que ci-dessus le

processus B difinit par :
t
B (t) = / sgn (135) dXs,
0

est encore un mouvment Brownien par différentiation :
dB (t) = sgn (z;) dX,

et puisque
1
sgn (z)
On vait donc de construire une solution faible. Avec les notations précédentes le (Q2, F, P; Ft, — X )est

= sgn (z).

une autre solution faible de (E7) ne peut pas étre solution forte.Ce qui implique que

B (t) est mésurable parapport
A =0 (lz(s)l5s <1).

Si X était solution forte, alors

FX c P c 7Y,
est une contradiction car le signe du Brownien X est une variable aléatoire qui contient
beaucoup d’information .Les solutions faibles ne sont pas mesurables par raport a
FP et cest cequi différencie les solutions faibles des solutions fortes.Les théorémes
fondamentaux de Yamada- Watnabe nous dennons la relation entre les solutions faible

et fortes. Ceci est données par le théoréme suivant :

Théoréme 1.8.11 1) L’unicité forte implique l'unicité faible.

2) L’exictence faible et l'unicité forte implique 'exictence forte.

Exemple 1.8.12 (Detanaka) On considére ['équation différentielle stochastique sui-
vante :
dxy = sgn (xs) dBs, (E2)
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telle que la fonction sgn (.) est définie par :

1:s02 >0,
sgn (@) = —1:s5i2<0

Alors, cette derniére équation (E2) posséde une solution faible unique en loi mais elle
n‘admet pas de solution forte.En déduit de ce qui précedent, que toute solution de
léquation (E2) est nécéssairement un mouvment Brownien.Il suffit de prouver que le
processus Z (t) définie par :

Z () = exp <)\x (t) — A;t) ,

est une martingale pour toute x (t) solution de (E2) et VA € C ou R. Alors

_A2<t—s>>

Z(t) = 7 (s)exp (A @(t) () -

Puisque le processus exp ()\ (x(t) —z(s)) — w> est indépendant de FX et suit la
loi N (0;t — s) de sorte que

2

= Z(5)E [exp (/\ (z(t) - (s)) — m“”)] .

2
2(t—s
= Z(s)exp (“2;)> E {exp [\ (@ (1) — 2 ()]}

B(Z0)17) = B2 (Ae -2 - ) 1 2)),

Et comme on a x (t) — x (s) est processus gaussien centré de variance t — s. De plus :

pour toute suite croissante (tj; j < n) positive et toute suite (\j; j < n):

i (pz (o ) = o (10 - A(t_;)]) — <Z “t_;))

Ce qui implique
A2 (t— A (t—
E(Z(t)|FY) = Z(s)exp (—(8)> exp (+(28)> ;
= Z(s).
En déduit que Z (t) est une FX —martingale.D ot le resultat.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité sur lequel on peut défini un mouvment
Brownien X et F = FX, la filtration propre de X par le méme raisonement que

ci-dessus le processus B difinit par :
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est encore un mouvment Brownien par différentiation
dB (t) = sgn (z) dX;

et puisque
1
sgn (z)

On vait donc de construire une solution faible. Avec les notations précédentes le (2, F, P; Fy, By, — X)

= sgn (x).

est une autre solution faible de (E7) ne peut pas étre solution forte. Ce qui implique

que B (t) est mesurable par rapport

| X

Fol=o(z(s)lis <t).

Si X était solution forte, alors :

FcFP c 7Y,

est une contradiction car le signe du Brownien X est une variable aléatoire qui contient

beaucoup d’information .

1.9 Existence et unicité

Le probléme est, comme Les équations différentielles stochastiques constituent une
généralisation des équations différentielles ordinaires équation différentielle ordinaire,
de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients b et o, I’équation différen-

tielle a une unique solution. On suppose que
b (t:2) = b (& y)* + o (t2) — o (Y <kle -y (1.6)
)P +lo (6 2) <k (1+ o) (1.7)
Maintenant, on se donne ci-dessous le théoréme d’existence et unicité du a K.Ito

Théoréme 1.9.1 Si les coefficients b et ovérifient les conditions (1.6) et (1.7). Alors
léquation (1.1) admet une solution forte unique X = (Xy),cio. 1) -(Ft) adapté et conti-

nue avec condition initiale Xo = £ de plus cette solution est markovienne et vérifie

E| sup \Xt]P < M,¥p > 1.
t€[0,T]

ot M est une constante qui dépend de k;p;T et €.

Remarque 1.9.2 La condition de lipshitzienne (1.6) nous assure l’existence et I’ uni-

cité de la solution de l’équation (1.1)
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2
dzy _ 9.3 - si
{ dt_g;t,etwt:{().swga,

(t—a)®:sit>a.

»

b(z;) = 3z} n’est pas lipshitzienne car la dérivée n’est pas bornnée n’est pas

dérivable au poins zg = 0.

Remarque 1.9.3 La condition de croissance (1.7) nous assure la explosition de la
solution et si on n’a pas cette condition [’équation (1.1) admettra une solution unique

mais seulement jusqu’au temps d’explosition.

Exemple 1.9.4 On considere l’équation différentielle suivante :

dl‘t
E = .'L'?, Tro = 1.
C’est-a-dire b(z) = 22, 0 = 0, sont lipchitzienne donc, il existe une solution unique
donnée par :
1
rnp=——:0<t<1
t 1—¢ v =4
car

lim x; = +o0.

t—1

La preuve du théoréme d’existence et unicité est basé sur les deux lemmes suivants :

Lemme 1.9.5 Lemme de Gronwall

Soit f une fonction intégrable et non négative définie pour t > 0 et vérifiant

f(t)§6+c/f(s)ds-

0

ol ¢ est une constante positive. Alors on a :

¢
f@) < B/ exp(cs)ds.
0
Inégalité de Bulkholder-Davis-Gundy
t 2 t
E |sup /O’(S,Xs)st < CE /O’(S,XS)|2dS
t<T
~ 1o 0

ot C est constante positive.
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Preuve. 1) Unicité
Soient X = (Xt),cp et Y = (¥3),cp deux solutions (1.1) tel queXo = Yy = £. On
appliquant I'inégalité :
(a+b)? < 2a% + 202,

et en utilisant les formules de X; et Y; on obtient :

2

t
X, —Y)* < 2/b(s,X5)—b(s,Y;)ds
0

2
+2

)

t
/ o (s;Xs) —o(s;Ys)dBs
0

)

t
/ o (s;Xs) — o (s;Ys)dBg
0

passant & l'espérence mathématique on obtient :

E<|Xt_Yt|2) < 9B <'/tb(s,Xs)—b(s,Y;)ds
0

18 ( ) |

Par les inégalités de Cauchy-Schawrtz et Buckholders-Davis-Gundy on obtient :
t
</g(s) dBS> :/ g (s)ds.
0 T 0

t
E(1X - < 2TE/ b (s, Xs) = b(s,Ys)[* ds
0

t
+2E/ o (5; X)) — o (s;Y3)|? ds.
0
En appliquant la condition de lipschitzienne (1.5) on obtient :
t
E (\Xt - Yt|2) < c/ E|X, — Y,|® ds.
0

ou ¢ = max (2T'k; 2k) .En appliquant 'inégalité de Tchébychef on obtient

X0~ YiP)

v 9>0;(P|Xt—n|2>0)gE<9=0

Donc pour tout ensemble D dénombrable partout dense dans [0;7] on a

P sup [X;,—Y)?>0]| =0
te[0;T

enfin le processusX et Y sont continues. On conclut que

P (sup|Xt — Y > 0> =0
teT
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Ce qui prouve l'unicité forte de la solution.
2) Existence : On montre I'éxistence d’une solution forte en étilisant la méthode

des approximation ssuccéssuves et pour cela on pose
t t
X7 :g+/ b(s, X7 ds+/ o (s; X071 dBs. (1.8)
0 0
On pose
t t
th+1 - X' = / b(s,X)—b (s,Xg_l) ds —I—/ o(s; X)) —o (s; Xf_l) dBs
0 0
En utilisant la méme téchnique que pour 'unicité on obtient
n+1 n|2 ! n n—1|2
E(|xp - xp") <e | EB|xp—xp7
0
ou ¢ = max (2T'k; 2k)D’apreés (1.6) on a
B(|x} - x7*) <27 (1+B (]X7]")),

puisque

2
+2E

2
B(|x} - x7") < 2B

t t
/ b(s, X)) ds / o (s;X?) dw,
0 0

t 4
< 2TE/ \b(s,Xg’)|2ds+2E/ o (s; X0)” ds
0 0
t t
< 2Tk/ (1+E\(X§)\2>ds+2k/ (1+B[(x)[*) ds
0 0
< @rk+2k) (1+B|(X0)]*) T
< 27 (1+B|(X9)]*).

B(|x} - x7|") < mT
tel que M = 2¢ (1 +E } (Xg) ‘2) .Par récurence sur n il résulte que

(MT)"

n n2
(=) < ey

et démontré que

(MT)TL+2
- (n+2)!

t t M n+1 MT n+2
c/ E(’X;L"'I—X;L‘Q) dsgc/ ﬁds:c%

E (‘XZ’H-? _ Xf“f)

IN
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on obtient alors,

1
E(IX - x2P)° = 11X - Xl

m—1

- Sl ],
o L2()

1

00 (MT)k‘Jrl 2

< > ((k+1)| —0 )
k=n

Lorsque n — oo on obtient E (|Xtm - X,?|2) ? 5 0. alors on trouve

1

Lo (\X{” . X;ly?)E ~0 (1.9)

Donc X' est une suite de Cauchy dans L2 (f2) et par conséquant elle est conver-
gente.Notons X; sa limite, c’est-a-dire :
lim X' — X;.

n—oo

Maintenant, le processus X;* définit par :

t t
X =&+ / b(s, X 1) ds+ / o (s; X271 dB,
0 0

D’aprés 1 egualité (1.9) et lemme de Fatou on obtient

T T
E/ X, — X"*ds < lim supE/ |X™ — X" *ds — 0.
0 m—00 0

T T
E(lim/ \XS—XS\2d5> < lim SupE(/ ]X?—X?Fds) — 0.

T
E/ |X, — X"|*ds — 0.
0

Donc

En utilisant 'isométrie d’Ito
t t
E/ o (5; X2) — 0 (33 Xs) dBs? < c/ E (X2 = X,") ds -0,
0 0

et de plus
¢ t
/U(S;Xg)dBSH/ o (s; Xs) dBs
0 0

On applique 'inégalité de Holder

t t
E/ b (s; X™) — b (s; X,) ds|? < cT/ E (|Xg —X$]2> ds — 0
0 0
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Et par la continuité de b (¢,.) on obtient
t t
/ b(s; XI)ds — / b(s; Xs)ds, (n— 00)
0 0
En passant a la limite dans (1.8) on obtient
¢ t
X = §+/ b(s,Xs)ds—i-/ o (s; Xs) dBs
0 0

Donc X; est une solution de I’équation (1.1) montrons que

E| sup |[X¢|P | < M, Vp>1.
te[0,7

Par l'inégalité (a + b + 0)2 < 3a? + 3b? + 3¢? et on passant aux espérence on a
t t
B (12) <38 (J6) + 378 [ b(s, X ds+38 | o (s X0 ds,
0 0

d’aprés (1.7) on trouve

t t

E(|X,*) < 3E (|¢? +3Tk/E 1+|X,? ds+3k/E 14 |X,|?) ds.
(1x:?) < 3B (I¢?) B (1+1X.) B (14 1X0)
Posant M = max (3;3Tk; 3k) et ¢ = max (M,2M) on obtient

B(1X%12) <c(1+B (k) + c/OtE (1) ds.

En appliquant le lemme de Grnwall on obtient :
E (thyQ) <ec (1 +E (\5\2)) et e T
Puisque E (|£|2) < oo alors en posant M = ¢ (1 +E <|£|2)) e“T.On obtient
B (|Xt|2> < M;Vt e [0,7].

Ce qui implique

E| sup |[X¢P | < M.
t€[0,T

D’ou le resultat. m



Chapitre 2

Principe du maximum du
second-ordre en controle des

diffusions

Dans ce chapitre on donne une généralisation du principe du maximum stochas-
tique dans le cas ou les coefficients de drifte b et de diffusion o de I’équation d’état
contient un terme de contrdle.Ce résultat a été obtenu par Peng [36] en 1990 en utili-
sant les derivées de second ordre pour avoir une estimation des solutions de I’équation
d’état de l'ordre o (0).

2.1 Formulation du probléme et hypothéses

Soit (2, F, Ft,P) un espace probabilité filtré et B = (B;) un mouvement Brownien
standard a valeurs dans R%.On suppose que F; = o (Bs;0 < s < t) .Soit A un Borélien

de R%.Un controle u est un processus -adapté a valeurs dans un A, tel que :
E|u ()™ < 0o, Vm > 1.

On note par U L’ensemble de tous les controles admissibles.

dzx (t) =b(t,z(t),u(t))dt+o(t,z(t),u(t))dBy,
z(0) =,
ol
b:[0,T] xR"xA—-R" et 0:[0,7] x R" x A - R" — M, .q(R),
sont deux fonctions Boreliennes et ( une variable aléatoire Jy—mesurable et indépen-

dante de B telle que :
E(|¢]™) < oo, Ym > 1.

30
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la fonction cout & minimiser est de la forme

T
J(u):E[g(ac(T))—i—/o h(t,z(t),u(t))dt]|. (2.2)
| h [0,T]x R"xA—-R et g : R" - R,

sont deux fonctions Boreliennes et z (T") la solution de I’équation (2.1) prise au temps

terminal T

Notation 2.1.1 On note par f, et fz. les dérrivées premicres et secondes par rapport

a x pour f:=0b, o, h, g.
On suppose que :

b,o, g et h sont deux fois dérivables par rapport a la variable d’état x,
besOus Gus Doy bra s Ouzy Guzy €6 hyp sont continues en (z,u) . (2.3)
be, 0, 9ur P s b s Oze, Gau, €6 hggsont bornés.

b, o, g.eth, sont bornés parC (1 + | X| + |ul).

Remarque 2.1.2 1) Les coefficients b, o sont dérivables et a dérivées bornées, donc

Lipschitziennes,alors l’équation (2.1) admet une solution forte unique donnée par :

x(t)z(+/o b(t,x(t),u(t))dt—i—/ﬂ o (2 (t),u(l) dB,.

De plus cette solution vérifie :

E| sup |z(t)["| <M, Vm>1,

0<t<T

ol M est une constante qui dépend de m; T, k, et (.

Remarque 2.1.3 2) Sous les conditions (2.3) sur h et g la fonction cott est bien
définie.

2.2 Estimation des solutions

Puisque le coefficient o contient le terme de contréle et que le domaine du controéle
A n’est pas convexe, la méthode classique qui consiste & utiliser les dérivées du premier
ordre n’est plus valable car on aura une estimation de ordre de 0(6). C’est a dire on

aura l'estimation suivante :



2. Principe du maximum du second-ordre en contrdle des diffusions 32

E

sup (ﬁ (1) —x(t)f] —0(9).

0<t<T

Ce qui ne nous permettra pas d’avoir un principe du maximum mais un principe du
maximum & une constante prés.l’idée initiée par Peng [36] est de passer aux dérivées
de second ordre et ainsi avoir une estimation d’ordre de o (6).Ce qui nous permettra
d’avoir un principe du maximum.Soit (z,u) une solution optimale et soit la perturba-

tion suivante :

visite 1,740

W (t) = 2.4
®) {u(t) sinon 24)

ou 0 < 7 < Test fixé 6 suffisament petit etv une variable aléatoire F;— mesurable

arbitraire & valeurs dans A telle que :

E sup |v (w)] < oo.
weN

Soit z? la trajectoire associée au controle u?, c’est-a-dire la solution de 1’équation :

{ da? (t) = b (t,2° (t) ,u? (1)) dt + o (t,2° () ,u? (t)) dB;
27 (0) =¢

Le controéle u étant optimal pour le cotit J, on a I'inéquation variationnelle suivante :
J <u9) —J(u) > 0.

Notation 2.2.1 pour f =b,0,h,g on note :

n
forty =Y friaiy'y’

ij=1
Lemme 2.2.2 (S. Peng) [36]

Sous les hypothéses (2.3) on a I’estimation suivante :

E [ sup ‘xe t)—z(t)—z1(t) — 22 (t)r] < Ch? (2.5)

0<t<T

on a x1, T2 sont les solutions des équations suivantes :

21 (t) = /Ot [b (S,x (s),u’ (s)> —b(s, 2 (s),u(s)) + by (5,7 (s),u(s)) 1 (s)} ds (2.6)

+ /Ot [a <s,x (s) ,u9 (s)) —o(s,z(s),u(s)) +og(s,z(s),u(s))z (s)} dB;
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xo (t) = /Ot [(bx (s, z(s),ul (s)) — bz (s,2(s),u (s))) x1(8) + bs (5,2 (s),u(s)) z2 (s)} ds
(2.7)

v/ b (5,2 (5) u(s)) 1 (5) 1 (5) ds
+ /Ot |:(0'x (3@ (s),u’ (s)) —oz(s,2(s),u (3))) r1(8) + 0z (5,2 (5),u(s)) T2 (5)} dB;
v/ L (5. (5) u(s) a1 (5)a1 () dB,

Preuve. tout d’abord on montre que :

sup E[\xl(tﬂz} < C6. (2.8)
0<t<T
sup E[m(tﬂ < CP2 (2.9)
o<t<T

En effet, en utilisant I'inégalité
(a+b)% < 2a% + 20°

on a :

B oy (0 < 4T/O E by (5,2 (5),u (s)) 1 ()| ds
+4/OtE|ax (5,2 (5) ,u () 21 (5 ds
2

+4/(:E‘b<s,x(s),u9 (s)) —b(s,m(s),u(s))‘ ds

-1—4/:1@‘0 (s,x(s),ua (s)) —a(s,m(s),u(s))rds

De la définition de u? (¢) on a :
Elr (8)* < 4T/0 B b (5,2 (s) ,u (s)) 21 (5)|? ds
+4/(:E]J$ (5,2 (s) ,u(s)) 21 (5)2 ds
T+60
+4T/ E|b(s,z(s),v) —b(s,z(s),u(s))*ds

740
+4/ Elo(s,z(s),v) —o(s,z(s),u(s))*ds
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par(2.3) on a :

t
Blo (O < SM/ B2y (s)| ds
0

T+6
+8/ c (1 + sup E\az(s)|2> ds
T 0<t<T

t
< SM/ E |y ()| ds + 8¢ (14 M)
0

par les inégalités de Gronwall et Bukholder- Davis-Gundy on obtient (2.8)

de la méme maniére on a :

E |zo (t)]* < GT/O E |by (s, (s),u(s)) zo (s)* ds

+6/0 E|og (s,2(s),u(s))zs (s)|* ds

2

by (s, x (s) u? (s)) — by (s,2(8),u(s))xy (t)) ds

+6T/tE
0
+3T/0 E |bee (5,2 (s),u(s)) 21 (s) 21 (s)|* ds
t
+6 / E
t
+3 [ Blow (5.0 (). u(s) o (5 (5)" ds

De (2.3) la définition de u? (t) et (2.8) no a :

ds

‘ 2

Oz (s, x (s) cu? (5)> — 0oy (s,2(s),u(s))x1 (1)

t 740 740
E|zo (£)* < 12M/ E |22 (s)\2d5—|—12M/ 9ds+6M/ 6%ds
0 T T

t
< 12M/ E |oa (s)% ds + 6 (M + T) 62,
0

par les inégalités de Gronwall et Bukholder- Davis-Gundy on obtient.la relation

(2.9) .Les relations (2.8) et (2.9)Va nous pérmettre de montrer la relation (2.5)pour la

simplicité des calculs,on pose :

T3 = T1 + T2.

En appliquant le développement de Taylor avec reste intégrale au point x et a 'ordre

1 aux fonctions b (:U + x3; ue) et o (:U + x3; ue) on a :

b (t; T + x3; ue) =b (t; m;ue) + by (8 25u)

1 1
+ / / Abaa (t,:c + /\9x3;u9> drdfs () x5 (1)
0 0
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o (t; T+ x3; u9> =0 (t; T; ue) + 04 (L5 u9) x3 ()
1,1
+ / / A <t, x + Az, u9> drdfs () z3 (1)
0o Jo

en passant aux intégrales on obtient :

1 1
—I—/ / AO (t, x + Nzs; u9> d\dOzxs (t) x5 (t)
0o Jo

t

t
/b(8;$+$3;u6>d8+/U(S;.’B—l—l‘g;uG)st
0 0

t t t ¢
= / b(s;z;u) ds—f—/ o (s;x;u) st—i—/ by (s;2;u) 23 (8) ds—i—/ oy (s;x;u) 23 (8) dBs
0 0 0 0

+ /Ot (bw (s; :c;ue) — by (8523 u)) x3 (s) + /Ot (O’m <s; T u9> — 0o (8;7; u)) x3 (s) dBs

41 /tb (s;m;u) 3 (s) 3 (s)ds+;/0t0m (s;2;u) 3 (8) 3 (5) dBs
/ / / bux s , T+ Az3;u ) — byy (s,x—i—;u)] dA\dOzs (s) x5 (s) ds

+/ / / A [am (s,x + MNxs; u9> — Ogz (8,75 u)} d\dOzs (s) x3 (s) dBs
0 JO 0

en remplacant x3 par sa valeur on a :

x(t)+x1(t)+m2(t)—C—i—/otBe(s)ds—i—/tAg(H)dBS

0

t t
= /b(s;x+x1+x2;u9>ds+/a(s;a:+:c1+x2;u9)st
0 0

ott B (s) et A () sont donnés par :
B (s) = %bm (i3 ) (w2 (5) @2 (s) + 201 (5) 22 () + (02 (30307 = 02 (53230) ) @2 (s)
/ / (5,24 20 (21 + 22)107) — by (5. 250)] dADO (21 + 22) (5) (ar + ) (s) ds
AT (0) = S0raa (55050) (22 () 22 (5) + 221 (5) 22 () + (b (55 2507) = b (s5030) ) 2 )

/ / Jm S, x4+ A0 (z1 + x2);u ) — Oz (8,75 u)} dAdO (z1 + x2) (s) (x1 + x2) (s) ds

ce qui nous donne :

¢ ¢
:B(t)+a:1(t)+m2(t)zg+/b(s;az+m1+x2;u€>ds+/a(s;m+m1+x2;u€>st
0 0
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—/OtBe(s)ds—/OtAg(H)st

Et par consequent on aura :

2 (t) — z (t) — x1 (t) — x2 () :/Ot [b(s;x;u9> —b(s;m%—xl—l-xg;ugﬂds

+/t [a (s;x;ue) —a(s;x+x1+$2;ue>]st
0
+/t39(s)ds+/tA9(s)st
0 0

Et passant aux espérances on obtient :

E’fEQ (t) —z () — 21 (¢) — 22 (75)‘2 < 3T/OtE‘b(s;x;u9) —b(s;az—}-xl +x2;u9>‘2d5

¢ 2 ¢ 2 t 2
+3/ E )0 (s;m;ue) -0 (s;$ +x1 + £L‘2;U9>‘ ds+6T/ E ‘Be (s)) d5+6/ E ‘Ae (s)‘ ds
0 0 0
Puisque b et o sont lipschitziennes alors :

E(gﬁ (t) — 2 () — 1 () — 2 (t)]2 < 6K/OtE‘:c9 (s) — z () — 21 (s) — 23 (s)‘zds

t 2 t 2
+6T/ E ‘39 (s)) ds+6/ E)Ae (s)‘ ds
0 0
Puisque b, et b, sont bornées alors :
2
E )Be (s)‘ < OME |25 (s) 22 (5)|2 + SME |21 (s) 22 (5)|2 + 4ME |22 (s)[?

+2ME | (21 (s) + 22 (5)) (21 (5) + 22 (5))[?

d’aprés (2.8), (2.9)et I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :

E‘Be (s)f <C(0%+6%+0V0)

/Ot B (s) ds

De la méme maniére et puisque o, et o,, sont bornées on a :

2
sup E =0 (0)
0<t<T

t 2
sup E / B? (s)ds| =o(0)
0<t<T 0
t 2
sup E / A% (s)ds| =0 ()
o<t<T 0
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Ce qui nous donne :
2 ¢ P 2
E|2f (t) — z (£) — 21 (t) — 29 (t)‘ < GK/ E’:c (s) —z(s) — @1 (s) — z2 ()| dsto(0)
0
Par le lemme de Gronwall on obtient :

E ’xe (1) —x(t) — a1 (t) — 2 (t)r

<o(f)exp(6KT)=o0(0).

Finalement on obtient le lemme par I'inégalité de Bukholder -Davis-Gundy. =

Remarque 2.2.3 les équations (2.6),(2.7) sont appelées respectivement équation va-
riationnelle du premier et de second ordre.On introduit [’équation (2.7)car si on utilise

seulment ’équation(2.6) On aura [’estimation suivante :

E

2
sup ’xe(t)—a:(t)—xl (t)) ] <CO=0(0)

0<t<T

Lemme 2.2.4 : (S.Peng) [36]

soit w un controle optimal alors sous I’hypothese (2.5) on a :

T
O(Q)SE[/O h(t;x(t),u(?(t))—h(t;x(t),u(t))]dt
T
1B [gx<x<T>><x1<T>+x2<T>>+ / w;x(t),u(t))<x1<t>+x2<t>>dt] (2.10)

1 T
#58 [0 (0 O 01 D21 () + [ e (20,0 0) (01 (O ()
0

Preuve. puisque u est optimal alors on a :

0 B[ [ h (10040 ) = n(tr @).u )]t + B[y (o9 (1)) 9o ()
en appliquant le développement de taylor au point z? a ordre 1, aux fonctions
P (i (t) + o () + 22 (8), 0 (1) et g (@ (T)+ a1 (T) + 23 (1))
h(ta )+ @)+ 22 (0),0 (1) = b (62" (1), (1)
~hy (t:2% (1) 0 (1)) (2° () = 2 (8) = @1 () = 22 (1)) + 2 (6)
g (@ (T) +o1 (T) +22(T)) = g (« (1))

g (27 (1)) (2° (T) = 2 (T) = 21 (T) = 22 (T)) + 0 (6)
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0<E /OTh(tx ) ;x(t),u(t)): dt+E:g<x9(T))—g(x(T)):
0<E /OTh<tx ) (t:x (t), u(t)): dt+Eig<x9(T))—g(x(T)):
0<E /OTh(t,x ") b2, u(t)): at+B g (a*(T)) - g (= (T))]

+ /OT ha (t; 2 (t), (t)) (mﬂ (t) — z (t) — 21 (£) — 2 (t)) dt
+E g (2 (T) + 21 (T) + 22 (T)) — g (x (T))]
g, (7)) (2 (T) = 2 (T) = 21 (T) = 22 (T)) + 0 (6),
et en utilisant (2.3) et (2.4)
0<E UUTh (t;x (t) 4+ 21 (t) + 22 (), u? (t)) —h (t;x (t),u’ (t))} dt,  (2.11)

TE[g (x(T) + 21 (T) + 22 (T)) — g (= (T))] + o (0),

par le développement de taylor des fonctions

Bt (t)+ 21 (8) + 22 (1), (1) et g (@ (T)+ 1 (T) + 2 (T)),

au point x al’ordre 2 on a

Bt (t)+ 20 (8) + 22 (1), (1) =

h (t; x(t),u’ (t)) + Iy (t; (t),u’ (t)) (21 (t) + 22 ()
bahae (62(0), 0 (1) (01 () + 22 (1) (21 () + 22 (1) + 0 (|1 + 22
9@ (1)) + go (x (T)) (21 (£) + 22 (1))
5 (2 (1) o1 (1) 22 (0) (21 (8) + 22 (0)) + o (I + 22
par (2.7)et (2.8) on a o (|1 + ) = o (0) ce qui nous donne
h (t;x (t) + 21 (8) + 22 (£) , 0 (t)) Rtz (t),u(t) =o(6)
th (e (8) 0 (0) = h (G2 @), u®) +he (B2 0,6 (0) (@1 (1) + 22 (1)

e (60(0), 00 () (o1 (1) + 22 (0) (01 (0) + 22 () oo (52 1), 0 (0)) (o1 (1) + 22 (1)
g (6 () 0 () (21 (2) 22 (0) (01 1) 02 1)) e (5 6) (9) (2 (8) 2 (8)
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_%hx;r (2 (2),u (t)) (21 (8) + 22 (1)) (21 (8) + 22 (1))

ET
9@ (T) +21(T) + 22 (T)) — g (x(T)) = o (0)

+92 (¢ (T)) (21 (T) + 22 (T))
+%gm (@ (7)) (21 (T) + 22 (T)) (21 (T) + 22 (T)) -

Donc on peut réecrire (2.11)comme suit :

o(0) +a(T)+E [/UTh(t;x(t),u9 (t)) Rz (t),u()] dt.

T
+E /0 ho (2 (£) 1w (1)) (21 (£) + 72 () dt. (2.12)
1 T
#3812 0),00) (o1 (63 0)dt + Elge 5 (1) (s (1) + (7).

+ 500 (@ (7)) (1 (T) 1 (7).

ou

T T
%E /0 haw (£ (£) 0 () (21 (£) 2 (t))dt%E /0 haw (2 (£) 0 (£)) (22 (£) 1 (£)) d.
1 T
3B /0 hao (0 (1) u (8) (22 (8) @2 (1)) dt.
! Th ; 0 s (t; d
+2E/0 v (t,x(t),u (t))— ve (B (1) ,u (1) (21 (1) + 22 (8)) (21 () + 22 (1)) dL.

5B g (2 (T)) (21 (T) 22 ()] + 5B [g0e (2 (T)) (22 (T) 1 (D))

De la définition de 27 et (2.3),(2.4) et (2.5) on aura :
%OK (T) = B (21 (T) 22 (T)) + B (21 (T) 22 (T)) + B (22 (T') 22 (T)) -
T+60
+/ ' E (l’l (t) + x2 (t)) dt.

T+0
+/ E (21 (£) + 22 (£)) (21 () + 2o (1)) dt + .

" /0 VB (o (8) (22 (1) d.
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T T
b [ Ba) @)+ [ B @) @)
0 0
ott K= max {MT;3C} .par (2.8);(2.9) et I'inégalité de Cauchy -Schwartz on a :
a(T) < K6 (\/§+0) + K0 <0+29\/§+02) + KOVO + K6% = o (0)

En remplagan « (7') dans (2.11) on conclut. m

2.3 Principe du maximum du seconde ordre

Le principe du maximum généralisé sera établi essentiellement a partir du lemme
(2.3) et la relation (2.10).Dans ce cas on a deux estimations a faire.C’est a dire

dans(2.10) on calcule en premier 'estimation du premier ordre

T
Epﬂx@»WMTwﬂa@»+[;m@m@»u@»@mw+m@»ﬁ]

Puis celle du second ordre :
T
E {gm (@ (7)) (21 (T) 1 (T)) +/0 Hag (852 (8) ,u (1)) (21 (8) 1 (£)) dt] :
Pour la simplicité des calculs, on note :
F) =G @um)erf () = f (5050 1),

pour f = b;by,b10,0,020,0,9, 9us Goas » Py Ry Pz

2.3.1 Estimation du premier ordre

L’estimation du premier ordre consiste & calculer la partie ot on a les dérivés du

premier ordre dans (2.10).C’est & dire calculer la quantité
Blgs (2 (T)) (x1 (T) 21 (T))] -
la quantité,
T
B [/ he (2 (8) . () (1 (£) + 21 (8)) dt |
0

se simplifiera dans les calcul.On considére I’équation linéaire associée aux équations
(2.6) et (2.7)

4By (1) = by (1) @1 () dt + 0, (1) D1 () dBy
@1 (0) =14
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Cette équation est linéaire et & coefficients bornés, donc elle admet une solution forte

unique.De plus la solution ®est inversible et son inverse Wy vérifie :

{ A, (1) = (U1 (£) 00 (1) 00 () — Wy () by (1)) i — U1 (1) 0, (£) dBy
Uy (0) =1y

Pour vérifier que Wiest inverse de ®1, on vérifie
U Py =10, =1d
en appliquant la formule de It6
d(V1P1) =d(P1¥1) =0 /dVy = adt + BdB;.

d (U, ®1) = dUB; + dD1 Uy + d (Uy, By)
— (by®1 + 0,13 + Br) di + (04 + fO1) B
oa=—-VY1b, + V0.0,
p=—-"iog

d¥q (t) = (U () 0y (t) 04 (t) — W1 (8) by (2)) dt — Uy () 0, () dBy
Ty (0) =1y ’
en suivant la méthode de résolvante des équations différentielles ordinaires linéaires

,on pose :
my (t) = Wy (8) (21 (£) + 22 (1))

Par la formule de It6 on a :
dnl (t) =dW¥, (CL‘l + $2) + Uy (dml + dl‘g) +d <\I’1; 1 + ZE2>

= (‘Iilo'xax — \I’lbx) dt (561 —+ 1?2) — W0, (:Ul + 1?2) dBt

+ 0 [(80 = bt bow ) dt + (o — 0 + 1) dBy|
L, [((zf’ b)) + baa + ;bm:clxl] it
Lo, [(oi — o) w1+ 0uma + ;Ummlxl] dB;
V10, (0"~ 0) — 00 (gm1) dt — V1o, [(ag — o) w1+ o + ;amxlxl] dt
diy (8) = |01 (&) (27 (1) = b (1) = 01 () o (8) (0 (1) = 0 (1)) )|

N [;xp (O)bes (021 (01 () + (1. (0) = b () W1 (D1 <t>] di
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n ﬂ-;qa,u)oi(t)oix(t)xl(t)xl(w —<LE(U§(t)—-Ux(ﬂ) ml(t)xl(tﬂ dt

- {\Ifl (t) (09 (t)—o (t)) + %\pl (t) O (t) 21 (t) 21 () + (aﬁ (t) — oy (t)) U (t) (t)} dB,

On pose :

On remarque que :
Elgz (@ (T)) (21 (T) + 22 (T))] = B (@1 (T) g (x (T')) my (1))

B gz (x (T)) (21 (T) + 22 (T))] = B (11 () &1 ()

Donc pour calculer le premier terme

B gz (x (1)) (21 (T) + 22 (T))] -

de l'estimation du premier ordre, il suffit de calculer

E(ny (t) & (1))

Puisque
Fi=0(Bs;0<s<t), X1 € L>(;F;P) et B(X; | F).

est une martingale de carré intégrale ;alors la décomposition de It6 nous donne :
t
E(Xy | F) =E(Xy) +/ G1 (s)dBs (2.13)
0
ot (1 (s) est un processus adapté tel que :
T
E/|&@W%<m
0
Donc on peut utiliser une forme de &; (t) mieux adaptée a notre probléme :
t T
& () =E(Xy) +/ G1(s)dBg — / O (s) hy (s)ds
0 0
Et par la suite on aura :
d & (¢) = G1(t)dBy — 1 (1) he (¢) dt
En appliquant la formule de It6 a 7y (t) &; (¢) :

d (& (£)n (8) = d&y () + &1 () dmy () +d (&4 () ;1 (1))
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= —hy (21 + 22) dt + G101 (w1 + x2) dBy + py [(zﬂ - b) — oy (09 - a)} dt
501 [bra2121 = Oarpmian] dt
+%G1\Plaﬂ:1x1 INeRS (ag - ax) 1)dt
d (& ()1 () = —hg (21 + 72) dt + 1 [(b" - b) +Q (09 - a)} dt
5 Prbesis + Quossin] di
+ [pl (bﬁ - bx> 21 — P10s <a§ ) xl} dt + Gy, <a - aw) 1)dt
o (o7 = 0) + gomossran +n (o - a2) |

2

En passant a I’espérence on obtient :

T
Blos (o (T) (21 (1) + 22 ()] =B [ [ ) (4 ) =0(0) +Q1 1) (0" ()= o (1))
T 1 T
+8 [ |5 01 00 0+ Q1 ()0 () ] [ ha @ 1)+ w2 @) e
n = WO 2.1
Q) = WO o 6r ) u®)p 0 2.15)

En définissant le Hamiltonnien H par :

H(ta(t),u(t),p), Q1) =h(tz@),u@)tp@) oz (t),u(t)+Q ()0 (tx (), u(t))

Et en remplacant E [g; (z (1)) (z1 (T") + z2 (T))] par sa valeur, on peut réecrire (2.10)

comme suit :

T
2O <B [ [H (5o )0 (0.0 (0.Q1 1) = H ()00 (1).Q )]

T
+2E/ [Hyr (t; 2 (t),u(t),p1(t),Q1(2)] 1 () z1 (¢) dt (2.16)
0

+%E (922 (2 (T)) (1 (T) 21 (T))]

Cette inéquation est appellée inéquation variationnelle du premier ordre.
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2.3.2 Estimation du second ordre

L’estimation du second ordre & calculer la partie ol on a les dérivées du second

ordre dans (2.16), c’est a dire calculer la quantité :

T
3Bl (2 (1) (o1 (D) 21 (D438 [ [ Ho (150 (051 (0, Q1 ()] ()1 (0

(2.17)
Comme nous trouvons devant un cas non linéaire, on ne peut pas appliquer directement
la méthode de I’éstimation du premier ordre.Dans ce cas on doit d’abord linéariser la

quantité a estimer et pour cela on pose :
z =x1x]
et par la formule de It6 on obtient par :

dz(t) = (2(B)D5 () +by ()2 (t) + 00 (t) 2 (1) % (£) + Ag (1)) dt  (2.18)
+(2(t)or () + 05 (t) 2(t) + By (1)) dB,

ou les quantités Ay (t) et By (T') sont donnéés par :

A9 ) =m0 (B (0 = b®) + (b 1) = b(®)) 21 (1) + 0 (W) 1 (1) (o (1) — 0 (1))

*

*

1
N CHOREAO) EROLA GRS CRO RO G OREA0)
By(T) =1 (1) (o () =0 (1) + (o (1) = 0 (1)) i (1),

on remarque que d’aprés (2.3), (2.9) on a :

E/OTAg(t)dtg E/OT (0" () =0 ) (a"(t)—a(t))*dt+o(e)

T
E/O By (t)dBy < 0 (6),

soit I’équation linéaire associée & (2.18) suivante :
0Dy () = (D3 () b () + by (£) Do (8) + 7, (£) Do () 0% (1)) dt
+ (P2 () 03 () + 0 () 2 () +) dB
D,y (0) = Id

Cette équation est linéaire et a coefficients bornées; donc elle admet une solution
forte unique.De plus la solution ®5 est inversible et son inverse Vo vérifie I’équation

suivante :
d¥s (t) = ((0z (t) + 03 (1) 2 (t) (02 (1) + 07 (£)" — P2 (£) b7 () — by () T2 (1)) dt
o3 (t) +0a ( ) W2 (1)) dBy .
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Par la méme méthode que pour 'estimation du premier ordre on pose :

my (t) =W (t) 2 (t) .

Par la formule de It6 on a :

dng (t) = [Wa (t) Ag (t) — o} (t) Yo (t) By (t) — o (t) By ()] dt + By (T') ¥4 (t) dBy.

On pose :
T
Xo = B (D) @ (D) + | 059 e (5) s

t
&) = E(a|F)~ [ 050 Ha(5)ds
0
Ce qui nous donne :

B [gez (¢ (1)) (21 (T) 21 (T))] = E(®3(T) gaa (x (T)) n2 (£))
B [gea (¢ (T)) (21 (T) 21 (T)] = BE(na (1) &2 (1))

Donc pour calculer E [gy, (2 (T)) (1 (T) 21 (T))], il suffit de calculer E (n, () &5 (t)).Puisque
Fi =0 (Bs;0<s<t), Xo € L2(Q; F; P) et E(X3|F:) est une martingale,de carré

intégrale,alors la décomposition de It6 nous donne :
t
E (XQ | ft) =E (XQ) + / Go (S) dBg.
0
ot G2 (s) est un processus adapté tel que :

T
E/ |Gy (s)|* dBs < .
0

Donc :
£ (1) = B (Xo) + /0 Ga (s) dBs — /O B3 (5) Has (5) ds.

Et par la suite on aura :
065 (t) = G (1) dBy — B (1) Hyo (1) .
En appliquant la formule de Itd a 7, (t) &5 (¢) et en passant a l’espérence on obtient :
d(ny (t) € (1) = [(V2dg — 0, WaBy — W B), dt + ByWadBi] &, (1)
+ny (1) [G2 (1) dBy — @5 (t) Hao (1) dt] + G2 (t) ByWadt

Blges o (T)) (a1 (7)1 (7)) = B | (o (- )

*

p2 (1) (00 (t)—o (ﬂ)] —Hgy (t) zya1dt .
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Ou:
p2 (t) = U3 (1) & (1) (2.19)

Enfin on peut réecrire (2.16) :

T
o(9>§E/O H (20,0 ()21 (), Q1) = H (B (@) ult) (1)@ (1) dt
(2.20)

38 [ 1@ -0 @) p0) (00 -0 )] a

Cette inéquation est appelée inéquation variationnelle du second ordre.

2.4 Principe du maximum

En utilisant la définition de u? l'inéquation variationnelle (2.20) nous donne :

T+60
o () SE/ ' [H (2 (t),0,p1 (1), Q1 () — H (82 (1), u(t),p1(t), Q1)) dt

n E/TTMTT [(09 (t,z (1) ,v) — o (t, 2 (t) ,u(t))>*p2 (t) (09 (t,z(t),v) — o (t, 2 (t) ,u(t)))} dt

1
2

0<

740
(E/ [H (&2 (1), 0,01 (1), Q1 (1) = H (G2 (1), u(t),pr (), Qu(1))]dt

Sl

1 T+60 0 % 0
+5EB Tr [(a (t,z(t),v) — o (t,z (t) ,u(t))) 2 (1) (0 (2 (t),v) — o (£, 2 (£) ,u(t)))} dt).
En faisant tendre 6 vers 0, on applique la théoréme de Fuibéné :
T+6

0<®lim o [ [H ()0, (0),Q0 (1) — H(52(),u (), (1), Qu (1) di

+3E /:H) Tr[(o” (b (#),0) =0 (b2 (6),u®)) 22 (8) (o (t,2(1).0) — o (t,2:(8)  u (1)) ] dt)

[T f () . F(x;40) — F (27)
P A B 7 = J (@)

0<E (H Gz (t),v,p(t), Q) — H(Ez @), u),p(t), Q)
+%T7" [(o (&2 (t),0) = o (ta(t),u(t) p2(t) (0 (2 (t),v) — otz (t),u(t)])
0< H(tz@),v,p1(t), Q1) — H (G (t),u(t),pr(t),Q1(t))
i1 [(o(t,2(t),v) — o (t,x(t),u(t) p2(t) (ot (t),v) —o(tz(t),u(t))].

2
Pour tout v € U, Pps, dt pp ou d’une maniére équivalente :

H (t; T (t) » U, D1 (t) ;@1 (t))_p2 (t) o <t7 Z (t> » U (t))"i_%TT [(U (tv z (t) 77}) o (tv T (t) 71}))p2 (t)]
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> H (tz(t),u(t),p(t), Q1) —p2(t)o(t,2(t),u(t)+
—|—%T7‘ [(o(t,z(t),u(t) o™ (t,z(t),u(t)))p2(t)],Vv € U,P.ps,dt.pp. (2.21)

Les formules explicites des processus adjointes p;j (t)et pa (t) sont calculés & partir de
(2.14)et (2.19) et sont donnés par :

pi(t) = Wi ()& (T) (2.22)

T
= B ()21 (T) g2 (x(T)) | F2) + 97 (t)/t D7 (s) he (s) ds

p2(t) = W5 (1)& (T) (2.23)
T
= B (93 (1) 23 (T) goa (x (1)) | i) + W5 (t)/t @ (s) Hao (2, u,p1, Q1) ds.
D’autre part,
Q1 (t) = Wi () G (t) — oy (2 (1), u (t)) p1 (F)
est donne par (2.15) et Gy (t) vérifie :

t T
/0 Gi(s)dBs = E(X1 | F)-E(X1) = E [‘P’{ (t) gz (x (T)) +/0 O (s) he (s) ds | Fi

T
B[00, () + [ 8 (5) s (224
0
On peut maintenant annoncer le résultat principal de ce chapitre qui est le théoréme

du principe maximum généralisé.

Théoréme 2.4.1 Si (xz,u) est une solution optimale pour notre probléme. Alors il
existe (p1, Q1) et (p2; Q2) deuz processus Fi—adaptés donnés par (2.22) et (2.23) tels

que :

H (t; T (t) U, D1 (t) 7Q1 (t))—pg (t) g <t7 Z (t> U (t))"i_%TT [(U (t7 Z (t) 77}) o (tv € (t) 7”))1’2 (t)]

> H(tx(t),u(t),p1(t),Q1(t) —p2(t)o (t,z(t),u(t)+

+%T7‘ [(o(t,z(t),u(t)o” (t,z(t),u(t)))p2(t)],Vv € U, Pps,dt — p.p., soit vérifié.

Remarque 2.4.2 H,, (z,u,p, Q) est la dérivée seconde du Hamitonien H au point x

et est donnée par :

Hyy (z,u,p, Q) = hgy (2 (8) ,u (8)) +p () byw (E, 2 () ,u (t)) +Q () 0ga (L, (t) ,u (t)) .

Les processus adjoints py (t) et pa (t) sont appelés respectivement processus adjoints du

premier et second ordre.
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2.5 Equations et processus adjoints

En appliquant la formule de It6 aux processus adjoints

p1(t) =W1(8)& (D).
et

p2(t) = W5 (t) & (1),
on obtient :

{ —dp1 () = [b5 (8,2 (8) ,w () pr (8) + 05 (6,2 (1), u (8) Qu () = ha (8,2 (8) u (8)] dE — Qi (¢) By,

p1(T) = gz (x(T)).
(2.25)

dpy (£) = d (T5 (£) & (1) = AW (£) & (6) + W] (£) d&; () + d (W ()5 &, (1))
= (0% (1) 0% (6) W ()& (1) — b2 (1) WE (0)) &, () dt — o7 (8) W7 (1) & (1) dBy
CWlhydt + W () G (£) dBy — oW () G (t) dt
—dp1 (£) = 03 (8,2 (£) ,w (1)) pr (£) + 0% (8,2 (8), w () Q1 (8) — ha (1,2 (1) ,u (£))] di~ Qs (1) dBy

T

p1(T) = Wi (T) & (T) = B (V7 (t) @1 (T) g (2 (T)) | F2) + V7 (t)/ 7 (s) ha (5) ds

p1(T) = E(gx (z(T))) -

De méme méthode, on trouve :

—dpa (t) = [0} (t, 2 (t) ,u (1)) p2 (t) +p2 (8) b} (t, 2 () ,u(t))] dt

+ ok (tx (8) ,u(t)p2 () o (82 (t) ,u(t) + of (Lx (), u(t) Q2 ()] dt
+[Q2 (t) o (t, () ,u () + Haa ( (1) ,u(t),p1 (1), Q1 (1)) dt — Q2 (t) dBy

p2 (T) = gou (z(T)).

(2.26)
ot @1, G1 sont donnés respectivement par (2.15), (2.24) et Q2, Go vérifient :

Q2 () = W5 (£) G (1) — 00 (£, (1) s (6)) pa () — 0% (t,2 () (6)) p2(f)  (2.27)
t T
/0 Gy (s)dB, = B [@; (1) gas (2 (T)) + /0 O (8) Ho (2 (8) 1 (), 1 (1), Q1 (1)) dt | ft]

T
B [@5 () gas (o (1) + [ 5(5)Hao (2(0), 0091 0,1 1) ds} e

Les processus p; (t) et pa (t) sont appellés respectivement processus adjoints du premier
et second ordre et (2.25) et (2.26) les équations adjointes du premier et second ordre. En
utilisant ces équations on peut reformuler le théoréme (2.4.2) comme suit Si (x¢,uy)

est une solution optimale pour le probléeme de controle, alors il existe deux couples
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uniques (p1,Q1)et (p2,Q2) solutions respectives des équations rétrogrades (2.25) et
(2.26) tels que I'inégalité variationnelle (2.21) soit vérifiée.l’est intéressant de voir que
les solutions des équations rétrogrades (2.25) et (2.26) sont données explicitement par
(2.22), (2.15), (2.24) et (2.23),(2.27), (2.28).



Chapitre 3

Des conditions nécessaires et
suffisants pour un contréle des

problémes relaxés et stricts

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de généraliser le chapitre (2 ) c’est-a-dire établir une gé-
néralisation du principe du maximum en controle optimale stochastique.Notre objectif
dans ce chapitre est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour
le probléme(1.1)-(1.2 ) selon la méthode de Bahlali. I'idée serait d’injecter I’éspace des
controles stricts U dans ’espace des mesures de probabilité sur U ot U designe 'en-
semble des valeurs prises par le controle strict.Ce nouveau espace appelé espace des
controles relaxés.La démonstration est basé sur I'approximation des trajectoires des
controles relaxés par les trajéctoires des controles stricts et le principe du maximum
approché.L’idée principale est d’utiliser le fait que I'espace des controles relaxés est
convexe .On établit les conditions optimales en utulisation la méthode classique de
perturbation convexe.Si uw un controle relaxé optimal et ¢ un élément arbitraire de

R,on peut définir un contréle perturbé comme suit :
uf = up + 0 (q — ).
avec un petit suffisant 6 > Oet pour chaquet € [0,7] .D’aprés 'optimalité de v on a :

J(u?) —J(ug) >0

50
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3.2 Formulation du probléme et hypothéses

soit (Q, F, Fi, P) un espace probabiliseé filtré sur lequel on définit mouvement Brow-

nen d- dimensionnel B = (B;) ,on suppose que
Fi=0(Bs;0<s<t),

on considére L’EDS suivant :

{ dz (t) = b (t,x (t),u(t)) dt + o (£, (t),u(t)) dBy
z(0) =¢

otth: [0, T]xR"xU = R"eto:[0,T]xR"xU — R" — M,q(R) sont deux fonctions

Boreliennes et ¢ une variable aléatoire n-dimensional Fg—mesurable indépendante de

(3.1)

B telle que:

E(|¢|™) < o0, V1< m.

Soit 7' un nombre réel strictement positif et U un sous ensemble non vide de R%.
Définition 3.2.1 :

Un contréle admissible est u est un processus Fy;—adapté & valeurs dans un U tel

que :

E sup |u(t)|™ <oo, V 1<m.
t€[0;T]

On note par U 'ensemble des tous les controles admissibbles .Pour tout u € U;on
étudie un controle de probléme stochastique dont le systéme est gouverné par une

équation différentielle sthocastique et non linéaire (3.1) la fonction cout est définit de
U dansR par :

T
ﬂw:EP@Hw+Ah@x@m@Mt (3.2)

o h:[0,7] x R" x U — Ret g :R™ — R sont deux fonction Boreliennes et z} est la

trajectoire du systéme controlé par v .u € U est nommé optimale si elle satisfait.

J(u) = ;relzgj(v)

et x (T) la solution de I’équation (3.1) prise au temps terminal 7.

Notation 3.2.2
M; € Myxn (R)
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M;N.e M2, (R);L,S € Myyxq(R);; 3 € Rty € RY

n
aff = Z a;fB; € Rest le produit scalaire dans R™.
i=1

d
ML = Z M;L; €R"
=1

d
LS = Z LiSi e R
=1
d

May = Z (M) y; € R"
i=1

d
MN =) M;N; € Myxn (R)
=1

d
MLN =Y M;LN; € Myxn (R)
=1

d
MLy=> MLyy; € Muxn(R)
=1

L*la matrice transposée de lamatrice L M* = (M7, ..., M)

Notation 3.2.3 On note par f;, et fyr les dérrivées premiéres et secondes par rapport

a x pour f=b ,o,h,g on suppose que :

b ,o,h,g sont deux fois dérivables par rapport & la variabled’état x (8.3)

by 0z, hey e SOnt uniformes bornés. b ,o,h,g sont bornés parC (1 + |x| + |u|)

Remarque 3.2.4 1) les coefficients b, osont dérivables et a dérivées bornée,donc lip-

schitziennes,alors l’équation (3.1) admet une solution forte unique donnée par :

a:(t):C—i—/O b(t,az(t),u(t))dt—i—/o o(t,z(t),u(t))dB;

de plus cette solution vérifie :

E| sup |z (t)™

0<t<T

<M, Vm>1

ol M est une constante qui dépend de m; T k.et (.
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Remarque 3.2.5 2) Sous les conditions (3.3) sur h; g la fonction codt est bien défi-
nie. Avant d’établir le principe du mazimum relaxé,nous allons donner des hypothéses

et des définitions nécessaires.

Exemple 3.2.6 :calculer le contréle optimale que munmise J sur U.

v [0,T] = {151} et J () :/OT (a1)? dt.

Ou z7 est solution de I’équation :

27 (0) =0

316115 J (v) =0.

{ dz’ (t) = vdt

On considére une suite des controles :

T ,0<k<n-1

donc :

51611flJ (v) =0.

Soit V' ’ensemble des mesures deRadon sur [0,7] x U dont la projection sur [0, 7]
coincide avec la mesure de Lebesgue dt.Munie de la topologie de la convergence stable
des mesures.V est un espace compact mesurable.La convergente stable est préconisée
par les fonctions mesurables bornées h (t,a) telles que pour chaque ¢t € [0,7T], h(t,.)
soit continue.l’ensemble V' est muni de sa tribu Borilienne, qui est le plus petite tribu

telle que 'application
0~ [h(s.a)qlds,da),

soit mesurable pour toute fonction A mesurable bornée et continue en a.

Définition 3.2.7 Un controle relaxé q est une variable aléatoire q (w,dt,da)a valeurs

dans Uéspace V telle que pour chaque t.

Lio,11q est Fi — mesurable.
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Remarque 3.2.8 Un contréle relaxé peut étre écrit sous la forme
q(w,dt,da) = dtq (w,dt,da),

ot q (w,dt,da) est un processus progréssivement mesurable o valeurs dans [’éspace

P (U) des mesures de probabilités.

Remarque 3.2.9 L’ensemble U des controles stricts peut étre injecté dans l’ensemble

R des contréles relaxés par l'aplication ¥
p— V() (dt,da) = dt.0,y. (da) € R,
0w 6,1y est la mesure de Dirac de masse pu.

Le deuxiéme résultat principal de ce chapitre est cracterisé par I'optimalité des
processus controéles stricts. L’idée principale est remplacer les controles relaxés par
des mesures (Dirac) qui chargent des controles stricts. Ainsi on doit réduire le Rdes

controles relaxés et minimise le cout deJ sur ’ensemble :
SU)={geR:q=10,,vEU}. (3.4)

ot d (U) 'ensemble des controles relaxes sous la forme des mesure de Dirac qui charge

des controles stricts. Si pour chaque :
tel0,T],q¢ €d(U),

alors

gt = 0y,.avecv € U.

Si f € C2(R",R)

f ) — £(0) — /O /U Uf (5,20 a) gs (w,da)ds,

est un P- martingale et L est ingénérateur infitésimal associe a ’équation d’état dans

le cas des controles relaxés est donnée par :

dat (£) = / b(t,2% (1), a) g (da) dt + / o (2% (1), a) g (da) By
U U

z?(0) = ¢

(3.5)

la fonction cott a minimiser est donné par

T
J(q):E[g(x(T))—i—/O /Uh(t,w(t),a)qt (da) dt| (3.6)
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avec les mémes hypothéses sur h et g.On cherche & minimiser la fonction cott J (q)

sur I’ ensemble R, telle que :

J(p) < J(q).
On note :
J(u) = inf J (q) (3.7)
ne

Remarque 3.2.10 On pose :

waﬁﬂoz/wn&@%wmw

txt,Qt /J (t mt, ) gt (da)
U

mwﬁgazéhwﬂamw%@m

dmt — t x(t]7qt) dt + o* (t,x‘?,qt)dBt

b* (¢,
7(0)=¢

l’équation précidente donnée {

la fonction cotit est définie par :

J(q)=E [g (@ (T)) + /OT h* (¢, :Eg,qt)dt] :

et dans ce cas la fonction b* et o*qui satisfait les mémes conditions que b ,oet de plus
linéaire en g. P (U) 'ensemble des valeurs du processus ¢, ot P (U) est I'espace des
mesures de probabilités sur U soit convexe et compact.Si g = d,(;) est la mesure de
Dirac au u (t) pour chaque t € [0, 7]

alors :

/b (t,zf,a) g (da) dt = /b (t,zf,a) Ou(t) (da) dt = bt, x], uy
U

-

/a (t, 2}, a) ¢ (da) / (t,xf,a)d,) (da)dt = o (t,x],ur)
U U

/ h(t29 (), a) g (da) = / Bt 0) 6,0 (da) dt = o (.27 uq)
v U

dans ce cas 7} = zf et J (q) = J (u), ce qui nous permetra d’obtenir un probléeme de

controle strict .
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3.3 Approximation des trajectoires :

Pour établir le principe du maximum dans le cas des controles relaxés,on a besoin
d’un résultat d’approximation des trajectoires des controéles relaxés par les trajectoires
des controles stricts.Pour cela, 'outil essentiel est un lemme connu sous le nom de

chaterring lemma et qui est donné par :
Lemme 3.3.1 (Chaterring lemma)

Soitq un controle relaxé alors il existe une suite(u™) de controle ordinaire telle que :

dtq;’ (da) = dt 0,n() (da) — dtq (da) faiblement gaund n — +oo.

Pour toute fonction & :[0, 7] x R? x P (U) — R? continue sur [0,T] x P (U) telle que

T
/ / h(t,z?(t),a)q; (da)dt soit linéaire en g

hr_irrl / / (t,z9(t),a)q} (da)dt = / / (t,z9(t),a)q (da) dt unif.

3.4 Condition nécéssaire et suffisante d’optimalité en controle

on a

relaxé

Dans ce cas non linéaire on ne peut pas appliquer le principe de I'optimisation
convexe car le colit J ne peut jamais étres convexe(méme si on suppose que g et h
sont convexes )car

TV e 4 (1= A) e
Dans ce cas on applique la méthode des pertirbations c’est a dire :on se donne un
controle optimal u et on le perturbe puisque R convexe,on applique la méthode des
perturbations convexes c’est a dire § > 0, assez petit soit u un contrdle optimal. On
pose pour tout ¢ € R
wd = u + 0 (¢ — wr) (3.8)

puisque u; est optimal alors :

J (uf) — J(ug) >0 (3.9)

0< 7 (uf) =7 () = J (w + 0 (a0 — w)) — J (wg)

0§£$MW+Q@EW»_JW”=%WQ@—wy

Pour obtenir I'inégalité variationnelle on a besoin de lemmes suivant
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Lemme 3.4.1
2
lim E | sup ‘xf -zl | =0 (3.10)
=0 |¢efo,1]
Preuve.
t
xl — :/0 {/b (s,:z:?,a,) u? (da) — /b(s,x?,a) us (da) | ds
U U
t
-I-/ /a (s,x?,a) u? (da) — /0 (s,zy,a)us (da)| dBs
0 U U
¢
2l -zt = /0 |:/b (s,mg,a) u! (da) — /b (s, 2%, a)u? (da) | ds
U U

+/0t |:/b(s,:z;g,a)ug (da)—/b(s,xg,a)us (da)| ds
U

U J
o -
—|—/ /0 (s,xﬁ,a) u? (da) — /a (s,2% a)u’ (da) | dB,
0
LU U

—|—/Ot /0 (s,zy,a) ug (da) — /0 (s,2%,a) us (da) | dBs.

LU U

De la définition de uP (t) et passant aux espérance on obtient :

2 t
< C’E/ /b (s,xg,a) us (da) — /b (s,xy,a)us (da)| ds
0
U U

E}xf—xff

2

+CH*E /Ot /b (s,xg,a) qs (da) — /b (s,x?,a) us (da)| ds

U U
2

t
+C’E/ /a (S,xg, a) us (da) — /0 (s,z¢,a)us (da)| ds.
0
U U

2

+CO*E /t /0 (S,xg, a) qs (da) — /O‘ (s,azg, a) us (da)| ds.
O 15 U
D’aprés (3.3) et b,o sont uniformement lipchtéziene par raport & x
9 t
< CE/O ’xf —xy

2
E‘xf—m? ds + C6?
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on applique lemme de Gronwalle inégalité Buckholder-Davis Gundy :
0 2
limE | sup ‘xt -zl | =0
=0 |¢efo,17]
Finalement on obtient le lemme. W
Lemme 3.4.2 Soit z; est la solution unique de [’équation linéaire suivante :
dzy = /b (t, wf, a) ut (da) zpdt + /a (t,z}, a) us (da) zdBy
U U
4| [otata )~ [otat.0) 0 o) |
(3.11)
LU U
+ /a (t,x},a) g (da) — /a (t,x}, a)us (da) | dBy
LU U
L zZ0 — 0
On a
zf — 2 2
lim B |[L—"1 — 2| =0 (3.12)
0—0
Preuve. On pose
zf — af
Xt ) — Zt (313)
1 t
Xy 9/ /b(s,xg,a) ug(da)—/b(s,xs,a) u? (da)| ds
0 U U
1 0
—1-5 b(s,xy,a)u, (da) — [ b(s,z%,a)us (da)| ds
O 17 U i
1 t
+9/ /O‘ (s,xg,a) u? (da) — /a (s,2% a)u’ (da) | dB,
0
U U J

9

o (s,xy,a)ug

Pt I

s,mg,a

)us (da) zsds —

_/OtU/b<
—/Ot /b(s,xs,a qs (da)

U

/0 s, xy,a)us (da)| dBs
U

J

t

/U s, &y, a) us (da) zsdBs

b(s,zy

, o a)ug (da)| ds

U
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t
—/ / (s,z¥,a)qs (da) — / (s,z¥%, a)us (da) | dBs..
0 U U
D’aprés la définition de u? (t) et passant aux espérances on obtient :

E|X,|? <CE///|b s, 2% + A (Xs + 25) , a) Xo|? us (da) dAds

9

(0] S + S( ):* 2 2
—‘I—CI// / /| x( ,xu )\( S ZS)aa) S| Ug ((1(1)(i)\d8+0E ’af
0 0

telle que :

= [ ] fortost ot s o o o) o
///b s,y 4+ A( XS+ZS)7‘1)(xg—xf;)us(da)d)\ds
///Usz FAX, + 20).a) (2 — 2 g, (da) dAdBs
///azsar FA(X, +2),a) (2 - o) u, (da) dNdBs

/// s, 25 + MXs + 25)  a) (25) us (da) dAds

/ / /(’m 8,05 + MXs + 25) , a) ((25)) us (da) dAdBg

/ / (s,z3,a)(2s) us (da) ds —/ /ax s, &y, a) (zs) us (da) dBg.

On a b, et o, sont continues et bornnés donc :
t 2
E|X,|* < C’E/ 1X, |2 ds +C’E)af‘
0

Ou
. 0 2
lim [E ‘at ’ =0.
0—0
On a appliqué le lemme (3.3.1) et la continuité de b, et o,et lemme de Gronwall et

inégalité Buckholder-Davis-Gundy :

0 u
. ry — X
lim E | = t
6—0

=0

— 2

Finalement on obtient le lemme. m
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Lemme 3.4.3 Soit u est controle optimal relaxé,alors on a :

0<E[9x($T)ZT +Ef0 fU t:Et,a)ut(d)ztdt
+Ef0 [Ji he (&2, a) @ (da) — [ he (5 2}, a) ug (da))] di

Preuve. On aplique le lemme (3.3.1) on a :

0<E {g (x%) —g (x%)} +E /OT/Uh (t; xf,a) u! (da) dt—T /()T/Uh (t; 2, a) ug (da) dt
0<E [g (xeT) -9 (33%)} +E /OT/Uh (t;xf,a) u! (da) dt—E /OT/Uh (t; 2, a) u! (da) dt

(3.15)
+E/OT/Uh(t;xg,a)u?(da)dt—E/()T/Uh(t;xy,a)ut(da)dt.

D’aprés la définition de u? (t) ona :

0<E g (4) —g(:c%)}+E/OT/Uh(t;mf,a) uy (da) dt—E/OT/Uh(t;xg,a)ut (da) dt
+OE /OT [/Uh (t;xf,a) g (da) — /Uh <t; xf,a) ut (da)] dt (3.16)

1
0< E/ go (& 4+ A0 (X7 + 21)) sz)\+E/ / / (& + M0 (X, + 1), a) wq (da) zd)\dt

E/OT [/Uh(t;mf,@qt(da)—/[]h(t;iﬂf,a)Ut(da)} dt + pf,

telle que pfdéfinie par :

(3.14)

. / ge (& + A0 (X1 + 27)) XrdA +B / / / (22 + A0 (X; + 21) , @) us (da) Xeddt

d’aprés la continuité de g, et h, et linégalitéCauchy Schwartz et lemme (10)

. 0
jy £ =0
T
0 < Elgs (%) 2] + E/ / hy (t; xy, a) ug (da) zdt+
0 U

+E /0 ! [ /U he (£ 22, a) q; (da) — /U he (£ 22, @) uy (da) | dt.

Finalement on obtient le lemme. m
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3.4.1 Inéquation variationnelle processus adjoint et equation adjointe

A partir de I'inégalité variationnelle(V.I)on établie les conditions nécéssaires d’op-
timalité qui vérifient le controle optimal u.Soit ® la solution fondamentale associeé a

I’équation linéaire (E.L)

dd, = /bz (t,z}, a) us (da) Prdt + /O’x (t,z}, a) ug (da) PrdBy

U U
Dy = I

(3.17)

® inversible et son inverse Uvérifie :

dv = /aw (t,z}, a) uy (da) \]Q't/a; (t,x}, a) ug (da) | dt — /bx (t, 2}, a) ug (da) Uudt
U U U

- / 0u (£, 2, a) ug (da) U,dB,

U
[ Po= Id
(3.16)
telle que :® et W vérifie :
E | sup |&*| +E| sup |¥/)?| < 0
t€[0,T] t€[0,T]
on pose :
Ay = \I/tZt (318)
T
X1 =03 (T) gz (=" (1)) +/ [@2‘/ hy (x4, a) ug (da)} dt (3.19)
0 U
¢
Yi=E(X1/F) - / [@:/ hy (s;x¥,a) us (da)] ds (3.20)
0 U
On remarque d’aprés (3.18),(3.19),(3.20)
E (arYr) =E(g: (x7) 27) (3.21)

telle que g, et h, sont bornnés et (3.17) X est carré intégrable
(E \Xl\Q) <

E (X1 /F};) est un martingale de carré intégrable, théorémede décomposition de Itd pour
les martingales carré intégrable.Si (z;) est une martingale de carré intégrable alors il

existe un processus Qs telle que :

t
2z = B [2z] +/ QsdBs,
0
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t
E/ Q|2 ds.
0

On applique théoréme de décomposition deltd on a :

telle que :

t t
Y, =E(X;) +/ QsdBs — / {@:/ hy (s;x2,a) us (da) | ds.
0 0 U

On a appliqué la formule d’Itd sur ay = Wiz et oYy, (3.21) et inégalité (3.14)

T

0< E/ [H (t;xy, qi, py, PY) — H (t; x}, ug, pit, P)] dt. (3.22)

0
On définit le Himiltonian H sur [0,7] xR"™ x P (U) XR™ x M, «4 (R) dans R avec :
H (i} a1 = [ h(tia0) (@)t [ bltiana)a @a)pet [ o(6ona)ada) P

U U U
(py, Pf*) est un couple de processus adapté telle que :

pi =Y, ,p} € L*([0,T];R") (3.23)

—%;Q - [l tat @) da)pys P e L (10,71 R, (3.24)
U

et le processus @ vérifié :

/Qsst— [@T(T)gx / <I>*/ (t;z)a ut(da)/Ft}

—E [@;(T) / o} / (t;z%,a ut(da)].

le processus py est un processus adjoint et avec (3.19) ,(3.20),(3.23)

pt =T [\I}*(I)} (T) g )+ \Il*/ @t/ (s;zy,a)us (da) ds/Ft] :

On a appliqué la formule d’It6 sur le processus adjoint py* on obtient I’équation adjionte

{ —dpy = H:L" (t7$g7utap?vptu) dt—PtudBt (3 26)

P = go (2" (T))
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3.5 Conditions nécessaires pour un controéle des problémes

relaxés en forme globale

Théoréme 3.5.1 Soit u un contréle relaxé optimal minimise le coit J et soit x}
est la trajectoire optimale,il existe un couple de processus (p%, PY) € L2 ([0,T],R") x
L? ([O,T] ,R”Xd) adapté est solution de ’équation différentielle stochastique de Back-
ward (3.26) telle que :

H(taxtu)ut)pgaptu) = inf H(t o 7Qt7pt7Pt ) (327)
qeP(U)

Preuve. Le resultat imédiat d’aprés (3.22) .Pour une preuve plus detailler voir
Bahlali, Mézardi et Djehiche [3]. m
3.5.1 Condition suffisante d’optimalité pour les controéles relaxés

Théoréme 3.5.2 Soit R un enssemble convexe et pour tout g € R et pour tout t €
[0,T7] les fonctions g et x — H (t,xt,qi,pe, Pr) sont convezxes,alors u est un optimal

contréle pour le probléeme initial (3.5), (3.6),(3.7) sl verifie :

H(t,z}, w,plt, P*) = f H(tx!, q,pt, P
(t, ', ue, py', Pr') qelgw) (t,x¢, qt, 0t P)

Preuve. Soit u un controle relaxé arbitraire(candidat peut étre optimale) et x} la

solution associée.Pour tout controle relaxé ¢ la solution associée z on a :

J(w)—J (q) = Blg (2" (T)) +E/ / (£, (t) , @) u (da)— /Uh(t,a:q (), a) q (da) dt
Puisque g est convexe,on aura
g (@?(T)) — g (2" (T)) > gu (" (T)) (9 (T) — 2" (T))
g (@(T)) — g (2" (T)) > g (" (T)) (9 (T) — 2" (T))
(u) = J (q) < Elga (=" (1)) (" (T) — 27 (T))]

+E [ / / (t, 2" (1) , @) u (da) — h(t,mq(t),a)qt(da)dt},

U

on remarque que p4. = g, (z* (")) donc :

J(u) = J(q) <Blpr (2" (T) — 2 (T))]

[// (8, 2% (t) ,a) u (da) — /Uh(tqu(t)aa)%<da)dt:|7
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en appliquantla formule de 1t6 a p{ (z¥ — zf)
d(pf (f — =f)) = dpt! (z} — «f) + pi'd (' — 2f) + d (p}, 2} — )
d (p? (SE? - ZE?)) = (_HCE (t7 CB?, utaP?? Pl;u) dt — PtudBt) (33? - CL’g)

ot | [ bsstiayun )~ [ bosat,a)acao)]
+pi [ /U o (t;x,a) ug (da) — /U o (t;zl,a) g (da)} dB,

_py [ /U o (22, a) ug (da) — /U o (27, a) g (da)] dt.

On passant al’espérence :

T
E(p} (et — 7)) =B / CH, (6 ug, pl PY) (2 — o) dt
0

T
+8 [t [ [ ptatayuin - [ biataa (da)]
0 U U
T
—E/ Py [/ o (t;xy, a)ug (da) —/ o (t;z},a) q (da)} dt
0 U U
T
J(u)=J(q) <E /0 H (1, ug, pt, PY) — H (8,20, g pt, P dt

T
E / Hy (1,22 g, g, PY) (2 — o) dt.
0

Puisque H est convexe en z et linéaire en wu.plus condition nécéssaire d’optimalité
(3.27) plus les lemmes (3.2),(3.3) on a :

H (t7mya utapga Ptu) - H <t7xga qt:p?7ptu) > Hx <t7xg7 Utap?, Ptu) (LU? - fﬂg)
Equivalent :
H (tv {L'?7ut7p?,Ptu) -H (taxgv Qt7pga Ptu) — H, (t,x?,ut,p?, F)tu) (.’L’? - x?) <O0.

Alors on obtient :
J(u)—J(q) <0.

D’ou le résultat m
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3.6 Conditions nécéssaires et suffisantes d’ optimalités
pour les controles stricts
On doit remplacer I’ensemble R des controles relaxés et minimiser le cout de J par

Pensemble § (U) :
SU)={ge R:q=10,;veU} (3.29)
ol ¢ (U) 'ensemble des controles relaxes sous la forme des mesure de Dirac qui charge

des controles stricts Si pour chaque ¢t € [0,T], q; € § (U) alors q; = 6y,. avec v € U

Lemme 3.6.1 Soit u un contréle relazé p = 6, minimise le cout J sur ouvert 6 (U)

st et seulement si u minimise le cout J sur U.

Preuve. Soity = dyest un controle optimale relaxé minimise lecout J sur ouvert
0 (U),donc on a :
J(p) < J(q),VgedsU) (3.30)

Tant que g € § (U) ,donc il existe v € U comme si g = §,,.Donc il est facile de voir ce la

at =¥
T =T (331
J(q) = T (v

par (3.30),on aura
J(u) < J (W) ,Yvel.

Par contre, soit u un controle strict d’optimal minimise le cout J sur ’ouvert U.Donc :
J(u) < J (W) ,Yvel.

Tant que les controles u,v € U, il existe u,q € 6 (U) comme si ¢ = 6, et p = §,.Ceci

implique les relations(3.31) .Par conséquent on aura :
J(p) < J(q),VgedlU).
D’ou le résultat m

Remarque 3.6.2 Le contréle optimale relaxé pexiste, mais n’est pas nécéssairement

un élément de 6 (U).Un contréle optimal strict u ne peut pas nécéssairement existe.

Remarque 3.6.3 Si Le controle optimale relaxé € 6 (U) ,donc on aura lezistence du
controle optimale relaxé. Dans ce cas ,st on remplace [’ensemble des controles relaxésR
par l'ensemble 6 (U) ,donc le probléme du controle relaxé devient simplement un pro-

bléme du contréle strict.
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Remarque 3.6.4 On sait que existence d’une solution optimale d’un probléme du
controle strict est assurée par la condition de Filipov.Il est intéréssant de voir si on a

la condition de Filipov, donc le contréle optimal relaxé est un élément de 6 (U) .

3.7 Les conditions d’optimalités nécéssaires pour les controéles
stricts

I1 faut deéfinir ’'Hamiltonien dans le cas strict de [0,7] x R" x U x R"™ x M, «q (R)
dans R par :

H (t,z,v,p, P) = h(t,z,v) +b(t,x,v)p+ o (t,z,v) P

Supposons que u est un controle optimale strict minimisé lecout J sur U et z“ la
solution de I’équation (3.1) controlée par u.Donc il existe un couple unique de procéssus
adapté

(p", PY) € L2 ([0,T] x R") x L? ([O,T] X R”Xd) :

et solution de :

—udp?) = HZ (t, 2", u,p}t, P")dt — PdBy 7 (3.32)
Py = g« (7%),
et vérifiés :
H (ta '1.7;7 utapga Ptu> = inf H <t7 .%'?, Utap?7 Ptu))a P - bs, dt — pp. (333)

velU
Preuve. Soit u un contréle optimal strict de probleme {(3.1),(3.2),(3.3)} et v
étre un élément arbitraire de U.Donc, il existe u,q € & (U) telle que :

= "0yu; ¢ =0y (3.34)

comme u minimise le cout J sur U,donc par le lemme (3.5.2), p minimise J sur
0 (U) .Alors, par les conditions d’optimalités nécéssaires pour des controles relaxés
théoréme (3.4.1) ,il existe une paire unique des processus adaptés (py, P*), qui est une

solution de (3.26) comme ci

H (t, %, py,pl, Pl') = qtie%(me (t, =) ai, ' PL') , P.ps, dt.pp.

par (3.34) on peut facilement voir :

ot ="

H(tv x?aﬂtapf7pt“) =H (t7x?7ut7pgaptu)
H (tamfa %71757 Pt”) =H (ta mgavtvp?7 Ptu)

ou la paire (py, P) est solution de (3.32) le théoréme est prouvé. m
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Remarque 3.7.1 Peng [36] a établit les conditions d’optimalités nécéssaires pour des
contréles stricts du second ordre avec deuz processuces adjoints . Par contre, Bahlali [5]
a été introduit par une autre approche basée sur la dérivée du premier ordre seulement
malgré la diffusion est controlée Cette nouvelle approche permet d’établir un prin-
cipe du mazimum stochastique global pour les problémes de contréle strict et relaxé.
les conditions d’optimalités nécéssaires du premier ordre avec seulement un processus

adjoint.

3.8 Les conditions d’optimalités sufisantes pour des controles

stricts.

Théoréme 3.8.1 On suppose que g et l'application x — H (t,x,v, p, P) sont convezes,

alors u est un contréle optimal pour le probléeme {(3.1),(3.2),(3.3)},s%l verifie :

H (t7xg7ut7p11€t7 Ptu) = vlré%H (tvx:ﬁl‘:vhp’tua Ptu))7 P — ps)dt — pp-
t

Preuve. Soit u étre un controle strict (candidat peut étre optimale) telle que :
H(t,zf,up, py', BY) = inf H (82,00, p), B)), Pops, di.pp.
(S
Soient u € U,v € U, donc il existe u et ¢ € § (U) telle que :

N:(su;qzév

ceci implique que :

=z
H (tv xf?Mtvpél7Pt“) = H (taJU?’Ut’Pga Ptu)
H (tﬂffa qt7p57 Ptu) =H (ta x?vvtvp?7 Ptu)

On deduit que :

H(t, 2, p, pl', Py = inf H(t,z},q,p}, P, P.ps,dt.pp.
q:€6(U)
H est convexe parraport a x, et g est convexe, d’aprés le théoréme (3.1.4) p minimise
le cout J sur ¢ (U) Par lemme,(3.5.2), on deduit que u minimise le cout J sur U.Le

théoréme est donc prouvé. m

Remarque 3.8.2 Les conditions d’optimalités sufisants pour des controles stricts sont

prouvés sans supposer que l’ensemble U est convexe.
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