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Résumeés

Résumé

Dans ce travail, nous donnons une étude compléte sur les matrices structurées, nous
nous intéressons aux matrices Toeplitz et Vandermonde et nous présentons une struc-
ture de déplacement de type Sylvester pour les matrices de Vandermonde confluentes
qui apparaissent comme une généralisation naturelle connue dans le cas d’un systéme
de Vandermonde simple. Nous montrons aussi qu'un algorithme asymptotiquement ra-
pide peut étre congu pour réaliser la factorisation LU d’une matrice de Vandermonde
confluente. Ce résultat est basé sur la structure de déplacement réalisée par ce type
des matrices et sur la factorisation des éléments blocs en termes de matrices Toeplitz

triangulaires.

Mots-clés : Structure de déplacement, Matrice de Vandermonde confluente, Com-

plément de Schur.

Abstract

In This work, we give a complete study on the structured matrices. We are interes-
ted in Toeplitz and Vandermonde matrices and we present displacement structure of
the Sylvester type for the confluent Vandermonde matrices which appear as a natural
generalization well known in the case of the simple Vandermonde system. We show
also that an asymptotically fast algorithm may be designed in order to realize a block
LU-factorization of confluent Vandermonde matrices. This result is based on a displa-
cement structure satisfied by confluent Vandermonde matrices and on factorization of

the block elements in terms of triangular Toeplitz matrices.

Key Words : Displacement structure, Confluent Vandermonde matriz, Schur com-

plement.



Chapitre 1
Introduction générale

Les méthodes numériques fournissent un outil extrémement performant qui per-
met d’aborder et de résoudre des problémes dont la solution est inimaginable par les
méthodes analytiques classiques. La maitrise de cet outil est devenue indispensable

dans la formation scientifique en général et dans celle des ingénieurs en particulier.

Parmi ces méthodes, on peut citer un ancien probléme qui apparait dans presque
tous les domaines scientifiques; c¢’est le probléme de résolution d’un systéme linéaire
vers lequel nous nous orientons dans cette thése. Le principe de ce probléme est toujours
le méme : on se donne une matrice A et un vecteur b et on cherche a trouver des
algorithmes performants et rapides permettant de déterminer le vecteur = solution de

I’équation Ax = b.

Les algorithmes basés sur les méthodes standards sont inapplicables lorsque n est
grand parce qu’ils sont de complexité trés élevée. A titre d’exemple, si on veut résoudre
un systéme linéaire de dimension (10 x 10) par la méthode de Cramer on effectue un
nombre d’opérations de l'ordre de 400 millions. Donc la méthode de Cramer est de
lordre de n(n+ 1)! pour résoudre un systéme linéaire de dimension (n x n). On utilise
O(n?) opérations pour résoudre le méme systéme par la méthode d’éliminations de

Gauss. Alors ces méthodes sont trés lentes.

Heureusement, plusieurs équations linéaires prennent certaines structures dans
I’application. ces structures sont exploitées pour la rapidité du calcul. Les structures de
matrices creuses, bandes, symétriques et triangulaires et aussi de Toeplitz, de Hankel,
de Vandermonde et de Cauchy qui ont la notion de structure de déplacement qui a vu

sa naissance vers la fin des années 70. Cette structure est un opérateur de la forme :

A—zAZT
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ou Z est la matrice de déplacement suivante :

0 O 0

1 0 0
7 —

0 1 0

Dans notre thése dont 1’objet est la résolution d’un systéme linéaire structuré, nous
nous sommes intéressés particuliérement aux matrices de Vandermonde confluentes. Ce
sont des matrices bien connues dans la littérature dotées de structures de déplacement

convenable dans les applications.

Pour aboutir & une telle structure pour les matrices de Vandermonde confluentes
simplement, il faut aboutir & une généralisation naturelle de celle connue dans le cas
d’un systéme de Vandermonde simple. La démonstration de ce résultat tire profit d’une
propriété intéressante disant, dans un sens que nous préciserons plus loin, qu’une
telle matrice est en fait plongée dans une matrice de Vandermonde par blocs. Ce
plongement n’est rien d’autre qu’une matrice de permutation qui nous permet d’obtenir
I’équation de déplacement vérifiée par les matrices de Vandermonde confluentes a partir

de I’équation de déplacement vérifié par les matrices de Vandermonde par blocs [36].

La plupart des opérations qu’on a effectuées dans notre étude sont en fonction des
matrices Toeplitz, parmi lesquelles, on peut citer les deux opérations suivantes : le
calcul du produit matrice-vecteur Tz, ot T' est Toeplitz triangulaire, et le calcul du
produit 7T, ou T est Toeplitz triangulaire aussi, d’ou le calcul de Tz et 7T est
fortement lié aux opérations sur les polynémes & une variable. Alors, ces opérations
de base sont réalisées par des algorithmes rapides qu’effectuent O(dlogd) opérations.
Ces algorithmes sont numériquement stables et connus dans la littérature sous le nom
de FFT (Fast Fourier Transform).

Contenu de la thése
Cette theése est constituée de six chapitres :

Dans le chapitre suivant, nous présentons les matrices structurées les plus remar-
quables dans la littérature. Nous commencons ce chapitre par une définition du dépla-
cement puis nous donnons les structures de déplacement de Toeplitz, de Hankel, de
Vandermonde et de Cauchy et nous démontrons la stabilité de quelques opérations de

base par cette notion de structure.
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Au troisiéme chapitre, nous nous intéressons a la pertinence visuelle des caractéris-
tiques de la transformation discréte de Fourier dans les calculs, plus particuliérement
dans le calcul des polynomes. Nous présentons quelques techniques et résultats fon-
damentaux satisfaits par la transformation discréte de Fourier [21] afin de réduire la

complexité de nos algorithmes présentés dans cette these.

Nous avons consacré le quatriéme chapitre a I’exposé des matrices Toeplitz spéciales
(triangulaire, circulante). Nous réexaminons cette classe des matrices Toeplitz d’un
point de vue algébrique et montrons leurs corrélations avec les polynomes en une
variable, lesquels jouent un roéle trés important dans la réalisation du produit d’une
matrice Toeplitz par un vecteur. Dans ce cas FFT (Fast Fourier Transform) devient

un outil fondamental pour les calculs des matrices dans cette classe.

Au cinquiéme chapitre, nous construisons des structures de déplacement utiles pour
les matrices de Vandermonde confluentes. L’idée principale dans cette construction
repose sur un résultat établi dans [36] affirmant que les matrices de Vandermonde
confluentes font partie, tout comme les matrices de Vandermonde, de la classe des

matrices structurées.

Au début, nous utilisons I’équation de déplacement vérifiée par les matrices de
Vandermonde pour déduire la structure de déplacement qui caractérise les matrices de
Vandermonde par blocs. Les résultats (5.2) et (5.3) affirment qu'une matrice de Van-
dermonde confluente est plongée dans une matrice de Vandermonde par blocs. L’ap-
plication de ce plongement a 1’équation de déplacement des matrices de Vandermonde
par blocs donne directement ’équation de déplacement caractérisant les matrices de

Vandermonde confluentes.

Dans le sixiéme chapitre, nous présentons les principaux résultats concernant la
résolution rapide d’un systéme linéaire structuré de Vandermonde confluent par ’ap-
plication de la décomposition LU par blocs rapide, qui n’est rien d’autre qu’une ré-
pétition finie de 'opération du complément de Schur. Afin de faciliter I’apprentissage,
nous présentons un rappel de ce dernier. Nous démontrons la stabilité du complément
de Schur par des structures de déplacement convenables de la forme (6.1). Nous voyons
qu’il est obligatoire de transformer la structure de déplacement (5.5) qui, caractérisant
les matrices de Vandermonde confluentes en une structure de déplacement, prend la
forme (6.1) dans le but d’appliquer le complément de Schur sur ces matrices. Dans
ce qui suit, nous utilisons la stabilité de ce dernier pour obtenir étape par étape le
processus d’éliminations de Gauss par blocs, qu’on trouve aprés qu’il ait été effectué

d’une fagon itérative basée sur des opérations par blocs des matrices structurées de
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complément de Schur ayant des structures de déplacement convenables, c’est pour
cela, qu'il est nécessaire de présenter les deux algorithmes (6.1) et (6.2) pour effectuer
ces opérations de base, lesquelles sont rapides. Nous terminons ce chapitre par la pré-
sentation de notre résultat principal sous forme d’un algorithme et nous étudions sa

complexité.



Chapitre 2

Matrices structurées

remarquables

2.1 Introduction

Dans ce chapitre ; nous présentons une définition de la notion des matrices structu-
rées. Grace a son équation de déplacement, une telle matrice admet dans la pratique,
une représentation en mémoire plus économique que celle connue dans le cas usuel.
Nous allons démontrer que les opérations de base (multiplication, inverse par exemple)
sont stables par ce type de structures. C’est-a-dire qu’elles peuvent étre effectuées sans
risque pour autant de détruire la représentation structurale. Nous présentons aussi les

matrices structurées les plus considérées dans la littérature.

2.2 Structure de déplacement

La notion de structure de déplacement est d’une grande utilité pratique, elle permet
d’unifier la notion des matrices et elle assure la stabilité de quelques opérations usuelles
dans la classe des matrices structurées, le cas qui n’est pas trivial pour les matrices de

la notion classique.

Définition 2.1 :  On dit d’'une matrice A du type (m x n) qu’elle est structurée

sl existe deux matrices L du type (m x m) et U du type (n x n) telles que :
®(A)=LA—- AU =GH (2.1)

ot G est du type (m x r) et H du type (r x n). Le couple de matrices (G, H) est le

générateur de A relativement a L et U et lentier r est le rang du déplacement.

6
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La structure de déplacement (2.1) connue également sous le nom de structure de
Sylvestre, est d’autant plus intéressante que L et U sont élémentaires et le rang r est
minime par rapport a n et m.

Opérations de base : Notons quelques propriétés de base :

1. On voit qu’en transposant les deux membres de (2.1), On obtient la structure

suivante de A7 :

UrAT — AT = —HTGT (2.2)
2. De méme, on a pour 'inverse A~! de A la structure suivante :
UA—A'L=—(A'G) (HA™) (2.3)

Obtenue juste en prémultipliant et en postmultipliant (2.1) par A~

3. Supposons que B est une matrice du type (n X p) vérifiant I’équation de dépla-

cement suivante :

UB-BV =GH (2.4)

ou G’ est du type (n x ') et H du type (r' x p); on peut alors montrer que AB

satisfait la relation suivante :

B (2.5)

L(AB) - (AB)V = [AG'G] [H"BTH"

En effet,

LAB = (AU + GH)B
— AUB + GHB
= A(BV +G'H')+ GHB
— ABV + AG'H' + GHB

d’ou (2.5) est directement déduite. On conclut donc que AB est également structurée

quoi que dans ce cas le rang du déplacement devient r +1'. ¢
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2.3 DMatrice de type Toeplitz

Une matrice 7' € R™*™ du type (m x n) est de Toeplitz si ses éléments sont de la

forme :
Tij =Ti—j

C’est-a-dire T est de la forme :

to to1 ... topsn

t t

T 1 0
t_q
w1 .t to

Il est clair qu’une matrice de Toeplitz est caractérisée par le fait que ses éléments, le

long de chacune de ses diagonales, sont égaux.

Ces matrices sont trés intéressantes du point de vue de la complexité du calcul. La

structure de déplacement associée aux matrices Toeplitz est donnée par :
ZiT —TZy = equ” +vel (2.6)

ou T € R™*™ est une matrice Toeplitz du type (m x n) et u € R™ v € R", Z, € R™*™

et Z, € R™" sont des matrices de déplacement élémentaires :

00 0 t
10 0

Z,=|01 (2.7)
00 1 0|

On remarque bien que chaque matrice Toeplitz est caractérisée par sa structure de
déplacement (2.6) au lieu de ses (m x n) éléments (Tj;); 1 <i <m, 1 < j < n dans la
représentation usuelle. Alors la nouvelle représentation permet de réduire la complexité

de quelques opérations effectuées sur ces matrices, ainsi que ’espace mémoire utilisé.

Pour se convaincre que les matrices Toeplitz vérifient (2.6) il importe de le prouver.

Soit T une matrice Toeplitz du type (m x n) :
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to
t1

| tm—l

t-1
to
t1

t 1

t1

tfnJrl

t 1
to

Grace a la définition d’une matrice Toeplitz, il est clair que ses éléments sont caracté-

risés par la relation suivante :

Tij = Tit1,5+1

pour

t=0:m—-2etj=0:n-2.

(2.8)

La prémultiplication de T" par la matrice de permutation Z; définie dans (2.7) donne

la matrice suivante :

[t
to
ZiT =

tm—2

tm—2
t-1

tto

t7n+1

t_1

Si on pose A = Z, T, on remarque que ses éléments sont donnés par :

Ao =tTm-1,

Ai,j = Tz'—l,j pour

i=1:m-—1

pour

j=0:n-1.

Ainsi que la postmultiplication de T" par Z, définie dans (2.7), en remplagant ¢ par s,

donne :

TZs =

t—n+1

t_1
to

St()

sty

Stm—1 |

Si on pose maintenant : B = T'Z;, les éléments de B sont :
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B;;

ij+1 pour j=0:mn—2
pour ¢=0:m—1.
Bin-1 =5Tip

Alors, les éléments de la matrice C' = A — B sont caractérisés par :

e Pour =20 Co,j = AO,j — By,

=tTy_1,; —tlpj4+1 pour j=0:n-—2
ePouri=0etj=n—1 Copn-1 = Aon-1— Bon-1

=tTm-1n-1—5Top
e Pour j=n—1 Cin—1 =Ain-1— Bina

=Ti1p-1—58Tip pour i=1:m—1

Les éléments qui restent de C, (i = 1:m — 1) et (j = 0 : n — 2) sont nuls, c’est -a-dire :

Cij =Ti—1; — Tij+1 =0 (d’apres la formule (2.8)).

Finalement la matrice C, telle que C = Z,T — T'Z; prend la forme suivante :

[ tty—1 —t_q ttyp_o —t_9 -+ .-+ ttg— sty
L 0 e PR 0 t*l_Stmfl_

Ce qui peut s’écrire encore eju’ +vel exactement comme dans (2.6) , ot u = [e%; (tT)] 4
etv=(sT)e;. &

L’opérateur de Toeplitz : ®(T) = Z,T — TZ, est injectif pour peu que t # s, en
conséquence, on peut définir la matrice Toeplitz directement a partir de I’équation de

déplacement (2.6) .

Pour des raisons que nous aborderons dans les chapitres suivants, il convient de

définir une matrice Toeplitz comme étant toute matrice T' qui vérifie :

&(T) = Z,T — TZs = GH, (2.9)
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ou G et H sont du types (m x 2) et (2 X n) respectivement.

Ceci étant, les matrices Toeplitz sont stables par quelques opérations usuelles. Par
exemple 'inverse d’une matrice Toeplitz, carrée et réguliére (inversible) est une matrice

Toeplitz.

En effet, soit T une matrice Toeplitz, carrée et réguliére qui vérifie la structure de

déplacement (2.6)

T
U
ZtT—TZszeluTijeZ:(el v )< T )a

en

par la prémultiplication et la postmultiplication de cette derniére structure par 71,

on obtient la nouvelle structure de déplacement :

T
Z T -1z, =171 ( e1 v ) ( UT )T‘l.
e

On observe que la matrice 7! vérifie 'opérateur de Toeplitz (2.9), ol

Alors T~ est une matrice Toeplitz. ¢

2.4 Matrice de type Hankel

La matrice de Hankel est similaire de celle de Toeplitz. On dit qu'une matrice H
du type (nxn) est de Hankel si ses éléments, le long de chacune de ses anti-diagonales,

sont égaux, ce qui nous permet de déduire la forme de H

ho coe hp—o hp
hn,
H =
hn—2 hn—l
L hn—l hn v h2n—2 i
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Les éléments de la matrice de Hankel sont définis par :

Hij = Hiy,

Le théoréme suivant, nous permet d’établir la relation entre les matrices de Hankel et

les matrices de Toeplitz :

Théoréme 2.1 :  Soit A une matrice du type (m x n). Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

(a) A est une matrice de Hankel
(b) JmA est Toeplitz

(¢c) JnAdJ, est de Hankel

(d) AdJ, est Toeplitz; telle que

[0 0 0 1]
00

I =emem-1---e2e1]=1|: + ... 1 |. 0
0 0
10 0

Démonstration :  On montre sans difficulté que la prémultiplication de A par J,,
effectue une permutation mirroir sur les lignes de A. De méme la postmultiplication
de A par J, effectue une permutation mirroir sur les colonnes de A. Dans les deux
cas de figure, les anti-diagonales sont transformées en diagonales et vice versa. Ceci
nous permet de conclure que (a) = (b) = (c) et, comme J2, = I, et J2 = I, ,

(c)=(d)=(a). &

Pour obtenir la structure de déplacement relative aux matrices de Hankel, On
exploite le théoréme (2.1) qui affirme que toute matrice de Hankel H € R"™*™ peut
étre mise sous la forme H = J,T, ou T est Toeplitz, et on prémultiplie les deux
membres de 'équation (2.6) par la matrice de permutation .J,,, de sorte qu’on obtienne

la relation :

(T Zsdm) (T T) = (I T) Zg = Jeru” + Jpvel

d’ou la structure de déplacement suivante pour la matrice de Hankel H est directement
déduite :
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ZtTH —HZy=epul +d'el, ondv = J,0 (2.10)

m?
On s’est servi des propriétés suivantes vérifices par J,, : JpZeJm = ZtT et Jpem =
e1. ¢
2.5 Matrice de type Cauchy

Une matrice de Cauchy du type (mxn) associée aux deux vecteurs a = (aj ... an)
et b= (b1 ... by) , avec a; # b; quels que soient i et j, sera notée C (a,b) ou tout

simplement C'. La matrice C (a,b) = C vérifie I’équation de déplacement :
D,C — CDy = eel (2.11)

oue=(111... 1", Dy = diag (a1 ... am) et Dy = diag (b1 ... by). Inversement, on
s’apercoit aussi que la matrice
a1—b1 T a1—bn

1 1

am—b1 e Qm—bn,

s’en déduit directement de (2.11). Alors les éléments de C sont de la forme

1
Cz’,j:<w_b‘> ;1<i<m,1<j<n
i j

a condition que a; # b; (V1 <i <m,1 < j < n) auquel cas Iopérateur de Cauchy
o, (C)=D,C —CDy

est injectif. Sans cette condition, I’équation (2.11) peut étre quand méme introduite
mais sans pour autant prétendre caractériser entierement C. Ceci étant, et en concor-
dance avec ’esprit de notre étude, on entend par matrice de Cauchy toute matrice C

vérifiant :

D,C —CDy,=XYH" (2.12)
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ou X est du type (m x ), Y est du type (r x n) et le rang de déplacement 7 est
raisonnablement réduit. Comme précédemment, 'inverse d’une matrice de Cauchy est

également une matrice de Cauchy.

Le fait de définir les matrices de Cauchy a partir d’équations (2.12) basées sur des

opérateurs . non forcément injectifs est de quelque utilité en pratique.

2.6 Matrice de type Vandermonde

On commence cette section par une définition générale d’'une matrice de Vander-
monde. Considérons des bases P= (FPy(x) ... Pp_1(z)) de l'espace C,,[X] des poly-
nomes de degré < m — 1, telle que : deg P;(x) = i.

On appelle une matrice P-Vandermonde V,, toute matrice du type (m x n) de la

forme :
Vp = [f(xl) f(xn)]a (2'13)

ot f(x) = (Py(x) .... Pm_1(x))T et x1,...., 2, sont n nombres deux & deux distincts.
Dans notre étude on s’intéresse au type des matrices P-Vandermonde lorsqu’on

prend & la place de P, la base canonique :
h=(1xzaz®... ™). (2.14)

La matrice Vj est appelée la matrice de Vandermonde et s’écrit sous la forme :

1 1 1
T1 To Tn
Vi, = x% x% cee e x% . (2.15)
K -1 ! -1 mzz—l |

On observe que les éléments de Vj, sont donnés par :
(Vikj=a) VO<k<m-—letl<j<n,

qu’on peut caractériser aussi par la relation :
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(Vi)k+1j — 2 (Va)k; =0 Vk <m—1. (2.16)

Alors, on déduit que la matrice de Vandermonde V}, a la structure de déplacement :
ZIv, — VD, = ey, (2.17)

telle que : D, = diag(x1 ... 7,) et ul = (s — a7 ... s — ™).

Il est clair que la structure (2.17) est déduite directement a partir de la propriété
vérifice par la matrice de permutation Z! et la formule qui caractérise les éléments

d’une matrice de Vandermonde, de la maniére suivante :

Ona:
T Z2 Tn
2 2l 22
zZr'v, = : :
-1 -1 m—1
1 T Ty
] S S
et
x1 x2 Tn
ST x,
ViDy = : : : )
m—1 m—1 m—1
1 Lo Ly
m m m
L Ty ) Tn |
par conséquent
0 0 0
T . . .
LV —ViDy = : : : ,
0 0 cee e 0
L S —_— xT S —_— xén “ e “ e S —_— a’:? |

ce qui peut s’écrire encore e,,.u’l, ot u’ = (s — 2] ... s—2™) comme exactement dans

(217). 4
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Dans le cas ou les x; sont tous non nuls, la structure de déplacement de V}, , peut
s’écrire d’'une autre maniere pour éviter les calculs des puissances zj' des nombres

représentés en virgule flottante, on voit que si k > 1:
(Vi)k—1j — 2 (Va)ry =0 (2.18)

de sorte que la structure (2.17) sera écrite de la forme suivante :

Z\Vi, — VDt = e 0T (2.19)
telle que : D! = diag(x; ! ..... il et ol = (sat —ayt Losa T -2t

Dans la nouvelle structure, il est clair que les puissances :1:}”71 seront éliminées si

s=20.

C’est exactement de la méme maniére que dans la structure (2.17) qu’on peut

trouver la nouvelle structure de déplacement (2.19) d’une matrice de Vandermonde.

II est clair que :

m—1 m—1

— m—1
le S$2 DY DY S"I:n
1 1 1
2V, = T T2 Tn
m—2 m—2 m—2
s T Ty, |
et
i 1 -1 -1 ]
T Tqy x,,
1 1 1
ViD= z1 T2 ZTn ;
m—2 m—2 m—2
| T1 ) : Tn = |
alors, on conclut que :
m—1 1 m—1 -1 m—1 -1 7
sxy Ty ST, — Ty sxy z,
0 0 0

Z\V, — ViD=




2. Matrices structurées remarquables
17

T

ce qui peut se représenter aussi sous la formule e;.v*, ce qui est & démontrer. ¢

Ici, on peut dire aussi que la matrice de Vandermonde V}, est définie & partir de
ses structures de déplacement (2.17) et (2.19), qui sont restées valables méme si :

Zs = Zy = Z, en remplagant s par 0.

Finalement, il est important de signaler qu’il est possible de passer d’un type & un
autre grace a ses structures de déplacement et quelques multiplications matricielles
par la transformation discréte de Fourier ; que nous verrons dans le prochain chapitre ;

la matrice de Vandermonde et des matrices diagonales, & titre d’exemple :

1/ en prémultipliant une matrice de type Toeplitz par la transformation discrete

de Fourier et une matrice diagonale pour obtenir une matrice de type Vandermonde.

2/ par une prémultiplication d’une matrice de type Vandermonde, par la trans-
formation discréte de Fourier et une matrice diagonale on obtient une matrice de type

Cauchy.

3/ pour obtenir une matrice de type Cauchy a partir d’une matrice de type Toeplitz,
il suffit de multiplier cette derniére par la transformation discréte de Fourier et une
matrice diagonale et la postmultiplier par I'inverse d’une matrice diagonale et I'inverse

de la transformation discréte de Fourier.



Chapitre 3

Transformation discréte de

Fourier et ses applications

3.1 Introduction

Il s’agit d’une opération numérique de base importante et bien documentée de par
sa grande utilité pratique et théorique. La popularité de la transformation discréte
de Fourier découle notamment de l'existence d’algorithmes réalisant 1’opération de
multiplication de la matrice de Fourier qu’on défininera ultérieurement par un vecteur
en utilisant O (nlogn) opérations élémentaires seulement. Ces algorithmes rapides sont
plus connus sous le nom de FFT (Fast Fourier Transform). Ce qui nous a motivés a
considérer la transformation discréte de Fourier dans ce chapitre réside d’un coté dans
le fait que les algorithmes que nous proposons dans cette thése font appel & la FFT
afin d’améliorer leur complexité, et d’un autre c6té dans I'intention de bien préciser
que la FFT, en plus de sa rapidité, est une opération numériquement stable. Ce point

étant, jusque la, rarement discuté dans la littérature.

Avant de détailler cet aspect, nous avons jugé utile de rappeler, ne serait ce que

brievement, quelques résultats fondamentaux satisfaits par la TDF

3.2 Transformation discréte de Fourier

Dans cette section, on rappellera quelques outils qui seront utilisés dans la suite
de cette these.

18
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Définition 3.1 :  La matrice de Fourier d’ordre n est la matrice F' suivante :
1 . 1
1 w T . ,
Flwn)=| | . = (U ¢ cm, (3.1)
1 wn! w(nfl)2
ol w est une racine n™¢ principale de Uunité. C’est-a-dire que : 1,w, ...,w" " sont
les racines de Z™ — 1 = 0. A titre d’exemple :
iZr -1 _ 0 _ —iZ 2
Wy =€, w, =W, =€ "n i =-1 (3.2)

sont des racines n°™° principales de ['unité.

Définition 3.2 :  La transformation discréte de Fourier (en abrégé TDF') d’un vec-

teur x = (zo 21 -+ Tn_1)? est le vecteur Fax.

Soit w toujours une racine n®™¢ principale de I'unité. Alors il est bien connu que
Iinverse F(w,n)~! de F(w,n) peut étre directement déterminé grace a la formule

suivante :

SOF (3.3)

cette formule nous permet, du reste, de conclure que l'inverse de TDF est, & une
constante multiplicative prés, lui méme une TDF.

Posons par ailleurs

Q: F(wan)v

L
NG

on peut alors vérifier que

Q"Q = LF(w ™ n). L Fw,n)

de sorte qu’on puisse déduire que @) est unitaire.

Notons par ||.|| la norme euclidienne dans C”, et rappelons que si A € C"*"
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[A]l = max [| Az] .
llz(l=1

On peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.1 :  Supposons que y = F(w,n)x. Alors

(i) |F(w,n)|| = v/n
(@) lyll = vnl=ll. ©

3.2.1 TDF et polynémes
Considérons le probléme consistant a calculer le produit C (z) = A(x)-B(x) de deux
n—1 n—1
polynémes A(x) et B(x) de degré < n. En posant A(z) = Zaixi et B(z) = Z bzt
=0 =0

il est immédiat que

2n—2

C(z) = Z cix’
=0
avec

C; = Z akbj. (34)

k=i

Aussi, il est clair que 'approche directe pour calculer C(z) requiert, au pire des cas,
O(n?) opérations élémentaires. Pour améliorer cette complexité, il convient d’abord

d’interpréter le produit polynémial ainsi considéré en termes de vecteurs. Dans ce sens,

T T
on pose a = [ a a1 ... Gp—1 0 ... O } ,b= [ bo b1 ... byp1 O ... O
T
et c = [ cg €1 ... Cp—a O de sorte que a, b, c € C?".
Ensuite, on fait intervenir la TDF en se basant sur le résultat suivant :
Théoréme 3.2 : Soit w une racine (2n)éme principale de 'unité et posons F =
F(w,2n). Alors
Fc=(Fa)©® (Fb) (3.5)

ot ® désigne le produit ponctuel :

T Y1 T1Y1

T2 Y2 €T2Y2
of . |= . -0

Tm Ym TmYm
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En faisant appel a la FFT, on en déduit qu’il est possible de calculer ¢* = Fc¢ en

utilisant O(n logn) opérations élémentaires. puisque on a F(w,2n)~! = ﬁF(wil, 2n).

Par conséquent

1
c= %F(wfl,Qn)c*

et peut ainsi étre déterminé en utilisant O(nlogn) opérations élémentaires. Ci apres

un algorithme réalisant le produit polynémial.

Algorithme 3.1.  ppoly (A(x), B(x)).

Données : ag, a1, ..., an—1 et by, b1, ..., by—1.

Résultats : cg, c1, ..., Con—a-

1. a* = F(w,2n)a <a: { a ai ... ap-1 0 ... 0 }T>
T

2. b* = F(w,2n)b <b: [ bo bi ... by O ... 0} )

3. c*=a"0b" (O estle produit ponctuel)
4. ¢ = £ F(w1,2n)c".

Complexité :  O(nlogn) opérations.

3.2.2 FFT itérative

T
Dans cette section, on suppose que n = 29 est une puissance de 2. Sia = [ ag ai ... Qp_1 }
on pose
T
a[o] = [ apg ag Ap—2 }
et
T
a[l]: |: ay as ... Qap—-1 } .

D’autre part, si w est une racine n*“"¢ principale de I'unité, on note par A,, la matrice

diagonale suivante :

(10 0 |
0
Ay = v (3.6)
0
|0 0 w2! |
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Par exemple A_; =[1], Ay = 0 i
i

! 0] (ot 42 = —1).

On peut dire que l'algorithme FFT récursif de Cooley et Tukey peut étre résumé

dans la formule suivante :

I A F(w?. 2).ql0
Flw,na=| 2 "¢ B 37)
In —Ay F(w?, 5).a
En développant davantage, on obtient :
F(w,n)a =
I% AwQ 0 F(’LU4, %)CL[OHU]
I% Ay I% —A,2 F(w?, %).a[O][ll
In —Ay 0 In Ay F(wi, 1. glt0!
I% —AwQ F(w s %)amm
Pour simplifier, posons :
A — Ig Ay
In —Ay
et
In A
Ay =1 ® 4 w?
z —A2
ol ® est le produit de Kronecker. On a :
[ In Ay .
Ay — I% —A,2
0 I% A2
I% —A,2
D’une maniére générale, pour j =1, 2, ..., g, on pose
_[LL_ A 2j—1
A] = [2]'_1 & 2 v . (38)
In —A i1
27 w
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On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théoreme 3.3 : Il existe une matrice de permutation P qu’on peut déterminer

telle que

F(’LU, Tl) = Al.AQ.A3 e AqP. <> (39)

Procédons maintenant & la construction de la matrice de permutation P évoquée dans
le théoréme précédent. Pour cela, nous aurons besoin d’introduire la notion de renver-
sement binaire d’un entier compris entre 0 et n — 1. Dans cette perspective, rappelons

qu'un entier k € {0,1,2,...,n — 1} admet la représentation binaire unique

q—1
k=) k2 (ke€{0,1}),
=0

de sorte qu'un tel entier puisse étre identifié & un vecteur de {0,1}?. Ainsi, on peut

écrire :
ko
k1
k=]
k1
0 0 1
Ezemple : (n=8,¢q=3), 0=1 0 |,1= ,2=111, 3=1]11,
0 0 0 0
0 1 0 1
a=1o0|,5=0],6=|1 |, 7= 1
1 1 1 1

0 0 1
1 0
J:
0
1 0 -+ 0|
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Définition 3.8 :  Soit k un entier compris entre 0 et n — 1. Le renversement binaire
rev(k) de Uentier k est l'entier suivant :

rev(k) = J - k.

Ezemple : (N =8,9=3), rev(0)=0,rev(l) =4, rev(2) =2, rev(3) =6, rev(4) =
1, rev(5) =5, rev(6) = 3, rev(7) = 7.

Le résultat suivant détermine la matrice de permutation en question.
Théoréme 8.4 : OnaVj=1:n
Pej = Crev(j—1)+1>

(ej) désignant la base canonique <.

Réalisation de l’opération y = A;x : Rappelons que :

I% Aw2]71
Aj = IQj—l &® ?
IQ% _Aw2]—1
T T
et supposons que r = ( Trg X1 - Tp-1 ) et Yy = ( Yo Y1 - Yn—1 ) . Po-

sons m = 4. Alorssi k=0:2"1—1, on a:

Ykm Tkm
Ykem+1 I% Aw2j—1 Thm+1
Im —Aijfl
Y(k+1)m—1 T(k+1)m—1

Autrement dit, pourt:():%—letk::():Zj_l—l, on a:

_ t-29-1
Yit+km = Ttrkm + W Tt km+1 (3.10)
_ t-20—1 :
Yttkm+2 = Tikm — W Tttkm+2 -
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Enfin, nous pouvons présenter ’algorithme suivant que nous nommerons méthode FFT

itérative basée sur la formule (3.9).

Algorithme 3.2 :  FFT itérative. Dans cet algorithme, on suppose qu’on dispose
des n racines de Uunité : 1, w, w?, ..., w" ! stockées dans un tableau nommé R. Par

conséquent R[k] = w*~1. L objet de cet algorithme consiste o réaliser l'opération b =

T T
FCL:AlAQ-“Aan,O’&a:(CLO ay --- an_l) etb:<b0 bl bn—l) .

Commentaire : calcul de Pa = c.
l.pour s=0:n—-1

2. Cs = Qrep(s)+15

3.pour j=¢q:1

4 pour k=0:2/"1-1
5 m = gi1;

6. pour t =0:% —1
7 dlt+km]=clt+km]+ R[t- 277 c[t+km+Z];

8 dt+km+ 2] =clt+km]—R[t-27 c[t+km+ Z];
9 fin pour

10. fin pour

11.pour s=0:n—-1

12. cls] =d]s].

Pour analyser la complexité de cet algorithme, on va compter le nombre de multi-
plications et négliger celui de ’addition. Notons par *¢ une multiplication complexe.
On observe qu’au niveau des lignes 7 et 8, on a 2 - x¢. Avec la boucle 6-9, on compte
2.5 xc = 23"7_1 - x¢. On utilise donc n - ¢ dans le segment 4-10. En conséquence, on

totalise gn - x¢c = n (logg n) *c .

3.3 Matrices circulantes

Soit A € C™*™ une matrice complexe du type (n x n). On dit que A est circulante

Si:
Ajj = [ [(j—i)[modn]] Vi, j; 1<4, j<n (3.11)

ou k [modn| désigne le reste de la division de k sur n et est compris entre 0 et n — 1.

La relation (3.11) signifie que A;; est fonction de (j —4) [modn].
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Ezemple de matrices circulantes :

apg az a2 ai

apg az ai
ap ap a3 a2

ay ap az
az a1 ap asg

as a1 Qo

az az a1 ag

Il est clair qu’une fois la premiére colonne d’une matrice circulante est connue,
les autres colonnes peuvent étre directement déduites. Cette observation justifie bien
lécriture C'(a) pour désigner la matrice circulante dont la premiére colonne est le

T
vecteur a. Par exemplesia=|1 0 -1 2 ] , alors on a :

D’une fagon générale, on dit qu'une matrice C(a) est circulante si elle a la forme

suivante :
ap Gp—1 al
C(a) = ai aop as
an-1 - ag

On sait que le produit de deux matrices circulantes est une matrice circulante. De
méme, I'inverse d’une matrice circulante est une matrice circulante. En fait nous pou-

vons, grace a la TDF, caractériser d’une fagcon compléte les matrices circulantes.

Avant d’établir ce fait on adopte la notation suivante :

1T
Notation :  Soit v = [ vl ... Up € C", notons alors
[, 0 - 0 ]
0
D, = diag (v) = 2
0
i 0 0 o,
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Ceci étant, on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.5 : Soit a € C™ un vecteur d’ordre n et soit a* = F(w,n)a sa

transformée discréte de Fourier. Posons F = F(w,n). Alors :

(i) F.C(a).F~' = Dy
(i) F~1.Dy.F = C(a). ¢

Ce résultat affirme que toute matrice circulante est semblable & une matrice diago-
nale assurant ainsi la caractérisation entiére des matrices circulantes. En effet, on peut

dire que ’ensemble des matrices circulantes est formé de F~1.D,.F ot v parcourt C".

3.4 Matrices ¢-circulantes

Plus généralement, on peut définir une classe des matrices qui a les mémes pro-

priétés de la classe des matrices circulantes.

Définition 3.4 : On dit qu’une matrice carrée du type (nxn); Cy(a) est -

circulante si elle a la forme suivante :

ap  Pap-1 - Pa
ai ao Paz
Cpla) = .
an—1 ag
ou le vecteur a = (ag ay - -- an,l)T est sa premiére colonne.

Proposition 3.6 [32] :  Soit Cy(a) une matrice @-circulante de taille (n x n). Elle

est aussi diagonalisable par F, et plus précisément on a :
Cy(a) = D;'F'DFD,

avec D = diag(FDya), D, = diag(1l ¢ 62 ... 0" 1Y), pour n’importe quel § € k qui
vérifie 0" = . O

1l est important de signaler que linverse d’une matrice -circulante carrée du type

(n xn); Cyla) est @-circulante de premiére colonne
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1
767{’... ,——

de sorte qu’on peut effectuer cette opération par l'utilisation de O(nlogn) opéra-
tions, ainsi que la multiplication d’une matrice p-circulante par un vecteur codte aussi

O(nlogn) opérations.

3.5 Analyse de ’erreur

On suppose qu’on travaille dans un systéme de nombres en virgule flottante d’unité

d’erreur d’arrondi u et basé sur le modéle standard suivant :

flzopy)=(zopy) (L+e) e[ <,

ol op =+, —, %, /, .... Dans un tel systéme les opérations (3.10) deviennent :
~ 9i—1
Yt+km = .Z‘t+km(1 +51) —l—wt 2 l‘t+km+%(1 +Oé)
~ 97—1
Ytrkmtm = Loy (1 +€2) — w"? $t+km+%(1 + B).

On peut supposer que |af, |5], |e1], |e2| < 4u. En conséquence le calcul de y = Ajz

dans ce systéme donne 7 tel que :

y= (4 + Az

avec
‘AA]’§4UMJ
In In
Mj=|Ajl = Bia® | 22
27 27

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 3.7 :  La réalisation de b = Fa par la FFT présentée par l'algorithme

précédent en utilisant le systéme adopté donne le vecteur approché b tel que :

b= (A1 +E)(As+ By) ... (A + E,)Pa, |E;| < 4uM;,



3. Transformation discréte de Fourier et ses applications

29
ou bien
b= (A1 Ay ... Ay+E)Pa, |E|<A4quMM,y...M,; ¢
1l vient
b=b+ EPa,
donc
‘Z— b‘ < 4(logy n)yuMy Ms . .. M,Pa.
Par ailleurs, il n’est pas difficile de montrer que :
IMjll=2 (Vi=1:q).
En conséquence
o= b < 4uq 27 1all = (4untogy n) Jall.
Or
1
|ral = .
ot
1
=—|b
lall = = 1]
on en déduit que :
HE— b” < duv/m (logyn) [bl] . O (3.12)

Ce résultat permet de conclure que la FFT itérative est en norme numériquement
stable. Il est bien quand méme de signaler & ce propos que nous nous sommes accordé
deux facilités. D’un coté, on a supposé que les w? sont calculés au départ et d’une ma-
niére exacte. C’est une hypothése tout a fait valable puisque la plupart des ordinateurs
sont dotés de logiciels évaluant les fonctions élémentaires d’'une maniére trés précise.
D’un autre coté, on a supposé que si ﬁ(l +0;) =140 avec |0;| <u (Vi =1:n),
on a |d] < nu, ce qui est mathématiquér_nlent faux. Rigoureusement, on a I'implication

suivante :

nu

0; < Vi=1: o <
] < (Vi=1em) = |o] <

(3.13)
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a condition que nu < 1. Heureusement, il a été démontré que les résultats établis sur la
base de notre hypothése & priori erronée sont modulo O(u?) identiques & ceux obtenus

sur la base de I'implication (3.13). Désormais, on suppose que :

HZ—bH < cub|

et

b= (F+AF)a, |AF|<e. (3.14)



Chapitre 4

Multiplication rapide d’une

matrice Toeplitz par un vecteur

4.1 Introduction

On verra que notre idée est basée sur la factorisation des éléments blocs en termes
de matrices Toeplitz spéciales (triangulaire, circulante). La possibilité de multiplier
rapidement ces matrices par un vecteur, conduit & des algorithmes rapides qui nous
permettent d’effectuer la multiplication de ce type des matrices par un vecteur en
O(nlogn) opération. Alors, dans ce chapitre, nous nous somme fixé comme but la
présentation des matrices Toeplitz et leurs propriétés avec quelques techniques de
base dans les calculs matriciels. On remarquera qu’elles sont fortement liées aux opé-
rations sur des polynémes & une variable et qu’on peut réaliser d’une facon rapide par
I'utilisation de FFT.

on va présenter deux méthodes qui nous permettent d’effectuer le produit matrice
Toeplitz par vecteur. La premiére méthode, que nous allons présenter, est la méthode
de prolongement d’une matrice Toeplitz en une matrice circulante et la deuxiéme
est la méthode de décomposition d’une matrice Toeplitz en deux matrices Toeplitz

triangulaires.

4.2 Matrices Toeplitz spéciales

On sait que l'inverse d’une matrice Toeplitz et le produit de deux matrices Toeplitz
ne sont pas en général Toeplitz. Heureusement, lorsqu’on se restreint & des matrices
Toeplitz spéciales, il s’avére que ces deux opérations deviennent stables. Dans cette

section nous allons présenter deux types de matrices spéciales.

31
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4.2.1 Matrices Toeplitz circulantes

Une classe trés importante de matrices Toeplitz est la classe des matrices circu-
lantes, laquelle a déja été citée dans le troisiéme chapitre. On peut définir les matrices

circulantes a ’aide de la matrice de permutation Z; de la maniére suivante :

C)=[vZiv Z{v ... Z}7 1], (4.1)

T
ol /i est la matrice Z; en remplacant ¢t par 1 et v = [ vg V1 ... Up—1 . La

formule (4.1) justifie le fait que la connaissance de la premiére colonne d’une matrice

circulante implique la connaissance des autres colonnes de cette matrice.

A partir de la relation (i) du théoréme (3.5), on conclut immédiatement que
le produit d’une matrice circulante par un vecteur b; C(a)b peut étre réalisée par
I’application de TDF trois fois et la multiplication des vecteurs. Alors, pour calculer

le produit de la forme C'(a)b, on suit les étapes suivantes :

1. b* = F(w, 2n)b.
a* = F(w,2n)a.
y* =0 ®a*.

= W ™

y = ﬁF(w‘l, 2n)y*.

11 est nécessaire de rappeler que pour réaliser 'opération C(a)b, on utilise O(nlogn)

opérations élémentaires.

4.2.2 Matrices Toeplitz triangulaires

La deuxiéme classe importante des matrices Toeplitz est la classe des matrices

triangulaires.
Ezemples :
ag 0 0 O
ay Qo 0 . . . . . pse
1. est une matrice Toeplitz triangulaire inférieure.
az aip Qg

az a2 ai ag
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apg a1 a2 as

0 ap a1 a2 : . . : -

0 0 est une matrice Toeplitz triangulaire supérieure.
ap ax

0 0 0 ao

Il est clair que les matrices Toeplitz triangulaires inférieures sont définies a partir
de ses premiéres colonnes, de sorte que les matrices Toeplitz triangulaires supérieures
sont les transposées de ces derniéres. Cette observation justifie 'écriture L (a) pour
désigner la matrice triangulaire inférieure dont la premiére colonne est le vecteur a

et R(a) = L(a)T pour désigner la matrice triangulaire supérieure. Par exemple si
T

a:[l 2 0 1] ona:

1 0 00 1 2 01

2100 0120
L(a) = et R(a)=

0 210 0 01 2

10 21 0 0 01

On sait que I'inverse d’une matrice Toeplitz triangulaire inférieure (resp supérieure)
et le produit de deux matrices Toeplitz triangulaires inférieures (resp supérieures) sont
des matrices Toeplitz triangulaires inférieures (resp supérieures), de plus le produit

matriciel dans cette classe est commutatif.

Dans la prochaine section, on verra voir que le produit d’une matrice Toeplitz
triangulaire par un vecteur ligne ou un vecteur colonne peut-étre effectué grace au

produit de deux polynémes & une variable.

Soit L(a) une matrice Toeplitz triangulaire inférieure caractérisée par sa premiére
T T
colonne a = [ a ai ... Qp_1 } et on se donne le vecteur b = [ bo b1 ... bp_1 |

alors le produit matrice-vecteur cherché L(a)b = c¢ équivalent au produit matriciel
L(a)L(b) qui donne une matrice Toeplitz triangulaire inférieure L(c), ou ¢ € C" re-
présente les n premiers coefficients du polynome produit z(z) = p(z).q(x), ou p(x) et

q(x) sont les représentations polyndmiales des vecteurs a et b :

n—1 n—1
p(x) = Z a;z’ et g(z) = Z bz
1=0 1=0

c’est-a-dire le vecteur ¢ est défini comme suit :
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c==z[1:n],
tel que :
2n—2
z(x) = Z ¢z
1=0
avec

C; = Z akbj.

k=i

Le méme vecteur z € C2, on peut le définir grace a la relation (3.5) de la maniére

suivante :

2=F (w_l, 2n) ((F (w,2n) a*) © (F(w, 2n)b*),

oll w est une racine (2n)®"¢ principale de I'unité et les vecteurs a*, b* € C*" sont

donnés par :
. T
a Z[ao a ... Qp—1 0 ... 0:|

et

b*:[bo by ... bp1 O ... O}T,

En notant a le retournement vertical d’un vecteur a suivant :

B T
a:|:an71 Ap—92 ... ao} .

On cherche maintenant a trouver le résultat du produit d’un vecteur ligne par une

T

matrice Toeplitz triangulaire inférieure, b” L(a) = ¢! ce qui est équivalent au produit

matriciel

cette formule nous permet de dire que notre vecteur ¢ est les n premiers éléments
du retournement vertical du vecteur associé au produit des deux représentations po-
lynomiales 7(z) et p(z) du vecteur b et a respectivement, telle que 7(z) est donné

par :
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r(x) = bp—1 + bp_ox + bn,3m2 4t bgm”_l,

c’est-a-dire que ¢ dans ce cas peut s’écrire de la maniére suivante :

¢=z[l:n],

telle que

s = 1 (w, 2n) ((F (w, 2n) (b)*) ® (F(w,2n)a"),

(5>*:[bn_1 bp—2 ... bo 0 ... O]T,

Avec le méme principe, on répéte les mémes opérations sur les matrices Toeplitz tri-

angulaires supérieures.

Soit R(a) une matrice Toeplitz triangulaire supérieure, le vecteur ¢ qui représente
le résultat du produit de la matrice R(a) par b, on peut le trouver grace au produit

matriciel suivant :

c’est-a-dire que le vecteur cherché ¢ forme les n premiers coefficients du polyndéme

produit p(x).r(z). D’une autre maniere, le vecteur c¢ est le suivant :

¢c=z[l:n],

ou

z=F~1(w,2n) ((F(w, 2n)a*) © (F (w,2n) <l~))*>) .

La derniére opération est la prémultiplication de R(a) par un vecteur ligne b7, b* R(a)
qui donne un vecteur ligne ¢!, tel que ¢ est composé par les n premiers coefficients du

polynoéme produit g(x).p(z) :
c=z[l:n]

z=F 1 (w,2n) ((F (w,2n)b*) ® (F (w,2n) a*)).
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Il est clair que le produit de deux polyndémes joue un réle extrémement important dans
la prémultiplication ou la postmultiplication d’une matrice triangulaire inférieure ou
triangulaire supérieure par un vecteur ligne ou un vecteur colonne. C’est pour cette
raison on propose l'algorithme mult pour effectuer le produit d’une matrice triangulaire

par un vecteur.

Algorithme 4.1. mult(a,b).

données : agp, a1, ..., an—1 et by, b1, ..., by_1.
Résultats : do, di, ..., dyp_1.

1. a* = F(w,2n)a.

2. b* = F(w,2n)b.

3. ¢ =a"Ob".
4. c= =F(w™!,2n).c".
5.d=cl[l:n].

Enfin, on se propose aussi un algorithme qui calcule I'inverse d’une matrice Toeplitz

triangulaire inférieure qui est basé sur une idée trés simple.

Soit L(a) une matrice Toeplitz triangulaire inférieure carrée de dimension (n x n)

T
générée par sa premiére colonne a = [ ai az ... Gn } , telle que n ici est une
puissance de 2, c’est-a-dire : n = 29. On commence maintenant notre probléme par

inverser la matrice L(a) par la représentation de cette derniére par blocs de la fagon

suivante :
L) 0
L(a) = : (4.2)
T L(b)
T
telle que b = [ ap az ... an } , ol 5 = 29—1 aussi est une puissance de 2 et T' =

L(c,d) est une matrice Toeplitz carrée de dimension (% X %) définie par sa premiére

colonne et sa premiére ligne c et d, qui sont les suivantes :

Cc = |: CL24—1+1 a2q71+2 ... Q92q :|

et

d = |: a24—1+1 a9q—1 ... a9 ] .
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Il est clair que l'inverse de la matrice L(a) représentée sous la forme (4.2) est donné

immédiatement par :

L(a)™" o : (4.3)
a) = . 4.3
—L(b)"'TL(b)~' L(b)~!

Alors, on remarque bien que 'inverse L(a)~! peut étre obtenu immédiatement par une

répétition finie de la formule (4.3) comme l'indique ’algorithme suivant :
Algorithme 4.2 Ualgorithme PVMIT calcule linverse d’une matrice Toeplitz tri-
angulaire inférieure.

Données : l’entier q et la matrice A.

Résultat : le vecteur v qui caractérise la matrice inverse, A~1 = L(v).
1. f=A(1)

2. W=1/A.

pouri=0:q—1

3. b:[f1 fo oo fy }

4. c= { foiz1 Jfaize - fain }

5. d= [ faii fai oo f2 }

6. T = L(c,d).

7. D=-WTW.

8. t— [ Wip ... Waq Dig ... Daiy
9. W = L(t).

10. v =W(:,1).

4.3 Produit d’une matrice Toeplitz par un vecteur

On sait qu’il existe une relation trés importante entre les matrices circulantes, les
matrices Toeplitz et le TDF et on consiste d’évaluer le produit matrice par vecteur de

la forme T'b, ot T est une matrice Toeplitz.

Premiérement, il est facile de résoudre notre probléme si on se base sur l'idée clé
suivante : toute matrice Toeplitz peut étre prolongée en une matrice circulante. Par

exemple, soit la matrice de Toeplitz
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~

Il
W N =
N =
= s Ot

une sous matrice du type 3 x 3 d’'une matrice circulante C

145 3 2
2 1 45 3
C=[32145
532 1 4
45 3 21|

En général si T' = (t;;) est une matrice Toeplitz du type (n x n), alors T'=C(1:n,1:

n), ou C € RE=1x(2n=1) gt circulante avec :

T(1:n,1)
c(,1) = . (4.4)
T(l,n:—-1:2)

On l'ajoute, une fois que le probléeme produit matrice circulante par vecteur de la
forme Cb = y, tel que : b(n+1: 2n—1) = 0 est résolu comme on I’a vu précédemment,

notre probléme de la forme y(1 : n) = TH(1 : n) 'est aussi.

On peut représenter toute matrice Toeplitz comme somme de deux matrices Toe-
plitz triangulaires, inférieure et supérieure respectivement. Par exemple; Soit la ma-

trice Toeplitz T :

1 2 5 7
4 1 2 5
T= ,
8 4 1 2
9 8 4 1
qui peut se représenter encore sous la forme :
1 0 00 0 2 5 7
4 1 0 0 0 0 2 5
T = +
§ 4 1 0 0 0 0 2
9 8 41 0 00O
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D’une fagon générale, si T' = (t;5);; est une matrice Toeplitz du type (n x n), alors :

T = L(t1) + R(t2), (4.5)

telle que : les vecteur t; et to sont donnés par les relations :

t1=T(,1) (4.6)

to = (0,7(1,2:n)). (4.7)

Si on se base sur cette idée, le produit d’une matrice Toeplitz par un vecteur b; Tb
devient un probléme de multiplication d’une matrice Toeplitz triangulaire inférieure et
triangulaire supérieure par le vecteur b, L(t1)b et R(t2)b respectivement lequel a déja

été énoncé.

On peut dire exactement la méme chose dans le cas de la prémultiplication d’un
vecteur ligne b” par une matrice Toeplitz. C’est-a-dire : le calcul de la quantité b T
équivalent au calcul des deux quantités b’ - L(t1); la prémultiplication d'un vecteur
ligne par une matrice Toeplitz triangulaire inférieure et b” R(ts) ; la prémultiplication
d’un vecteur ligne par une matrice Toeplitz triangulaire supérieure R(t2), qui sont

faciles a calculer.

4.4 Transformation en une matrice Toeplitz

Dans cette section on cherche & transformer toute matrice structurée en une matrice

Toeplitz.

Théoréeme 4.1 : Soit A une matrice structurée caractérisée par la structure de

déplacement suivante :

Z1A—AZ =u-vl +w- g7 (4.8)

ol Z1 et Z sont les matrices de déplacement de la méme forme que Z; en remplacant

t par 1 et 0 respectivement. Alors la matrice :

C(u)"'AL(g)~"
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est une matrice Toeplitz, ot C(u) est une matrice circulante définie par sa premiére

colonne u et L(g) est une matrice Toeplitz triangulaire inférieure caractérisée par le

vecteur g = [gn gn—-1 --- 91)]T' ¢

Démonstration :  Soit A une matrice structurée ayant la structure de déplacement
(4.8). Grace a la définition des matrices circulantes et les matrices Toeplitz triangulaires

inférieures, on peut écrire :
u=C(u)-e1 et g7 =elL(g).
Par substitution de u et g7 dans I'’équation (4.8) on trouve :
ZWA—AZ =Cu)-er-vT +w- el L(g).
En prémultipliant cette équation par C'(u)~! et postmultipliant par L(§)~!, on obtient :

C(u) ' Z1ALG) ™ — C(u) P AZLG) " =€y - 0" +w - eF

n -

On rappelle que l'inverse d’une matrice circulante (resp Toeplitz triangulaire infé-
rieure) est une matrice circulante (resp Toeplitz triangulaire inférieure) et le produit
matriciel dans la classe des matrices circulantes (resp Toeplitz triangulaires inférieures)

est commutatif. A partir de ces propriétés, on peut écrire aussi :

Z1C(u)PAL@G) " = C(u)TTAL@) T Z =61 -0 fw - el

n-

On remarque que la matrice C(u) 1 AL(§) ! vérifie 'opérateur de Toeplitz, c’est donc

une matrice Toeplitz. ¢



Chapitre 5

Structures de déplacement d’une
matrice de Vandermonde

confluente

5.1 Introduction

L’une des structures les plus utiles dans la résolution des systémes polynémiaux
est la structure de Vandermonde. Alors, on étudie dans ce chapitre la structure de
déplacement caractérisant les matrices de Vandermonde par blocs dans le but d’aboutir
a la structure de déplacement caractérisant les matrices de Vandermonde confluentes
grace au plongement de cette derniére dans les matrices de Vandermonde par blocs

[36].

5.2 Matrices de Vandermonde par blocs

Une matrice de Vandermonde par blocs est exactement la méme chose qu’une
matrice de Vandermonde ; mais la différence c’est au lieu des nombres xj, on considére
n matrices régulieres By, Ba, ..., B, du type (d x d) deux a deux distinctes. Alors la

matrice de Vandermonde par blocs est une matrice du type (md x nd), telle que :

I, I, I,
B By -+ --- B,
I B{nfl Bglfl <o ... pml |

41
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ou le symbole b dans V},j, désigne ’écriture par blocs et h désigne la base canonique.
Les matrices de Vandermonde par blocs sont caractérisées par les structures de

déplacement suivantes :

(2" Vo = VonDp = —Epn.U” (5.2)
Z%Wp — Vou Dt = —E1.UT (5.3)
avec
T T
E,, :[0... Ojd}’Elz[[do...o}’
T T er -1 -1 -1
U :[Bin By ... Brrln} LU :[Bl By" -+ B, ],

Dp =diag(Bi,...,By,) et D' = diag(B;',..., B;Y).

Les matrices de déplacement Z¢ et (Z9)7 effectuent une permutation sur d lignes
semblable a la permutation effectuée par Z et (Z)T sur une seule ligne. Alors, on
construit les structures (5.2) et (5.3) directement & partir des structures d’une matrice
de Vandermonde (2.17) et (2.19) respectivement, en remplagant les éléments x; dans

ces deux derniéres équations par les matrices By et le nombre s par 0.

5.3 Matrices de Vandermonde confluentes

Dans cette section aussi on considére des bases P = (Py(x), ..., Py—1(2)) de 'espace
Cm[z] (des polynomes de degré < m — 1, telle que degP;(x) = 7). Parmi lesquelles
en particulier la base canonique pour définir la matrice de Vandermonde confluente.
D’une fagon générale on dit qu'une matrice du type (m x dn) est de Vandermonde

P-confluente et on la note W), si elle est de la forme :

Wy = [f@)fP (@) £ (@1) - flan) fP (@) - F T @n)]  (5.4)

avec f(z) = (po(x), - .., pm_1(@))T et fD(z,)... f@D(x,) sont les dérivées succes-
sives de f(x).

Remarque : En principe, le nombre des dérivées d devrait dépendre de xi, c’est-
a-dire d = dj, ; mais en guise de simplicité, on suppose que c’est la méme pour tout
k=1,...,n.
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Dans cette thése, on considére seulement la matrice de Vandermonde confluente

W3, obtenue en remplacant p par h.

Exemple : La matrice suivante :

r1 1 0 x9 1 0
3 2xp 2 @3 2

23 323 6x1 23 32% 6ao
i 4x3 1222 o3 4xd 1223

2 5xi 2023 x5 5aj 2023

c’est une matrice de Vandermonde confluente du type 6 x 6 = 6 x 3(2), c’est-a-dire

m==6etn=2.
Dans la prochaine section, on donnera la structure de déplacement des matrices de

Vandermonde confluentes.

5.4 Structure de déplacement pour les matrices de Van-

dermonde confluentes

Maintenant, on donne la structure de déplacement pour les matrices de Vander-

monde confluentes qui a démontré par Melkemi dans [36].

Théoréme 5.1 :  La matrice Wy, satisfait la structure de déplacement suivante :

ZTWy, — Wi,Dp = —emy’ (5.5)
telle que :
Dp = diag(By .... By)
et
yl = (m’fl(m)lx’f‘_l..(m)dx’f%_d ..... xpt(m)ix, 71..(m)dx;”7d) O

La démonstration de ce résultat n’est pas triviale; alors on aura besoin d’annoncer
quelques résultats préliminaires et nécessaires, qui joueraient un roéle intermédiaire

dans cette démonstration.
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Premiérement, on introduit le cas particulier suivant :
[z 1 0 0 |
0 =z 2
B(z) = 0 0 |- (5.6)
d—1
| 0 0 r |

avec By = B(xy) sont les éléments de base de la matrice de Vandermonde par blocs.

Ensuite, il est nécessaire de définir le comportement des puissances B (m)k

On note par aﬁj, ot 0 <i<j<d-—11¢ément en position (i,5) de B(x)*.

Pour k < d—2, B(z)* est bande, de largeur-bande k + 1, c’est-a-dire : les éléments

k - sont définis par :

@5

af . =0 sij-i>k+1

i,
ko _ ' kN k—jti
Qg = T!(jfi)x a (5.7)

il(G—1)!(k—j+1)

ou, (];) = #LJ),, (k:)J =k(k—1)...(k—j+1) k > 4 et par convention 0! = 1.
Démonstration :  On essayera de démontrer la relation (5.7) par récurrence. On

commence par le cas initial :

e Pour £ = 1, on a remarqué que les éléments de B(z) sont tous nuls sauf les
¢éléments «; j telle que : (i = j) et (j =i+ 1), alors :
Jk! k—j+i

e

Q= —i!(j—i)!(k—j+i pour 7 = 7

_ J! k=il
TG—) (k—j+i)!

=X.

Les éléments dans le cas, ot j =7 + 1 sont donnés par :

_ G+ o
Qg = S0

=i+1 pour j =i+ 1,
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alors la relation (5.7) est vraie pour k = 1.

e Maintenant, on suppose que cette formule est vraie jusqu’a k — 1 et on démontre

qu’elle est vraie pour k.

(of o<i<j<ivr = B(x)*

0
0 =z 2
0 =z 3 B
- 0 . (aﬁj Do<i<j<ith-1,
0 d—1
0 0 x
c’est-a-dire qu’on a :
k—1 .
O‘ﬁ] =Ty + (Z + 1)0[1-:_17]-
il k—1 I I . il k—1 I,
_m%!(j_i)mk 1 ]—HJF(ZJrl)ﬁ(j—i—l)xk 1—j+i+1

=3 (02 + (A) b

(F)aRIt Yo <i<ji<itk ¢

i \j—i

|
‘h.

Le résultat suivant joue un role important dans la démonstration du théoréme (5.1)

parce qu’il forme I'idée clé dans cette démonstration.

Lemme 5.2 :  La premiére ligne de B(x)*est formée des éléments suivants :

a¥ kbl k(k— 12k 2

c’est-a-dire xy, et ses dérivées successives.

Démonstration : La premiére ligne est obtenue a partir de la relation (5.7), on

remplace ¢ par 0 de la maniére suivante :
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k _J'r k k—j+0
@y = O (jf())x
_ jK! k—
=G0 (k—1T
o Jlk! xk*j
= OG-0)I(k—j)!
= (k);z*~7

=k(k—1)(k—=2)... (k—j+1DzF 7. ¢

Comme on ’a vu dans la formule (5.1) la matrice de Vandermonde par blocs est consti-
tuée par les puissances B (3:)’“, c’est pour cela le lemme (5.2) nous permet de déduire
que la (kd+1)™€ ligne de V}, 1, est identique a la (k+1)“"¢ ligne de la matrice de Van-
dermonde confluente Wj. Cette remarque, on peut l'interpréter mathématiquement

sous forme du résultat suivant.
Théoréme 5.3 :  Soit P € R™>™d yne matrice de permutation telle que sa colonne
kd + 1 soit égale & eg41; c’est -a-dire que :
P-epgr1 = epq.

Alors

PV, = ! V)V(h ] , (5.8)

ot X est une matrice dont la détermination n’est pas en question dans ce cadre.

Démonstration : Puisque on a : la (kd 4+ 1)°™€ ligne de Vp,n est identique a la
(k4 1)¢™e ligne de W}, et d’aprés la relation vérifiée par la matrice de permutation P,
on remarque que la (k4 1)™¢ ligne de P -V}, est identique a la (kd + 1)¢™¢ ligne de

Vi.h, ce qui nous permet de déduire immédiatement le résultat. 4
Il est possible maintenant de démontrer le théoréme principal dans ce chapitre.

Démonstration : L’idée de notre démonstration est la déduction de la structure
de déplacement de W}, a partir de la structure de déplacement de V, et en s’aidant
des résultats annoncés précédemment. Tout d’abord, on considére la structure de dé-
placement d’une matrice de Vandermonde par blocs (5.2), puis on la multiplie par la

matrice de permutation P, on obtient :

rP(zH" -V, — P-Vy,Dp = —PE,U".
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Si en tenant compte les calculs suivants :
B By --- B,
B? B2 ... DB? 7T . W
P(Zd)T . ‘/b,h — P . '1 .2 ‘774 _ h ’
: : : *
B{n—l Bgn—l Bmfl
%%
P | %’h - [ : ]
x
et
o ... ... o]]
[0 0 0]
0 C o 0]
. €m - €]
PE = = =
" 10 0 [ x ]
(1 0 0]
*
0 L _
0
L0 - 0 1] ]
on trouve la structure de déplacement suivante :
ZTWy, —W,Dp = —ep, -l - UT,
o UT = [B7 ... B™], alors el - U7 est la 1°7¢ ligne de U7, c'est -a-dire les 1¢7
lignes des matrices B(z1)™,..., B(zy)™, qui sont formées d’aprés le lemme (5.2) par

les éléments (:L';” __ et ses dérivées successives jusqu'a la dérivée d’ordre (d — 1),
j=Ln

cela permet de conclure que :

el U =yT

= (3:71”(m)laﬂ”_l..(m)dxgn_d....x?(m)leffl..(m)dle*d),
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m!

ik Enfin on peut dire que ’équation suivante :

ou, (m)J =

ZTWy, — Wi,Dp = —em - 47,

caractérisant les matrices de Vandermonde confluentes. ¢



Chapitre 6

Factorisation LU d’une matrice

de Vandermonde confluente

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons qu’un algorithme asymptotiquement rapide peut
étre congu en vue de réaliser une factorisation LU par blocs des matrices de Vander-
monde confluentes. Ce résultat est basé sur la structure de déplacement satisfaite par
ce type des matrices et sur la factorisation des éléments blocs en termes de matrices

Toeplitz triangulaires.

Afin d’attaquer notre but principal celui d’appliquer I’éliminations de Gauss basée
sur le complément de Schur sur une matrice de Vandermonde confluente, on cherche
& trouver une nouvelle structure de déplacement caractérisant la classe des matrices
de Vandermonde confluentes plus efficace que celle définie dans (5.5), dans ce qui suit,

on note par W la matrice de Vandermonde confluente.

6.2 Structure de déplacement pour les matrices de Van-

dermonde confluentes

Soient x1, o, ..., x, n nombres deux & deux distincts et W la matrice définie dans
(5.4), en remplagant m par nd et la base P par la base canonique. C’est-a-dire W est

du type (nd x nd) définie comme suit :

W =[Wy Wy ... W] (6.1)

49
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telle que
W= |f@) fO @) - 4D @)
et
T
fzi) = [ 1z J:f x?dfl } , pourt=1:n
Ici n et d sont des entiers tels que n > 1 et d > 2, et f(z;), fP(xy), -+ fAD ()

désigne les dérivées successives de f. Dans notre étude, on s’intéresse a 'application de

I’élimination de Gauss par blocs pour résoudre un systéme de Vandermonde confluent :
Wa=f; a,feC™ (6.2)
Ainsi que son dual ce qui correspond & l'interpolation de Hermite :
Why=0b, ybeC™ (6.3)

Notre approche est basée sur I’équation de déplacement satisfaite par W définie dans
[34] et démontrée par Melkemi dans [34] et [36] ( voir aussi [38] ), et sur le fait que
le complément de Schur d’une matrice structurée est invariant par I’équation de dé-
placement satisfaite par la matrice étudiée ( voir [31] et [17] ). En ce qui concerne la
théorie de la structure de déplacement, on renvoie le lecteur au document [17] et ses

références.

Pour résoudre un systéme structuré (6.2) ou (6.3), on applique un algorithme
qu’effectue O ((dn)2> opérations. Dans ce travail, on améliore cette complexité et
on démontre qu’on peut résoudre (6.2) ou (6.3) par 'application d’un algorithme de
O ((dlog d) n?) opérations.

Dans [34] et [36], la matrice W est caractérisée par la structure de déplacement

suivante :
Z'W —WDg = enqy”, (6.4)

ou

Dp = diag(B(x1), B(x32),. .., B(zy))
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est une matrice diagonale par blocs, telle que les matrices B (xg); k = 1 : n sont les

matrices définies dans (5.6), qu’on peut représenter encore sous la forme :

B(.Q?):.’L'Id—i—A;A:[O e1 2es 3ez --- (d—l)ed,l], (6.5)
et

yl = (x’fd (nd), 27471 (nd) j 2742 (nd), 27071 (nd) wﬁdid> :

Si on prémultiplie et postmultiplie la structure (6.4) par Z et D;l respectivement et

en tenant compte que :
277 = 1,4 —erel

et
Zeng =0,

on constate immédiatement que cette structure devient :

ZW — WDg' = epn”, (6.6)

ou

c’est-a-dire 7(x) composé par x1 et ses dérivées successives jusqu’a lordre (d — 1).

6.3 Complément de Schur

Définition 6.1 : Soit A € C3)*X(+9) yne matrice du type (n+s) x (n+ s)

qu’on peut représenter par blocs de la fagon suivante :

M F
E D

, (6.8)

telle que : M est une matrice réquliere € C**5, ET F € C**" et D € C™*™, on peut

définir le complément de Schur de A comme opérateur vérifiant la formule suivante :
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S(A)=D—-EM™'F. (6.9)

Si on se base sur le complément de Schur, il est facile de vérifier que la premiére étape

de I’élimination de Gauss par blocs sur A est la suivante :

: (6.10)

I, 0
—-EM1 1,

désigne la premiére matrice de I'élimination de Gauss par blocs et par convention, on

peut écrire :
SO(A)=A  SE1(4) zs(sk (A)) k=0:n—2. (6.11)

Dans la prochaine section, on présente une propriété du complément de Schur qui est
connue dans la littérature et trés importante dans ’application de 1’élimination de

Gauss sur les matrices structurées.

6.4 Stabilité de la structure de déplacement par le com-

plément de Schur

Soit la matrice structurée A définie dans (6.8) ayant la structure de déplacement

suivante :

FA—ABz[u w}[v z]H, (6.12)

ou F e Clts)x(nts) ogt bidiagonale inférieure, B € C™+$)x(n+s) ogt bidiagonale
supérieure et u, v, w, z € C%) en concordance avec (6.8), il est nécessaire de
représenter les matrices F, B et { U w ] { vz }H dans (6.12) par blocs comme
suit :

0
X F

By Y
0 B

Y

et
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Le complément de Schur d’une matrice A qui constitue I'opération de base dans le
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processus d’éliminations de Gauss est stable par la structure de déplacement de cette

derniére comme l'indique le théoréme suivant :

Théoréme 6.1 :  Supposons que A vérifie l’équation (6.12). Alors :

FyS(A) = S(A)By = [ uw ] [ v 2 }H (6.13)
[3’ S’IZ[UUJ}_ E]\I;—1][u1 wl} (6.14)
et

[O, 0,]2[1) z}H—[vl zl}H[Is MUF L0 (6.15)

vz

Démonstration (voir [17]) :  Soit A la matrice structurée caractérisée par sa structure
de déplacement (6.12). Si on prémultiplie et postmultiplie cette structure par J; et K
respectivement, ou Jy est la premiére matrice de I’éliminations de Gauss et Kj est la

suivante :

I, —M'F
K, =
0 I,

on obtient 1’équation :
-1 -1 "
(WFITY) (WAKD) — (BAK) (KT BE) = [wow [ [0 2] K

En tenant compte que :

(x) Pour le premier terme on a :

[P0 M 0
hFJb = , JIAK, =
L * 2 0 S(A)
1 | Bl *
et K{'BK, =
0 B
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(xx) Pour le deuxiéme terme on a :

up w1 uyp w1
J1 = .
ug W3 u w

et

ou

Ce qui nous permet d’écrire :

et

Par des calculs simples, on trouve :

FlM—MBl * * *

H
« F>S(A) — S(A)Bs o L | [ ]
alors, on peut obtenir immédiatement le résultat, c’est-a-dire :
H
BS(A) -SAB = [ w [[v 2] . ¢

Dans I'équation de déplacement (6.6), on observe que Z est triangulaire inférieure et

Dgl est diagonale par blocs, alors le théoreme (6.1) indique que le complément de
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Schur de W prend le méme type de structure. C’est pour cette raison qu’on préfeére la
structure (6.6).

Définition 6.2 :  Soit A une matrice du type (rd X rd); r =1:n. On dit que A
est matrice r structurée Vandermonde confluente, s’il existe deux vecteurs g et h de

dimension rd telle que :

ZA— AD; = gh', (6.16)
ou :
D, p =diag (B(zk); k=n—r+1:n
est une matrice diagonale par blocs et x1,...,x, sont toujours n points deux & deux
distincts.

On a bien observé que la matrice » Vandermonde confluente A définie par I’'équa-
tion de déplacement (6.16) est caractérisée par r et les vecteurs g et h, alors leur

identification nécessite O(nd) stockages et par convention, on peut I’écrire :

A g, h]", (6.17)

laquelle peut étre représentée par blocs de la maniére suivante :

A A - Agy
Agy Agy - Agy

A= | (6.18)
Anl An? T Ann

ou ses éléments (A;;) ;4,7 = 1 : r sont des matrices du type (d x d). Tout vecteur V'

de dimension rd est représenté par blocs comme suit :

V=WV ..V, (6.19)

ol (Vi)g—1., sont des vecteurs de dimension d.

En concordance avec la représentation (6.8), A peut étre écrit comme suit :
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= ‘Elg , (6.20)
ou
GZ[AH Alfr:|
et
H=| Ay Ar1r,

A1 doit étre non singuliere. Dans ce cas, le complément de Schur de A; S(A) est

défini comme suit :

S(A) =K — HA[]G. (6.21)

Par une application directe du théoréme (6.1) sur la matrice A, on présente le résultat

suivant :

Théoréme 6.2 [17] : Soit A la matrice de Vandermonde confluente donnée dans
(6.20) et notée par (6.17) ; A < [g,h]" (r > 2). Le complément de Schur S(A) définie
par (6.21) est lui méme une matrice de Vandermonde confluente ; S(A) — [¢/, h/]"*

avec !

G = Gkt1— Ak+1,1A1_11g1 k=1:r—-1

T T T 41 (6.22)
hiy =hpy—hATA Ik k=1:r—1. O

Dans notre étude, on s’intéresse au matrice n Vandermonde confluente qu’on note par :

W« [e,v]"

ou v est le vecteur définie dans (6.7) et on la représente par blocs de la fagon suivante :

Wi Wi - Wiy,

Waor Wag -+ Whoy,

W= (6.23)

Wnl Wn2 Wnn
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Comme On a énoncé précédemment, le processus d’élimination de Gauss est une répé-
tition finie du complément de Schur, alors on peut 'obtenir par ’application de (6.11)

sur W, c’est-a-dire :

SOw)y =w, SETL(W) =S(S*(w)) k=0:n-2

A l'aide de cette notation, on peut énoncer le résultat suivant qui nous affirme que le

kéme complément de Schur S*(W) est une matrice (n — k) structurée de Vandermonde

confluente pour £k =0:n — 1.

Théoréme 6.3 :  Soit W une matrice de Vandermonde confluente du type (ndxnd)
définie dans (6.1), alors les compléments de Schur de W, S¥(W), k =0:n—1 existe;
SOW) =W — [e1,v]" et SK(W) — [g[k],h[K]" ", k=0:n—2, avec

g0] = e, Rh[0]F =T

glb+1]; =gkl — (S*W),,0, (S* V), g k], (6.24)

hlk+ 17 = hKT, — Ak, (SEW)) (S5 OV) s

pour it=1:n—k+1. O

La décomposition de W en deux matrices carrées par blocs L et U du type (nd x

nd); L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure, telle que :
W = LU,

lesquelles sont définies par :

Lipkisr = (S5OV)),, (S*(W)),, i=1:n—k

(6.25)
Uktrj+e = (S*(W)),

y j=1:n—k

pour k=0:n—1.

A partir des relations de récurrences (6.24), il est facile de voir que 1’algorithme de
réaliser I’élimination de Gauss par blocs d’une matrice de Vandermonde confluente est

de complexité O((dn)?). Dans la section suivante, nous étudierons les structures des
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éléments blocs des matrices r—structurées de Vandemondes confluentes de telle sorte

que la complexité de cet algorithme peut s’améliorer.

Avant de factoriser les éléments blocs, on donne quelques propriétés sur les matrices

Toeplitz Triangulaires.

Soient u, v € C% deux vecteurs de dimension d générent les matrices Toeplitz

triangulaires inférieures L(u) et L(v), telle que :
1. u,v € C? = Tz € C?telle que L(u)-L(v) = L(v)-L(u) = L(z1) (resp 329 € C?
telle que R(u) - R(v) = R(v) - R(u) = R(22)).

2. ue€Chet u; #0 = Fv; € C telle que L(u)~! = L(vy) (resp Jvp € C? telle
que R(u)™1 = R(vg)).

On ajoute que le produit de deux matrices Toeplitz du type (d x d) peut étre
réalisé par I'utilisation de O(dlogd) opérations et O(d) stockages. Ici, on suppose que
le produit de deux matrices Toeplitz triangulaires inférieures du type (d x d) peut étre

réalisé par l'utilisation de C'(m)dlog d opérations.

Pour inverser une matrice Toeplitz triangulaire inférieure non singuliére du type
(d x d),on a besoin d’effectuer O(dlogd) opérations. dans ce cas, on suppose que
I'inverse d’une matrice Toepliz triangulaire non singuliére du type (d x d) peut étre

réalisé par l'utilisation de 2C(m)d log d opérations.

6.5 Factorisation des éléments blocs

Soit V(x) la matrice du type (d x d) suivante :

On observe que la premiére ligne de W par blocs est composée des matrices :

Wij =V(xzj) pourj=1:n

Il est important de signaler que B(z) et V(x) peut transformer en matrices Toeplitz

comme l’indique les lemmes suivants :
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Lemme 6.4 :  Soit D la matrice diagonale du type (d X d) suivante :

D =diag(1 112! 3! ... (d—1)!)

donc :

D™V (z) = L(n(x)),

ou
22 23 241 \7T

Ce lemme nous permet de dire que les éléments blocs Wy, de W peut étre transformés
en matrices Toeplitz triangulaire inférieure par une multiplication par une matrice dia-
gonale. Alors W' = L (n(z1)) " D~1; qu’on utilisera dans le processus d’éliminations
de Gauss; on peut I'inverser par 'utilisation de O(dlogd) opérations.

Le résultat suivant, nous donne deux propriétés importantes satisfaites par B(x).

Lemme 6.5 : (a) soit D = diag(1 1! 2! 3!l ... (d — 1)!). Alors
DB(z)D™! = T(z) = R(ze; + e2). (6.26)
(b) Soit w(z)eCY™! une fonction et o(x) = xw(x). Donc

[ w(e) wW(@) w@ (@) - WD) | B)
Démonstration : Le premier résultat est un résultat immédiat du calcul matriciel
DB(x)D™ L.

pour démontrer le deuxiéme résultat, on utilise la formule (:L'w(ac))(i) = w1 (z)+
zw® (z) (on utilise la formule de Leibniz). d’autre part, le deuxiéme membre de I'équa-

tion est un vecteur de dimension d; a = (ag a1 ... ag—1). Il est facile de voir que :
a; = iV (z) + 2w (z) = cD(z). ¢

L’idée clé dans notre étude est de factoriser les éléments de la premiére ligne et la
premiére colonne de Sk(W) par blocs & partir de ses structures de déplacement dont

on donne dans le théoréme suivant :
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Théoréme 6.6 :  Les éléments de la premiére ligne et la premiére colonne de S*(W)

par blocs vérifient les structures de déplacement suivantes :

(i) ZSH(W)1; — SE(W)1jB(wpry) ™t = g1 [k hy [k]"

(ii) ZS* (W) — S*(W)aB R T ki, (6.27)
13 il i1 B(Tk11) = gi [k] h1 [K] 616d5 (W)z—l,l

Dans la cas, ot k=0, g; [k} h [K]T =0. ¢

Démonstration : On a dit précédement que
SHW) (g k], b [K]""

est une matrice (n—k) structurée de Vandermonde confluentes. Alors la matrice S* (1)

est caractérisée par 1’équation de déplacement :
Z8M W) - S*(W)D3' = g [k h[k]"
On peut les obtenir les formules (6.27) a partir de la représentation par blocs de la

structure de déplacement associée a S*(TW) et par quelques multiplications adéquates. ¢

Pour aboutir & notre but a savoir factoriser les éléments blocs S¥(W)y; et S*(W);
en termes des matrices Toeplitz triangulaires, on considére les deux matrices F'(x) et
G(z) du type (d x d) définies par :

ZF(z) — F(z)B(z) ! = zw?, ZG(z) - G(z)B(z)™! = ey’ (6.28)

tel que z # 0. Par une prémultiplication de la deuxiéme équation par L(z) et en tenant
compte que ZL(z) = L(z)Z et L(z)e1 = z, on implique que F(z) = L(z)G(x).

D’autre part, il est important d’étudier le cas particulier ou G(z) = V(x) dans

lequel :

wl' =0"=1 9@ ¢W@ ¢ (@) - ¢V (2) (6.29)
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Il est clair que
60 () = (=1)F+1 g1 (D)
de laquelle, on peut déduire la relation suivante :
Ol = T D~ = |(—1)FFlgp=(k+D) (6.30)

0<k<(d—1)

Par une postmultiplication de 1’équation qui caractérise G(x) par D~! et en nous
basant sur la relation (6.30), on obtient I'équation de déplacement de G(z)D~! et

V(x)D~! respectivement :

ZG(z)D™' — G(x)D'1T(z)™! =ew' D!
ZV(z)D7t =V (z) DT (z)"! =0T
ou T(xz) = R(xze1 + e2) est une matrice Toeplitz triangulaire supérieure.
Le théoréme suivant donne une relation entre G(z) et V(x).

Théoréme 6.7 :  Soit u un vecteur de dimension d, tel que :

w! D7 = UTR(u) (6.31)

Alors
G(z) =V(z)D"'R(u)D. ¢

Démonstration :  En postmultipliant la structure de déplacement de V () D~ par

R(u) et en tenant compte que

en trouvant directement le résultat. ¢

D’apres le théoréme précédent, on obtient les factorisations suivantes :

G(z) = DL(n(x)) D' R(u)D,
F(zr) = L(z)DL(n(z)) D"'*R(u)D
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ou F(z) et G(x) définies dans (6.28).
Pour calculer wu, il est facile de remarquer que :
= R(Y) ' JD . (6.32)

Telle que

J = €n €n-1 €p—2 -+ €1

Remarque :  S*(W)y1 = Fy + Fy, telle que :

ZF, — FiB(z)™" = g; [k] by [K]"

et
A D FgB(Q})_l = —616§Sk(W)1;1’1.

En appliquant ces résultats, on obtient les factorisations cherchées des éléments de la

premiére ligne et la premiére colonne de Sk(W) respectivement.
Théoréme 6.8 : On a

S*¥W)i; = L(g1[k]) DL (n(xy+;)) D' R(u)D

(6.33)
4 = R(¥)"YJDh; (K]
et
S*W)ix = L(g; [k]) DL (n(w41)) D' R(2)D — DL (n(p41)) D~ R(w) D (6.34)
z =RW)"YD k], w=R(®)IDISFW)E, jeq O
Démonstration : est une conséquence directe des factorisations précédentes de

F(z)et G(z). 4
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6.6 Multiplications rapides des éléments blocs par vec-

teur

Dans cette section, on présente des opérations de base qui jouent des roles extré-
mement importants dans le processus de 1’élimination de Gauss par blocs de la matrice
W, ces opérations sont en fonction de F(z); comme la prémultiplication matrice par
vecteur de la forme F(x)b et la postmultiplication d’un vecteur ligne par matrice de
la forme b” F(x), qu’'on peut réaliser par 1'utilisation de O (dlogd) opérations élémen-

taires et interpréter sous forme de deux algorithmes suivants.

Algorithme 6.1. MRFb(z, w,z ;b — b) cet algorithme réalise la multiplication

F(x)b=0b, ou F(x) caractérisée par les paramétres z,w et x dans sa représentation.

Données : z,w,z,b.

Résultats : le vecteur b.

calcul 67 = D66.

1. calcul 61 =D lw.

2. calcul 132 = JI31.

3. calcul de u; @ = R(W) by, on U7 = [(—1)]““33*(’““)]ngg(d_l) .
4. calcul 63 := Db.

5. caleul by == R(u)bs.

6. calcul 65 = D*164.

7. calcul bg := L(n(z))bs, ou n(z) = (1, =, %, g—?, e %).

8.

9.

retour de b := L(2)br.

Algorithme 6.2. MRbTF (z,w,z,p — c) cet algorithme est similaire au précé-
dent, il réalise la multiplication d’un vecteur ligne b* par F (x) caractérisée toujours

par les paramétres z,w et x.
Données : z,w, x,b.
Résultats : le vecteur c.
caleul caleul by = D™ w.
calcul by = Jby
caleul de u; @ = R() by, ou ¥ = [(—1)k+1g=(k+D)]
calcul b3 := b7 L(z).

calcul b} = b3'D.

0<k<(d—1)

AR R
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. 22 23 i1
calcul bg = bSTL(n(x)), oun(x) = (1,z, 5, %, ., W>'

calcul bt = bt D1,
calcul bt := bE R(s).

retour de ¢! := bED.

© © N o

Dans la prochaine section, on présente 'algorithme d’éliminations de Gauss par

blocs dépendant itérativement des opérations clés suivantes :

(a) hTSH(W);
(b) SF(W)ag
(c) efSFW)a

c’est pour cette raison qu’on présente le résultat suivant pour montrer la complexité

de ces opérations.

Théoréme 6.9 :  Le produit matrice-vecteur ¢ = L(a)b est réalisé par C(m)dlogd

L est réalisée par Uutilisation

opérations et linversion d’une matrice L(b) = L(a)~
de 2C(m)dlogd opérations. Alors les opérations par blocs (a), (b) et (c) précédentes
peuvent étre effectués par lutilisation de 26C(m)dlogd+ O(d) opérations. Plus préci-
sément, pour effectuer l'opération (a), on a besoin de 6C(m)dlogd+ O(d) opérations,
pour (b), on a besoin de 11C(m)dlogd+ O(d) opérations et pour (c), 9C(m)dlogd +

O(d) opérations. ¢

Démonstration :  Pour effectuer les opérations (a), (b) et (c), on fait 'appel aux

algorithmes (6.1) et (6.2) comme on le verra par la suite.

(x)  Pour l'opération (a) : on peut constater facilement que 'opération (a) est
effectuée par 'utilisation de O(dlog d)+ O(d) opérations diies & ’appel de ’algorithme
MRbTF' et au nombre d’opérations 3C(m)dlog d effectués a la troisiéme ligne.

(%x)  Pour l'opération (b) : on a vu précédemment que S¥(W);1g peut s’écrire

de la maniére suivante :

SE(W)ing = Fig + Fag,

alors, le calcul de la quantité (b); S¥(W);1g nécessite le calcul des deux quantités Fig
et Fbg. Donc il est obligatoire de faire 'appel a I'algorithme MRFb, dont on peut dire

que la troisiéme ligne peut étre exécutée par l'utilisation de 3C(m)dlogd opérations,
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c’est-a-dire que opération Fg est effectuée par 6C(m)dlog d+ O(d) opérations et en
ce qui concerne le calcul de Fyg, il est clair que I'instruction b= L(z)67 au niveau de la
neuviéme ligne de 'algorithme (6.1) est négligeable si z = €1, comme une conséquence,
la quantité Fyg est exécutée par 'utilisation de 5C(m)dlog d 4+ O(d) opérations, ce qui
nous permet de dire que pour effectuer 'opération (b), on a besoin de 11C(m)dlog d+

O(d) opérations.

(x % %) Pour l'opération (c) : c’est exactement de la méme maniére que pour
(b), on peut compter le nombre d’opérations nécessaires dans 'affectation de (c).

Premiérement, 1'opération par blocs e} S¥(W);1 est représentée comme suit :
egSk(W)ll = edTF1 + egFQ,

c’est-a-dire que le calcul de (c) est équivalent aux calculs de e Fy et el Fy.

En outre, il est clair que l'instruction b3T = bI'L(z) dans la quatriéme ligne de
lalgorithme (6.2) est négligeable si b = e4. Donc le calcul de egFl peut étre effec-
tué par 'utilisation de 5C(m)dlogd + O(d) opérations. De plus, on a remarqué que
4C(m)dlog d+ O(d) est le nombre d’opérations nécessaires dans la réalisation de e Fy
tout simplement parce que les lignes 4 et 6 de 'algorithme (6.2) sont négligeables
lorsque b = ¢4 et z = e3.

Enfin, on conclut que le nombre d’opérations nécessaires dans ce cas est effective-
ment 9C(m)dlogd + O(d) opérations. 4

6.7 Factorisation LU par blocs et complexité

Dans cette section, nous sommes prés de présenter ’algorithme de la factorisation
LU par blocs ayant pour but, la résolution du systéme linéaire structuré Wa = f et il
est basé sur les structures des matrices blocs, qui sont invariantes par le complément
de Schur. Lorsqu’on a la matrice structurée par blocs W du type (nd x nd) de sorte
que ces éléments sont des matrices du type (d X d), on constate que la factorisation
LU par blocs peut étre réalisée par I'utilisation de O(n?7(d)) opérations, ot 7(d) est le
nombre d’opérations nécessaires & effectuer une opération par blocs dans cette matrice.
On sait que les méthodes standards pour résoudre un systéme linéaire du type (d x d)
utilisent O(d?) opérations, c’est-a-dire 7(d) = d?, dans le cas ot on utilise Palgorithme
FFT rapide, 7(d) est réduit & O(dlogd) opérations seulement. L’algorithme calculera
d’une fagon implicite la factorisation LU de W ; W = LU par la transformation du

systéeme Wa = f au systéme équivalent triangulaire supérieur suivant :



6. Factorisation LU d’une matrice de Vandermonde confluente
66

Ua = f,

ou

f=L7,
comme on le verra dans l'algorithme suivant.

Algorithme 6.3. SVC (f — a); La factorisation LU par blocs de Wa = f.

Le processus d’éliminations de Gauss par blocs, peut étre diviser en trois étapes;
la premiére est ’étape initiale qui recoit les données initiales, la deuxiéme étape est la
principale dans ce processus, elle est effectuée d’une fagon itérative pour transformer
le systtme Wa = f au systétme Ua = f = L~'f, dont il recoit le k"¢ complé-
ment de Schur S¥(W) «— [g[k], b [K]]"™* de W et résulte la (k + 1)®™¢ complément
de Schur SF*Y (W) «— [g[k+1],h[k + 1]]" "' de W et transforme (f; [k])i=1:n au
(fi [k + 1])i=1.n. Dans la troisiéme étape, on applique les substitutions successives sur
le systéme triangulaire obtenu pour trouver a; le solution du systéme de Vandermonde
confluent Wa = f.

Données : les n nombres non nuls x1,xs, ...,y et le vecteur f.

Résultats : le vecteur a, telle que Wa = f.

Etape 1 : étape initiale.

.q1[0]=(10...07T.
g [0)]F = 0.
.pourz=1:n

1
2
3
4. hi0] = —(z7t =272 (122272 ... (=) (d - D)la; DT,
5
6
7

(2

.si(i#1) g [0] =0.

g [O]T = el Wiy, ott Wiy est déterminée par la structure de déplacement
ZWi — Wi B(x1) ™' = gi [0] b1 [0] — eqlri—1 [0]"

Etape 2 : étape principale.

l.pour k=0:(n—1)

Dans cette boucle, on détermine la (k + 1)éme ligne de U et on calcule

SHHW) — [g [k + 1), h [k + 1)]" 7
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et (fi [k +1])iz1n & partiv de SE(W) — [g[k], 2 [K]]" " et (i [K])iz1n-
2.pour j=1:n—k
Utk = (S*(W))y;
ol (Sk(W))lj est déterminée par la structure
ZS*(W)1j — S (W1 Bwgsy) ™" = g1 [k hy [k]"
3. Irg [k +1]" =0.
4. sik<n-—1
5. pouri=1:(n—Fk—1).
6. 9 [k +1] = DL (n(441)) D" R(w)R(2) "' DL (n(xy+1)) " D~ ey
tels que z et w sont déterminés par
Z=R(V)'ID 'h [k], w=R(¥)ID'SHW)] eq
et
- T _ [(_q\k+1, —(k+1)
J=len en-1 €n_2---€1], W [( 1) e ]ngg(dil)
7. hi [k +1]" = i1 [k]" —ha (K" D7YR(2) ' DL (n(g11)) " L (n(@g1i11)) D7 R(u)D.

ol u est déterminé par

= R(Y) ' ID  hiy [K]

8. filk +1) = fix1 (K] — L (gis1 [K]) L (91 [K])~'1f1 (K] +
DL (n(zk4+1)) D™ R(w)R(2) "L DL (n(w41)) " DL (g1 [k]) " f1 [K].
9. Iri [k + 17 = eZ SFH1 (W),

ott S¥T1(WW);1 est déterminée par la structure

ZSH W )ir — SFYY W) it B(wige) " = gi [k + 1 b [k + 1) — exlrizy [k + 117

Etape 3 : étape de substitution.
La,=U,lfiln—1].
2.pourk=n—1:1

3. sum = f1lk—1].

pour j=(k+1):n

sum = sum — Ugja;

o otk

ay = Ulgcl.sum.
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Dans le tableau suivant, on présente les solutions agapcs et agsyc d’un systéme
Wa = f livrés par les codes EGPC4 et SVC respectivement, ou n = 3, d = 8,

x1=—08¢et 29 =0.1, xz3 = 0.8 et f = e1 + ea1 + €23 ((er) est la base canonique) .

aggpca [1:12] | asye [1:12] | apgpeoa [13 :24] | agve [13 : 24]
1.7785¢ + 4 1.7788¢ +4 | 4.7599¢ + 4 4.7642¢ + 4
6.4664e + 3 6.4673e + 3 1.7375e + 5 1.7384e + 5
4.2413e + 3 4.2418e + 3 9.4747e + 4 9.4834¢e + 4
3.6667¢ + 3 3.667le +3 | 5.7863¢ + 5 5.7886¢ + 5
3.5726e + 3 3.5729¢ + 3 —1.2087e 4+ 5 —1.2097e 4+ 5
3.4550e + 3 3.4553¢e + 3 3.2434e + 4 3.2463e + 4
2.8325e¢ + 3 2.8354e + 3 —1.5416e + 4 —1.5431e + 4
1.4415e 4+ 3 1.4416e 4 3 9.4053e + 3 9.4156e + 3
1.0308e 4+ 5 1.0318e 4+ 5 —6.2100e + 3 —6.2180e 4 3
6.1712¢ + 4 6.1754e +4 | 3.8035¢ + 3 3.8096e + 3
3.3274e + 4 3.3304de +4 | —1.7331e + 3 —1.7372¢ 4+ 3
6.4588¢e + 4 6.4626¢e + 4 3.4198¢ + 2 3.4361e + 2

Avant d’achever ce chapitre, il est nécessaire d’analyser la complexité en temps de

cet algorithme. On se base sur les résultats énoncés dans la section précédente.

Théoréeme 6.10 :

C(m)dlogd opérations et Iinversion de la matrice L(v) = L(u)~! peut étre réalisée par

Le produit matrice par vecteur ¢ = L(u)v peut étre réalisé avec

Vutilisation de 2C(m)dlogd opérations. Alors la complezité en temps de [’algorithme
(6.3) est :

21.5C(m)n%dlogd + O(n?d) + O(ndlogd). ¢

Démonstration :  Les opérations utilisées dans 1’étape principale sont de la forme

(a), (b) et (c) ce qui nous permet de déduire que le nombre d’opérations nécéssaires

d’effectuer cette étape :

Tstape 2(n, d) = 18.5C(m)(n — k — 1)dlogd + O(n*d) + O(ndlog d).

Pour effectuer la troisiéme étape, on a besoin d’utiliser le nombre d’opérations suivant :
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Tetape 3(n, d) = 3C(m)n*dlogd + O(n*d) + O(ndlogd).
Finalement, on conclut que la complexité en temps de l'algorithme (6.3) est

T = étape 1 + Tétape 2+ Tétape 3

= 21.5C(m)n%dlog d + O(n?d) + O(ndlog d)

c’est exactement le résultat recherché. ¢
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons présenté un algorithme de O((dlogd)n?) opérations
et de O(dn) stockage pour résoudre un systéme linéaire de Vandermonde confluent
Wa = f basé sur I’éliminations de Gauss par blocs. Il est clair que la méthode que
nous avons proposé peut étre utilisée pour déterminer les coefficients d’un polyndéme
d’interpolation d’Hermite W'a = f. Dans ce cas, la solution est un vecteur de (nd)

éléments qui représentent les coeflicients d’un polyndéme d’interpolation

d—1 n

P(z) = Z Zaj (k] %7

k=0 j=1

La méthode exposée atteint O((dlogd)n?) opérations. Pour aboutir a une telle
complexité, nous avons mené une étude numérique sur les matrices structurées. De
fait, nous avons considéré en particulier les matrices Toeplitz, les matrices de Van-
dermonde et les matrices de Vandermonde confluentes. La structure de déplacement
congue (et investie) Pour les matrices Toeplitz a été découverte par Kailath, Kung et
Morf [29] en 1978. Depuis, il est avéré que la construction d’une équation de déplace-
ment caractérisant une classe de matrices conduit directement & des implémentations
numériques performantes sur de telles matrices. En 1984, Heining et Rost [27] ont fait
remarquer que les matrices de Vandermonde satisfont une équation de déplacement
analogue a celle proposée dans [29]. Dans ce contexte de motivation, Melkemi [36] a,
plus récement, démontré que les matrices de Vandermonde confluentes font également

partie de la classe des matrices structurées.

Puis nous avons donné une matrice de Vandermonde confluente du type (nd x nd)
vue comme matrice du type (nxn) dont les éléments sont des matrices du type (d x d).
Nous avons montré ici que ces éléments sont des matrices structurées et admettent,
en conséquence, une décomposition canonique en termes de matrices Toeplitz triangu-
laires. Ce qui permet une manipulation numérique rapide de ces éléments grace aux
FFT. C’est donc pour nous une aubaine heureuse de parler de la transformation dis-
créte de Fourier puisqu’il est question de s’assurer que 1’algorithme que nous proposons

est, entre autres, numériquement stable.

La stabilité numérique de la FFT que nous avons proposée au troisieéme chapitre
a été empruntée a l'analyse effectuée par Higham [28]. Concernant le produit de Kro-
necker auquel on a fait appel au cours de cette analyse, on est invité a voir le livre de
Golub et Van Loan [21].
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Pour la programmation des algorithmes, nous avons utilis¢ MATLAB [40], [41] qui
est & notre avis un code en adéquation avec notre souci d’introduire des opérations

matricielles auxiliaires.
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