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Résumeé

Nous présentons dans ce mémoire une aper¢u sur la théorie des séries temporelles. Nos
objectifs sont : Premierement, l'étude du comportement asymptotique des valeurs extrémes dont
I'hypothese d'indépendance et d'équidistribuité est remplacé par des conditions sur la stationnarité, la
dépendance et l'hétéroscédasticité. En particulier, ces conditions sont satisfaisantes par les séries
temporelles financieres: taux de change, rendements d'indice boursier,... etc.

Deuxiemement, résoudre le probleme d'adéquation de ces séries pour les modéles non linéaires
de type GARCH. Les techniques utilisées pour aborder ce genre de probleme se basent sur la théorie
spectrale, dont le principe consiste a verifier l'ajustement de la fonction de distribution spectrale

empirique a celle du modele.

Abstract

We present in this memory an outline on the theory of time series. Our objectives are: Firstly,
the study of asymptotic behavior of extreme values, of which the independence and identically
distributed hypothesis are replaced by conditions on the stationnarity, dependence and
heteroskedasticity. In particular, these conditions are satisfactory by some financial time series:
exchange rates, returns of stock indices... etc.

Secondly, is to solve the goodness-of-fit problems for this time series for non linear GARCH-
type models. The techniques used to approach this kind of problem are based on a spectral theory,
whose principle consists to verify the adjustement between the empirical spectral distribution function
and this of the model.

.GARCH
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0.1 Introduction

[’analyse des séries temporelles, ou séries chronologiques, se référe a la
branche de statistique ot les observations sont régulierement espacées dans le
temps. Leur domaine d’application est trés vaste et s’étend de ’astronomie a
I’économie et finance en passant par la biologie, psychologie, géophysique ou
la théorie du signal...etc. Elles ont donc suscité un tres vif intérét, ce qui a eu
par conséquence le développement de nombreux modeles : AR, MA, ARMA,
ARCH et GARCH....

Historiquement, c’est dans les XVI¢ - XVII®¢ siécles qu’apparaissent les
premiéres séries temporelles (ou chronologiques) dans les écrits scientifiques.
Mais le plus ancien graphique connu remonte a I'antiquité (en terme de re-
présentation de 'inclinaison des orbites des planétes en fonction du temps),
les Romains savaient déja que 'année dure 365 et 1/4 jours.

L’astronome 7. Brahe (1546- 1601) enregistre des données nombreuses et
précises sur les orbites des planétes (1572). Son assistant J. Kupler (astro-
nome et mathématicien Allemand, 1571-1630) a utilisé ces données pour for-
muler les lois du mouvement des planétes qui portent, ainsi son nom (1609).

Ces travaux sont restés dans le cadre d’analyse astronomique, jusqu’au
XVIII® siecle. En 1786, I’économiste anglais W. Playfair, publie " The Com-
mercial & Political Atlas", qui contient plus de 40 graphiques de données
économiques.

En 1807, Joseph Fourier (Mathématicien frangais, 1768-1830), propose
que toute fonction périodique peut s’écrire comme une série de fonctions
sinusoidales et cosinusoidales (i.e. sin et cos). Ce qui a fait ensuite, de la
transformation de Fourier la base de la théorie spectrale.

Au XIXe siecle, les premiéres études empiriques des données économiques
sont parues dans ’analyse des séries de prix, de taux d’intérét,... En 1919,
W. Person, propose une approche globale de décomposition d’'une série tem-
porelle en quatre composantes (i.e. Tendance, Saisonniére, Cycle et Résidu),
connue sous le nom de (Barometre de Harvard).

Dans les années 20, Slytsky (1927 - 1933) montre qu’en calculant une
moyenne mobile (MA) & partir d'un (bruit blanc), on obtient une série dont
les observations ne sont pas indépendantes et qui présentent des cycles ap-
parents "FEffet Slytsky". Et dans le méme ordre d’idées, en (1926-27) Yule
propose le modele autorégressif (AR), et montre que celui-ci peut conduire
a ’apparition des fluctuations cycliques.
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Suite aux recherches sur les fluctuations économiques, et au développe-
ment de la statistique mathématique, les chercheurs développent une ap-
proche combinant plusieurs éléments :

- L’estimation basée sur la théorie économique,
- L’utilisation de la statistique dans I’analyse des données,
- L’utilisation des modeéles économétriques pour analyser les politiques.

Apres le développement de la théorie des processus stationnaires et 1’in-
troduction de la notion de spectre d’une série stationnaire durant les années
(1925-45), Panalyse des séries temporelles se développe rapidement et les
applications se multiplient, notamment en : Physique, Génie électrique, Mé-
decine, Biologie, Géophysique et principalement en Economie et Finance...

Jusqu’a la fin des années 60, cette recherche sera dominée par 1’étude du
modeéle de régression. Ce n’est qu’en 1970 qu’apparaissent en effet, ’adéqua-
tion au modele (ARIMA) et la prévision (Approche de Box et Jenkins).

Suite aux travaux pionniers de Fngle en 1982, il est devenu courant dans
la littérature financiére de retenir comme mesure de volatilité (i.e. variance
conditionnelle) la variance d'un modele "Autorégressive Conditionnellement
Hétéroscidastique" : ARCH, qui est une généralisation de I’approche de Boz
et Jenkins. En autre, c’est le passage des modéles linéaires vers les modéles
non linéaires. Ce qui permet d’intégrer des propriétés observées empirique-
ment, telles que la dépendance entre les observations ou la distribution a
queue lourde...

Au milieu des années quatre vingt Bollerslev, alors étudiant de FEngle,
généralise la famille des modeles ARCH en permettant & la variance condi-
tionnelle du modeéle de dépendre aussi de son propre passé. Bollerslev définit
donc en 1986 le modele Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique
Généralisés, c’est-a-dire GARCH, qui fera I'objet principal de cette these.

La disponibilité d’un grand nombre de données temporelles, dans ces der-
niéres années a permis non seulement de rechercher des dynamiques non li-
néaires, mais aussi de s’intéresser aux queues de distribution, c’est-a-dire aux
risques extrémes. En effet, la théorie des valeurs extrémes est 1'une des avan-
cées majeures dans la modélisation des phénomeénes scientifiques dépendant
du temps, si on prend en compte les diverses caractéristiques des données
observées telles que : l'invariance par translation du temps (Stationnarité),
la dépendance et la linéarité ...



Le présent mémoire, est alors une synthese des travaux de recherches
concernant la théorie des séries temporelles, ainsi que des différentes proprié-
tés probabilistes et statistiques du modele GARCH(1,1), en apportant des
réponses a certaines questions notamment :

- Quels sont les objectifs et comment se fait la modélisation des séries
temporelles ?

- Que deviendra la théorie des risques o celle de ’assurance dans 1’étude
des valeurs extrémes en rejetant les hypotheses classiques d’indépendance,
d’iqui-distribueté (i.i.d) et de gaussienté ?

- Comment choisir un modele qui presente le mieux les données (i.e. pro-
bleme d’adéquation) ?

L’organisation de la thése est la suivante :

Chapitre 1 : " Séries temporelles "

Tout d’abord, nous rappelons les principaux définitions, notations et ré-
sultats que nous verrons souvent dans la théorie des séries temporelles, et que
I’on va utiliser par la suite, notamment : les modéles AR, MA, ARMA et les
modeéles hétéroscédastiques ARCH et GARCH. Ainsi aurons-nous & étudier
la théorie spectrale, les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation, la
stationnarité et les moments d’échantillonnage,...

Chapitre 2 : " Séries temporelles et valeurs extrémes "

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude des valeurs extrémes, dont
I’objectif est de mesurer en terme de probabilité I'intervention des événements
rares, ou l'apparition des catastrophes : grands sinistres, orages, et crises
économiques,. . . etc.

Ce qui rend la connaissance des caractéristiques des distributions et pro-
priétés (comportements) des estimateurs de ces événements, en particulier la
probabilité de dépasser un certain seuil (i.e.valeurs extrémes) une préoccupa-
tion majeure des assureurs dans les compagnies d’assurance et un excellent
outil d’aide & la décision, pour éviter les faillites retentissantes ou les situa-
tions des ruines...

Presque tous les résultats sur le comportement asymptotique des quan-
tiles extrémes disponibles maintenant étant restreint & des observations in-
dépendantes dans I’étude des séries temporelles financiéres en particulier, ce
chapitre a donc pour but d’enquéter sur le comportement asymptotique : la
consistance et la normalité asymptotique de I'estimateur des quantiles ex-
trémes, basées sur les grandes observations.
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Apreés avoir rappelé certains résultats établis dans le cas d’indépendance,
nous allons surtout nous intéresser au cas ot se pose les problémes de dépen-
dance, de stationnarité et d’hétérosédasticité dans ’étude des séries tempo-
relles.

Chapitre 3 : " Test d’adéquation au modéle GARCH(1, 1)"

L’un des probléeme qui se pose, lorsque on veut appliquer les divers résul-
tats établis dans le chapitre précédent a des séries temporelles réelles (séries
financier en particulier), est comment assurer I’ajustement de ces données au
modeéle ?

Ce chapitre donc a pour but de résoudre ce probléme, du moins pour le
modele GARCH (1,1). Mais, le principe reste neaumoins le méme soit pour
le cas général GARCH(p, q), soit pour un ARCH(p) ou ARCH(1) qui sont
des cas particulier des premiers... Nous commencons par la construction d’'un
modele GARCH(1,1), puis nous établissons ses relations avec les autres mo-
deles et en particulier les modeles AR et ARMA. En suite on étudiera les
propriétés des distributions conditionnelles et non conditionnelles du modele,
I’estimation de ces parameétres en nous rappelant quelques notions d’adéqua-
tions. Ce qui permet d’aborder le probléeme d’adéquation dans le domaine
des fréquences pour un modele GARCH(1. 1).

Chapitre 4 :"Etude empirique d’une série temporelle financiére"

Enfin, dans le dernier chapitre nous proposons une étude empirique sur la
dynamique d’une série temporelle financiére (série des rendements journaliérs
de l'indice boursier S&P500). Dans une premiér section ,nous présenterons les
diverses propriétés statistiques, caractéristiques et comportements de cette
série, on les comparant avec celles d’'un modele de type GARCH.

Ce qui nous permet d’établir un modeéle d’ajustement pour cette série,
dont nous retienderons la mielleure spécification.

Les données représentent les prix de fermeture quotidiens d’indice S&P
500, de la période allant du 03 Janvier 1994 au 13 Mai 2004, soit peut plus
de 2610 observations. Il sont extraites du cite Internet :

"http :// www.chart2.finance.dcn.yahoo.com".



0.2 Notations

(Q,F,P)

[iS]

B[ A0

Espace de probabilité.

Espérance mathématique (Moyenne).
Variance.

Fonction de distribution.

Fonction de distribution empirique.
Fonction des queues de distribution.
Fonction des quantiles.

Fonction des quantiles empiriques.
Fonction d’autocovariance de X.

Fonction d’autocorrélation de X.
Egalité en distribution.

Convergence en distribution.

Mouvement brownien (processus de Weiner).
Pont brownien.

Partie entiére.

Loi normale centré et réduite.

Fonction indicatrice de I’événement A.

Mass de Dirac au point a.

Espace de Skorohod.

Série temporelle.

Filtration.

Espérancelc¢onditionnellélparvaportalF;.


GUEST
7


Chapitre 1

Séries temporelles

La théorie des séries temporelles est une combinaison de deux concepts,
probabiliste et statistique, le probabiliste dont on étudie les caractéristiques
des variables aléatoires X;. Le probléme statistique est de donner les carac-
téristiques des distributions de la série temporelle X;, pour les observations
X1, Xs,..., X, au temps t = 1,2,....,n. Le modele statistique résultant sert
a la compréhension du systéme stochastique d’une part et la prédiction du
future (i.e. X411, Xpio,...) d’autre part.

1.1 Analyse des séries temporelles

Le terme "série temporelle” désigne a la fois les séries chronologiques
réelles et une suite théorique des variables aléatoires indécis par le temps
(t € T), qui va servir & modéliser ces premiéres.

Définition 1.1.1 : "Série temporelle”

Une série temporelle est une suite d’observations répétées, correspondant
a des dates différentes, ot encore a un ensemble de valeurs représentant
I’évolution d’un phénomeéne au cours du temps.

Généralement, les observations d’un phénomeéne sont équidistantes, les
unes des autres (temps discret; t € N, Z,...), le temps correspondant a un
jour, un mois, une année.... Si par exemple on travaille dans des domaines tels
que les finances, on peut citer enter autres : la valeur journaliére du Dollar
($) en Euro (€), a I'ouverture du marché boursiére, les données mensuelles
du chémage, les prix d’action, relevé annuel de la production d’acier sur 30
ans,...etc. Mais ils existe d’autres domaines (comme en Physique), ou les
observations sont élevées de facon continue, I'indice ¢ prend des valeurs dans
une intervalle de R.



1.1.1 Modélisation d’une série temporelle

La modélisation des séries temporelles se fait a partir de la décomposi-
tion classique, "décomposition de Persons” en fonction des quatre éléments
suivants :

1. Tendance (7;) : mouvement a long terme (longue période ).

2. Saisonniere (S;) : fonction périodique du temps ( période courte).

3. Cycle (Cy) : cycle d’affaires, fluctuation périodique ( moyenne terme).
4

. Reésidu (R;) : partie irréguliére, correspondante a la notion d’écart au
modeéle ou encore bruit.

D’une maniére générale, on peut proposer un modeéle qui représente la
série temporelle étudieé en combinaison des quatre éléments précédents. Pour
cela, on a trois types de modéles : le premier est le modéle d’ajustement de
forme additive ou multiplicative comme suit :

Xt = Tt + St + Ct + Rt ou Xt = TtStCt + Rt.

Le deuxiéme type est le modeéle autoprojectif, dont on suppose que X;
est une fonction de ces valeurs passées et d’une perturbation aléatoire R; :

Xt = f(Xt—hXt—Qa e Rt)7

dans cette classe, on peut citer les modeles ARIMA, ARMA,...

Le troisieme type est le plus important, c’est le modele explicatif. Dans
cette catégorie de modele, la variable aléatoire X; est exprimée en fonction
d’un vecteur aléatoire Y; et d’une perturbation aléatoire R; :

X = f(Ye, Ry),

ol Y; est soit déterministe ou aléatoire, dans ce dernier cas les processus (Y;):
et (R;); ont certaines propriétés d’indépendance ou du non-corrélation.

Ces modeles sont les modeéles de base de I’économétrie et nous les considé-
rons essentiellement pour faire le lien entre eux et les modeéles autoprojectifs.
On a ainsi deux cas particuliers de modéle explicatif, modeéle explicatif sta-
tique ou les variables Y; ne contiennent pas de valeurs passées de X; et les R;
sont indépendantes entre eux. Le deuxiéme cas est le modéle explicatif dy-
namique, ou les R; sont autocorrélés et les Y; contiennent des valeurs passées
de X;,.



1.1.2 Modéle stationnaire

La représentation des phénomenes aléatoires dépendants du temps est
faite de la maniére suivante :

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, T un ensemble non vide d’indice
(par exemple : N, Z,R* | ...etc.), X; une fonction de T x 2 & valeurs dans &
qui associé a tout couple (¢, w) le processus X;(w), avec € désignant I’espace
d’états du processus. D’ou :

i- pour t € T, fixé : X;(w) est une variable aléatoire.

ii- pour w € ), fixé : X;(w) est une trajectoire.
Définition 1.1.2 : "Processus stochastique "

Un processus stochastique défini sur T noté (X;(w));er ou simplement
(X%):, est une collection de variable aléatoire X; de €2 a valeurs dans R, de
telle maniere qu’a chaque élément ¢t € T est associée une variable aléatoire
X;. On a ainsi deux cas :

i- un processus en temps discréte si T est discréte; (T C Z).

ii- un processus en temps continue si T est continue; (T C R).

Par conséquence, on s’intéresse aux modeles stochastiques, dont les élé-
ments X; de la série temporelle (X;); sont considérés comme des variables
aléatoires. Par la suite on désigne par un modele, le processus stochastique
qui modélise la série temporelle.

Généralement, les variables d’une série (X;); ne sont ni indépendantes,
ni identiquement distribuées. Les moyennes, variances et covariances de ces
variables dépendent de leurs positions dans la série. En particulier, si on
suppose que (X;); est de carré intégrable (i.e. B[X?| < oo, Vt € T), alors :

E {Xt] = My Uar(Xt) = 0?7
Cov (Xy, Xevw) = BE[(Xy — 1) (Xowr — )], k€ Z

Définition 1.1.3 : "Fonction d’autocovariance”
La fonction d’autocovariance d’une série temporelle (X;); est une suite

(v(h))nez, avec
v(h) := Cov (X, Xign),

c’est une fonction paire, semi-définie positive, i.e.

N N
Yo>aia; y(ti —t;) >0,

i=1j=1

|v(h)] < ~(0) = var(X,), heZ.
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Définition 1.1.4 : "Fonction d’autocorrélation”

De méme, on définie une suite (p(k))rez qu’on appele fonction d’auto-
corrélation de la série (X;); :
_ Cov (X, Xiik) _ ~v(k)

Vovar(Xpvar(Xey)  7(0)

Pr

c’est une fonction paire, semi-définie positive, i.e.

N N
> way pti —t;) =0,

i=1j=1

p(R)] < p(0) =1,  keZ

L’une des propriétés importantes dans 1’étude des séries temporelles est
la stationnarité, et il existe deux types de stationnarité comme suit :

Définition 1.1.5 : "Série fortement stationnaire”
Une série temporelle (X;); est fortement (ou strictement) stationnaire, si
et seulement si :

D
1 n = ; g eey n . ol
(Xeys Xty o0 X)) = (Xiyiker Xtohs s Xty k) (1.1.1)

On dit alors, que la loi de vecteur (X, , X,, ..., X¢, ) est identique a celle de
( Xty 4k Xtgtky -y Xt +%) DOUr tout sous-ensemble {t1,ts,...,t,} C T, Vk € N.

Définition 1.1.6 : "Série faiblement stationnaire”
Une série temporelle (X;); est faiblement stationnaire (ou stationnaire du
second ordre), si et seulement si :

1. B[X?] < 00, WteT,
2. BIX,|=E[X,=p, Vs teT,
3. Cov (X, Xy) = Cov (Xgig, Xpsk), Vs, teT, VkeN.

L’existence de la fonction d’autocovariance d’une série temporelle sta-
tionnaire (on dit souvent stationnaire au lieu de faiblement stationnaire) est
assurée par la proposition suivante :

Proposition 1.1.1 :

Si la série temporelle (X): est stationnaire, alors il existe une fonction
vy i Z — R, telle que les autocovariances ne dépendent que de la différence
entre les observations :

Cov (X, Xy) =vx(|t —s]), Vs, t €Z. (1.1.2)
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Preuve :
Soit r € Z, comme (X;); est stationnaire, donc pour tout s, t € Z :

1¢¢cas : Si s <t

Cov (XSa Xt) = Cov (XS+T'—T7 Xt+s—s+r—7")
= Cov(X,, Xit4—s), sis>r.

De plus,

Cov (X37 Xt) = Cov (Xerrfsa Xt+rfs)
= Cov(X,, Xiqts), sis<r.

20me cas - Si s>t
Cov (X5, X3) = Cov (X, Xs) = Cov (X, Xyys—t)
douVs, teZ:

Cov (X,, Xy) = Cov (Xy, Xop—s)) = vx ([t — 3). [ |

Remarques 1.1.1 :

1. SiVt e T, (X;); est de carré intégrable, la stationnarité forte implique
alors la stationnarité faible.

2. Si la série (X;); est gaussienne!, la stationnarité faible implique alors
la stationnarité forte.

3. Par la suite, on désigne par un bruit blanc la suite (§,); de variables
aléatoires i.i.d, centrée et de variance o2 (var(¢,) = E[¢7] = 0?). Dans
ce cas, il est clair qu'un bruit blanc est un processus stationnaire du
second ordre, avec :

7¢(0) = 0* et pour tout k # 0, ~.(k)=0. (1.1.3)

1Un processus (X;); est gaussien, si toute combinaison linéaire finie de (X;); ,

n
ie: VA, A2, Ap € Roet Vg, 1o, ..t € T2 3 A\ Xy, suit une loi gaussienne.
j=1
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1.2 Introduction a la théorie spectrale

Nous allons dans cette section introduire la notion de la densité spec-
trale, qui a posteriori contient la méme information que la fonction d’au-
tocovariance, mais elle a comme avantage les propriétés d’inversiblité et de
périodicité, ce qui permet (en particulier dans le cas des tests) d’étudier et
d’utiliser ’analyse de Fourier (transformation de Fourier)...

Soit (X;); une série temporelle stationnaire, de fonction d’autocovariance
. On utilise les principes généraux de la transformation de Fourier dont nous
verrons tout a I'’heure I'intérét. On démontrera qu’a la suite des autocova-
riances (7y;,)n, on peut toujours associer une fonction réelle Fx (\) sur |—m, 7,
de la variable numérique A telle que :

v(h) = [ exp(—ih\dFx(Y), heZ, (1.2.1)

i désignant le nombre imaginire 2 = —1.
Cette fonction est appelée "distribution spectrale” de la série (X, elle

est croissante, impaire et si elle admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue, i.e.

A
Fx(\) = [ fx(z)de,
on substituera alors fx(\)d\ dans la formule précidente, ce qui donne :

v(h) = [ exp(—ih\)fx(Nd\, h e Z. (1.2.2)

Si la série de terme général |y(h)| est absolument convergente, ce qui
permet de changer le role de la somme par une intégrale, dans ce cas on
définie la densité spectrale comme suit :

Définition 1.2.1 : "Densité spectrale”
La densité spectrale notée f, d’une série temporelle (X;); est une fonction
définie sur R par :

FOV = % To(Wesp(ihy), YA€ R (1.2.3)

Propriété 1.2.1 :
La densité spectrale est une fonction paire, continue, périodique de période
27 et positive, de plus on a :

FOV = == (k) cos(h), YA € R. (1.2.4)

27 hez
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Preuve : Utilisant les proprietes (continuité, parité,...) des fonction (y(.)
et cos(.)) et le fait que : cosz = (e +e~™), pour cela, (1.2.3) implique :

o) = —[z Ak )“h+7(0)+§7(h)€“h]
= 0| S aeme s Eame,
— @‘f‘ 1+ZO:O ( )( iAh+e—iAh)
10) (0
= ? hze:Z“Y( ) cos(hA) — or

donc (1.2.4) est vérifice. W

Propriété 1.2.2 :
Il est équivalant de connaitre la fonction d’autocovariance ¥(.) ou la den-
sité spectrale f(.), i.e.

ff exp(—ihA)dX = [ f(X) cos(Ah)dA. (1.2.5)
Preuve :
On a par définition, (1.2.3) implique que

7 PN ) exp(inn)dn

ff exp(—ihA\)d\ = [
2m ez

—T

= > (k) expi(k — h)dA.
27T kez

Donc par linéarité de l'intégrale et le fait que la série Y |y(h)| est conver-

heZ
gente, alors :
1 LA
f FON) exp(—ihA)d\ = — S (k) [ e *rRg)
2T ez -7
avec _ 0 Ak
—iA(h—k) ]\ — 51
,f,re {27r si h=Fk,
d’ou

ff exp(—ih\)d\ =~(h). N
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Propriété 1.2.3 : "Propriété d’un bruit blanc”

1. La densité spectrale d’un bruit blanc est constante en .

2. Tout processus stationnaire de densité spectrale constante est un bruit
blanc.

Preuve :

Soit (£,); un bruit blanc i.i.d, centré et de variance 0% < oo, de fonction

d’autocovariance v,(h) et de densité spectrale fe(A).

1. Pour ce bruit blanc, on a

o, sih=0,
'75(h> = cov(ft,ﬁt%) =E [€t§t+h:| =
0, si non.
donc
JeN) = o e exp(ihA) = 2=, (constante en )
e(A) = QWheZ,yg exp(i =5 constante en \).

2. Inversement, si fe = C', on a d’apres la propriété (1.2.2),

ve(h) = [ exp(—ihA)fe(h)dA

T /yf(h')’ Si h — O,

= [C"exp(—ih\)d\ =
- 0, si non.

Pour que ce processus soit un bruit blanc, il suffit donc qu’il soit station-
naire ; c’est le cas (par hypothese). W

15



1.3 Moments empiriques

En pratique, la moyenne, la fonction d’autocovariance, la fonction d’auto-
corrélation et la densité spectrale,... d’'un modéle stationnaire sont inconnus
et doivent étre estimés a partir des observations. Cepondent, il est naturel
d’approcher les divers moments théoriques par les moments empiriques cores-
pondants. Ainsi, il est important d’étudier les principales propriétés asymp-
totiques de ces moments...

Notons par : Xj, Xy, ..., Xy Pensemble d’observations disponibles (i.e.
échantillon aléatoire), issu d’une série stationnaire (X}:): de moyenne i, les-
timateur naturel de p est la moyenne empirique X :

=X =45 x
,U N = ty

Bl = 3 BLX] = et var(X) = B{(X — 7] = BLYY — 2
Or
B = Bl 3 3 X] = 57 2 S B = (X — ) + 42
donc
var(X) = % éJéEKXZ — (X — p)]
— %ZéE[(XZ — 1)+ 5 ééE[(Xz m)(X; — )]
- B S W = S 0
d’ou Nol N Ik
var(X) = ( | |>7<k)



2(0)

Il est clair que si y(k) =0, var(X) = N

D’autre part, 'estimateur de la fonction d’autocovarionce 7(.), est donné
par :

) = 3 3 (6= ) (X — ), (13,1

ce qui permet de définir la fonction d’autocorrélation empirique comme suit :

T
B = 1 33 B~ 0) (Keok = )]
= 50 = 1) — 22k

Par conséquence, 4(.) donnée par (1.3.1) est un estimateur biaisé mais
asymptotiquement sans biais de la fonction d’autocovariance ¥(.).

Définition 1.3.1 : " Périodogramme "

Le périodogramme des observations est défini comme le module au carré
de la trasformation de Fourier déscrete de ces observations, on le note Iy (.) :

1 2

IN(N) = 5—

N
Z Xt exp(—lt)\)
t=1

Le plus souvent, on estime le périodogramme selon les fréquences de Fou-
rier; i.e. A\, = 2k7/N pour k = 1,..., N, il constitue donc un estimateur de
la densité spectrale f()). En effet,

In(A) = (év: X exp(izf)\))(t_év:1 Xiexp(—itd))

2T N

t=
1 N— 1 *oo

= o NH(Nt_Z_:OOXtXt k) exp(ik)\)

1 N-1

= — Y(k) exp(ikN).
2ﬂk222+17() p(ikA)
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Propriété 1.3.1 :
Le périodogramme In(\) est un estimateur asymptotiquement sans biais

de la densité spectrale f(\), mais il est non-convergent.

La non convergence du périodogramme n’interdit pas son utilisation.
Meéme si I'estimateur est sans biais, on peut avoir une bonne idée de sa
forme générale;

212(N), siA=0, xm,
lim var(Ix(\)) =
N0 f2(\),  siA#0, £
De plus, les valeurs associées a des fréquences différentes (A # Ay) du

périodogramme sont non corrélées i.e.

lim cov(In(M1), IN(A2)) =0,  si A; # Ao

N—oo

Maintenant, on effectue la transformation de Fourier inverse de la rela-

tion :
1 N-1

IO =5 & A(k) explik),

—N+1

(1.3.2)

ce qui donne un estimateur de la fonction d’autocovariance (i.e. Autocova-

riance empirique) ;

(k) = }cos()\k:)IN()\)d/\, avec

—T

V() = [ cos(Ak)F()dA.

™
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1.4 Représentation des séries temporelles

Généralement, les séries temporelles sont représentées par deux types de
modeles, le premier est linéaire (modeles : AR, MA,...), le deuxiéme est non-
linéaire (modeles : ARCH, GARCH,...). Ce dernier type fera l'objet d'un

interét particulier dans notre memoire.

Définition 1.4.1 : " Opérateurs retard "
L’opérateur retard noté par L, est 'opérateur linéaire qui associe & un

processus (X;); le processus (Y;); tel que :

}/;g = LXt = thl‘

D’une facon générale, on a la relation de récurrence suivante :

(Z CLZ‘Li)Xt = Z aithia Vn € N. (1.4.1)

=0 =0

De méme, on définie les polynomes ® et W en L, de degré p (resp. ¢) par :

O(L) : =1+a1L+...+a,L”
¥(L) : =1+ L+.. +8,L,

avec au, ..., et Bq,..., 3, sont des constantes.

1.4.1 Modéles : AR, MA et ARMA

Définition 1.4.2 : "Modéle Auto-Regressif d’ordre p"
Un modele autoregressif d’ordre p noté AR(p), est un processus station-
naire (X;); qui vérifie la relation de type :

p
Xt = ft + ZCKth,j, te Z,
=1

J

ou les ai,...,a, sont des réelles et (£,); un bruit blanc (suite de variables
aléatoires (i.i.d), centrée et de variance finie).

En fonction d’opérateur L, la relation precidente prend la forme :

Xi =&+ (L)X,
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Définition 1.4.3 : "Modéle Moyenne Mobile d’ordre q"
Un modele moyenne mobile (Moving Avreage) d’ordre g noté M A(q), est
un processus stationnaire (X;); qui vérifie la relation de type :

q
Xiim &= 06, tEL
]:

Cette relation s’écrit en fonction d’opérateur retard L :

Xy =& — W(L)ft-

Définition 1.4.4 : "Modéle Auto-Regressif Moyenne Mobile"
Une série temporelle stationnaire (X;);, admet une représentation d’un
modele autoregressif moyenne mobile noté ARM A(p, q), si elle satisfait :

P q
Xy =&+ z:lant*j - kZ_Oﬁké}_k,

1=

ou ce qui est équivalant a :
(1= @(L)X, == (1 - ¥(L))E,

avec ;

i-a,#0, 8,#0.
ii - Les polynoémes ®(L) et (L) ont leurs racines de modules strictement
supérieurs a 1.
iii - ®(L) et ¥(L) n’ont pas de racines communes.

iv - (&,)¢ un bruit blanc : suite de variables aléatoires (i.i.d), centrée et de
variance finie.

Remarque 1.4.1 :

Remarquons que les modeles AR(p) et M A(q) sont des cas particuliers
de la représentation ARM A(p, ¢). Ainsi, un modele AR(p) (resp. M A(q))
est un modele ARM A(p,0) (resp. ARMA(0,q)).

De plus, dans le cas ot p = co (resp. ¢ = 00), on dit qu'une série tem-
porelle (X;); admet la représentation d’'un modéle autoregressif infini (resp.
moyenne mobile infini) noté AR(oco) (resp. M A(0)).
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1.4.2 Modeéles : ARCH, GARCH

En 1982, Engle, R.F. [24] a proposé 'approche " Auto-Regressive Condi-
tionaly Heteroscedastic" ARCH, ce modéle non linéaire qui offre une représen-
tation (modélisation) d’une grande famille de séries temporelles financiéres,
comme par exemple : les taux d’intéréts, les rendements d’actions ou d’indices
boursiers et les taux de change,...etc.

Pour abordre ce type de modeéle, on introduit la notion de filtration qui
représente 'information disponible comme suit :

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité, dont on considére une filtration F;
(une collection croissante de sous-tribus de F, i.e., F; C F, pour t > s). Un
processus X; est adapté a une filtration F;, si pour tout X; est F;—mesurable.

De plus, la filtration naturelle associée & un processus X; est par définition
la famille de sous-tribus F; = o(X5, s < t), ou F; est la plus petite tribu
rendant mesurable les applications w — X;(w), pour s < t.

Avec ces notations, la série temporelle (X;);, est une différence de mar-
tingale relativement a la filtration JF;, telle que : X; est F;-mesurable et X,
est orthogonale & tout variable aléatoire Y; € F;_ 1, i.e.

E[|X:] <o et E[X;|Fi_1] =0, P.presque sirement. Vt,

cela contient les variables : X, € F, C F;_1, s < t, de sorte que :

E[X,X,]=0, Vs<Lt

Définition 1.4.5 : "Modéle ARCH(1)"
Un modele X; est dit autoregressif conditionnellement hétéroscédastique
d’ordre 1 qu’on note par ARCH(1), s’il admet 1’écriture suivante :

Xt = O'tgt,

dont la variance conditionnelle 0? = |[X?2|F;_;] satisfaite pour tout ¢ € Z
et ag > 0, a; > 0, des constantes données :

0? = ag+ a1 X2 |,
ol (&,): un bruit blanc : suite de variables aléatoires (i.i.d), centrée et réduite.

On suppose souvent que les variables &, sont indépendantes de la filtration
Fi_1 et que o, dépend de X;.
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Propriété 1.4.1 :
Le modéle ARCH (1) admet les propriétés suivantes :

1. var(Xy| Fio1) = ap + a1 X2 | = o2

Dans ce cas, on dit que X; est hétéroscédastique conditionnellement a son
passé.

2. var(Xy) = ap + aqvar(X_1).

Preuve : Il suffit d’appliquer la décomposition de la variance et la va-
riance conditionnelle comme suit : pour tout X, € .2 :

var(Xy|Fimr) = EI[XFF] - B[X|F].
var(X;) = var(B[X¢|Fi-1]) + E[var(X:| Fi-1)] -

1.
var(Xi|Fia) = B[ (a0 + X7 )| Fia] — BES B0y F o]
= E[ﬁf]E[ao =+ 041X15271|-7:t71] -0
= oo+ OélXtQ_l = 0't2.
2.

var(Xy) = wvar(B[X¢|Fi1]) + Evar( X Fi-1)]
= war(0) + E [ag + an X7 4 |

= o+ avar(X;_q).

Sous-hypothése de stationnarité (i.e. var(X;) = var(X;_1)), ce qui im-

plique que;
o
var(X;) = —

1—CK17

pour que cette variance non-conditionnelle existe, il suffit donc que :
a; €10,1]. [ |

Définition 1.4.6 : "Modéle ARCH(p)"

L’extension du modele précédent ARC' H(1), donne un modéle autoregres-
sif conditionnellement hétéroscédastique d’ordre p qu’on note ARC'H (p), qui
prend la forme suivante :

Xt = Ut§t7

dont la variance conditionnelle 0 = E [X?|F;_;] satisfaite pour tout ¢t € Z
et ap >0, ag,q9,...,q, des constantes positives données :

2 S 2
op = o+ Yo Xi ;.
i=1
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Sous-hypothése de stationnarité de (X;), la variance non-conditionnelle
existe pour oy +ag + ...+, <l.etona:

Qo
l—ap+as+ .. +a,

var(X;) =

Au milieu des années quatre vingt Bollersllev, T. alors étudiant de Engle,
généralise la famille des modeéles ARCH en permettant a la variance condi-
tionnelle o du modéle de dépendre aussi de son propre passé o2 ;. Bollerslev
deéfinit donc en 1986 ([04]) le modele Autorégressif Conditionnellement Hé-
téroscédastique Généralisés, " Generalized-ARCH ".

Définition 1.4.7 : "Modéle GARCH(p, q)"
Le modele GARCH (p, q) est une suite de différence de martingale X,
relativement & la filtration F; :

Xt = Ut§t7 (1.4.2)

sa variance conditionnelle 0? = E [X?|F;_] satisfaite pour tout ¢t € Z, ag > 0,
ar, g, ..., p €t By, By, ..., B, des constantes positifs données :

P q
of =g+ Yo X+ S BLot . (1.4.3)
i=1 k=1

Pour 0, > 0, X; : = 04£,, on a
B&|Fia] =0, B[EF] =1,

et les variables &, sont indépendantes et identiquement distribuées, de plus &,
est indépendant de F;_1, ce qui est équivalant & supposer que la loi condition-
nelle de la variable ¢, = X;/o; par rapport a F;_1, est approximativement
d’une distribution normale.

En utilisant les polynomes ® et U en L de degré p (resp. ¢), (1.4.3) prend
la forme :

o} = o+ ®(L)X? + V(L)o?. (1.4.4)

Pour les conditions de stationnarité, on peut citer a titre d’exemple :
Bougerol et Picard [5] pour un modele GARCH (p, q), Nelson [48], pour le
modele GARCH (1, 1).
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En effet, la série donnée par les équations (1.4.2) et (1.4.3) est stricte-
ment stationnaire si : ag > 0 et :

P q
=1 k=1

Remarques 1.4.2 :
1. Le modele ARC'H (p) est une forme restreinte du modele GARCH (p, q),

avec comme restriction ¢ = 0.

2. On réécrit 'équation (1.4.4) avec les notations :
o(L)=®(L) + V(L) et Z, = X? — 02, on trouve
o} = ag+ ®(L)X? +¥(L)o}
— ay+ ®(L)X2 — U(L)Z,
d’ou :
(1= (L)X} =a+(1-Y(L)Z,

ce qui implique que X? admet la représentation d'un modéle ARMA (défini-
tion 1.4.4).

3. Engle et Bollerslev [25], ont intreprété le nom :

"Integrated Genarilized Autoregressive Conditionaly Heteroscedastic".
IGARCH(p, q), dans le cas ou on a;

p 9
ap>0 et >a;+ > 0, <L
=1 k=1
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Chapitre 2

Séries temporelles et valeurs
extrémes

L’objectif de la théorie des valeurs extrémes est de mesurer en terme de
probabilité 'apparition des événements rares et autres catastrophes : grands
sinistres, orages, et crises économiques,. . . etc.

Ce qui rend la connaissance des caractéristiques des distributions et pro-
priétés (comportement) des estimateurs de ces événements, en particulier
la probabilité de dépasser un certain seuil (i.e. valeurs extrémes) une pré-
occupation majeure des assureurs dans les compagnies d’assurance, et un
excellent outil d’aide & la décision, pour éviter les faillites retentissantes ou
les situations de ruines...

La théorie -classique- des valeurs extrémes, concerne initialement le com-
portement des sommes. Elle aura a triter par la suite la distribution des
maxima ou minima d’une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées (i.i.d). Mais I'un des récents développements de cette
théorie a consisté a élever ces hypothéses, en particulier I’hypothése d’indé-
pendance des observations.

Intuitivement, I'indépendance des observations ménera & une augmenta-
tion de l'erreur de l'estimation, donc il est importe de ne pas utiliser des
intervalles de confiance classique développée par des suites indépendantes (si
la dépendance entre les variables n’est pas négligeable). Si par exemple, la
valeur de risque d’un investissement financier sera estimée, alors une borne
supérieure de confiance a obtenir avec la théorie classique, indiquera souvent
un risque inférieur a celle de réel.
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Malheureusement, presque tous les résultats sur le comportement asymp-
totique des quantiles extrémes disponibles maintenant sont restreints a des
observations indépendantes dans I’étude des séries temporelles financiérs, ce
qui est cependant rarement réaliste.

Ce chapitre donc comme but d’enquéter sur le comportement asympto-
tique et la consistance de 'estimateur des quantiles extrémes, basées sur les
grandes observations et sous- conditions (hypothéses) sur la dépendance et
la stationnarité d’une série temporelle. Aprés avoir rappelé certains résultats
établis dans le cas d’indépendance, nous allons surtout nous intéresser au cas
ou se pose le probléme de dépendance et de stationnarité dans I’étude des
séries temporelles.

2.1 Valeurs extrémes et indépendance

Comme on I’a signalé au début de ce chapitre, on ne s’intéresse qu’a la
partie jugée importante dans la représentation des observations d’'un phé-
nomeéne par des suites de variables aléatoires, en 'occurrence la partie des
queues de distribution. Il est donc important de comprendre le comportement
asymptotique du maxima ou minima de ces observations....

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité. Dans tout ce qui suit, on suppose
que 'on dispose d’un échantillon X, X5, ..., X,, ot I’ensemble de n observa-
tions d’une suite de variables aléatoires (X, ), extraite d’une série temporelle
(X¢)¢, pour le moment indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), de
méme fonction de distribution (répartition) F :

F(z) =P{lwe /X (w) <z} =P{X <z}

On définie d’abord ce que nous appelons la statistique d’ordre.

Définition 2.1.1 : " Statistique d’ordre "

On appelle statistique d’ordre, 'application mesurable S de (R, Bg)" a
valeur dans (R, Bg)" classant les observations de la suite (X,,), par ordre
croissant ;

(X17X27 aXn) 'i (Xl,mXQ,m “'7Xn,n)7 avec Xl,n S X2,n S S Xn ns

)

de sorte que :
Xin =min(Xy, X, ..., X)) et X, = max(Xy, Xo, ..., X,).
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Le vecteur (X1, Xan, ..., Xnn) est appelé Péchantillon ordonné, et Xy,
étant la k™ statistique d’ordre.

On notera dans la suite respectivement par :

La fonction de distribution empirique basée sur les n premiéres variables
aléatoires, est donnée par :

1 n
Fn<$) = gl{me}, reR

n

{
= - pour € | X, Xit1n] -

La fonction des quantiles ot 'inverse généralisé de la fonction de distri-
bution F' noté par () : Pour chaque entier n > 1

Q(s):=F ' (s)=inf{x: F(z) > s}, pour 0 <s < 1.

De méme, la fonction des quantiles empiriques @),, est définie pour n > 1
par :

Xin pour s < 0,
Q. (s)=1inf{z: F, (z) > s} = Xin pour%<s§%,1§i§n—1,
Xnn pour s > 1.

Les lois de maximaX, ,, (resp. de minima X, ,,) de la statistique d’ordre
associées a la suite (X,,), de variables aléatoires (i.i.d), sont données par :

1. Loi de maxima X, , :

Fon(z) = P{X,, <z}=P{max(X;, Xs,... X,) <z}
= [ P{Xx <2} =[F)]".

k=1
2. Loi de minima X, ,, :

Fl,n<x) = P{le < l’} =1- P{le > I}
1 — P{min(Xy, Xs, ..., X,,) > x}

n

— 1o [[P{Xy>a)=1-[[(1-P{X, <a})

= 1-[1-F()".
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Définition 2.1.2 : "Point extréme"”

On note par z " (resp. z7) le point extréme supérieur (resp. inférieur) de
la distribution F' (i.e. la plus grande valeur possible pour X peut prendre la
valeur 400 (resp. —00)) au sens ou

x":=sup{r: F(z) < 1}, respectivement =~ := inf {z : F(z) > 0}.

Définition 2.1.3 : "Loi Asymptotique des valeurs extrémes”
La loi asymptotique des valeurs extrémes, ou simplement (loi des ex-
trémes) est la loi de la variable aléatoire Y, telle que :

Xnn A Y, quand n tend vers + oo.

Concernant le comportement du maxima d’une suite de v.a (i.i.d), le

résultat le plus important est fourni par le théoréeme de Ficher et Tippet
(1928) [26].

Théoréme 2.1.1 :
Soit (X,,)nune suite de variables aléatoires (i.i.d), s’il existe des constantes
de normalisation (ay,) et (by,), n € N, avec a, > 0 et b, € R, telles que :

Xnn - bn
“n ) B G,,  quand n — oo) (2.1.1)

(

Qn

Alors G a la forme suivante :

exp (— (1+ vx)qM) pour v #0, 1+ -~z > 0,
G, (z) =

exp(—e™?) pour v =0, z €R.

On déduit les trois familles de distribution (dite loi standard ou tradi-
tionnelle) des valeurs extrémes suivantes :

Gumbel (typel) : A(z) = exp(—e™?), z e R.
0, xz <0,
Fréchet (typell) : @, (z) =
exp(—x~7), x>0, avec~y > 0.

Weibull(typelll) : VU, (z) =

exp(— (—z)™"), x <0, avec vy <0,
1, x > 0.
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En plus, notons par F la fonction de survie (ou la fonction des queues) :
F(z) = Plwe Q/X(w) >} =1-F(z).
Ainsi, pour tout p, € |0, 1[, on note par x,, = Q(p,) la quantile d’ordre

pn de la distribution F'.

Compte tenu du fait que 'on peut renormaliser les suites (a,) et (by), il
n’existe d’apres le théoréme precedent que trois lois possibles pour G, selon
la forme de la queue de la distribution F' des X; :

- Loi de Gumbel A () : avec,

[e.9]

an = O(1 — 1/n) et b, = F(ay)"! /F(s)ds.

- Loi de Fréchet ., (z) : pour v > 0 et

an =0 et b, =a, — F'(1—1/n).
- Loi de Weibull ¥, (z) : pour v < 0 et,

an, =zt et b, =a, — F (1 —1/n).

Ces lois limites que 'on peut représenter au passage a la limite de v en
0 et & une normalisation preés, sous la forme suivante connue sous le nom de
représentation de Jenkinson :

Gy () = exp {— (1 —l—ym)flm} , pour 1 +~x > 0.

Ainsi, le cas limite 7 — oo correspond & la loi de Gumbel, le cas v > 0 &
la loi de Fréchet et enfin le cas v < 0 a celle de Weibull.

Le comportement asymptotique de la loi de X, ,, dépend de la distribu-
tion initiale F' de X. Clest & van Mises(1923), a Gnedenko(1943) et a de
Haan(1971) que 'on doit les conditions nécessaires, ou nécessaires et suf-
fisantes sur la distribution F, pour obtenir 'une des trois limites définies
précédemment.

Définition 2.1.4 : " Domaine d’attraction”
Soit G, une fonction de distribution sur R, une fonction de distribution F’
sera dite appartenant au domaine d’attraction de G, (F € D(G)), s'il existe
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deux suites de nombres réels (a,) et (b,), n € N, avec a,, > 0 et b, € R,
telles que :

Xnn B bn
lim F(a,z+0b,) = lim P {— < x} =G, (2), (2.1.2)

n—oo n—oo a“fL

pour tout = point de continuité de G.,.

Les caractéristiques des domaines d’attraction sont établies dans les trois
théorémes suivantes, ’ensemble des démonstrations peut étre trouvé dans :

B. Gnendenko (1943), L. de Haan(1976) ou R. von Mises(1936).

Théoréme 2.1.2 :
Soit F' une fonction de distribution de densité f positive qui admet une
dérivée [' négative sur |z~ x|, nulle sur [z, z7[, (zT fini ot non) ;

i £ @) — F(2))
st f2(2)

Si =—1, alors F' € D(A).

Théoréme 2.1.3 :
Soit F' une fonction de distribution de densité [ positive sur [xT, +00];
zf(x)

Si :}Lrgol_—m =1, alors F € D(®,).

Théoréme 2.1.4 :
Soit F une fonction de distribution de densité [ positive sur |z, x ™[,
nulle sur |z, 400l ;

si lim & 2@

= 1, al F e D(0.).
om0 , alors e D(V,)

Signallons & la fin de cette section qu’en terme de risque, ’obtention des
lois précédent et en particulier I'estimation du parametre v de la distribution
limite des valeurs exrémes, est important pour évaluer la probabilité que
I’ensemble de la population est au-dessus d’un certain seuil s. Entre autres
il s’agit d’évaluer la quantité :

P{X,n <s}~exp{—(1+7(s—ay) /bn)_l/W} :
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2.2 Valeurs extrémes et dépendance

Comme on I’a signalé, 'une des pistes naturelles de généralisation de la
théories -classique- des valeurs extrémes, repose sur la remise en cause de
I’hypothese de dépendance.

Il est clair que la théorie classique sur les variables aléatoires indépen-
dantes méne a des intervalles de confiance qui sont plus courtes que celles
qui prennent en considération la dépendance de la série étudié.

Dans ce qui suit, nous rappelons les principale mesures de dépendance,
en particulier la dépendace finie, le a—meélangeance et le f—mélangeance.
Pour cela, on peut se référer au livre de Doukhan [20] qui fournit une étude
détaillée des déffirentes sortes de mélangeance.

2.2.1 Mesure de dépendance

On peut mesurer la dépendance entre le passé des variables aléatoires
(X ; avant k = m) et le future (X ; aprés k = m), suivant la vitesse avec la

quelle leur séparation en n = m augmente.
Définition 2.2.1 : "m—dépendance "
La série temporelle(X;); est dite m— dépendante (dépendance finie), si les
vecteurs aléatoires (..., X; 1, X;) et (Xyrmi1, Xermio,-..) sont indépendants,
vVt € Z.

En outre, le "passé" et le "futur" sont indépendants si ’on fait abstraction
des m "présent" variables, i.e.

- Les variables X; et X sont dépendantes quand |t — s| < m.
- Les variables X; et X, sont indépendantes quand |t — s| > m.
Précisément, pour 14,1, ..., 1, on note :

F(o,,xy, . xn; ty, by, ty) = P(Xy, <21, Xy, <29y, Xy, < 23).

La m—dépendance correspond donc a :

Sitsy <sy<...<sy, <t <ty<..<t,, avecty —s,>m, alors:

F(2,, oy @p5 S1y ey Spy Yy eoes Yg 5 Ty oeey )
= F (2, ey Tp; S1, s Sp) F(Yyy ooy Yg 5 1y ooy Bg)-
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L’une des mesure de dépendance importante que 1’on va 1'utiliser par la
suite, est le S-mixing :

Définition 2.2.2 : "F-mélangeance”

Une série temporelle (X;); est dite S-mélangeante (/3-mizing) ou absolu-
ment réguliére, s'il existe une suite 5(¢) qui tend vers 0 quand ¢ tend vers oo
telle que :

p(l) :=supE | sup |P(A/B")—P(A)|| —0, Vm, V¢, (2.2.1)

meN AEB;’;’+E+1

avec :
By ;.1 est le o—Algebre engendré par (Xpio41, Ximtet2, ---),

B" est le 0—Algebre engendré par (X, Xo, ..., X;n).

La suite 5(¢) est appelé le coefficient de mélangeance.

Définition 2.2.3 : "a-mélangeance”

De méme, une série temporelle (X;); est dite a-mélangeante (strong
mizing), s’il existe une suite a(¢) coefficient de mélangeace, qui tend vers
0 quand ¢ tend vers oo, telle que :

a(l) == sup |P(ANB) — P(A)P(B)| — 0, Vm, V(. (2.2.2)

AEBY, , ., BEBT
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2.3 L’index des queues de distributions

Cette section est consacrée a ’étude de quelques estimateurs de I'index
des valeurs extrémes, intervenant dans l’estimation des quantiles extrémes.
Dans le cas ou l'index des valeurs extréme v est positif, I'un des meilleurs
estimateurs est celui de Hill (Hill (1975)) qui a été généralisé en 1989, par
Dekkers, Einmahl et de Haan [12] sur tous les domaines d’attraction.

Aussi, Csirgro, Deheuvels et Mason (1985) 'on réguliarisé par un noyau.
Mais malheureusement, cet estimateur de type noyau n’est valable que pour
v > 0. Et ¢’est ainsi que Groeneboom, Lopuha et de Wolf (2003) ont introduit
une nouvelle classe d’estimateurs & noyau dont la consistance forte de cette
classe d’estimateurs a été etablie par Necir, A.(2004) [44].

Dans cette section, on va étudier les comportements asymptotiques des
estimateurs de l'index des queues de distribution de type Pareto ou I'index
d’une série temporelle & variations reguliér, sous des hypothéses sur la sat-
tionnarité et la dépendance... On se base seulement sur le cas d'un index
positif (i.e. v > 0).

Considérons la suite (X,,),>1 extraite d’une série temporelle stationnaire
(X¢): et soit Xy, < .. < X,, la statistique d’ordre associ¢e & Xi, Xs..., X,
et dont la fonction de destribution est a queue lourde, i.e. da > 0, d¢ > 0 tel
que quand x tend vers oo :

F(z) = P{X; >z} ~ 27 *L(x),
ou L(.) est une fonction & variations lentes et « I'index extréme a estimer.

Ce qui permet de déterminer les quantiles extrémes de la distribution
F, typiquement z,, = F~'(1—p,) = Q(1 —p,) est la quantile extréme a
estimer, et nous nous intéressons souvent au cas ot p, soit trés petit, parfois
inferieur a 1/n (i.e. p, = O(1/n)), a celle des queues de distribution.

Dans le cas d’indépendance, on dit que la de distribution F' appartient
au domaine d’attraction d'une fonction G, s’il existe deux suites réelles b,
et a, > 0 telles que :

lim F (a,z +b,) = lim P{Xnn—_bn < x} =G, (2).

n—oo n—o0 an
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Un des cas importante en applications financiéres, est celui ot I'index ~
de la distribution limite des valeurs extrémes est positif (y > 0). Dans ce cas,
I’estimateur de Hill, est sans doute le plus utilisé dans la théorie des valeurs
extrémes, et la condition qu'une fonction de distribution F' appartenant au
domain d’attraction des lois des extrémes G, pour v > 0 est équivalante & :

QL—A)
U(\t)=————t"7—0, t>0 quand \ | 0, (2.3.1)
Q(1—A)
une convergence que ’on peut lire comme une approximation pour A assez
. . n Npn
tite (i.e. A = — t=—):
petite (i.e - pour kn)
kn\ npn
Tp, 1 =QL-p)=Q(1=—|(77)" (2.3.2)
n k.,
NPn\ _4 N
~ n—kn,n ( ) T= xT—'n’

o

ol 4 est I’estimateur souhaitable pour vy, dépend de la (k, + 1)*™ statistique
d’ordre Xy, 41, et la suite &, vérifiée :

Ky,
k, — o0 et — — 0, quand n — oo. (2.3.3)
n

En utilisant la méthode de maximum de vraisemblance, B. M. Hill (1975)
a proposé un estimateur de I'index des valeurs extrémes (7 > 0) comme suit :

1 kn 7’L (] sn
= Zlo (= :1 ), (2.3.4)

cet estimateur est largement etudié dans le cas i.i.d. A titre d’exemple, on
peut citer en substance les travaux de : Hall (1982), Mason (1982, 88), de
Haan et Resnick (1996), Davis et Resnick (1984)...

2.3.1 Consistance de ’estimateur de ’index

Notre but maintenant, est de caracteriser les divers comportements asym-
potiques de 'estimateur des quantiles extrémes (y > 0), en particulier la
consistance de l'estimateur de Hill (2.3.4) au cas ou les séries temporelles
dont les hypothése d’indépendance et d’iquidistributé sont fortement reje-
tées... Dont les premiers travaux concernant ce point de vue sont ceux de :

Hsing (1991), Rootzen (1995).
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Commengant par 1’etude de la consistance de 'estimateur de Hill dans
le cas d’une série temporellle stationnaire dont la distribution est a queue
lourde. Pour cela on admet les notations suivantes :

Soient £ : =0, 00|, B une oc—algebre de Borel dans & et M, (€) 'espace
des mesures positives de Radon dans £ menu d’une topologie engendrée par
une famille dénombrable de semi-normes S (Kallenberg (1983) [35], Resnick
(1987) [48]) :

S:{pf2M+(g)—>R+3pf(M):M(f)a |f|§1etf€@j(5)},

ou Cf(€) est lespace des fonctions positives, continues dans £ & support
compact.

Pour tout x € £ et A € B, on définie la masse de Dirac par :

1 sizeA,
57”(14)_{0 siz e A

Enfin, & I’échantillon X, X5..., X, on associe la mesure empirique :

0 (w) = éaXt<”)’ we

La proposition suivante exprime la convergence de la mesure empirique
des queues de distribution, ainsi que la consistance de ’estimateur de Hill
pour une série temporelle stationnaire :

Proposition 2.3.1 : (Resnick et Starica )[50]

Soient pour tout n > 1 (X,,;)i>1 une suite de variables aléatoires station-
naire d’éléments de &, (k = k), une suite vérifiant la condition (2.53.3). On
suppose que (X,;)i>1 satisfaite les deux conditions :

(1) Pour tout f € CH(E)

(2) Pour tout suite (¢,), telle que :
Cn
l, — o0 et 7 0, quand n — oo. (2.3.5)

Et considérons les intrevalles :

L=k =0, Iy=[k+1,2k — ], ooy Tpsy = (/K] = 1), [n/E]k — €],
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d’une sorte que pour toute fonction f € CH(E) :

[n/k] [n/k]
-1 -1
JEEOE H exp( 2 ;ejf(XM)) - EE eXp(?;d.f(Xm)) =0.

Supposons de plus que pour tout x € &,

%P{Xn,1 €)= onpu({z)) =0, (2.3.6)
alors L n
oy, = %Z‘sXW: = dans M, (€). (2.3.7)
i=1
. . Xi . . .
D’ailleurs, si X,; = 1= 1,2,..,n, ot (X,)n>1 est une suite de

n
variables aléatoires stationnaire et b, tend vers l'infini, et si p satisfait :
o0

/10g(s)u(ds) < 00. Alors,

1

H in P
= — 1 . — 1
Z Og ~;<k+1 n / Og

Preuve :
Supposons que f € C}(E). Pour montrer (2.3.7), il suffit (d’aprés Kol-
lenberg (1983) ou Resnick (1987)) de montrer que :

lim E

exp{%zfun,i)}] — exp{—p(f)}. (2.3.8)

Pour cela, admettons les notations suivantes : f; = f(X,;) et p = |n/k].
Alors les intervalles précédents redeviennent

I =G = Dka+ Lo gbia = £} o I3 = {iku— Lo+ 1}
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On a donc,

E[exp{%lZfi}] - eXP{_M(f)}‘

Blexp{ >}l — Blexp{ >3/}

j=licl;

- ]E[exp{_?lZZfi}] - E[GXP{%ZJ%HP‘

7j=1 iEIj iGIj

Bl (G Y~ Blesp( >

1€l

- exp{—Zfz P~ exp{—n(f)}
= :I,+11, —I—III + 1V,.

Maintenant, pour le terme [, on a

exp{—z RSO ‘

j=1 i€l; zEI

I,

VAN

IN

E

1— exp{_?lZZfi}
ZZ%E[H

j= 126[

IA

< pB(] ~ VB ~ (),

le dernier terme tend vers 0 quand n — oo, cela d’apres (2.3.5) et (2.3.8).
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De méme pour 11, ;

I, < p

icl;

E[exp{%Zfi}] — E[GXP{%ZL‘}]

1— exp{%Zﬁ}

y *
zelj

IN

plE

ln
< sz[fl] — 0 quand n — oo.
De plus, de la condition (2) dans la proposition, il découle que I1,, — 0.
Finalement, pour IV, on pose y; = 1 — exp{ 2 f;},

Blesp{ > it = B[ - w)

< 1- E[Zyz] + E( Z Yiv;)
i=1 1<i<j<k
k

< 1-Elp] + 5> Eyy).

D’autre part,

Blexp{ Y AN < (1= Zhp(Blnlk Y Blnyn)

> Bloy) ~ 0> B[l - exp{ A} B{1 - exp{ £}

>~ N

< E[fif]] — 0 quand n — oc.

n
=
=2

~

Identiquement, par la condition (1) ;

KB() ~ nB[1 — exp{—fi}] < TBIA] = ulf) et

nEI1 — exp{ )] > nBI — L) () — sion(7) — ()
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On conclut que,

n—oo

lim sup E[exp{_?lZfi}]p < exp{—u(f)},

k
lirr?iglof E[exp{%Zfi}]p < exp{—n(f)},
i—1

cela confirme la preuve de (2.3.7) et par consequent celle de (2.3.8).

Finalement, pour démontrer la consistance de I’estimateur de Hill (2.3.4)
sous les conditions de cette proposition, on utilise la proposition 2./ de Re-
snick et Starica (1995)[49], qui confirme que la convergence de la mesure
empirique de la queue de distribution implique la consistance de I’estimateur

de Hill. W
Prposition 2.3.2 :

Sous les conditions de la propriété precédente, on remplace uniquement
celle concernant les fonctions f € CH(E) par la condition suivante :

|n/k] [n/k]

1 1
lim |E || 1——§ X —||E 1——§ X =0,
nLOO j=1 ( kiEij( ) J=1 kiefjf( | !

pour tout fonction f de la forme :

f:ZBhl}%oo], avec [, >0, h=1..,s e x,>0, h>1.
h=2

Alors, les assertions de la proposition 2.3.1 sont verifiées.

Preuve : La preuve de cette proposition est semilaire a la proposition
précedente. W
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2.4 Valeurs extrémes et hétéroscédasticité

Dans I’étude des séries temporelles présentant certains phénomeénes éco-
nomitriques tel que : les rendements d’indice boursiér, actifs financiers et
taux de change,...etc, un probléme important se pose. C’est celui de mesurer
les risques intervenant apres ’apparition de certains événements rares.

Pour résoudre ce type de probleme, on doit étudier ce risque comme
étant un indice des queues de distribution. Comme on le verra plus loin (voir
le prochain chapitre), les modeéles qui peuvent représenter ( modeliser) ce
genre de séries temporelles financieres sont les modeles hétéroscédastiques :
en partiqulier le modele ARCH, GARCH,...

Concernant le modele ARCH(1), C’est a de Haan, Resnick, Rootzén et
de Vriés (1989) [15] que l'on doit les résultats portant sur le comportement
des extrema triés de ce modéle. Leur démarche s’inscrit dans la lignée des
traveaux de Kesten (1973) et Vervaat (1979), portant sur les équations sto-
chastiques aux différences (ou récurrentes). La méme approche a ensuite été
appliquée a des modeles plus généraux, le modele GARCH(1,1), GARCH(p,

q),--

Par la suite, on va étudier la consistance de 'estimateur de Hill (y > 0),
qui est basé sur un échantillon trié d’'un modeéle vérifiant ’équation stochas-
tique aux différences (ou récurrentes) de la forme suivante :

}/;, — At}/;—l + Bta t Z ]_7 Y Z O, (2.4.1)

o (A, By) est un couple de variable aléatoire i.i.d. & valeurs dans R? .

Puis, on suppose que Ay, B; ont des fonctions de distribution absolument
continues. D’apres Kesten (1973) les conditions d’existence d'une solution
stationnaire de ’équation (2.4.1) et dont la distribution marginale est a
queue lourde sont : Ay, B; > 0 et il existe k > 0, telle que

E[Af] =1, E[Afmax(0, InA4;)] <o et 0 <E[Bf] <oco. (2.4.2)

Dans ce cas, la fonction de distribution F' de X; satisfait pour une constante
c>0:
1—F(x) ~cx™™, quand x — oo,

et elle appartient au domaine d’attraction de G, avec 'index des valeurs
extrémes v = 1/k.

40



D’autre part, Davis et al. (1999)[11] ont donné les conditions nécessaires
et suffisantes pour I'existence d’une solution de ’équation (2.4.1). Si on note
par |.| la norme euclidienne dans R™ et pour tout matrice de dimension d x d,
||A|| = sup |Ax| 'opérateur normé correspondant.

|z|=1
Théoréme 2.4.1 : (Davis et al. 1999) [11]
Si E[AY max(0, In||A1]])] < oo, E[max(0, In|B|)] < oo et sil’exposant
de Lyapunov \ définie par :

A it {% E[n uAlAz...Anm} ,

est strictement négatif, alors (2.4.1) n’admet qu’une unique solution forte-
ment stationnaire et causale.
De plus, les conditions
E[|A1]] < 1, E[|B4|] < o0, pour tout € €]0, 1],

sont nécessaires et suffisantes pour l’existence et 'unicité d’une solution sta-
tionnaire de l’équation (2.4.1).

Une classe importante des modeéles satisfaisant cette équation stochas-
tiques aux différences, est celle des modeéles hétéroscédastique, en particulier
les modeles ARCH(1) donnée sous 1’équation

X, = &,(ap + an X2 )V2, teZ,
avec ap > 0 et a; > 0. Il est claire que le processus X2 est la solution de

I’équation (2.4.1) avec, respectivement A, = o} et By = &2

En plus, (de Haan, Resnick, Rootzén et de Vries (1989) [15]) ont montré
que sous la condition (2.4.2), il exite un indice v appartenant a 'intervalle
10, k[, et une constante ¢, telle que

0<co<l et E[A]]=co <1 (2.4.3)

Revenant maintenant a 1’équation (2.4.1), pour tout ¢ > 1
Y, = AYia+ B
= A(A 1Y+ Bia) + By,

par ittération, on trouve

0 t 0 t
Y, = Z ( H Ai) B, = ;Y;U) avec H A= 1. (2.4.4)
=

j=0 \i=t—j+1 i=t+1
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Proposition 2.4.1 :

Sous la condition (2.4.2) et supposons de plus que (Y;): est une solution
de l’équation (2.4.1), choisissons une suite k : = k,, telle que n = o(k*/?).
Alors Uestimateur de Hill basé sur la suite (Y;); est consistant, i.e.

1 Y; 1
z Z log v in P -, quand n tend vers oo.
i—1 i+k,n o

Preuve :
De la condition posée sur la suite k, (i.e. n = o(k%?)), il est possible de
2

. n .
prendre une autre suite ¢,, = o(1) de sorte que 7 < ¢, < —. En effit, ce choix
n
permet d’obtenir respectivement : la condition (2.3.5) dans la proposition

n
2.3.1 et la condition 7= o(¥y), en concluant par la proposition 2.3.1. W

Identiquement, pour un modéle atoregressif conditionnellement hétéroscé-
dastique généralise GARCH(1,1), définie par le systéme d’equations suivant :

o2 :=ag+aX?,+ po? 4,

avec ap, « et [ des constantes positives données et (&,); est un bruit blanc (i.e.
une suite de variables aléatoires, indépendantes et identiquement distribuées
centrée réduite).

En transformant ce systéme sous forme matricielle, ce qui permet de
remarquer que le modele GARCH(1,1) vérifie ’équation stochastique aux
différences (2.4.1), avec respectivement Y;, A; et B; sont données par :

Y, <th>’ A, = ( 0@52—1 55752—1 ) et B, — (0453—1).
oy « 15} Qo

De méme, pour la variance conditionnelle o2

o} = ao+aX},+po;
= (ak}; + B)oi_ + a,

qui est une simple forme de 'équation (2.4.1) avec :

Yi=o07,, A= (€ 1+p8) et B =ao.
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Suite a I’étude des valeures extémes, en particulier le comporetement et
I’estimation de 'index de la queue de distribution des modeéles hétéréscé-
dastiques vérifiant une équation de type (2.4.1), un résultat remarquable
concernant le modéle GARCH(1, 1) est celui obtenu par T. Mikosch et C.
Starica (1998) [39] sous des conditions comparables & celles du théoréme
établi pour les modeles ARCH.

Ces auteurs ont montré dans leur article que : les suites des maxima des
variances conditionnelles (M;, = max(c2, 0 < 7 < t)), celles des valeurs
absolues du modele (M x| = max(|X.|[, 0 < 7 < t)) et enfin celles des
maximas du modéle (M; x = max(X,, 0 < 7 < t)) appartenant tous au
domaine d’attraction d’une loi de Fréchet ( voir aussi le type II dans le
téoréme 2.1.1), dont la valeur de l'index extréme pour chacune des suites
precidentes sont données respectivement par :

> t
Vo = /P {sup []4 < y‘l} Ky~ " ldy,

1
1 - =

t

g1lA

j=1

61" = _max (0V

= lim E
7‘X| K—00 7=1,2,...,k+1

)/E[|£1|”]] ,

vx =2vx (1 -7(3))-

Remarque 2.4.1 :

Dans 'expression de vy, la quantité 7(.) correspond & une fonction qui
génére des probabilités du processus de poisson composées (Hsing [34]), la
constante k est celle donnée dans (2.4.2). Dautre part, & cause de la com-
plexité de ces expressions analytiques ( 7v,, Vx| €t vx), on peut les obtenir
par simulation (technique de Monte-Carlo). Pour une étude détaillée, on peut
cité a ce propos l'article des auteur [39)].
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2.5 Normalité asymptotique et mélangeance

Dans cette section, nous allons étudier le comportement asymptotique de
I'estimateur des quantiles de type (2.3.2), et surtout nous nous intéressons
au cas ol se pose le probléme de dépendance et stationnarité dans I’étude des
séries temporelles, en particulier quand la série étudiée posséde un certain
type de mélangeance et précisément le S-mélangéance...

Comme exemple des modeles de séries temporelles satisfaisant ces condi-
tions, une classe particuliéere de modele non-linéaire, tels que les modeéles :

ARCH, GARCH,...

Soit (X;): une série temporelle strictement stationnaire (1.1.1), absolu-
ment réguliere (ou S—mélangeante (2.2.1)).

Précisément, supposons qu'il existe une suite (¢,)nen, telle que :
(1)
lim n%”) + 0k 1og? Ky, = 0,

—
n—oo n

cette condition est vérifiée avec £,, = [clogn| , pour une constante ¢ > 0

et k,, satisfait :
log? nlog*(logn) = o(k,). (2.5.1)

De plus, on suppose une condition de régularité de la queue jointe de
variables aléatoires (X1, X,41);

(C2)
limﬁP{Xl >Q(1—@x>; Xna1 >Q(1—@y)}
n—oo k,, n n

— Cp(z, y), VmeN, 0<zx, y<1l+e.

Ajoutons une troisiéme condition : pour que la probabilité qu’a a la fois
X1, Xne1 appartenant a une intervalle extréme soit bornée ;

(C3) Il existe 0 > 0 et une suite p(m), m € N avec »_ p(m) < oo, telle que :

m=1

VmeN O0<z, y<l+e¢g,

oun I,(z,y):= [Q (1—%”34), Q(l—%xﬂ.
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Définition 2.5.1 : "p—mélangeance”
Une série (X;); est dite p—mélangeante, s’il existe une suite p(¢) qui tend
vers 0 quand ¢ tend vers oo, telle que :

A, B
p(£) = sup sup lcov(4, B) . Vm, (2.5.2)
meN AeL2(By), BeL2 (B2, ) \/ var(A)var(B)

L*(B,,,1) (resp. L*(Bi")) est Pespace des fonctions de carré intégrable,
By, . -mesurable (resp. Bi"-mesurable).

Proposition 2.5.1 :
Supposons que €, = o(3-) et que les conditions (C2),(C3) sont vérifiées.
Soit € > 0, alors pour tout x, y; 0<zx,y<l+e:

. n ‘, ‘,
i oo (S oot 3l xoousn) = O v)
(2.5.3)
Clx, y):=z Ay + il [Con(z, y) + Cr(z, y)]. (2.5.4)

De plus, il existe d > 0, tel que pour tout x et y; 0 <z, y < 1+¢ et
pour tout n € N :

2
n_ [&
7B {gl{xiezn(m, y)}} <d(y —z). (2.5.5)

Preuve :
Dans (C3), choisissant y = 1 + ¢ et faisant tendre x vers 0, on obtient :

%P{Xl > Q (1—%(1+s)) ; X1 > @ <1— %(1+€)>}
< (L+2)(p(m) + 6%2).

D’autre part,

tin 35 (o) + 0+ (14+2))2) = $5p0m) < o



lpky, Cnkn
avec (,, = O(kﬁ), donc = o(1), ou encore (T — 0, quand n — o0).

Il s’ensuit que :

on & S
lim — > cov <1{X1>Q(1_%x)}, 1{Xm+1>Q(1_&nay)}> = mZ:lCm(:c, y) €R.

n—00 Ky me1

Comme la série (X;); est stationnaire (par hypothése), alors :

n

> cov (1{Xi>Q(1—’“,7"w)}’ 1{Xj>Q(1—%"y)}>

kngn 1<i<j <ty

or, le second terme de cette égalité est borné par

> o) + (54 (1+ ) — 0

m:lgn

et le premier terme tend vers :
o0
> Clz, ), quand n — oo,
m=1

ce qui implique (2.5.3).
D’autre part on a;

n n &

‘ 2
n 2
N L—le{x"d"(m’ y)}} T | (Lexen )|

=

n
+

Ly
kenl ;E Lxen@ vy Lixene )]

n

= S P{X; € I(x, y)}
kngn =1

ln
= §P{X1 € Li(z, y), X1 € Ln(z, y)}
n+*n 1 ¥l

n
—+

(=) |1 +2 55 (3m) +622)

(v~ )(pm) +5-2),

IN

IN
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x, Cnky,
car la série Y p(m) < oo et = o(l). CQD. =N

m=1

Introduisons maintenant des conditions sur la vitesse de convergence et
la suite intermédiare (k,) comme suit :

(C4) Supposons que la fonction des quantiles @(.) admet la représentation
suivante :

QUl—t)=dt77(1+r(t)), avec |r(t)| < P(t),

- pour tout d > 0 et tout fonction ® & T-variation au voisinage de 0'.

- pour tout 7 > 0 et ® croissante avec : lim ®(¢) = 0, quand ¢ | 0.

(C5) La suite intermédiare (k,,) vérifiée :

kn

lim kY2 &(=2) =0.
n

n—0o0

Théoréme 2.5.1 : ok
Sous les conditions (C1), (C2), (C3), (C4) et (C5) avec nnn = o(1),

alors il existe un processus gaussien e(.) centré d’une fonction de covariance
C, tel que quand n tend vers oo :

2 (@) ) e,
kL (Q(l—kn/n) ¢ ) i (1)

sup £7Y2(1 + [logt|) /2 Lo,

t€]0,1]

(2.5.6)
ol Qn(t) = Qn, kn (t) P = Xn—fkntj; t 6]07 1]

Démonstration :
Etant donnée (C4), le terme W(\,t) donné par (2.3.1);

TN 1) =tT70(D(M) + D(N)),

uniformément pour ¢ et ce, puisque P est croissante a 7-variation au voisinage

de 0 (7 > 0).

1Une fonction ® est & 7-variation au voisinage de 0, si et seulement si pour une fonction
auxiliere a(.) :

lim = log(x).
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En plus, la condition (C5) et le fait que ® croissante avec : lim ®(¢) = 0,
quand ¢ | 0, implique que :

0

sup t77/2(1 4 [logt])~/2
t€]0,1]

I

kn,
\I](Eﬂf)

en combinaison avec la proposition 2.5.1, les conditions du théoréeme 3.1
dans Drees, H. (2000) [21] établissent pour le processus empirique uniforme
de la queue de distribution sont vérifiées, ce qui implique ’assertion. Remar-
quons seulement que dans le cas des observations indépendantes, le processus
gaussien e(.) est un mouvement brownien standard. |

Pour établir la normalité asymptotique pour la classe des estimateurs de
I'index des valeurs extrémes %, qui s’écrivent en fonction d’un fonctionnel
statistique des queues de distribution (i.e., ¥ : = T(Q,)), on a besoin des
conditions de regularité de cet fonctionnel statistique 7', ces conditions sont :

[TO] T est un fonctionnel & valeur réelle, mesurable par rapport a la tribu
Boréliéen dans I’ensemble des fonctions z € D0, 1] :

lim 2 logt| 2 2(t) — 0.
t

[T1] T(az) =T(z), Va>D0.
[T2] T((t)i<t<1) = -

[T3] I existe une mesure signée? Jr., dans |0, 1] avec

[ 7721+ logt]) "2 |97, | (dt) < oo,

10,1]
telle que :
lim e [T + enza(®))icest) = T((Thusn)] = [ 2(6)07,(dt),

10,1]

et z, satisfait :

sup 17712 (1 + [log t]) 712 |2, (t) — 2(1)| — 0,
t€]0,1]

pour toute fonction z définie en [TO].

2 Mesure signée : ou mesure réelle généralisée : est une fonction d’ensembles o-additive,
définie sur un clan & & valeurs dans R et prend au plus I'une des deux valeurs +oo et —o0.
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Avec la condition (C5) précédente, on ajoute la condition suivante :

1 n
log(np,) =0 et lim T (2.5.7)

n— oo kn

lim
n—00 kn

Théoréme 2.5.2 : (Drees, H. (2002)) [22]
Sous les conditions de théoréme 2.5.1, la condition (2.5.7) et si 4, =
T(Qn), avec T satisfait les conditions de régularité [T]. Alors

N A
log(kn/(npn)) " 2p, log(kn/(npn)) "2y,
~ \/E(ﬁ/n - ’7) 2) N(O’ O%y)a

~1) (2.5.8)

faiblement avec :

07 =72 [[ (st)"OTVC(s, )07, (ds) I, (dt),

10,1)2

ot N(o, 0%) : désigne la loi normale centrée de variance o>.

Démonstration :
Premiérement, pour montrer la convergence faible de vk, (9,, — 7) vers
N(o,0%,,), on a d’apres la condition [T1];

A = T@n) =T (@(1?—7%/71)>

2 T [(t*'Y + kgl/2,)/t*(’7+1)e<t) + O(k;1/2))1<t§1} :

et d’apres [T3]

A — Y —y—1/2 o
TYn = T((t )1<t§1) + \/E }6{‘1]t / e(t)ﬁT,'y(dt) + (\/E)a

finalement, par [T1] on trouve que :

Va3, =) =y [ 777 2e(t)dr, (d1).

10,1]

ce qui preuve l'assertion.

Deuxiémement, comme on a : log(1 + ) ~x, quand x | 0. Alors

log(Zn) o (Lo

Lp

n



donc pour montrer (2.5.8), ils suffit de montrer que
Vkn Ty, .
( . _]'> ~V kn(Vn_V)»

log(kn/(npn)) T,

(2.5.9)

ou ce qui revient a dire :
1 Lpn

log(kn/(npn))  Tp,

—1) =4, — 7+ o(Vkn).

Ecrivent . .
xpn xpn ’Ipn
1= ’
xpn ’Ipn
avec,
i'pn - Tp, = Qn(l) - Q(l _pn>
Npn \ _4
= (Qu() = QL — ku/m) ()7
R
7= ()

+Q(1 — /) (2
) Q=)

+QL ko) (2
=1, +11,+1II,.

Le théoréme 2.5.1, et les conditions (C4) et (C5) impliquent :

il I b el
-0 (cp(%)) — o(k1?).

Toujours d’apres le théoréme 2.5.1, la condition (2.5.7) et le fait que
/?n —7= Op(k‘lrzlﬂ)?
alors
_ 1—k,/n) NP\ _4
k12(e(1) 4 o(1 QU — b il

I, B

zp, log(kn,/npy,)
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D’autre part, puisque axt = 2'log x, utilisons le théoréme de la valeur

moyenne et (2.5.7),

11, _ Q1 — kn/n) np, P\ p(y—5) 2,
2, 108 (Fkn /D) o0 —p) &G TG
= (% —79)(1+0(1)), Vo €10,1].
Finalement,
11T, QO = ku/n) npu, o n
oy = ey ) Mesti)
= o(k,"?),

ce qui prouve (2.5.9), et le théoréme est démontré. W

Remarques 2.5.1 :

1. Si (F € D(G5)), la condition suivante, qui remplace (C4) et (C5) est
toujours satisfaite Vk,, — oo :

k,l/2 sup t”’+1/2(1+ ]10gt|)_1/2
t€]0,1+4€]

kn,
\IJ(—,t)' — 0, quand n — oo,
n

(2.5.10)
sous les conditions (C1), (C3) et (2.5.10), 'assertion du théoréme
2.5.1 est donc vérifiée.

2. Pour démontrer la normalité asymptotique de I'estimateur des quantiles
extrémes, on ajoute a la condition (2.5.7) la condition suivante :

Vkn NP o ki Py
Y(—,—) — 0, quand n — oo,
ok, /) k) Ry

Ky, n- ky
cette convergence implique que :

Q(l _pn) Pn v _ NPn kn NPn

= o (knlﬂlogﬁ) ,
npn

ce qui permet d’établir la convergence (2.5.8) dans le théoréme précé-
dent.
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Chapitre 3

Adéquation au modéle

GARCH(1, 1)

Le probléme qui se pose lorsque on veut appliquer les divers résultats
établis dans le chapitre precidente, & des séries temporelles réelles (séries fi-
nansiers en particulier), est comment assurer ’ajustement de ces données a
I'un des modeles vérifiant les divers conditions de : stationnarité, hétéroscé-
dasticité et mélangeance... 7.

Ce chapitre, donc, a pour but de résoudre ce probléme, du moins pour le
modele GARCH(1, 1), mais comme nous le verrons ci-apres, le principe reste
le méme soit pour le cas général GARCH(p, q), soit pour un ARCH(p) ou
ARCH(1) qui sont des cas particuliers du premier...

La construction d'un test d’adéquation au modele GARCH(1, 1) est simi-
laire au tests classiques : Kolmogrov (1933), Smirnov (1939, 1941), Cramér
(1928) et wvon Mises (1931)... a la différence que celle-ci s’est penchée sur
le dommain des fréquences, et ce, en se basant sur des transformations des
distributions et densités spectrales empiriques.

Pour abordre ce sujet, les étaps suivantes sont inéluctables :

- Construction du modele GARCH(1, 1).
- Relations entre les modeles GARCH, AR et ARMA.
- Propriétés des distributions du modéle.

- Estimation des parameétres du modeéle.
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3.1 Construction du modéle

L’un des modeéles classiques qui fournit une bonne représentation des
phénomeénes financiers comme : les taux de change, prix d’actifs ou d’op-
tion, rendements d’indice boursier,. .. etc, en terme d’un processus (F;); qui
désigne I’évolution de ces phénomeénes est celui de Black et Scholes :

P, := Pyexp(oW; + pt),

ou W; est un mouvement brownien, o; et i, sont des processus stochastiques.
Ce modele, qui est basé sur I’équation de diffusion de type :

APy = pPudt + o PdW,

ou encore sous forme d’intégrale :

t
logp = [(u ——at ds—l—fade
0 0

A Torigine de ce modele, le processus o, est supposé constant et on dit
qu’il représente la volatilité de P;. Et on a deux cas : le premier est que o, et 1,

L), t=1,2,..)

sont des processus déterministes ; les log rendements (log( 7
t—1
dans une intervalle |t — 1, ¢] sont des variables aléatoires indépendantes d’une

distribution normale, de moyenne et variance données respectivement par :

t 1
o= [ (n - 30%ds ot oi= [ oW,
t—1 t—1

en d’autre terme, les variables :

P _
§ = (IOg(Pt 1) — [iy),

forment un échantillon i.i.d, d’une loi normale standard centrée et réduite.
Dans ce cas ; est appelée la "volatilité moyenne” sur l'intervalle |t — 1, ¢].

Le deuxiéme cas, si oy et p, sont indéterministes, alors le processus (§,);
n’est pas nécessairement gaussien. De plus, si I'unité du temps est petite, alors
on peut dire que (;); est d'une distribution approximativement normale, de
méme que les processus o, et p, sont approximativement constants, on peut
les remplacer donc par 7; et i, respectivement.
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Pour simplifier les notations, on prend pi, = 0, ce qui revient a dire que :

cela définie un modele de type (ARCH, GARCH,...), d’un processus a vola-
tilité stochastique o et un processus centré réduit (&,);.

Un des apports de ces modéles hétéroscédastiques, était donc de mieux
s’ajuster aux données, en particulier aux données financieéres.
Pour cela, on pose

P,
B

X; @ = log( ), t=1,2,...

P, désigne : les rendements d’indice, prix d’actions,... etc.

Notre étude sera donc basée sur les caractéristiques de la série temporelle
(X¢):, dont le modeéle souhaitable pour la représenter est de type hétéroscé-
dastique : ARCH, GARCH,... Comme cas important de ce type, on a choisi

le modele GARCH(1, 1), qui est une restriction du modele GARCH(p, q)
d’une part, et d’autre part est une généralisation du modele ARCH(1) .

Définition 3.1.1 : "Modéle GARCH(1, 1)"

On dit qu'un modéle X; est autorregressif conditionnellement hétéroscé-
dastique généralis¢é (GARCH(1, 1)), s’il admet Iécriture suivante :

Xt = Ut§t7 (3.1.1)

et dont la variance conditionnelle satisfaite pour tout t € Z et ag, o et 5 des
constantes positives données :

o7 =g+ aX? |+ Bo? (3.1.2)

avec oy est Fi-mesurable, (£,); est un bruit blanc (i.e. une suite de variables
aléatoires, indépendantes et identiquement distribuées), telle que

E [€t|ft71] =0, E [fﬂ}—tﬂ] =1
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Propriété 3.1.1 : Le modéle GARCH(1, 1) a les propriétés suivantes :

1. var(Xy|Fio1) = ap + a X2, + foi_, = o3,

on dit donc que X; est hétéroscédastique conditionnellement a X;_1.

2. var(Xy) = ap + (o + B)var(X;—1).

Preuve : (Semble a celle de la propriété (1.4.1))

1.
var(Xy|Fie1) = BI[X7|Fi] — B[X|F)
= E[076]|Fi1] — Bov&,| Fia]?
= ap+aX?,+po; =0
2.
var(Xy) = wvar(B[Xy|Fi_1]) + Blvar(X;| Fi_1)]
= wvar(0) + Blag + aX? | + Bor || Fi1].
Comme,
E [th—1|~7:t—1] =L [‘7?—15?—1|-7:t—1] =E [U?—1|~7:t—1} = var(X;-1),
donc,

var(X;) = ag + (a + B)var(Xi—1).

Sous hypotheése de stationnarité, (i.e. var(X;) = var(X;_1)), ce qui

implique que :
Qo

var(X;) = m,

(3.1.3)

pour que cette variance existe, il faut donc que : o+ < 1. W
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3.1.1 Relations entre : GARCH, AR et ARMA

C’est a partir des relations qu’entretient les modéles GARCH et les mo-
deles autorégressif et autorégressif moyenne mobile(AR, ARMA,...) qu'on
ait arriver a la construction des premiers modéles.

Conciderant la variance conditionnelle 0? d’un modéle GARCH(1, 1), et
on réécrit ’équation (3.1.2), en utilisant le fait de récurrence (X; = 04,
X1 =04-1&_4,...), donc

o7 = ag + (B + a&iy)oly, (3.1.4)

ce qui définie un modele Y; = o? autorégressif d’ordre 1 (AR(1)), dont le
coefficient est une variable aléatoire (3 + a&? ) et le bruit est une fonction
déterministe (définition 1.4.2).

De méme, si on suppose que la série (X}); est stationnaire, i.e.

Qo
EX}] =E[o}] = ———
[ t] I:O-t] 1 — o — /87
ne dépend pas du temps ¢, et si on pose (U;); : = (X2 — o), alors :
o} = ag+aX?,+ B0,

= ao+aX] |+ X}, — BX7, + Boiy,

donc
X2 —U=ap+ (a+ )X, —BU_1.
D’ou
(1—(a+B)L)X} = ag + (1 — BL)U,,
L : désigne l'opérateur retard (définition 1.3.1).

On conclut que le processus X? admet I'écriture d'un modele linéaire
ARMAC(1, 1) centré, d'un bruit blanc U; = X? — ¢, polynéme autorégressif
1 — (a+ B)L et moyenne mobille 1 — 5L, avec

E[U)] = E [X2] - B [B[X?,|F]] = 0.

une relation qu’on va I'utiliser pour calculer la variance de la variable aléatoire
(X Xin), (.. var(X;X;1p)), cette quantité notée par vy (h), et que 'on va
utiliser dans la construction du test d’adéquation.
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En effet,

vx(h) = var(XiXin) = Bl(U; + 07)(Upn + 074)]
— E[UtUt+h] + E[X2]2
vy (R) 4+ var?*(X).

Or, la valeur de la fonction d’autocovariance 7 (h) du processus U; (mo-
dele ARMA(1, 1)) est donnée dans Brockwell et Davis [7] comme suit :

w0 = @) 1= =
w01) = war(@) ot 200

et pour tout h > 2,
o (h) = (e + B)"yp(1).

De plus, puisque U est centré, donc

var(U) = E[U?] —E[U]* =E[(X? - 0?)?]
= (E [gﬂ — 1var?*(X),

ce qui donne, (en remplacant var(X) par sa valeur donnée par (3.1.4));

_l+a+p ap(B[eY] - 1)
I—(a+8)1—((a+B)?+a?(E [54] —1))

var(U)

Enfin, apres simplification vx (h) vaut, pour h > 2 :

a(l—aB?)E [¢] = 1)(a+ B)"!

UX(h) = UCLTQ(X) 1 ((Oé +5)2 + a2<E [64} — 1))

+1|.  (3.1.5)

Il est clair que 'existence de cette quantité, est assurée par celle de mo-
ment d’ordre quatre du modeéle (i.e. E[X*] < o00). Or, cela d’apres (3.1.5)
est satisfaite si la condition suivante est verifiée :

(a+B8)?2+*(E[¢] —1) <1 (3.1.6)
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3.1.2 Propriétés des distributions du modéle

Malheureusement, la connaissance de la loi conditionnelle du modeéle (et
cela, méme avec des hypothéses sur le bruit) est insuffisante. On doit chercher
alors, si nous ne pouvons pas avoir la loi non conditionnelle de ce modéle,
au moins ces caractéristiques intéressantes (en terme des moments d’ordre
supérieur ), en les comparant avec les autres lois analogues (& loi normale en
générale). Pour cela on définie respectevement le coefficient d’applatissement
appele Kurtosis (k)et le coefition d’asymetrie appelé Skewness (s), d’une
série temporelle (X;); comme suit :

__B[(X- E(X))"] L. Bl — E(X))’] |
E[(X —E(X))"?

L’une des proriétés importantes de la distribution d’un modele hétéroscé-
dastique est qu’elle est a queue lourd (i.e.distribution Liptokrotique'). Tl est
évident que pour une variable aléatoire centrée réduite A/ (0, 1), la kurtosis &
( resp. le skewness s) vaut 3 (resp. 0).

On a vu (propriété 3.1.1), qu'un modele GARCH(1, 1) suit condition-
nellement & son passé ( sous-hyépotheése de normalité du bruit &,) une loi
normale centré d’une variance o7 :

Xy| Fea~N(0, Ut2)~
En particulier,

E[X)] = B[E(X|F-1)]=0
et B[X7] = ao+(a+B)E[X7,].

De plus, sous hypothése de stationarité, la variance non conditionnelle
existe pour o + 3 < 1, et vaut

var(X;) =B [X7] = 1—2—0—3

!'Une distribution est liptokrutique si le coefficient d’aplatissement ( kurtosis) est plus
grand que 3, celle de la distribution normale.
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Maintenant, pour calculer la kurtsis d'un modeéle GARCH(1, 1) centré et
du bruit blanc indépendant de X; et de o7, il suffit de calculer le moment
d’ordre quatre, on le divisant en suite par le carré du moment d’ordre deux;

E[X{] = EEX/|F-1)] =EE(E0;|F)]
= 3E[E[(ao + aX?, + Boi_1)*| Fiil]
= 3E[(ap + aX? | + fo? )]
= 3(a + 2a0(a+ BB [X2,] + (a+ H)E [X1,]

sous I’hypothése de stationnarité, on trouve que

203 (a + B3)

E [X}] =3(cf + —

+ (Oé + 6)21@ [X?fl])v
don: 3a¢(l1+a+f)
47 &) o
Blx] = (1—a—p)1-3a2 -3 —2af)

Alors, le moment d’ordre quatre d’un modéle stationnaire GARCH(1, 1)
existe a condition que :

302 + %+ 2a8 < 1, (3.1.7)

dans ce cas, le coefficient d’aplatissement (kurtosis) est donné par :

ko= BIX!]/B[X})
1—(a+p)?
(1—3a2— 3> —2apB)
1—(a+p3)?
I —(a+p)?—2a2

= 3 > 3.

Remarque 3.1.1 :

I1 est clair que cette quantité supérieure a 3 (la kurtosis de la distribu-
tion normale), mais il faut que la condition (3.1.7) soit vérifiee pour assurer
Iexistence du moment d’ordre 4, ainsi que la kurtosis x de la distribution
non conditionnelle du modele GARCH(1, 1). Dans ce cas, on dit que la dis-
tribution d’'un modele GARCH stationnaire est luptokurtique, ce qui signifie
qu’elle & une queue lourde par rapport a celle d'une distribution normale.
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3.1.3 Estimation des paramétres du modéle

Quand on est on face du probléeme d’justement d’un modéle hétéroscé-
dastiques aux données, la premiére étape est de choisir 'ordre (p, q) et le
type - classe - du modele a utiliser. Généralement, pour le choix du modéle,
I’approche le plus utile est d’estimer un modéle, faire une validation et passer
a d’autres modeéles,... ainsi de suite jusqu’a ce que nous arrivions a la classe
préférable.

Une démarche inspirée de celle de Box et Jenkins, pour les modeles
ARIMA (Gourierouz, C et Monfort, A [28]), qui s’appuit sur 'identification
a priori des parameétres p et g (degré de retard) en utilisant des méthodes
qui ne nécessitent pas l'estimation des autres parametres (ag, o et [3).

L’estimation des parameétres des modéles hétéroscédastiques, est généra-
lement fondée sur la méthode du maximum vraisemblance. L’optimisation
est effectuée en supposant que la suite des variables aléatoires (;); soit indé-
pendante et identiquement distribuée, d’espérance nulle et de variance unité.

Notons par 6 = (ag, a, )7, le vecteur des paramétrs du modéle & estimer,
et par 0 sont estimateur (i.e. 0 = (&g, &, 8) 7).

Rappellons tout d’abord, le principe de la méthode du maximum vrai-
semblance. Considérons une variable aléatoire X, d’une loi de probabilté P
et densité fy qui dépendent du parameétre 6 (6 appartient & une famille para-
métrique © C R™), a estimer en fonction des observations disponibles de la
variable X (i.e. 'échantillon (z1, zs, ..., x,)). On appelle fonction de vraisem-
blance du parametre 6, Papplication L de © a valeur dans R, définie pour
tout 6§ € © par :

L(0) = L(x1,xa, ..., xy; 0) := ﬁfg(aci),

avec fy(x;) : désigne la densité marginale de la densité jointe fo(x1,x2, ..., T,).

Le principe de la méthode de maximume vraisemblance, consiste & déter-
miner la valeur du parameétre ¢ en fonction des observations (x1, s, ..., T,),
et qui assure la plus grande probabilité d’apparition de ces observations.

Définition 3.2.2 : "Estimateur du maximum vraisemblance”
On appelle estimateur du maximum vraisemblance d’un parametre ¢ € ©,
la statistique 6 qui fait correspondre au vecteur (w1, y,...,7,) la quantité

0(z1, z2, ..., x,), telle que :

~

VO € ©, L(xy,x9,...,2T,; 0) > L(xy, 29, ...;x,; ).
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Lorsque on suppose que cette fonction de vraisemblance L(.) est deux fois
contintintment différentiable par rapport a ¢, V0 € ©, alors I'estimateur du
maximum vraisemblance 6 constituer une solution du systéme suivant :

() 0o () 0 s

Revenant maintenant au modeéle GARCH (1, 1), comme nous ne connais-
sons pas la vraie distribution de ce modeéle, on doit utiliser les faits que la
ditribution conditionnelle est normale et que le bruit &, suit une loi gaussiénne
centré réduite, a savoir :

X
Xt|ft71NN<Oa a?), —tZStNN(O, 1)-

O¢

L’estimateur du maximum vraisemblance des paramétres d’'un modéle
GARCH(1, 1), est non linéaire et peut-étre obtenu en résolvant les condi-
tions de premier ordre (3.1.8). Le log-vraisemblance du modeéle se calcule
généralement a partir de la distribution conditionnelle.

Pour T observations (Xi, Xs, ..., X7), le log vraisemblance d’un modéle
GARCH(1, 1) du parameétre 6 = (ag,,3)" se calcule donc, & partir du
produit de toutes les densités conditionnelles de X; ;

Xi

Lr(0) = 3, 4(0), et (0 = log Je(),

fe : designe la densité de &, qui vaut dans le cas gaussien N(0,1) :

AL = —— oo {‘71@,(—)} .

D’ou :
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Le log-vraisemblance par rapport & # vaut donc :

T
—1 1 1 X
L) = 3| lox(zm) - 5 lox(e) - 5247
t=1
-T 1 <&
- - log(2m) — 3 ;bg(ao + ozXf_l + ﬁaf_l)
T

1
53" XP(ag+aXP + ot )

t=1

Ce qu’on peut remarquer, c’est que la méthode de maximum vraisem-
blance pose un probléme concernant la valeur initiale du processus de vola-
tilité o4, quand on veut maximiser Lr(6). Le processus o; dépend a la fois
de X; 1 et de 0,_1. Or, si la premiére observation a lieu au temps t = 1, les
valeurs X, et oy vont étre spécifiées, donc par récurrence o, est calculée.

L’avantage de cette méthode est que les estimateurs sont consistants, la
matrice des variances covariances égale a l'inverse de la matrice d’informa-
tion. Par définition, la matrice d’'information notée Ir () est donnée par :

OLr(6) @LT(Q)} _ [8%(0)] ‘

(3.1.9)

000"

Dans le cas d’un modele GARCH(1, 1)-gaussién,

00 00’
t=1
avec
o) 9 (1 1, 1 X,
) 89(2 log(2r) — 3log(o?) — 32
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Pour calculer la matrice d’information sous (3.1.9), les valeurs passées

2 0 2 0 2 2
de 0? et celles de % doivent étre spécifiées (i.e. 21517 2'52, - 88(;0).

Une approche qui est largement utilisé est d’estimer la matrice d’infor-
mation I7(0) par le Hessian, a savoir :

220

Ip(0) ~ H .= -2 =17
r(0) 90007

(3.1.10)

OLr(0)
00

la valeur de est nulle quand ¢ maximise Lp(.), ce qui indique que

lapproximation de lespérance dans (3.1.9) par les valeurs observées des
dérivées d’ordre deux est toujours vérifiée, si aucune des contraintes sur les
parametres ne parait :

>0, a>0,6>0 et a+p<l1. (3.1.11)

Dans notre cas, la matrice des covariances est estimée par 'inverse du
Hessian observé, que 'on calcule en appliquant des approximations numé-
riques des dérivées du second ordre.
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3.2 Test d’adéquation au modéle GARCH

3.2.1 Notion d’adéquation

Le probléme d’adéquation en une simple forme consiste a tester I'ajus-
tement des données & une fonction de distribution fixée. A savoir, pour un
échantillon de taille n, de méme fonction de distribution inconnue F', on veut
tester I'hypotheése Hy (que I'on appelle souvent I’hypothése nulle) :

Hy : F = Fy, pour Fj une distribution fixé.

La premiére approche de ce genre de problemes d’adéquation est celui
proposé en 1900 par Karl Pearson (Le test de x?). Dans les années (1920-
1930), une autre méthode a été proposée en se basant sur 1'utilisation d’une
distance fonctionnelle, qui mesure 1’écart entre la distribution Fy et la fonc-
tion de distribution empirique F,,; Cramér (1928), von Mises (1931) ont
proposer la mesure :

. / (Fu(z) — Fo(2)Pp(x)dz,

R

() désigne une fonction de poids.

Statistiquement, F,(.) est un estimateur fortement consistant, sans biais
de la distribution F'(.). Il est clair, que pour x fixé, F,,(x) suit une loi de
Bernoulli de moyenne F,, et de variance —F(x)(1 — F'(x)). Par conséquence,

n

d’aprés la loi des grands nombres, F), converge presque strement vers F'
quand n tend vers l'infini.

Théréme 3.2.1 : (Contelli 1917 - Glivenko 1930)
Soit (X, n € N*) une suite de variables aléatoires i.i.d. de fonction de
distribution Fy, alors

im  sup |Fu(z) — Fy(z)| 22 0.

N—=0 _co<r<oo

Ce théoréme est celui le plus fondamental de la statistique mathéma-
tique, puisque Kolmogrov (1933), en ajoutant la vitesse de convergence a ce
théoréme, a reussi a étudier la statistique :

K,:=+/n sup |F,(z)— Fy(2)l,

—oo<r<oo
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Par la suite, Smirnov(1939, 1941) a proposé les deux statistiques sui-
vantes :

KF:=+vn sup (F,(v)— Fy(x)),

—oo<r<oo

Kyi=vi s (Fy(x) = Fy(x).

—oo<r<oo

Les statistique K,,, K et K, sont appellées les statistique de Kolmogrov-
Smirnov. Le célébre résultat asympyotique concernant ces statistiques est
donné sous le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.2 :
Si F' est une fonction de distribution continue, alors :
i) - (Kolmogrov 1933)

lim P{K, <a}=K(z):=» (-1) exp(-2k*2%), x> 0.
e keZ
ii )- (Smirnov 1941)
lim P{K} <z} =8(z):=1—exp(—22°), z>0.

n—oo

Définition 3.2.1 : "Pont brownien"”
On appelle pont brownien sur [0,1], le processus stochastique (B;); tel

que : (By, t € [0,1]) 2 (W, —tWy, t € [0,1]), avec (W), est un mouvement
brownien standard. Donc il verifie les conditions suivantes :

1. La distribution jointe de By, Biy, ..., By, (0 <t; <ty < ... <t, < 1;
n > 1) est gaussiénne, avec E[B;] =0.

2. La fonction de covariance de B; vaut,
cov(By, Bs) = B[BBs] =t \ s — ts,
cela implique que By = B; =0, P.S.

3. By est a trajectoires presque stiremnet continues.
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L’existence d'un tel processus stochastique est une simple conséquence
du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 :
Pour tout processus de Weiner (ou mouvement brownien) (W;):, le pro-

cessus défini par :
W, —tWy,  telo,1], (3.2.1)

est un pont brownien.

Preuve :
Les conditions (1, 2 et 3) précédentes, sont clairement verifiées par la
représentation (3.2.1). B

En 1949, Doob a considéré une distribution finidémontionnelle, pour mon-
trer la convergence du processus empirique /n(F, () — Fo(z)) vers le supré-
mum d’un pont brownien (B;);. En particulier, Doob a montré que :

Plow Bl <ob =K@ @ P{sw B<o}=s0),

0<t<1 0<t<1

ou K(z) (resp. S(z)) est la distribution de Kolmogrov (resp. Smirnov), don-
née par le théoréme précédent, ce qui prouve du nouveau les résultats étblis
par Kolmogrov-Smirnov.
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3.2.2 Construction du test d’adéquation

Pour tester I'adéquation d’une série temporelle au modele GARCH(1, 1),
I’approche est la méme décrite au paragraphe précédent, sauf que l'écart
que l'on doit mesurer est celui entre la distribution spectrale empirique (ap-
pellée Périodogramme integré J,(\)) et la distribution spectrale F'(\) (i.e.
sup(J,(A) — F(N)). Ce type de test joue un role important dans le probléme
de modélisation des séries temporelles.

Historiquement, ce sont Bartlett (1955), Grenander et Rosenblatt (1957)
qui ont commencé par 'utilisation du périodogramme pour tester une hypo-
theése simple d’un bruit blanc. Cette idée a été généralisée selon le modeéle
sous hypothése de test, linéaire ou non.

Considérons un modele X; atoregressif conditionnellement hétéroscédas-
tique généralise GARCH(1, 1), qui admet I’écriture suivante :

- 2. _ 2 2
Xy =0, avec op :=ag+aX; |+ Poi_y,

pour tout t € Z, g > 0, o et 5 des constantes positives données, o; est F;-
mesurable et (£,); est un bruit blanc (i.e. une suite de variables aléatoires i.i.d,
centré et réduite ), et qu’elle admet une densité de probabilité par rapport a
la mesure de Lebesgue.

Comme on la dit dans la section 3.1.2, la distribution non conditionnelle
de ce type des modéles est inconnue, donc la construction d’un test d’adéqua-
tion doit étre faite en se basant sur la distribution spectrale (dans le domaine
des fréquences).

Pour une série temporelle stationnaire (X;);, d’'une moyenne p, d’une
densité spectrale fx(.) et d'une fonction d’autocovariance v(.), la fonction
d’autocovariance empirique 7, x(.) est donnée par :

>

n—

(Xt — ) (Xeep —p), h=0,...,n—1

1

%L,X(h) =

S

t

De méme en défini le périodogramme (voir la définition 1.3.1), qui est
Iestimateur naturel par la méthode des moments de la densité spectrale f(\)
estimée selon les fréquences de Fourier; i.e. \y = 2k7/n pour k = 1,....,n
(Brockwell et Davis [6]) :

2
., A€ 0,7

n

Ze—i)\tXt

t=1

1

In,X(/\> = %

67



En plus, notons par J,, x(.) la fonction de distribution spectrale empirique
qui 'on appelle périodogramme integré (i.e. un estimateur consistant de la
distribution spectrale) telle que :

A
Jox(N) = [L, x(y)dy, X €[0,7], (3.2.2)
0

c’est un estimateur consistant de la distribution spectrale
Fx(V) = [fx(@)dz, e (0.7,

a condition que la densité spectrale fx(.) soit bien définie. Il est clair que
cette distribution dans le cas d’'un modéle GARCH(1. 1) vaut

Fy()) = %MO), A€ 0,7, (3.2.3)

car pour tout £ >0,

BlX:Xik] =0, sik#0,

k)= X, X =
PYX( ) COU( ty tJrk) { 7)((0), si kf _ 0’

avec

A
1 [ i A
Fx(A) = %/Z’Yx(k)e tdr = %%{(0)-
o k=1

Maintenant, pour avoir un processus centré tel que le modéele GARCH,
on considére une variable aléatoire centrée X (X = X; — X), et on définit
respectivement pour tout h € Z, la covariance entreXy (a la date ¢t = 0) et
X, (ala date t = h), ainsi que la variance de la variable aléatoire X¢Xj, par :

Yx(h) = cov(Xo, X)) et vx(h) :=var(XoX,) =B [(XoXh)?] -

Prenons de plus, pour tout x € [0, 1]

[nz]—h
1
’Yn,Lna:],X(h) = ﬁ E Xtthh, h = 0, ]., ceny Lnﬂ,
t=1

|z] désigne la partie entiere de x, de sort que : 7, , v(h) : = 7, x(h).
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Pour cela, (3.2.2) est équivalente a

[nz]—-1
Jn,X(xa )\) = f Z Tn na), X € iyhdy, AE [O,ﬂ']
0 h=—|nz]+1
1 o
= % f fYn,Ln:ﬂ,X (0) + Z 7n,[nm],X<h)e Y
0 h=—|nz]+1
|nz]—1 .
+ Z /yn,Lnx],X(h>e_1yh dy
h=1
12 Ll P,
= %{)‘ Tn LnﬂX Z’YnLnUﬂX “te y) dy
1A [nz]—1
= % f Vn,Lnﬂ,X (0) +2 Z /yn,Lnx],X(h) COS(yh) dy>
0 _
donc,
[nz]-1 .
1 sin(Ah)
J”7X<x7 /\> = % )‘rYn,I_nx],X<O) +2 Z ’7n7|_na:'|7X(h> A . (3'2‘4)

Maintenant, on suppose que les moments d’ordre supérieur a quatre du
processus X sont finis. Cela assure & son tour l'existence du vx(h), pour un
modéele GARCH(1, 1) (voir la condition (3.1.7)), i.e

E UXt]Hé} < 0o, pour tout € > 0, (3.2.5)

ce qui permet d’enoncer le resultat suivant (7. Mikosch et C. Starica (2002)),
dont le principe est qu’une modification du processus J, x(z, \) satisfait le
théoréme central limite fonctionnel :

Théoréme 3.2.3 : (1. Mikosch et C. Starica (2002)) [40]
Considerons le modéle stationnaire GARCH(p, q), s’ il verifie la condition
(3.2.5). Alors, quand n — oo :

[nz]—-1 . +o0 .
fyn,\_nx-\,X(h) Sln()\h) D SlIl()\h,)
vn Z 1/2 (h h - ZWh(ﬂf) A )
= vy (h) h—1 Az

A, T
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dans D ([0,1] x [0,7]) Uespace de Skorohod (i.e. 'espace des fonctions conti-
nues & droite avec une limite o gauche : cadlag), avec (Wp(.))p>1 est une
suite indépendante et identiquement distribuée de mouvements brouniens
standards.

Remarques 3.2.1 :

1. Pour x = 1, la convergence en distribution dans le théoréme précédent
peut prender la forme suivante : quand n — oo

Vo Z%ll/)z(: (Ah) ZWh Sln h

dans 'espace des fonctions continues dans [0.7](i.e. C[0.7]), la série &
droite est appelée la représentation de Paley- Wiener d’'un pont brow-
nien dans [0.7].

2. L’apparition de la quantité vy (h) dans le théoréme est motivie par le fait
que pour chaque m>1, quand n — oo

\/ﬁ (/Vn,tnx],X(h)’ h = 17 ’m)x 2) (U;(/2(h)wh(x>7 h = 17 "'am)xa
(3.2.6)
dans D ([0,1], R™), (Lemme 2.1. [40]). Il est donc naturel de divisé

. .. 1/2 . . .
I’autocovariance empirique par v X/ (h), ce qui permet d’avoir une dis-

tribution asymptotique qui ne dépend pas du processus sous hypothése.

Avec ces remarques et sous conditions du théoréme précédent, on a le
corrollaire suivant, qui est a la base de la construction du test d’adéquation.

Corrollaire 3.2.1 :
sous condition du théoréme précédent, on a quand n — oo

n—1
Y. x (h) sin(Ah)
\V/n sup 2 sup  |BO),
A€[0,7] ;U}(/2(h) h A€E[0,7] | ( )|
T n—1 (h) (A 2 ™
n / PP S GIDR / B2(A\)dA.
U1/2(h) h
5 \h=1Ux 9
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Les resultats précédents sont valables pour les modeles GARCH(p, q),
mais dans ce qui suit nous ne étudierons que le cas particulier d’'un modele
GARCH(1, 1). D’aprés (3.1.5), la quantité vx(h) dépend a la fois des pa-
ramétres du modele (i.e. ag, @ et ) et du moment d’ordre quatre du bruit

(ie. E [54]) ;

a(l - af”)E [¢'] — 1)(a+ )"
L= ((a+B)?+a2(E[¢'] - 1))

vx(h) = var*(X) +1(, h>2

Suppposons maintenant qu’on posséde un échantillon (X, X, ..., X,,)
extrait d’une série temporelle (X;);, et que nous voullons tester I’hypothése
nulle suivante :

Ho : (Xi, Xo, ..., X,) est adéquate au modele GARCH (1, 1).

Pour I'application des résultats précédents a cette série temporelle, il est
donc naturel de remplacer les quantités inconnues gi.e. ap, @ et §) du modele
par leurs estimateurs correspendants (i.e. &g, & et 3), d'un part et le moment

A

d’ordre 4 du bruit (i.e. E [{4]) par le moment empirique [ [54} d’autre part,
& savoir :
/ 1 < X
E 4 - _ 4 _
|:€ ] n t_zl é’t Y St a_t 9
avec

£2 . A A 32 Ha2
0 = ao+aXi + 507,

dans ce cas, la variance vx(h) va étre remplacée par sa version empirique
qu’on note par Ox(h).

Maintenat, pour montrer 1’adéquation de la série temporelle (X;); au
modele GARCH(1, 1) (sous ’hypothése Hl ), ou ce qui revient a d’une certain
distance entre la distribution spectrale Fx(.) du modele et le périodograme
integré J, x(.) vers un fonctionnel d’un pont brownien. En effet, cela nous
ramene a étudier le comportement de la statistique :

\/ﬁ sup |Jn,X<)‘)_FX()‘)|7 A€ [0,71'],

A€[0,7]
ou apres pendération,

2m
vn o osup |—— (Jux(\) — Fx(\)|, X el0,x].
Sup v;{/g(h)( x(A) = Fx(A)) [0, 7]
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D’apres (3.2.3) et pour x = 1 dans (3.2.4), cette quantité vaut

V/n sup
(0,7]

A€o,

n—1 .

Y. x (h) sin(Ah) A
2y Tt
= vy (h) vy (h)

La consistance de la variance empirique 7, x(0) (i.e. |7, x(0) —vx(0)| est
stochastiquement bornée), nous permet donc de construire la statistique :

nzi Yn.x (h) sin(Ah)

Vi sup
h=1 Uéc/z(h) h

A€[0,7]

., A€0,7],

dont le comportement asymptotique -aprés remplacement de vy (h) par sa
version empirique Ux (h)- est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.4 :

Supposons que les estimateurs &g, G et B des paramétres g, a et (3
basent sur ’échantillon (X1, Xa, ..., X,,) sont indépendantes de (sign(Xy)),
et qu’ils sont consistents au sens ot :

A L a0, a5 et 3 RR B. (3.2.7)

Alors le théoréme et le corollaire précédents restent valable pour un modéle
GARCH(1, 1), méme si vx(.) est remplacée par sa version empirique Ux(.).

En particulier, quand n — oo

n—1 .
Yn.x (h) sin(Ah
V/n sup Z Al/); <h ) 2 sup |B(\)],
reoa] |3 0y (h) A€[0,7]

™

n / (ni T’l‘fg(h} Sin;””) 2 / B2(\)d.

o \h=1 UX (h) 9

Démonstration :

La démonstration de ce théoréme est basée sur le théoréme précédent, il
suffit donc de démontrer la consistence de processus Ux(.), et d’appliquer le
théoréme 3.2.3, cela comme suit :
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Par construction, les estimateurs du modeéle obtenus par la méthode de
maximum du vraisemblance, sont définis a partir des processus X? et o2,
donc ils sont indépendants de (sign(X;)), d'un part.

D’autre part, la consistance de &g, & et [ implique la consistance de

AN
E [ 4], a savoir :

A 1 — l e X4 1 <& X4
Ble)- 26 - LS
t= t=

=1 Ot 1
n 4 ~
_ 15 X4 O¢ 0y
- t ~4
n oot
t=1 t0t¢

IR R R G )
o Z t ~d 4
t=1 Gy0;

n 4 . )
- l Z A§t4[(a0 — o) + (a — @)thl + (8 — 5)0371 + 5(0? - 6?)]

(ao—ao) 4 t0t+0t
= XM+ B+ 4ot
Z b+ ) e
o — +
( ZX4X1:21+5X32+ +5X2)Gt Zt
no 4 atat
B — /3 o? + 62
S ot kot BT
UtUt

2 n ~2
O' O' AtO' —|—O'
0 § )(4 t t

Utat

= (o — b)), + (a — &)1, + (8 — B)III, + (62 — 62)1V,,.

Premiérement, par consistance des parameétres ag, &, 5 et comme on a
Xt =04, donc :

a —1—0
[n S th t A4 t
1 n
< ——— ) &lotag? +ag ")
n(l—p3) ;
ps 1 . .
- = E[f4](0401 + Qg 2E[0t2]-

(1-7)
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Par le méme argument, pour tout d > 0 et € > 0 tel que f+ € < 1,

P(II, > 6)
2+A2
< (X:X‘*Xf1 +(B+X7 g+ ...+ (B+e) 2)0230;t>5>
+P(6—6>e)

IN

( th Xt2 1t 5+€)Xt2 2 T - +(6+6)tX2)(0-t2&02+d0_1) >5)

Appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz?, aux deux termes suivants :
—Zst (XP1+ (B+eX7 o+ .+ (B+ €)' XG) et

—Z@Xfl +(B+ )Xo+ o+ (B4 €)' X5)0}

leurs premiérs moments sont uniformement bornés pour n, donc 11, est sto-
chastiquement borné, idem pour /77,,.Finalement,

P(lﬂ/ >6) <P<Z§t (B+e)(o?ay? + G )>6>—|—P<B—ﬁ>e),

t=1

les séries S 1 £} (B + €) et Y1, (B + €)to? ont des moments bornées, et
par consistance de /3 (i.e. P (B — 05> e) = o(1)). Ce qui implique que 1V,
est stochastiquement bornée.

On conclut par la loi des grands nombres, la consistance de &g, &, B et que

les termes I, I1,, 111, et IV, sont stochastiquement bornées, le processus
0x(.) est donc consistant. W

2 Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soient X, Y € L2, alors

XY eL! et E|XY|< E|X2|1/2E|Y2|1/2_
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Chapitre 4

Probléme d’adéquation pour la
classe des distributions de type
Pareto

Au vu des résultats établis par Mikosch, T. et Starica, C. (1998), les suites
des maximas d’un modele GARCH(1, 1), celles des variances conditionnelles
et des valeurs absolues du modéle, appartenant tous au domaine d’attraction
de Fréchet (Type II). De plus, d’apreés Kesten (1973), la distribution mar-
ginale d’une solution de ’équation stochastique aux différences de la forme
(2.4.1) est a queue lourde (section 2.4).

Il est donc nécessaire de ne pas se limiter a la construction d’un test
d’adéquation pour le modele, il est temps de penser de faire prolonger ce
probléme d’adéquation pour la classe des distributions de type Pareto, coin-
cidant avec celles appartenant au domaine d’attraction de Fréchet, et permet-
tant de modéliser les queues de distribution. Les données extrémes sont les
seules utilisées dans I’estimation de ces parameétres, ce qui assure la meilleur
ajustement du modéle a la queue.

Ce probléme est récemment étudié par Beirlant, de Wet et Goegebeur
(2004) dans le cadre empirique des suites de variables aléatoires i.i.d. D’autre
part, Necir, A. et Boukhetala, K. (2004)[46] ont propsé une nouvelle distance
pondéré comme modification de la distance LL?—Wasserstein, et qui sert a
vérifier I'ajustement dans la classe des distributions de type Pareto.

Cela est 'objet du présent chapitre, on envisage au futur, ’application
de ces résultats en particulier au domaine d’assurance non vie, en présence
des hypothéses sur la dépendence, la stationnarité ou I’hétéroscédasticité...
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4.1 Classe des distributions de type Pareto

Etant donné une suite de variables aléatoires (i.i.d) (X,,),, de méme fonc-
tion de distribution F, et soit (Xi,,..., Xnn), avec X7, < ... < X, la
statistique d’ordre associée. Nous voulons vérifier si un modeéle statistique
permet d’obtenir une bonne approximation de la distribution des extrimas
triés de ce modele. Typiquement, la méthode du quantile quantile -plot (QQ-
plot) est une méthode graphique, empirique utilisée pour tester 'adéquation
d’une distribution empirique £, a une loi /' donnée, se basant simplement
sur le fait que les quantiles empiriques Q(X;,,) suivant la méme loi que n va-
riables aléatoires uniformement ordonnées (U; ,,), d’éspérances respictives nil ,
de sorte que les points (X;,, Q(557)) pour i grand doivent étre quasiment
alignées sur une droite.

Le comportement des valeurs extrémes est gouverner par le parametre
(i.e. indice des valeurs extréme) qui est celui de la forme de la distribution
généralisée des valeurs extrémes G, :

exp (— (1+ 71‘)_1/7) , poury#0, 14+~z >0,
G, (z) = (4.1.1)

exp(—e™?), pour v =0, z € R.

S’il existe des constantes de normalisation (a, > 0), et (b,), € R, telles

que :

X
lim P(Lbn) = lim F"(b, + a,x) = G5, (4.1.2)

n—oo an n—oo

pour tout point de continuité de G, alors G, est de type (4.1.1) (Fisher
et Tippet, 1982, Gnedenko, 1943). De plus, si (4.1.2) est satisfait pour la
fonction de distribution comulative F, alors elle appartient au domaine d’at-
traction de G, (F € D(G,)).

Définition 4.1.1 : " Distribution de Pareto généralisée”

La distribution de Pareto généralisée ou simplement distribution de Pa-
reto notée Fupp est employée pour modéliser la queue d'une distribution
présentant des valeurs extrémes. Elle est donnée par :

Fapp(z) =1— (1 + %)W, p>0, 1+=L>o,

p
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La fonction des quantiles associées a Fgpp notée Qapp est définie par :
(1—¢t)7"—1

Qarp(t) = v
—plog(1 —1t), siy=0.

, sty #0, p>0,

Dans le cas v > 0, D(G,) coincide avec la classe des distributions de type

Pareto avec 'indice 1/v. C’est une classe de distribution a queue lourde, qui

possédent un point limite supérieur ). = +o0, i.e.

1—F(z) =2 YLp(x), x>0,

avec Lp(.) désigne une fonction & variation lente a l'infini :

lim
M8 Te@)

=1, pour tout ¢ > 0,

le paramétre v mesure dans ce cas ’alourdissement de la queue de la distri-
bution F et comme exemple de modéle de type Pareto on a notament : la
distribution de Pareto généralisée, la distribution de Burr!, et entre autres
particulierement la distribution marginale du modéle stationnaire GARCH, ...

La plupart des récentes recherches se concentrent sur la distribution a
queue lourde, dont l'index des valeurs extrémes ~ est strictement positif.
D’apres Csorgé et Viharos (1998), quand v > 0, la distribution comulative
F du modele X vérifiant (4.1.2) est de type Pareto i.e.

1—F(t
IILIEO 1——}7((26)) =, pour tout ¢ > 0,

et comme estimateur de I'index v > 0, le plus célébre est celui de Hill (Hill,
1975) donné par :

k
1 n
,ka'n = ]C_ Z log Xn—i+1,n — log Xn—kn,na
" i=1

La distribution de Burr (Burr, 1942) :

A
n
Flz)=1- ) >0, A, n, 7>0.
@ <n+w7) ’ "

11 est clair que cette distribution est de type Pareto avec v = 1/(A7) et p = —1/A.
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avec k, est une suite d’entier positif (1 < k, < n), satisfait souvent la
condition :

kn o
k, — o0 et — — 0, quand n tend vers Uinfini. (4.1.3)
n

L’adéquation d’'un modéle statistique a I’échantillon X7, ..., X,, est visuel-
lement confirmé par 'interprétation du QQ- plot, et du fait que le log- trans-
formation de la variable X suivant une distribution de Pareto est exponen-
tiellement distribué (dans ce cas Lr(z) = 1). Pour cette raison Beirlant, de
Wet et Goegebeur (2004), ont interprété le Pareto quantile plot (PQ- plot)
comme une méthode empirique qui sert a vérifier si les données sont générées
par une distribution de la classe de type Pareto ou non.

Définition 4.1.2 : " Pareto quantile plot”

De méme que la méthode de QQ- plot, le Pareto quantile plot (PQ-
plot) consiste a dessiner les points de coordonnées (log ”T“, log Xp—it1n),
1 =1,2,...,n. Pour avoir une bonne adéquation, le Pareto quantile plot doit
étre alors approximativement linéaire, et la pente ajustée aux points de PQ-

plot coincide avec l'estimateur de I'index ~.

En utilisant les liens entre la distribution de Paréto et la distribution
exponentielle, Beirlant et al. (2004) ont modifié¢ la statistique de Jackson
pour tester l’exponentielitée appliqué a la i°"¢ statistique d’ordre dans le
PQ- plot, ce qui permet de faire des comparaisons entre des distribution

appartenant a la classe de type Pareto et autres qui n’appartenant pas.

Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d, d’une distribution expo-
nentielle notée Exp()\)?, la statistique de Jackson est donnée par :

n
Zj:l tin Xj,n

In = n )
Zj:l Xj

J
ou tj,n = A\F [Xj,n] = Z(TL —k + 1)_1.
k=1

2La distribution exponentielle Exp()\) est donnée par :

F(z)=1—-exp{—Xz}, z€eR.
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Onpose V; = (n—j+1)(X;n—Xj_1.), J =1, .., n, la statistique J,, vaut

dans ce cas : .
B Zj:l Cin Vj

I ===
Zj:l Vj

ounCip=1etCj, =1+1tj_1,, j=2,.,n, ct la distribution limite de cette
statistique est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1 : (Jackson, 1967)
Supposons que X, ..., X, sont des variables aléatoires i.i.d, d’une distri-
bution exponentielle Exp()), alors quand n — oo,

Va(d, —2) B N(0, 1).

Considérons maintenant n variables aléatoires i.i.d X7, ..., X,, d’une distri-
bution de Pareto strict’e d’index o notée Pa(a)?, alors Y = Xy i jn/ Xn—kn,
Jj =1,..,k sont des j°"¢ statistiques d’ordre Pareto distribuées. Par consé-
quence, Y =logYjy, j = 1,.., k, suivent une distribution exponentielle de
paramétre A = 1/7. Dans ce cas, la statistique de Jackson appliquée a s
J=1,.,k vaut :

k
% 21 Chjrik Zj

H
’Yk,n

Jp =

Y

avec Z; = j(log Xp_ji1n —log Xo_jn), j =1, ket vf = %Z?Zl Z;.

La distribution limite de cette statistique pour la suite intermidiére k = k,,
satisfait la condition (4.1.3), et sous condition sur la fonction & variation lente
de la fonction des quantiles de la queue U : = Q(1 — %), comme suit :

(Rr) Il existe une constante p < 0 et une fonction b(.) satisfait b(x) — 0,
quand z — o0, telle que pour tout A > 1, quand x — oo,
Ly(A\z) Ae—1

L) —1~b(z) .

3La distribution de Pareto stricte Pa(a) est donnée par :

Flz)y=1-z"% z>1, a>0.
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Théoréme 4.1.2 (Beirlant et al., 2004)
Supposons que X1, ..., X, sont des variables aléatoires i.i.d, d’une distri-

bution F, F € D(G,) pour tout v > 0 et Ly vérifie la condition (Ry),
alors quand n tend vers linfini, k = k, satisfait la condition (4.1.3), et

\/Eb(%) — G

VR =2) BN (=0 1),

N(u, 1), KA désignent respectivement la lor normale réduite de moyenne p et
la convergence en distribution.
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4.2 Test d’adéquation des indices des queues
via la distance L?-Wasserstein pondérée

On désigne par & I'espace des fonctions de distribution G, telle que :

/0 (G_l(s))QdS < 00. (4.2.1)

Définition 4.2.1 :"Distance 1.2~ Wasserstein"
On définie la distance L2- Wasserstein entre deux fonctions de distribution
Gy et Gy € L?(0,1), notée d (Gy, Gs) par

d(G1,Gs) = (/01 (GT'(s) - Gzl(s))2d5) 1/2,

avec G71(t) = inf {z : G1(x) > t}, 0 < ¢ < 1, est I'inverse généralisé de G ou
la fonction des quantiles.

Dans la classe des distributions de type Pareto (Pareto, log-normale, log
gamma,...) la condition (4.2.1) n’est pas vérifiée. Pour résoudre ce probléme,
Necir, A. et Boukhetala, K. (2004)[46] ont proposé une autre version de la
distance d precédente ; on pondérant la queue de distribution, du sorte que :

1
@ (Gy,Ga) = / w(s) (GrM(1— s) — Gy (1 — 8))*ds,

0
pour touts fonctions G et Gy € &, ou S, est 'ensemble des distributions
G tels que :

1

/ w(s) (G_l(s))zds < 00,
0
avec w(s) est une fonction de poids dans |0, 1], telle que : fol w(s)ds = 1.
Considérons la suite X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées, d'une fonction de distribution F'(x) = P{X <z},
x € R. On note par F'(z) = 1—F(z) sa fonction de survie et par X1, ..., X, ,

la statistique d’ordre correspondante, et on désigne par F;, la fonction de dis-
tribution empirique.
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Supposons maintenant que la fonction de distribution F' est a queue
lourde, autrement dit, la queue de F’ est de type Pareto ; il existe une constante
v > 0, telle que

lim 1— F(z) =2 Y7 Lp(x), pour tout z > 0, (4.2.2)
Tr—00
Ly est une fonction a variation lente, et le parameétre v est appelé 'index des

queues de la distribution F.

Pour tester I'ajustement entre la distribution F' sous la condition (4.2.2)
et la distribution empirique F,, de ’échantillon, Necir, A. et Boukhetala, K.
(2004)[46] ont proposé la distance d? (F,, F'), pour une fonction de poids

(1+20)(k/n)~@+Ds2% 0 < s < k/n,
0, ailleurs,
avec § est une constante souhaitable strictement positive (6 > 0), et k := k,,

n > 1 est une suite d’entier positif satisfait la condition

Ky
1<k,<n, k,—00 et — —0, quandn — oo. (4.2.3)
n

Il est clair que fol wsk(s)ds =1, pour tout 6 > 0. La distance correpon-
dante est donc :

&, (Fo, F) ;:/0 wor(s) {Fr N (1 — ) — F'(1 = 5)} ds

k/n 520 2
:/O %{F{l(l—s)—ﬁ’_l(l—s)} ds.
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Effectuons le changement de variable (s = kt/n), d3; (F,, F) se réécrie
pour tout 6 > 0, comme suit

3 (Fn, F) = (1+26) /01 SLFN 1 — ks/n) — F7Y(1 — ks/n)} ds.

Finalement, on suppose que la fonction de la queue F' = 1 — F est &
variation réguliere au second ordre dont le premier indice est —1/7v et le
second étant p < 0. Par conséquent, il existe une fonction A*(t) — 0 quand
t — 0 et qui a un signe constant, de sorte que la modification suivante de
(4.2.2) soit vérifiée :

1-F rF—1
lim A*(¢)™* 1= Flz) e\ = g , pour tout x > 0.
t—0 1— F(t) P
(4.2.4)

TP —

Si p = 0, on remplace par log x. Par simplicité, on pose

ARy ==A* [F'(1-1/t)], t>1,

F~1(1 —1/t) est la fonction des quantile de la queue . Notons que |A| est &

variation réguliére a 'infini d’indice py, avec A(t) — 0, quand n — o0o.4
Théoréme 4.2.1 : (Necir, A. et Boukhetala, K. (2004) [46])
Supposons que (4.2.4) soit vérifiée avec v > 0. Soit k = k,, satisfait la
condition (4.2.3), et kA(k/n) — 0 quand n tend vers Uinfini. Alors, pour
tout & > v nous avons

k p [! e
&2, (F,, F :/ 202 -DW2(8)ds + o,(1),

quand n — oo, avec W le mouvement brownien standard et 2 désigne
[’égalité en distribution.

4Pour une étude détaillée des propriétés de la fonction A(.) et la variation réguliére au
second ordre, citons : de Haan et Stadtmiiler (1996).
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L’une des fonctions spéciales ; solutions d’équations différentielles particu-
lieres est la fonction de Bessel. Dans cette paragraphe nous nous intéressons
a quelques propriétés de cette fonction, en particulier le développement de
Karhunen- Loeve pour un processus de Weiner pondéré via la fonction de
Bessel.

Définition 4.2.2 : "Fonction de Bessel”
La fonction de Bessel notée J,(z) de premiére espéce d’ordre v, est définie

par
1) =(3) Zﬁ )"

c’est une solution particuliére de I’équation différentielle suivante :

Considerons la fonction de Bessel J,(.) d’indice v (citons : Deheuvels et
Martynov (2004), section 2.1 pour une étude détaillée des propriétés de la
fonction J,(.)). Notons les zéros de.J, (.) (i.e. solutions de I'équation J,(z) = 0)
par 0 < 21 < 2y <.

Le corollaire suivant a pour objectif de préciser les liens entre la fonction
de Bessel et le processus de Weiner W (.)(resp. pont brownien B(.)) :

Corollaire 4.2.1 : (Deheuvels et Martynov (2004))
Pour tout > —1, ou par équivalence pour tout v =1/ (2(1+ f)) > 0,

1 D o 2
/SQBWQ(s)ds = 4@22 £

0 =1 Z’U*l,f
1 0 9
D w
/ s B%(s)ds = 40* E —26,
0 /=1 Zv,é

avec {wy : £ > 1} est une suite de variables aléatoires i.i.d. d’une distribution
normale centré et réduite N(0,1).

Preuve : Voir le Corollaire 1.1 de Deheuvels et Martynov (2004).
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Posons maintenat v := 1/(2(d —+)), pour § > v > 0. Dans ce cas on a
8 =0—v—1> —1, la condition du corollaire precédent est donc vérifiée. La
combinaison de celui-ci avec le théoréme 4.2.1 permet d’énoncer le résultat
suivant :

Théoréme 4.2.2 : (Necir, A. et Boukhetala, K. (2004) [46])

Supposons que (4.2.4) soit vérifiée avec v > 0. Soit k = k, satisfait la
condition (4.2.3), et kA(k/n) — 0 quand n tend vers Uinfini. Alors, pour
tout & > v nous avons

(5_7)% 2 D - W?
&2, (F,, F)2 +o,(1),
@O fpe e P = 2 et o)

quand n — 0o, avec {wy : ¢ > 1} est une suite de variables aléatoires i.i.d.

d’une distribution normale centré et réduite N'(0, 1) et 2 désigne l’égalité en
distribution.
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Chapitre 5

Etude empirique d’une série
temporelle financiére

Du point de vue de l'investisseur, le rendement de l'investissement est
beaucoup plus intéressant que le prix de celui-ci, car il insiste plus sur le
gain relatif réalisable, et puisque c’est le rendement qui détermine les profits
que peut tirer 'actionnaire de son projet. De plus, les séries temporelles des
rendements représentent le mieux les changements des prix, ce qui permet
de faire des comparaisons entre compagnies et titres boursiers et d’avoir une
prévision améliorée... Ces séries qui ont beaucoup de propriétés ne possedent
pas, en revanche, celles des prix, telles que la stationnarité, la volatilité,...

Ce chapitre sera donc consacré a 1’étude des diverses propriétés statis-
tiques, aux caractéristiques et comportements d’une série temporelle des ren-
dements de I'indice boursier S&P500 (Standard and Poor’s 500)".

Cet indice congu par Standard and Poor’s, s’appuie sur 500 (blue chips)
américaines. Les actions étant choisies pour leur taille et leur liquidité et
I’indice est pondéré par les capitalisations boirsiéres.

'Fin 2001, le S&P 500 comprenait 421 sociétés du Nyse, 77 du Nasdaq et 2 de
I’ Amex. Il représentait ainsi une capitalisation boursiére totale de plus de 10.000 milliards
de Dollars fin novembre 2001.
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5.1 Propriétés statistiques de la série

5.1.1 Séries des prix et des rendements journaliers

Les premiéres études sur la loi de probabilité des prix boursiers ont été
basées sur la loi normale, ou loi de Gauss. L’hypothése normale sous-entend
donc que la loi gaussienne modélise le mieux les variations relatives des ren-
dements d’indice boursier, prix des actions ou des taux de change... En vue
de tester cette hypotheése de normalité, le skewness et la kurtosis ont été mis
a contribution. Les résultats obtenus doivent en principe se rapprocher des
hypothéses couramment émises dans la théorie financiere. Les données de
notre étude sont issues du cite internet :

"www. chart2. finance.den.yahoo.com”.

La figure 5.1 représente les prix de fermeture quotidienne de I'indice bour-
sier S&P 500, de la période allant du 03/01/1994 au 13/05/2004 (i.e. 10 ans),
soit 2610 observations. Du fait que les marches boursiers sont fermés pendant
les fins de la semaine (i.e. Dimanche et Lindi) et les jours fériés, les jours non
ouvrables ne sont pas donc pris en compte. Ainsi une année commerciale
contient presque 250 jours ouvrables en moyenne.

Prix de l'indice S&P 500
1600 T T T

1400

1200

prix

17000

800

. . I I I
[ 500 1000 1500 2000 2500 3000
nombre d'observations

F1G. 5.1 — Série des prix de fermeture quotidienne de I'indice boursier S&P
500, de la période allant du 03/01/1994 au 13/05/2004.
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Ces données (i.e. les prix de fermeture journalier) ont été transformées,
ce qui nous permet d’étudier la série des rendements réalisables.

Il existe beaucoup de mesures de rendement d’un indice boursier, celle
fréquemment utilisée est le rendement géométrique ou le log-rendement, qui
consiste a calculer le logarithme du différentiel des valeursen t et ¢t — 1 :

Définition 5.1.1 : " Log-rendement”
Soit P; le prix d’un titre au temps ¢, on définit donc le rendement de ce
titre & l'instant £ par :

La figure 5.2 représente I’évolution de la série des rendements de l'in-
dice S&P 500, de la période allant du 03/01/1994 au 13/05/2004, 1'axe des
abscisses présente le nombre d’observations (i.e. jours ouvrables) et 'axe des
ordonnées présente le rendement de 'indice journalier. La premiére constata-
tion que I'on peut faire est que la série est stationnaire, mais que I’on observe
quand méme des périodes de forte variation. La seconde est I'existence de
quelques valeurs extrémes.

Rendements de l'indice S&P 500
T

rendements

| I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
nombre d'observations

F1G. 5.2 — Série des rendements de 'indice boursier S&P500, de la période
allant du 03/01/1994 au 13/05/2004.

88



5.1.2 Moments empiriques

L’une des proriétés importantes de la distribution d’une série du rende-
ment est qu’elle est & queue lourde. Pour étudier cette propriété, on donne
les versions empiriques de la moyenne, variance, coefficient d’applatissement
et coefficient d’asymétrie de cette série, comme suit :

Etant donné N obsevations d’une série temporelle (X;); : t = 1,2,..., N,

'estimateur naturel de la moyenne notée X et de la variance de X; notée S?
sont données respectivement par :

1 1 &
X = — X S2 .= — X, — X)%
N; ty N;( t )

Une série de rendement (X}); possede un coefficient d’aplatissement (kur-
tosis) plus grand que celui d’un bruit blanc gaussien. Ce coefficient peut étre
calculé empiriquement. On a ainsi :

E[(X -EX)] | 256 =X)
E[(X -EX)?" (o (X —X)?)?

R =

De méme, le coefficient d’asymetrie (skewness), qui vaut :

BB RSN - X
E[(X - ]E(X))Q}?’/2 (SN (X, — X)2)3/2

Statistique Valeur
Minimum —0.0711
Maximum 0.0557
Moyenne 3.28 1074
Variance 1.28 10°*
Kurtosis (k) 6.2306 > 3
Skewness (s) —0.1102 # 0

Tableau 5.1 : Moments empiriques de la série des rendements.
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Dans le tableau 5.1 sont représentés les différentes caractéristiques statis-
tiques de la série des rendements de I'indice S&P 500, sur la période couvrant
les dix derniéres années (1994-2004). Le premier constat dans ce tableau, est
que la série des rendements de l'indice S&P 500 a une distribution lepto-
kurtique : le coefficient d’aplatissement (kurtosis x = 6.2306) est plus grand
que 3, celle de la distribution normale et le coefficient d’asymeétrie (skewness
s = —0.1102) est différent de zéro.

L’analyse du skewness et de la kurtosis conduit aux conclusions usuelles
dans les études des cours boursiers. Elles sont différentes de 0 et 3, ce qui
signifie que la distribution n’est pas normale mais plutot asymétrique avec
des queues épaisses caractérisant une distribution leptokurtique. Ce qui nous
conduit au rejet de 'hypothése de normalité.

De plus, on peut résumer ces propriétés dans la figure 5.3 qui représente
I’hisogramme de la série des rendements, et cela en partageant les rende-
ments journaliers de I'indice S&P 500 en 60 classes. On remarque bien que la
distribution empirique des rendements n’est pas normalement aplatie. Elle a
en particulier des queues de distribution trop épaisses (kurtosis supérieure a
3).

Histogramme de la série des rendem ents
300 T

250 —

200 —

densité

-
o
(=}

T

|
>
|

50 —

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
classe des rendements

FiG. 5.3 — Héstogramme de la série des rendements de l'indice S&P500, du
03/01/1994 au 13/05/2004.
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5.1.3 Heétéroscédastécité et Autocorrélation

La variance de la série du rendement change avec le temps, pour dé-
montrer ce caractére important des séries des rendements, il est interessant
de subdiviser la série des données et de comparer ensuite 1'écart type (i.e.

= y/var(X)) de chacune des sous-séries obtenues...

sous-série écart type sous-série écart type
1-250 2.4324 1506-1756 13.429
251-501 2.9131 1757-2007 6.7115
502-752 3.4637 2008-2258 35.019
753-1003 2.2736 2259-2509 27.512
1004-1254 A7.472 2510-2610 0.1173
1255-1505 2.9734 / /

Tableau 5.2 : Ecarts types x1078 des différentes sous-séries du rendement.

Le tableau 5.2 représente les écarts types des différentes sous-séries (i.e.
250 jours &~ 1 année). En analysant ce tableau, il parait évident que la série
des rendements de I'indice S&P 500 de la période allant du : 03/01/1994 au
13/05/2004, ne posséde pas une variance (écart type) constante. Cette série
démontre donc une certaine hétéroscédasticité.

Afin de vérifier ce résultat, il est nécessaire de s’intéresser aux fonctions
d’autocorrélation. Pour étudier la présence d’autocorrélation dans la série du
rendement, on utilise le test de Ljing-Box ou celui de Portmanteau connu
encore sous le nom de Q-test.

Pour tester 'autocorrélation d’une série d’observation (X;, t = 1,..., N),
d’une variance finie (02 < o) et sous-I’hypothése qu’il n’existe pas d’auto-
corrélation, la statistique de Ljung-Box est donnée par :

Q(h) := N+22'b (k)

avec p : désigne la fonction d’autocorrélation empirique;

> (X = X)Xy — X)

~92 =
px(k) = - )
S (X — X)?
N 2 ~2 2 ~2 N
2 _ D1 (X§ = 07) (X — 67) o 1 2
Pi2(k) = ZiNzl(Xf—&Q)? et 0° = NZXf‘
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Cette statistique suit asymptotiquement une distribution de y? & h degré
de liberté. L’hypothése que les coeficients d’autocorrélations sont nuls est
rejetés au seuil o, lorsque la statistique @ est supérieure au y? au seuil
(1 — ) avec h degré de liberté (i.e. x2_,(h)).

Les rendements ne démontrent qu’une faible autocorrélation (Fig 5.4),
tandis que le carré et la valeur absolue des rendements sont autocorrélés a
un niveau significatif. Il convient le plus souvent que le corrélogramme estimé
a partir d’une série de N observations est nul, au taux 95%, si chacune des
valeurs calculées appartient a l'intervalle [\;—%, \/Lﬁ], et si 'ensemble de ces

valeurs est distribué au hasard autour de zéro.

Autocorrelation em pirigue du rendement

autocorrelation empirique

L
0 10 20 30 40 50 60
retard

F1G. 5.4 — Autocorrélograme de la série du rendement de I'indice S&P500.

Si une série est bruit blanc strict (i.e. il n’existe aucune autocorrélation
significative), alors le sont également les séries déduites du carré et de la
valeur absolue de celle-ci. Or nous remarquons clairement la présence d’une
dépendance de ces variables entre elles, traduites par des autocorrélations
significatives durables pour les deux séries (Fig 5.5 et Fig 5.6). Ceci nous
conduit au rejet de ’hypothese d’absence d’autocorrélation des cours et met
en évidence la présence d'une hétéroscédasticité.
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A utocorrelation em pirique de carré du rendement

autocorrelation em pirique
o
o

retard

F1c. 5.5 — Autocorrélograme de la série de carré du rendement de I'indice
S&P500.

Autocorrelation em pirique de la valeur absolut du rendem ent

autocorrelation em pirique
o

F1G. 5.6 — Autocorrélograme de la série des valeurs absolues du rendement
de l'indice S&P500.

A cause de la stationnarité, py (k) = corr(X;, X;_x), Vt. en particulier,
px (k) = corr(X,, X,_x), et quand n est la derniére valeur observée, asso-
ciable au temps présent, nous dirons souvent que X,,_j. est la variable associée
au passé d’ordre k. Ainsi py (k) représente I'expression du lien linéaire entre
le présent et le passé d’ordre k.
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Nous allons introduire ici une notion faisant intervenir les variables inter-
médiaires dans ’expression de la fonction d’autocorrélation de la série (X);.
Puisque, les variables du passé sont elles-mémes liées entre elles, les valeurs
px(k), k=1,2, ..., sont donc insuffisantes pour expliquer comment le présent
et relié au passé. La fonction d’autocorrélation intervient donc comme une
mesure de dépendance entre les variables X; et X;_;, mais elle ne fait pas
intervenir uniquement ces variables.

Définition 5.1.2 : "Autocorrélation partielle”
Pour une série stationnaire (X;);, on définit la fonction d’aurocorrélation
partielle notée ¢ (k), par :

k— oy (k) = corr(Xt, Xt_k),

ou B
{ Xk = X — B[ Xo i Xio1y ooy Xi—it1]

Xo=Xi —B[X| X1, oo, Xop] -

Par analogie avec le corrélogramme, on trace souvent le graphe de la
fonction d’autocorrélation partielle. Ce graphe constitue le corrélogramme
partiel (figure 5.7), et ils jouent un role important dans I’estimation des ordres
p et ¢ du modele d’ajustement. En particulier, pour le processus autoregressif,
I’autocorrélogramme s’annule a partir de p et pour le processus moyenne
mobile, ’autocorrélogramme partiel s’annule a partir de q.

Autocorrelation partiel du rendem ent

autocorrelation partiel

. . . . .
[ 10 20 30 40 50 60
retard

F1c. 5.7 — Autocorrélogramme partiel de la série du rendement de I'indice
S&P500.
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5.1.4 Test de ’hypothése de normalité

Les premiéres études sur la loi de probabilité des prix boursiers ont été
basées sur la loi normale, ou loi de Gauss. L’hypothése normale sous-entend
donc que la loi gaussienne modélise le mieux les variations relatives des prix
d’indice boursier. L’objet de cette section est donc de tester cette hypothéese
de normalité soit qu’on I’accepte ou on la rejette.

Pour tester ’hypothése de normalité de la série (X;), on utilise le test de
Jarque-Bera (1984). Ce test statistique permet de vérifier la normalité de la
distribution d’un échantillon (X3, t = 1,..., N), il est basé sur les estimateurs
empiriques des coefficients d’aplatissement et d’asymétrie. En effet, sous-
hypothéese de normalité des observations, on a normalité des estimateurs de
la kurtosise k et du skewenees s. Alors, quand N tend vers ’'infini

k2 N(3,1/24/T) et s N(0,/6/T).

Le test de Jarque-Bera confirme donc, que si la distribution de ’échan-
tillon est normale, alors la statistique JB suivante :

N

B=—
/ 24

N
(l{ - 3)2 + €‘927

suit asymptotiquement une loi de khi deux a 2 degré de liberté. Ainsi, si
JB > x?__.(2), on rejette 'hypothése Hy de normalité au seuil a.

Dans notre cas, la kurtosis vaut 6.2306 et le skewness —0.1102. La sta-
tistique de Jarque & Bera vaut alors 1140.3, qui est supérieur au quantile du
x* & deux degré de liberté au seuil v = 0.05, soit 5.9991 (i.e. x{ys0, = 5.99,
X%gg%) = 1.96,...). L’hypotheése de normalité est donc fortement rejetée au
seuil a = 0.05.

Remarque 5.1.1 :

Utilisant 1'un des tests d’adéquation a une distribution fixée, par exemple,
le test de Kolmogrov - Smirnov (§ 3.2.1) ou le test de khi deux, on arrive a
rejeter une fois de plus toute hypothése d’adéquation de la série des rende-
ments aux lois classiques : Normales, Lognormales, Weibull et Student,...
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5.2 Modélisation GARCH du S&P 500

5.2.1 Identification a prior: du modéle

Considérons la série des prix de I'indice S&P500, observée du 03 Janvier
1994 au 13 Mai 2004 (soit 2610 observations), cette série n’est pas stationnaire
(figure 5.1).

Pour stationnariser la série, considérons la différenciée correspondant aux
rendements quotidiens de I'indice S&P500 sur la période 03 janvier 1994 au
13 mai 2004. Au vu de l’allure de cette série (figure 5.2), cette transformation
semble stationnariser la série au second ordre.

Afin de déterminer le type de modélisation & adopter, ’analyse des mo-
ments empiriques de la série des rendements (tableau 5.1) conduit aux conclu-
sions usuelles dans les études des cours boursiers, dont le skewness et la kurto-
sis sont différentes de 0 et 3, ce qui signifie que la distribution du modéle n’est
pas normale mais plutot asymétrique avec des queues épaisses caractérisant
une distribution leptokurtique. Ce qui nous conduit au rejet de I’hypothese
de normalité, et de penser & une modélisation GARCH, dont les propriétés
précédentes sont bien respectées (section 3.1.2).

L’étude des autocorrélogrammes de la série des rendements et de la série
au carré semblent confirmer le phénomeéne de non linéarité. En effet, 'auto-
corélogramme de la série des rendements n’indiquera pas de corrélations im-
portantes (figure 5.4), ce qui nous conduit & penser que la série pourrait étre
un bruit blanc, alors que des autocorrélations significativement non-nulles
apparaissent en considérant la série au carré des rendements (figure 5.5). Ces
résultats incitent & adapter une modélisation de la série des rendements de
type hétéroscédastique (ARCH ou GARCH) et non pas ARMA.

Au regard de I'autocorrélogramme partiel (figure 5.7), une modélisation
a l'aide d’'un modele GARCH(1, 1) semblerait possible. En effet, ’'autocorré-
logramme et I’autocorrélogramme partiel sont significativement nuls & partir
des premiers retards (i.e. p=¢q =1).
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5.2.2 Forme explicite du modéle

De l'identification a priori, on conclut que la forme GARCH(1, 1) est
retenue comme un modele d’ajustement adéquat du rendement de l'indice
S&P500 qu’on note (R;):, sur la période considérée.

Comme nous l'avions vu (définition 3.1.1), le modele autoregressif condi-
tionnellement hétéroscédastique généralise (GARCH(1, 1)) admet 1'écriture
suivante :

— 2. 2 2
Xt 1= 04&,, o; == ap+aX; |+ Bo;_q,

pour tout t € Z et ag, a et 3, des constantes vérifiant les contraintes sui-
vantes :
ap>0, a=0, =20 e a+p<l1, (5.2.1)

avec 0y est Fi-mesurable, (£,); est un bruit blanc (i.e. une suite de variables
aléatoires, indépendantes et identiquement distribuées), telle que

E [€t|ft71] =0, E [fﬂ}—tﬂ] =1

Supposons maintenant que 1’on cherche le rendement a la date ¢. Deux
informations sont particulierement intéressantes : la moyenne et la variance.
Plus particuliéerement, on souhaiterait modéliser la moyenne et la variance
conditionnelle de R;, conditionnellement & 'information connue (F;_;). La
modélisation GARCH du (R;); revient donc a écrire

Ry =p+ Xy, Xy = 04§y,
ol u et o, sont respectivement la moyenne et la variance conditionnelle.
L’estimation des parametres des modeles hétéroscédastiques, est généra-
lement fondée sur la méthode du maximum vraisemblance. L’optimisation
est effectuée en supposant que la suite des variables aléatoires (&,); soit indé-

pendante et identiquement distribuée, d'une distribution normle d’espérance
nulle et de variance unité.

Notons par 6 = (ag, o, 8)', le vecteur des paramétres du modeéle
estimer, et par 0 sont estimateur (i.e. 6 = (&g, &, 8)7).
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L’expression du log-vraisemblance a minimiser (voir la section 3.1.3) est
donc :

1 Xt

[71 log(2m) — 3 Tog(o?) — 32

)*

b{
=
=

I

Mz

o~
I

1

“‘2

N
log(27) ——Zlog (o +aX? + foi )

t=1

N
1
—5 > Xilao+aX?y + o)
t=1

N : désigne le nombre d’observations.

Grace a la puissance de calcul des ordinateurs actuels, il est possible de
minimiser effectivement le log-vraisemblance de facon numérique. Pour I'ins-
tant, le calcul des estimateurs d’un modeéle GARCH(1, 1) sous les contraintes
(5.2.1) sera effectué en utilisant le logiciel MatLab 6p5, qui réalise ce type
de calcul de maniere automatique.

Le modele retenu est donc un GARCH(1, 1) de paramétres :

Qo =7.6386 1077, a=0.0773 et S =0.9200, (5.2.2)

et de moyenne conditionnelle y, d’estimateur /i qui vaut 6.5860 10~

On remarque que la somme a + [ = 0.9973 < 1, elle vérifie donc la
condition (3.1.3) de la stationnariteé.

D’ou, finalement, la série des rendements (R;); admet la représentation

suivante :
R, = 6.586010™* + 0,¢,,

la variance conditionnelle o2 est donnée par :

o? = 7.6386 1077 4+ 0.0773X7 , + 0.920002 .
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La sortie graphique suivante (figure 5.8), correspond & la variance condi-
tionnelle ou volatilité du modéle (i.e. 02) avec les paramétres (5.2.2) en bas,

et la série X; = 0., appelée souvent série des innovations, en haut.

La premiére constatation que 'on peut faire est la présence des périodes
de forte voaltilité sur la série de la variance coditionnelle, indiquant paral-
lelement 'existence des valeurs extrémes sur la sérié X;. La seconde, est
que 'effet d’hétéroscédasticité est nettement clair ; la variance conditionnelle
change fortement au cours du temps.
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FiG. 5.8 — Variance conditionnelle en bas, et série d’innovations en haut de
I'indice S&P500.
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