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Abstract

In this work, we are interested in the necessary conditions of optimality in
stochastic optimal control whose system is controlled by a martingale
measure. These necessary conditions will be established with theorems of
approximations.

In the first chapter, we were interested in certain definitions, properties and
the construction of martingales measures and then we give results of
extension of this problem.

In the second chapter, one considers theorems of approximation of
martingales measures by stochastic integrals with respect to the Brownian
motion and convergence within the meaning of L? between the initial and
the relaxed problems.

In the final chapter, one defines the problem of relaxed stochastic controls,
and the relation between the weak solutions of the stochastic differential
equations and the martingales problems. Then one defines the control rules
and then we prove an existence result.

Key words : Stochastic differential equation, martingale measure,
stochastic control, relaxed control, control rule, optimal rule, martingale,
Brownian motion.



Résume

Dans ce travail, nous nous intéressons aux conditions nécessaires
d’optimalité en contrdle optimal stochastique dont le systéme est dirigé
par une mesure martingale. Ces conditions nécessaires seront établies
avec des théoremes d’approximations.

Au premier chapitre, nous nous sommes intéressés a certaines définitions
et propriétés, ensuite a la construction des mesures martingales et le
résultat d’extension de ce probléeme.

Au second chapitre, on considére des théoremes d’approximations des
mesures martingales par des intégrales stochastiques par rapport au
mouvement Brownien et la convergence au sens de L? entre les
problémes initial et relaxé.

Au dernier chapitre, on definit le probleme de contréle stochastique
relaxé, et la relation entre les solutions faibles des équations
differentielles stochastiques et les probléemes de martingales. Ensuite on
définit les regles de contrble et on montre un résultat d’existence d’un
contrble optimal.

Mots clés : Equation différentielle stochastique, mesure martingale,
contrble stochastique, contrdle relaxé, regle de controle, régle optimale,
martingale, mouvement Brownien.
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0.1 Introduction

Dans ce mémoire on considére un probléme de contrble stochastique ot la dy-
namique est donnée par la solution d’une équation d’It6 dans le cas ou la dérive et
la matrice de diffusion sont controlés. Il est bien connu que si on ne met pas d’hy-
pothéses de convexité I'existence d’une solution optimale dans ’espace des controles
stricts n’est pas garantie. Pour remédier a cette situation, on considére une classe plus
large de controles donnée par des processus a valeurs mesures jouissant de bonnes pro-
priétés topologiques. Ces controles sont appelés controles relaxés. Il est clair que la
relaxation de ce probléme ne constitue pas une adaptation du cas déterministe et pose
un probléme crucial de la définition de I’équation d’état dans laquelle le terme intégral
stochastique sera appelé a étre redéfini. La reformulation faible des solutions d’équa-
tions différentielles stochastiques définissant 1’état du systéme en termes de problémes
de martingales a permis d’établir des résultats d’existence et d’approximation faibles
(El-Karoui & all [7] ).

Mais il est tout a fait clair que si on cherche des résultats trajectoriels ot on doit
travailler directement sur I’état du systéme et non seulement sa distribution, on doit
définir une relaxation adéquate du terme intégrale stochastique.

Ce probléme a été abordé dans El-Karoui & all [7] et El-Karoui-Méléard [10], ou
il a été montré que le bon processus directeur pour les équations relaxées est une
mesure martingale dont le processus croissant coincide avec le controéle relaxé et non
pas un mouvement Brownien.

Ce concept de mesure martingale a été introduit par Walsh [35] pour construire un
calcul stochastique pour des processus a deux parameétres, particuliérement adéquats
pour représenter les perturbations aléatoires en théorie des équations aux dérivées
partielles stochastiques. Les mesures martingales ont trouvé des applications dans
divers domaines, tels que le contrdle stochastique (El-Karoui & all [7], Méléard [26]

).

Le premier chapitre de ce travail est introductif, on présente les définitions et des
propriétés de bases des mesures martingales et on donne quelques exemples puis on
passe aux propriétés de décomposition d’intensité et a la construction des mesures
martingales.

Au deuxiéme chapitre, on s’intéresse au probléme de I'approximation des EDS
dirigées par des mesures martingales. Pour le probléme relaxé défini en termes de
mesures martingales, il est intéressant de voir sous quelles conditions sur les coeffi-
cients, ’équation d’état dirigée par une mesure martingale peut-elle étre approchée
fortement par une équations dirigées par un mouvement Brownien. Méléard [26] a



démontré que sous des conditions Lipschitziennes sur les coefficients, la solution de
I’équation stochastique définissant 1’état du systéme relaxé peut étre approché unifor-
mément en probabilité par une suite de solutions d’équations différentielles stochas-
tiques associées a des controles stricts et dirigées par un méme mouvement Brownien.
Cet résultat est obtenu de théorémes d’approximation et un lemme d’approximation
fondamentale obtenu premiérement pour des mesures déterministes, et généralisé
pour les mesures aléatoires [11], [08], connu sur le nom de chattering lemma et une
application du théoréme de Skorokhod [33] .

Au dernier chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme de 'existence d’une
solution optimale du probléme relaxé. On a privilégié la démarche des problémes de
martingales dirigés par des opérateurs intégrés par rapport & une mesure aléatoire.
On définit I'ensemble R (r, z) des régles de controle, en utilisant une formulation en
termes de "probléme de martingale", nous pouvons montrer la compacité de R (r, 2)
et de R* (r, z) 'ensemble des lois optimales.

Enfin on s’est intéressé a la comparaison des problémes de controle : quand il y
a unicité en loi des équations contrblées, le probléme initial et relaxé ont la méme
fonction de valeur. D’ailleurs s’il y a unicité trajectorielle des controles constants, on
peut se limiter aux controles adaptés a la filtration donnée (le probléme fort ).



Chapitre 1

Mesures martingales et quelques propriétés

1.1 Motivation

La théorie des mesures martingales a été introduite par J.B Walsh en 1984. L’idée
est de construire un calcul stochastique & deux parameétres espace-temps. Les proces-
sus ont la propriété de martingale dans la variable de temps et la propriété de mesure
dans I’espace. L’exemple fondamental de mesure martingale est le bruit blanc, qui ap-
paraitra facilement comme un modeéle de perturbation aléatoire dépendant en espace
et temps dans les équations aux dérivées partielles stochastiques. Plus généralement,
le résultat des mesures martingales dans la représentation de processus qui sont &
variations quadratiques est 'intégrale de fonction d’espace-temps.

Les mesures martingales modélisent bien les problémes de controle relaxés ot
le coefficient de diffusion est contrélé, ou un systéme d’interaction particulier est
représenté comme l'intégrale stochastique de mesure martingale, ot des processus de
branchement.

1.2 Définitions et propriétés de bases des mesures martin-
gales

Soit (£, F, P) un espace de probabilité et (F, &) un espace de Lusin. On considére
une fonction d’ensemble U(A, w) définie surA x €, ou A est un sous anneau de & qui
vérifié :

|U(A)|3 = E[U(A)? <oo VA€ A
ANB=0 = U(A)+U(B)=U(AUB) p.s
VA et B dans A.

On va dire que 'application U est o—finie s’il existe une suite croissante (FE,,) de
FE tels que :

1) U, E,=E.
3) sup{[|U(A)],, A €&,} < oo



La fonction d’ensemble est additive dénombrable si pour un n, et une suite (A;) de

&, décroit vers @, |[U(A;)||, tends vers zéro. Alors il est facile d’étendre U par :

U(A) = limU(AN E,)

dans tout ensemble de ¢ tel que la limite existe dans L*(Q, F, P).
La fonction d’ensembles qui vérifie toutes ces propriétés est appelée : une mesure
o—finie L?—estimé.

Définition 1-2-1 : Soit (Q,F, (Fi)i>0, P) un espace de probabilité filtré, véri-
fiant les conditions habituelles [5].

{M(A), t>0,Ac A} est une Fi—mesure martingale si seulement si :

1) My(A)=0, VAec A
2) {M;(A),t >0} est une F; — martingale, YA € A.
3) Vt>0,M(.) estune mesure c— finie.

Remarque 1-2-2 :

1-  Pour tout 7" > 0, la famille locale (E,,),, de M, peut étre choisie indépendante
det,0<t<T.][cf [29] ]

2-  Si M(.,A)M(., B) est une (F; — P) —martingale quand AN B = (), alors M
est appelée une mesure martingale orthogonale.

Définition 1-2-3 : St M est une mesure martingale, et en plus, pour tout
A € A la trajectoire t — My(A) est continue, alors on dit que M est continue.

Définition 1-2-4 : §i M et N sont deux F;,—mesures martingales sur E véri-
fiant : pour tout A€ &, et Beg,,, VYn, Vm,

{M,(A)N,(B), t>0} est une F, — martingale,

alors M et N sont appelées mesures martingales orthogonales.

On peut associer a chaque ensemble A de A le processus croissant (M (A)) de la
martingale {M;(A), ¢ > 0}. Le processus peut étre régularisé en une mesure positive
sur R, X F, dans le sens suivant :



Théoréme 1-2-5 : (Walsh [35] )  Si M est une F;—mesure martingale, il existe
une mesure aléatoire o— finie positive y(da,ds) dans E x R, F,—prévisible, tel que
pour un A de A, le processus (7(A x (0,t])), est prévisible, et vérifié :

VAe A, Vt>0, v(Ax(0,t]))=(M(A), P—ps.
Si M est continue, v est continue, i.e.
v(E, x{t}) =0, VneNVt>0.
La mesure v est appelée intensité de M.
Remarque 1-2-6 :
1- VA BeA, Vi>0,

(M(A), M(B)), = (M(ANB)), =v(ANBx (0,1]) P —p.s

t

par la définition de mesures martingales orthogonales (remarque 1-2-2).

La mesure v caractérise ainsi complétement toutes les variations quadratiques de
la mesure martingale M.

2-  Dans la suivant, les mesures sur £ x R, sont positives et o—finies.

3-  On peut construire une intégrale stochastique par rapport a M, par la mé-
thode qui est employée dans la construction de I'intégrale d’Ito [Walsh [35] ].

Corollaire 1-2-7 : Soient M une mesure martingale sur F et 7y(da,ds) une
mesure aléatoire continue positive sur £ x R,. Alors M est une mesure martingale
continue avec intensité v si seulement si :

E|exp /]f(a,s)M(da,ds)—% / Pla,s)y(da,ds) S | =1, (1.1)

Ex(0,t]

VieL? VYy>o.



Remarque 1-2-8 : par extension

/ t/ F(a, $)M(da, ds)

sera notée par M, (f).
Preuve La condition est évidement nécessaire.

Inversement, soit f dans L% et la fonction suivant :
F(U}, a, u) = 0f<w7 a, U’)]-]S,t} (u)le (U}),

onGseF,, 0<s<t, 6OHekR.
La condition (1.1) implique :

/g/waUHw(ﬂ@(Mﬂwﬁw)

E |exp =1
-5 le, (w)f?(a, u)y(da, du)

2 Ex(s,t]

E [exp{mgs /E / t f(w,a,u)M(da,du)—%ngs /E / t f?(a,u)y(da,du)H ~1

Alors :

EF%%WWﬁ —G—//F“L““ﬂ:

B 1.0 { 01(5) - uw——//ﬁauume=<@>

Alors pour f € L?y, M,(f) est une martingale continue avec variation quadratique

/E/ot *(a,u)y(da, du)

selon le résultat de Jacod et Memin [20], au sujet de la caractérisation des martingales
continues. <



1.3 Exemples des mesures martingales

1.3.1 L’espace E est fini

On suppose que E est un espace finie {ay, as, ..., a, }. Une mesure martingale est
déterminée uniquement par les n martingales de carré intégrable orthogonales

(M; ({ai}))i -

Inversement, soient m%, mf, ...,my, n—martingales orthogonales avec processus
croissent (Cy)™"_; ; alors 'expression :

My(A) = midiay(A)
=1

définit une mesure martingale sur £ avec intensité :

(M(da)), = <Zmi6{ai}<da>>
= djay(da) (m),

= Y dCi6ay(da)

=1

1.3.2 Plus généralement

Proposition 1-3-1 :  Soit £ un espace de Lusin et (us)s>0 un processus prévi-
sible. On considere de plus une martingale de carré intégrable m; avec processus a
variation quadratique C;. Soit :

M(A) = /Ot 1a(us)dms, (1.2)

pour A dans &, alors :

(M,(A), AecAt>0}

est une mesure martingale avec intensité égale & :



5y, (da)dC,.

Si m est continue, M est continue.

Inversement, toute mesure martingale avec intensité

du, (da)dCy

est de cette forme; .i.e. (1.2), avec my = My(E).

Preuve On trouve immédiatement que M; est une mesure martingale.

prta), = ([ ttuam. )
= [ Gty dm,
- [t im,
= /0 tdus(da)dCs

) 1 siu, € A
puis que 14(us) = 0 4 non

= 04, (A).
alors 'intensité de {M;(A), A€ A t> 0} est: §,, (da)dCs.
Inversement, on étudie la différence

M(A) — My(flg), A€,

ou f(w,s) = 1a(us(w))

On remarque que :

My(flg) = /E/Ot(lA(us)1E<us))M(daud8>:/E/OtlAﬁE<us)M(davd8>

— /E/ot 1a(us)M(da,ds) = /Ot 1A(us)/EM(da»dS)

= /01t La(us)M(E,ds) = /Ot La(us)dms;  sims = My(E)



11

puis que f ne dépend pas de a.

M;(A) — M;(f1g) est une martingale avec processus croissent :

=My, = [ [0 - )% o,
- [ [ @@ - 2@+ £6) s daric,
= [ ()~ 2107 6) + ) dC
= /Ot(1A(uS)—f(s))2dCs—0 par (1.3)

Alors : ,
My(A) = My(f1p) :/ La(u)dm, P —p.s. 4
0

1.3.3 Le bruit blanc

Comme le mouvement Brownien dans les théorémes des martingales continues,
elle existe une mesure martingale fondamentale appelée bruit blanc.

\

On considére une mesure gaussienne centrée W dans (Ry x £, B(R,) ® &, i) on
[t est une mesure positive oc—finie sur R, x F, définie par :

1

Vh € Li, E (expW(h)) = exp (i/R Efﬂ(y)u(dy)) . (1.4)

Une construction d’une telle mesure est donnée par Neveu [29].

Le processus B;(A) = W ((0,t] x A), définie par I’état A € A qui vérifie :
w((0,t] x A) < oo, Vt>0,

est alors un processus gaussien avec augmentation indépendante et intensité p, avec
trajectoire cadlag'. 11 est facile de montrer que {B;(A), t>0,A € A} est une me-
sure martingale d’intensité déterministe par rapport a sa filtration naturelle. Quand
w est continue, sa continuité est prouvée selon au corollaire 1-2-7 (1.1) et la caracté-
risation (1.4) des mesures gaussiennes centrées.

!(continue & droit, limité & gauche )
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Par (1.4) :
Bl )] —esp (5 [ w2t
Donc :
B e es (-5 [ i) )| =1
Alors :

E [eXp (W(h) - %/ExR+ hQ(y)u(dy))} =1

et d’apres le corollaire 1-2-7, est continue.

Définition 1-3-2 :  Quand la mesure i est continue, la famille

(BJ(A), t>0,Ac A}

est appelé : bruit blanc avec intensité .

Les bruits blancs sont déterminés complétement par la nature déterministe de ses
intensités.

Proposition 1-3-3 :  Soit

(M,(A), AcAt>0)

une J;—mesure martingale avec une intensité déterministe continue . Alors, M est
un bruit blanc (par rapport a sa filtration naturelle ).

Preuve Ce résultat est immeédiat selon au corollaire 1-2-7 et a la caractérisation
(1.4) des mesures gaussiennes centrées. <

1.3.4 Mesures martingales images

Proposition et définition 1-3-4:  (E,¢) et (U,U) sont deuz espaces de Lusins.
Soit N une mesure martingale avec intensité vy(ds,da) sur Q X Ry x U et ®(w, s, u)
un processus P @ U mesurable E—estimé.

Soit :

Mt(w,B):/Ot/UlB (®(w, 5,u)) N(w, ds, du).
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{My(B), t>0,BE¢€¢} définies une mesure martingale avec intensité p, ot u est
donné par :

p((0, 1] x B) = (M(B)),

_ </Ot/UlB(<I>(s,u))N(ds,du)>s

_ /O t / [15(0(s, w)]* (N(ds, du)),

-/ t | 1nt@ (s, s, du),

M est appelé mesure martingale image de N selon ®. On remarque que si N est
continue, M est aussi continue.

1.4 Décomposition d’intensité

Lemme 1-4-1 : Soit vy(da, dt) une mesure aléatoire prévisible o—finie, v peut
étre décomposé comme suivant :

v(da,dt) = q(da)d K,

ou K; est un processus aléatoire prévisible croissant et (g (da))i>o est une famille
prévisible des mesures aléatoires o—finie.

Preuve On utilise les notations de section 1-2.
Si v est une mesure finie, le lemme est clair.

Dans les autres cas, il existe une fonction P®¢E mesurable

W:QxR, x E— (0,00)

telle que :
y(da, dt) = (da, dt)W (a,t)

est finie. Alors on peut décomposer :
Y(da,dt) = q,(da)dK;

le résultat se démontre par :
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qt(da) = W_l(av t)q;(da)7

i.e.
A(da, d)W(a,t) = (da, di)
= q;(da)th
= Wi(a,t)q(da)dK;.
Alors :

v(da,dt) = q(da)dK;. <

Remarque 1-4-2 : Cette décomposition n’est pas unique, et il est toujours
possible du supposer que le processus K; est croissant, par exemple on remplace K;
par t + K;. Au suivant on va utiliser cette décomposition d’intensité dans laquelle
la cordonnée de temps joue un roéle spécial, et on va noter I'intensité des mesures
martingales par la forme :

q(da)d Ky,

avec des processus croissants (K;)¢>o.

1.5 Construction des mesures martingales

Un résultat important est qu’il est toujours possible de donner une représentation
des mesures aléatoires (¢;(da)),., comme mesures images des mesures déterministes

(Cf A.V. Skorohod [33], N. El Karoui et J.P. Lepeltier [9], B. Grigelionis [16] ).

Théoréme 1-5-1 :  Soit (¢:(da))i>o une famille prévisible des mesures aléatoires
o—finie, définie sur un espace de Lusin (E,£).

On consideére aussi un espace de Lusin (U,U) et une mesure diffuse déterministe
o—finie A sur U qui vérifie :

@(E) < ANU), VteR,, YweQ.

Alors il existe un processus prévisible p(t,u), avec des valeurs dans E'U {0}, (§ est
le point cimetiére ), tel que :

(A = /U La(p(t,u)A(du), YA ECE YweQ, (1.5)
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et un noyau prévisible de E dans U, ¢(t,a,du) qui vérifie :

/ 1) £ (2t 1)) A (du) = / f(a)(t, a, B)g(da) (1.6)
U E

Yw € Q, Vf mesurable positive, VB € U.

Le noyau ¢(t,a,.) est la loi conditionnelle de u par rapport & la o—algébre engendrée
par .

Selon ce théoréme, l'existence d’une mesure martingale continue avec intensité
qi(da)d Ky, suivra immédiatement de lexistence d’un bruit blanc. Quand K; est dé-
terministe, la mesure martingale est donnée comme mesure image de bruit blanc, et
le cas général suit d’employer le changé de temps.

Théoréme 1-5-2 :  Soient (2, F,(Fi)i>0, P) un espace filtré et v une mesure
aléatoire positive continue o— finie, vérifie :

v(da,dt) = ¢(da)dKy,  (K}) continue et croissant.
(q) prévisible.

FElle existe dans une extension :

~ ~

O=Qx0FRF (F,® F)iso, P& P)

une mesure martingale continue N avec intensité vy, obtenu comme mesure image
changé de temps de bruit blanc.

De plus, N est orthogonale & tout mesure martingale (F;, P) continue M.
Preuve
i)  On suppose que K; est déterministe.

On peut construire dans un espace auxiliaire (Q, F.F, P) un bruit blanc B avec
intensité \(du)dK, ou \ vérifie les suppositions de théoréme 1-5-1. Dans I’extension

(Q“ﬁ'?(ﬁ.t)tz()?p):(QXQ7f®ﬁv(ft®ﬁ.t)t207P®p)a

B est une mesure martingale continue avec intensité déterministe et alors un F,—bruit
blanc (Proposition 1-3-3 ). Soit ¢(t,u) un processus prévisible vérifiant (1.5). 11 est
clair que ¢ est P ® U mesurable, P—été le c—champ prévisible dans I’extension (2.
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Par ’exemple 1-3-4 et (1.5), la famille
t
Nifw, i )= [ [ Lalotw,s.w)Blids,du), A€
o Ju

est une mesure martingale continue avec intensité :

N ADe = [ [ 1ot ) (B dsw)

_ /Ot]/ La(o(w, 5, u))\(du) dK,

= 5((0,t] x A).

De plus, B et tout (F;, P) mesure martingale M sont orthogonales (par construction,
M est encore dans une F;—mesure martingale ). Nous vérifions cela pour chaque
fonction étagé prévisible h, les mesures martingales

/ / B (ds, du)

et M sont orthogonales, et que cet propriété est plus généralement vérifie pour h dans
L*(dP ® q;(da)dK;). Qui implique immédiatement I'orthogonalité de M et N.

ii)  Si K; n’est pas déterministe, on considére :
n, =inf{s >0, K,>1t}.
7, est alors l'inverse croissant de K; : On peut considére la mesure aléatoire
o—finie
y(dt, da) = gy, (da)dt,

ol gy, est prévisible (pour la filtration F;, ).

Selon & i), on peut construit un bruit blanc B avec intensité A(du)dt, ¢ un pro-

cessus prévisible (pour F,, ), tels que :

t
N(A) = / / La(p(w, s,u))B(ds,du) définie pour t > 0, A € &,
U

est une F,, —mesure martingale, avec intensité y(dt, da).
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On considére maintenant la F;—mesure martingale

définie par M;(A) = N, (A). L'intensité de M est alors g;(da)dK;, puis que :

(M(A)), = /O " /E La(a)ay, (da)ds

_ /O t /E 14(a)gu(da)dK,

1.6 Reésultat d’extension

Nous pouvons décrire toutes les mesures martingales pendant que le temps chan-
geait des mesures d’images de bruits blancs. Pour obtiennent cette propriété, il est
nécessaire d’utilisé un résultat d’extension, (cette idée est due & Funaki [14] ), et le
théoréme suivant est ainsi fondamental.

Théoréme 1-6-1 :  Soit (0, F, (Fi)i>0, P) un espace filtré, E et E deuz espaces
de Lusins et M une mesure martingale continue avec intensité q,(da)dK; sur Ry x E,
ot Ky est un processus continue croissant et (q:(da))i>o est une famille F,—prévisible
des mesures aléatoires.

Soit ry(a,da) un noyau prévisible de probabilité de transition de E dans E et
définie la mesure prévisible o— finie Py(da,da) dans Ry x E x E comme suivante :

P,(da,da) = q(da)r(a,da).
Alors elle existe dans une extension
QxQFQF,P®P)
une mesure martingale continue M,(da,da) avec intensité
dK,P,(da,da)

et dont la projection sur Ry x E est M, i.e.

M(Ax E, (w,0)) = My(A,w), YAEA (w,d)eQxQ, Vt>0.
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Preuve Soit N une mesure martingale continue sur E x E, construit dans un
espace auxiliaire (Q, F, (]}t)tzo, f’) avec intensité
dK,P,(da,da)
tels que N et chacun F;—mesure martingale sont orthogonales (théoréme 1-5-4).

a- On consideére :

:/Ot/ErS(a, C)M(ds,da)Jr/Ot /EXE(lc(a,d)—rs(a, C))N(ds, da, da)

VO e E®E, on rs(a,C):/lc(a,&)rs(a,dd)
E

Les deux termes de droite de 1'égalité ci-dessus sont des mesures martingales
continues orthogonales. {Mt(C ), Ceé&® Et> 0} est alors une mesure mar-

tingale continue avec intensité donnée par :

/; /E ra(a, C) M (ds, da)

< +/0 /E (1o(a, &) — ro(a, C))N(ds, da, da)

:/ th/gaC'qsda
(0,¢] o

/ 0 / 1o(a, @) — ry(a, C))* Po(da, da)

ExE

puis que M et N sont orthogonales, alors :
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/ th/ T?(a,C’)qS(da)
0,4] E
lo(a,a) +72(a,C)
+ / e / ~
(0,¢] ExE —2r(a,C)1c(a,a)
/ th/rg(a, C)gs(da)
0,4] E

+ th/ 1e(a,a)rs(a, da)gs(da)
ExXE

qs(da)rs(a, da)

-2 th/ r5(a,C)le(a, a)ry(a, da)qs(da)
ExXE

(0,¢]

+

/ e / (4, C)ry(a, di)gs(da)
(0,¢] ExE
/ th/rg(a, C)qs(da)-l—/ th/rs(a,C’)qs(da)
(0,4] E (0,4] E
i / iK, / ra(a, O)rs(a, C)gy(da)
(0,t] E

+/ th/Tz(a, C’)Ts(a,E)qs(da)
(0,¢] E

rs(a,.) est une probabilité

(i)

t

[ ar [ eotdo + [ ak [ e Outdo

(0,¢] E (0,4] E

—2/ th/ r?(a,C)qs(da)+/ th/ r2(a, C)qs(da)
(0,¢] E (0,¢] E

/ th/rs(a,C’)qs(da)
(0,4 E

/ Ak, / Py(da, C)
(0,1] E

/ 4K, P.(E, C)
(0,t]

/ thPs(C)
(0,2]
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b-  On suppose que C est dans &

lo(a) — / rs(a,da)lc(a) = 1o(a) — 1o(a)[rs(a, E)] =0

E

et alors :

VL(C) = /0 t /E ra(a, C)M(ds, da)
M,(C)

- t

On peut applique cet résultat a les martingales carrés intégrables, par les inter-
prétés comme des mesures martingales dégénéres. <
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Chapitre 2

Approximation des mesures martingales.
Application au controle de diffusion

2.1 Introduction

Soit v une intensité se désintegrant sous la forme :
v(da,dt) = q(da)d Ky,

ou (K;) est un processus prévisible croissant, (¢;) est une mesure de probabilité estimé
processus prévisible. La mesure martingale M est alors continue. On aura supposé de
plus que K = 1.

Par des construction analogues a l'intégrale d’Ito, avec plus de définitions pour
une fonction P ®&—mesurable F' définie sur Q xR, x E, (P est le o —champ prévisible
sur 2 x R, ), et appartient & L?(dP ® dry), I'intégrale stochastique de F' par rapport
a M, dénoté par M (F).

On considére dorénavant les mesures martingales orthogonales localement de carré
intégrable.

Le théoreme principal de ce chapitre est le résultat de stabilité de 1’espace des
mesures martingales. La motivation est d’abord un probleme d’approximation dans
le controéle des diffusions, quand non seulement la dérive, mais aussi les variances sont
controlées. Ce probléme sera étudié en détails dans la derniére partie de ce chapitre.

Théoréme 2-1-1: Soit M une mesure martingale orthogonale continue définie
sur 2 x [0, T] x E, avec intensité :

v(da,dt) = q(da)dK;.

On considére une suite des mesures aléatoires prévisibles (V" )nen convergeant faible-
ment vers v sur E x [0,T] P-p.s, tel que :

YUE x.)=vFEx.) P—p.s.
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Alors elle existe sur une extension de l’espace de probabilité, une suite des mesures
martingales continues orthogonales M™ définie sur E x [0,T], avec intensité ~", tel
que :

Pour tout fonction bornée prévisible ¢ de Q2 x [0,T] x E vers R, continue dans les
E—wvariables,

Jim B[(M}(g) = Mi(9))] =0.
Puis que v"(E x .) = v(E x .), " peut étre décomposé,

y*"(da, dt) = q*(da)d K,

ou: ¢(E)=1.

Pour obtenir, ce théoréme, on l'aura griace a la généralisation de théoréme de
représentation de Skorohod 'existence d’une suite des mesures aléatoires m” sur E X

E x [0,T] vérifie :
m™(dzx, dy, dt) = m; " (dx, dy)dKy;
my " (dw, E) = g;'(dx);
my " (B, dy) = ¢:(dy),

et converge faiblement vers une mesure portée seulement par le diagonal. Alors, la mé-
thode suivante a été détaillée dans le chapitre 1, on aura construit sur une extension
de 'espace de probabilité une suite des mesures martingales M™ avec intensité la pro-
jection dual prévisible de m”, avec premiére martingale M" et deuxiéme martingale
M ; la suite (M™) serait approximation de M.

Une application amusante de ce théoréme est la suivante : Si E est un ensemble
compact, chacun mesure martingale continue peut étre obtenu comme une limite
dans L?(Q) d’une suite des intégrales stochastiques changés de temps par rapport au
mouvement Brownien singulier.

Plus précisément, on a :
Théoréme 2-1-2 :  On suppose que l’espace de Lusin E est un espace compact.

Soit M wune mesure martingale continue orthogonale avec intensité q;(da)dt sur
E x [0,1].

Alors elle existe une suite des processus prévisibles E—estimé (u®(.))ren, et un
mouvement Brownien B définie sur une extension de l’espace de probabilité 2, tels
que :

vVt € [0,1], V¢ une fonction bornée continue de E vers R,
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lim F
k——+o0

(Mtwn -/ t ¢<u’“<s>>st)2 0

Ce théoréme est dérivé de théoréme 2-1-1 et une lemme d’approximation fonda-
mentale obtenu premiérement pour des mesures déterministes et alors généralise les
mesures aléatoires [11], [8], connu sur le nom de chattering lemma.

Un résultat semblable pour une intensité plus générale

qi(da)d Ky,

[K est continue | peut étre déduit par changement de temps.

Chattering lemma 2-1-3 : Soit (¢;) un processus prévisible, avec des valeurs
dans l'espace des mesures de probabilités sur E. Elle existe une suite des processus
prévisibles (u*(t))ren tel que la suite des mesures aléatoires

(3, (da)at)
converge faiblement sur £ x [0, 1] vers :

qi(da)dt P —p.s, quand k — +oo.

Ce lemme laisse d’obtenir une intégration trés satisfaisant de I’ensemble U/ des
processus prévisible F—estimé (u;) dans I’espace R des mesures de probabilités sur
E x [0,1] qui se désintegre dans la forme

q:(da)dt,
q: est une probabilité de transition de R, dans E, par I’application :

Y u— Y(u)(da,dt) = d,,(da)dt.

Alors on montre 'intérét des théorémes 2-1-1 et 2-1-2 pour le controle optimal
d’un processus de diffusion (dégénéré ).
La diffusion controlé a la représentation stochastique suivante :

{ dXP = b(t, X1, u)dt + o (t, X, uy)dB, 1)

u
Xy =2z,
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ol u est un processus prévisible E—estimé (E été un ensemble compact ), et on veut
optimiser sur les valeurs du processus u une fonction de cotit dépend de X et u. Une
politique optimale n’existe pas nécessairement dans U, I’ensemble 4 des processus
prévisibles n’étant pas doté avec une topologie compact. L’idée usuelle dans le théorie
de controéle [13], [12], [7], [17], est d’intégrer cet ensemble dans R, qui est compact
(pour la topologie faible ) si E est compact, utilisant un- par- un l’application 1)
définie auparavant. Dans ce théoréme de controle les éléments de R sont appelés des
controles relaxés.

On doit généraliser la notion du processus X* de diffusion contrélé par un pro-
cessus u de U & celui du processus X?¢ de diffusion controlé par le controle relaxé
q:(da)dt. Le générateur £7 de la dernier serait naturelle et définie linéairement par
rapport a le générateur L% de X*, a € E, par apport :

qu(t,:v):/E,C“f(t,x)qt(da).

Dans [10], il est montré qu’une solution de processus continue du probléme de
martingale s’est associée a ce générateur peut étre représenté comme une solution
d’équation différentielle stochastique :

de:/b(t,Xf,a)qt(da)dt+/a(t,th,a)M(da,dt), (2.2)
E B

ot M est une mesure martingale continue avec intensité le controle relaxé ¢;(da)dt.
Le chois de M est bien sur n’est pas unique.

Le probléme de controle relaxé [associé avec un de ses diffusions | est alors plus
facile a résoudre, grace a la compacité de I’ensemble R, et I'existence d’un controle
optimal pour ce probléme a été prouvé dans [7]. Grace a la représentation de diffusion
controlée comme solution d’une équation différentielle stochastique, au chattering
lemma et au théoreme de stabilité étudié au dessus, nous sommes capable de comparer
le probleme relaxé par le probléme initiale. En particulier on prouve que X9 est obtenu
comme une limite dans L?(Q2) d’une suite (X“") des processus controlés, solutions de
(2.1), et montrer que la suite des fonctions de coiits de ces diffusions converges vers
la fonction de cotit associé a la diffusion relaxé X9.

Les résultats de la convergence en lois ont été déja obtenus dans [7], [17] et [23],
par des arguments de tension, sous les hypothéses d’unicité en lois des équations
controlées. La, on obtient avec des arguments simples une convergence dans L?(£2),
sous des suppositions usuelles sur les coefficients des équations controles.
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2.2 Théoréme de stabilité pour les mesures martingales

Lemme 2-2-1 : Sous les hypothéses de théoréme 2-1-1, pour presque tout w,
elle existe une suite des mesures de probabilités aléatoires sur E x E x [0,T],

m™(w, da, da, dt),
vérifient :
m™(w, E,da,dt) = y(w,da,dt) = q¢(w, da)d K, (2.3)
m™(w, da, E,dt) = " (w,da,dt) = ¢} (w, da)dK; (2.4)

et converge faiblement vers une mesure de probabilité aléatoire m(w, da, da, dt) sur
E x E x [0,T], tel que :

m(w, da, da, dt) = ~v(w, da, dt)d,(da).

Preuve Fixons w € () tels que :
(¢ (w, da)d Ky)
converges faiblement vers :
qi(w,da)dK;, sur E x [0,T].

Grace a la généralisation de théoréme de représentation de Skorohod [26], on peut
construire un espace de probabilité auxiliaire €2 et des variables aléatoires

Xy (@), X7 (w), Ty ()

avec des valeurs respectivement dans E, E, [0, T], mesurablement dépend sur w, tels
que :

(XZZ(QI)), Tu}(ﬁ))) a de loi q?(wu da)th)
(qu;}o(w)v Tw(w)) a de loi Qt(wa da)thy
et :

(X"(w)) converge pour tout @ de Q vers X°(w)
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Alors :

(X (w), Xo2(w), T, (w))  converge (partout ) vers (X2 (w), Xoo(w), Toy(W)).

La loi m"™ de (X[, X, T,,) répond au probléme. <«

Remarque 2-2-2 : La marginale en temps de m” est la mesure prévisible d K,
la projection duale prévisible de m™ peut étre disintégré sous la forme

Q7 (da, da)d K,

ol (" est un noyau prévisible. (Il suffit pour appliquer le théoréme désintégration
pour les projections prévisibles duales des mesures aléatoires [21] ).

Nous prendrons alors pour chaque fonction P ® £ ® {—mesurable f définie sur
Qx[0,T]x ExE,

E {/ f(s,ajd)m”(da,dd,ds)} =F [/ f(s,a,a)Q%(da,da)dK| . (2.5)
[0,T)xE? [0,¢]x E2

De plus, la seconde martingale de m™ est le processus prévisible (g;),
QY (E,da) = ¢(da) dK;® P — p.s.
Dans le méme sens, la mesure prévisible m est disintégrée sous la forme :
Q¢(da, da)d K,

ou () est un noyau prévisible.

Lemme 2-2-3 : Soit n fixé dans N. Donnent une mesure aléatoire prévisible
Q7 (da,da)dK; sur E x E x [0,T], elle existe sur une extension de I’espace de proba-
bilité :

(exQFef Ref Pap)

une mesure martingale continue orthogonale M™ définie sur E x E X 0,77, avec
intensité

Q7 (da, da)d Ky,

et avec deuxiéme martingale égale a M.
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Preuve Ce résultat est exactement le théoréeme 1-6-1 de chapitre 1. On a supposé
que :

QM (da, da)dK, = Q" (da, &)q(da)dK, P —p.s,

est le noyau qui construit la mesure martingale M " (sur une extension de {2 ), et

//Q” 2) M (di, ds) + /[EE a,8) — O"(f,4))R"(da, di, ds)

Q" (f.) = [E £(a,0)Q"(da, dur).

ou :

Preuve de théoréme 2-1-1 On utilise naturellement la mesure martingale M
construite précédemment.

La premiére mesure martingale de M™ définie une mesure martingale continue
orthogonale M™ sur E x [0,T] comme suivant :

VAe¢, vtelo,1]:

:/OthQ;‘(A,&)M(da,ds)+/Ot/EXE(1A(a)—QZ(A,&))R”(da,da,ds).

La suite des mesures martingales (M"™) approxime la mesure martingale M dans le
sens de théoreme 2-1-1 :

Considérez d’abord une fonction bornée ¢ définie sur E.

Selon les résultats ci-dessus, on a :

t
M (p) = / /E ; ¢(a)M™(da,da,ds) premier mesure martingale de M™.
X

t
M, (p) = / /E . p(a)M"(da,da,ds) deuxiéme mesure martingale de M"
X

Ainsi :
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2

¢
/ / o(a)M"(da, da, ds)
0 ExE
t ~
- / / e(a)M™(da,da,ds)
0J ExE

- 2_

- E / / )N (da, da, ds)
.y / / XE[go(a)—w<a>]2<M”<da,da,ds>>:
= E //EXE 0(0)]*Q% (da, da ds)}
- | [ XE[go(a)—so(anzm”(da,da,ds)}

par la définition de la duel projection prévisible de m™ (2.5).
Selon au lemme 2-2-1, il tends vers 0 quand n tends vers l'infinie, utilisant la
bornétude de ¢ et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. <«

E[(M () — My(9))’] = E

La généralisation de ce résultat a la fonction prévisible ¢ continue dans E—variable
est obtenu grace au résultat suivant : il est prouvé dans [19] que la topologie faible
sur R (espace des mesures aléatoires sur F X [0, 7] ses projections sur [0,7] est la
mesure de Lebesgue ) est le méme comme la topologie stable, i.e. la topologie ou
la convergence est nécessite pour des fonctions mesurables bornées continues dans le
E—variable.

Remarque 2-2-4 : De plus, par I'inégalité de Doob, on obtient que :

E

t<T

(sup (M) - Mt«o)))Q] 0, quand n— +oo.

Remarque 2-2-5 : La construction précédent implique en particule que :

VneN, Vtel0,T]: M(E)=DM(E).
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2.3 Approximation par l’intégrale stochastique d’un mouve-
ment Brownien

Soit M une mesure martingale continue orthogonale avec intensité ¢;(da)dt, définie
sur £/ x [0,1], ou E est un ensemble compact. On a vu (chattering lemma ) que la
mesure aléatoire ¢;(da)dt définie sur Q x E x [0, 1] est approximé par une suite des
mesures atomiques de la forme &, (da)dt, pour la topologie faible sur 'espace des
mesures sur F x [0, 1], et ce étre vrai pour presque tout w de €.

Par théoréeme 2-1-1, elle existe une suite des mesures martingales continues ortho-
gonales M* avec intensité Oyk(p)(da)dt qui converge vers M.

Les mesures martingales M* peut étre représenté comme des intégrales stochas-
tiques par rapport au méme mouvement Brownien. Vraiment, on peut montré [pro-
position 1-3-1 chapitre 1 | que pour chacun événement A de F,

t
MH(A) = / La(a)dm,

ot m¥ est une martingale continue définie par :
my = MF(E).
Mais on a noté dans (remarque 2-2-5) que pour chaque :
keN, MFE)=M(E).

M (E) est une F;—martingale continue avec processus & variation quadratique ¢, ainsi
est un F;—mouvement Brownien (indépendant de k ) qu’on aura dénoté par B.

On a finalement obtenu que pour une fonction continue bornée ¢,

t
Ve (0,1, MHp) = / o(ut)dB,,
0

( /0 ' p(ub)B, - Mt(w))2] -

Remarque 2-3-1 : Puis que, pour chacun fonction ¢, M (¢) est une martingale
continue avec processus croissant

/Ot { /E ¢2(a)qs(da)} ds,

et que :

lim F

k——4o00
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M () peut étre représenté comme une intégrale stochastique par rapport a le mou-
vement Brownien ¥ sous la forme :

t
Myp) = / VEdw?,

0

o vy = (f w2<a>q5<da>);.

Il est clair que V¥ est non linéaire dans ¢ et ainsi le mouvement Brownien W% dépend
sur .

L’intéressant de théoréme 2-1-2 est de donné une approximation de M;(yp) dans
L?(2) par des intégrales stochastiques par rapport & un mouvement Brownien "cano-
nique", qui est : non dépendu sur la fonction .

Remarque 2-3-2 : Dans le cas ot le temps marginale de 'intensité de la mesure
martingale n’est pas une mesure de Lebesgue, mais la mesure aléatoire dK;, K est
continue et croissant, le résultat semblable peut étre obtenu grace au changé de temps.
On considére l'inverse de K, :

n, =inf{s >0, K,>1t},

7, est continue et croissant de [0, 1] vers [0, 1].

La fonction aléatoire N définie sur Q x £ x [0, 1] par :
Ni(A) = My, (4)

est alors une F,, —mesure martingale avec intensité ¢, (da)dt.

Selon au théoréme 2-1-2, on peut définie un J,, —mouvement Brownien B et une
suite des processus prévisibles E—estimé (@*) (pour la filtration 7, ) tel que pour
chaque événement A € £, la suite :

t
/ 14(a*)dB,
0

converge (pour chaque ¢ ) dans L?(2) vers N,(A).

On déduire de cela que pour chaque fonction bornée continue ¢,

( / " ()5, - Mt<so))2] 0,

lim F
k—-4o00
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2.4 Application au contréle optimal d’une diffusion avec co-
efficient de diffusion contro6lé

On étudie dans cette section ’existence d’un controle optimal pour une diffusion
qui est solution de 1’équation :

{ AXP = b(t, X! ug)dt + o(t, X2, u,)dB, 26)

(Y —
Xy ==z

ol B est un F;—mouvement Brownien, b et ¢ sont des fonctions continues bornées,
respectivement de R, x R x £ dans R? et de R, x R? x E dans I’espace de (d x k)
matrice, b et o étaient uniformément Lipschitziennes continues sur R¢ variable (on
n’a pas besoin de la supposition de non dégénération sur o ), z € R, et le processus
de controle u est F;—prévisible avec valeur dans I’ensemble métrique compact E. [On
dénoté ensuit par U ’ensemble de chacun processus |.

La fonction de cotit J sur U'intervalle de temps [0, 1] est donné par :

J(su) = E Vol h(s, X, us)ds + g(X")

ot les fonctions g et h sont supposé mesurables et bornées respectivement de R et de
R, x R? x E vers R. (On considére I'intervalle de temps [0, 1] dans 'ordre d’appliqué
directement le théoreme 2-1-2, mais le résultat peut étre généralisé évidemment pour
tout intervalle de temps [0,77] ).

L’objectif du controéle est d’optimiser cette fonction de cotit du processus u sur U.
On appelle : fonction de valeur la fonction :

V(z) = inf J(z,u),

ueU

et controle optimal un controle qui réalise cet infinimum.

On va relaxer le modeéle de controle, comme s’était expliqué dans 'introduction
de [26]. Dans le chapitre 3 et [7], 'existence d’un controle optimal relaxé est prouvée
plutot facilement grace a la compacité (pour la topologie faible ) de ’ensemble des
controles relaxés. 11 est de plus montré que I’ensemble des lois des variables aléatoires
(dtd,,(da), X") est dense (quand u € U ) dans 'ensemble des lois des variables aléa-
toires (q;(da)dt, X?) sur R x C(R, x RY), sous les hypothéses d’unicités faibles des
solutions des équations controles. L’égalité des fonctions de valeurs pour les problémes
des controles initiales et relaxés est alors obtenu. On remarque que aucune condition
simple n’assure cette unicité en loi.
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Gréace a la représentation trajectorielle des diffusions associée avec le modéle relaxé
(dans des termes des mesures martingales ), on verra obtenu unicité fort pour les
solutions de ’équation controlé sous les hypothéses usuelles (continuité Lipschitzienne
des coefficients ) et verra donné un résultat d’approximation dans L*(Q2) pour la
diffusion relaxé X par une suite des diffusions controles X*" (modeéle initiale ), et la
convergence des fonctions de cotits associées.

2.4.1 Description d’un modéle relaxé

On sait qu’en théorie de controle stochastique de diffusion et en absence des hypo-
theéses supplémentaires de convexité sur les coefficients b et o, le probléme de controle
stochastique optimal, en générale, ne posséde pas de solution optimale.

Pour cela on injecte I'espace des controles admissibles ¢ dans un espace plus large
qui posséde de bonnes propriétés de compacité et de convexité, cet espace est celui
des controles relaxés noté R, qu’on va définir.

Position du probléme

Soit (2, F, (F;)i>0, P) un espace probabilisé filtré, [0, 7] C R, est ’ensemble d’in-
dices et U 'ensemble des controles admissibles & valeurs dans I'espace A, dont ce
dernier est supposé d’étre compact.

Soit P([0,7] x A) I'ensemble des mesures de probabilités sur [0, 7] x A, dont la
projection sur [0,7] coincide avec la mesure de Lebesgue sur R, dt. Cet ensemble
muni de la topologie de la convergence faible des mesures, est un espace maitrisable
compact.

L’espace des controdles relaxés R

Définition 2-4-1 : On appelle contréle relaxé toute application mesurable :

w(.da,dt) : Q— P([0,T] x A)
w — p(w,da,dt) = p(da,dt).

Notation 2-4-2 : Dans tout la suite, on notera I’ensemble des controles relaxés
par R.

Définition 2-4-3 :  Le processus (qi)ier, , définie pour tout t € [0,T] par :
@: R — P(A)
= a(p) = py,
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est appelé le processus canonique sur R, et la filtration (V,)icr, définie par :

v =0(qs, 5 < 1),

pour tout t € [0,T], est dit la filtration canonique.

La topologie de ’espace des controles relaxés R

L’espace R comme un ensemble de mesure est classiquement équipé de la topologie
faible. On donne la définition de la convergence faible (ou convergence étroite ).

Définition 2-4-4 : Une suite des controles relaxés (u™)nen C R est dit conver-
gente vers u € R, si pour toute fonction continue & support compact sur [0,T] x A
notée f, on a :

lim f(t,a)u™(dt,da) = / f(t,a)p(dt, da).

=10 Ji0,T)x A [0,T]xA

Cependant, et comme tous les élément de R ont la méme martingale sur [0, 77 ; qui
est la mesure de Lebesgue, il est possible de modifier considérablement la convergence
faible et d’affaiblir les hypothéses sur f en obtenant un autre genre de convergence,
qui est la convergence stable, comme suit :

Proposition 2-4-5 : Supposons que (p") converge vers p dans R. Alors, pour

toute fonction mesurable :
f:00,T] x A— R,

telle que pour tout ¢t € [0, T, Papplication :
ft,.): A—=R

a— f(t,a) est continue,

on a :

lim f(t,a)p"(dt,da) = / f(t,a)p(dt, da),

=40 Jio,T]x A [0,T]x A

et ce genre de convergence est appelée : <convergence stable>.

La description d’un modéle relaxé

On verra relaxé le modéle par fait la dépendance dans les dynamiques linéaires
sur le controle (dans un certaine sens, le modéle devenu simple ) : Uopérateur de la
diffusion controlé X7 (g est un controle relaxé : ¢;(da)dt € R ), est donné par :
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CIf(X) = [E £2F(X)qi(da)

d d
= [ R C0n X0+ 5 Y £ (et X o) | alda)
=1 2,j=1

ou: a(t,X,a) =o(t,X,a)o*(t, X, a).

Soit (C, €) I'espace des fonctions contiues de R, dans R? doté avec la filtration
naturelle (¢;), et on considére I'extension de (2, F, F;, P) définie par :

Q=0xC; F=FRC, F,=nNt(F,2C,).

Soit X; un processus canonique sur C.

Par suivant Jacod-Memin [20], nous appellerons la solution du probléeme de mar-
tingale associée avec L£? une mesure de probabilité P définie sur €2 tel que :

Vi CARY;  F(X) - F(Xo) - / t /E LX) gy (w, da)ds (P)

est une P martingale.

Si l’espace E [ou le processus u prend ces valeurs | est un ensemble des points fini,
E ={ay,...,ay} alors :

gi(da) = q/da,3,

ou pour chaque t,
1>¢/ >0 et > ¢l =1

On peut alors facilement prouvé que P est un loi de processus X solution de
I'E.D.S :

N N
dX, = > b(t, Xeoap)gidt + Y ot Xo,a;) () 2dW],

j=1 j=1
ou (W4 );Vzl est un mouvement Brownien N —dimensionnale définie sur une extension
de lespace €. (Cf : [23], [7], chapitre 3 ).

Le processus M définie par :

N

t
M(Ax[0.) =3 / (@) 3 Lo, ey IV

J=1
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peut étre vu comme une mesure martingale et cette notion nous permet de donné une
représentation trajectorielle des solutions de (P).

Le suivant résultat est prouvé dans ([10] théoréme IV2 ) :
Théoréme 2-4-6 :

1) P est la loi d’un processus adapté d—dimensionnale et continue X sur une
extension de l’espace (), solution de I'E.D.S :

Vie{l,..,d};

) d ’
ixi=3 [ outXoantadn+ [ bt Xooudad ()
XO = Z

ou M = (M*)!_, est une famille de d—mesures martingales continues forte-
ments orthogonales avec intensité q,(da)dt.

2)  Siles fonctions o(t, X, a) et b(t, X, a) sont continues Lipschitziennes sur X,
uniformément en (t,a), on a Uexistence fort et l'unicité pour les solutions de

N

(E), dans le sens que [’existence et ['unicité trajectorielle sont obtenu pour donné
une mesure martingale M .

2.4.2 Approximation d’un modéle relaxé

Les théorémes que nous allons énonces maintenant, nous affirme que le probléme
de controle relaxé est vraiment une extension du probléme de controle ordinaire et ceci
en démontrant que I'infinimum de la fonction de cotit pris permis tous les controles
relaxés ¢ € R, est le méme que celui pris permis tous les contréles ordinaires u € U.

Lemme 2-4-7 (chattering lemma) : Soit ¢ un controle relaxé, alors elle existe
une suite (u™),en des controles ordinaires admissibles ((u"),en C U) telle que :

q;(da)dt converge vers ¢;(da)dt,

et ceci en posant : ¢} (da)dt = 6,p(da)dt.

En d’autre termes, pour toute fonction f telle que :

f: [0,T] xR™x P(A) — R
(t,X, qt) — f(t,X, qt)

est continue sur [0,7] x P(A) et linéaire en ¢;, on a :
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t t
lim / f(s, X5, q)ds = / f(s, X5, qs)ds uniformément en ¢ € [0,7].
0 0

n—-400

Preuve : voir fleming [11].«

Théorémes d’approximation d’un modéle relaxé

Soit ¢ un controle relaxé et M une mesure martingale continue d—dimensionnale
avec intensité g. On dénoté par X = X7 la solution de I'E.D.S associé (F).

Soit (u™) une suite des processus prévisibles F'—estimé définie dans le lemme 2-4-7.
On verra prouvé le théoréme d’approximation suivant :

Théoréme 2-4-8 :  Elle existe une suite des diffusions (X™) solutions des E.D.S
(2.6) associée respectivement avec les controles u™ tel que :

lim F
n—+o0 | 4e(0,1)

sup (X} — Xt)z] = 0.

Preuve Dans le théoréme 2-1-2, il était prouvé que la suite des mesures martin-
gales d—dimensionnelle M™ définie par :

t
Mp) = [ 1a)ab,
0
ol B est un mouvement Brownien standard d—dimensionnale, converge vers M dans
L3(92).

On introduire le processus X" solutions des E.D.S (E) associée par M™.
On montre la convergence dans L*(€2) pour chacun coordonné de processus .i.e.

. d t
vie {lndh: Xp=Y /0/Eaik(s,X;‘,a)M"’k(da,ds)

t
+/ / bi(s, X7, a)dyn(da)ds.
o/ E

et :

d t
i = . k
Xt o Zk:l /O /E 02k<8aX57a)M (da,ds)

¢
+/ / bi(s, X5, a)qs(da)ds.
o) E



Donc, soit ¢ € [0,1] :

El(xr-x)'] = B

IN

2K

+2E

Zk 1/ / ou(s, X", a)M™*(da, ds)

t
+// bi(s, X7, a)dyn(da)ds
o) E
4 t
—Z // oir(s, Xs, a)M*(da, ds)
k=1) o) &
¢
—// bi(s, X5, a)gs(da)ds
4 // oir(s, X a)M™*(da, ds)
k=1
// oir(s, X, a)M*(da, ds)

/ bi(s, X7, a)dn (da)ds
o) E

_/; /E bi(s, X, a)qs(da)ds

d’aprés I'inégalité (a + b)? < 2a” + 202,

t
/ / oir(s, X7, a)M™*(da, ds)
o) E

h=t / / oir(s, X, a)M*(da, ds)

+2F

/ / (5, X7, a)8y (da)ds
_/; /E bi(5, Xo, a)q(da)ds

37
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En ajoutant et en retranche les termes :

t
//Uik(s,Xs,a)M"’k(da,ds)
0o JE

dans le premiére terme de droit, et :

! t
/ / bi(, Xy @)0ug (da)ds = / bi(s, X, uf)ds
0 JE 0

dans le deuxiéme terme de droit, et on utilise :

(a +b)* < 2a” 4 2b%;

/ / oir(s, X", a)M™* (da, ds)
t

—/ / oir(s, Xs,a)M™*(da, ds)
0 E

¢ 2
/ / oir(s, Xs,a)M™*(da, ds)
oJ E

_/:/Egik(s,Xs,a)Mk(dade)
// (8, X7, a)dyn (da)ds

- / bi(s, Xs,ul)ds
0

alors (*) devient :

E[(X’” X7) ]<sz 1

+K Zzzl E

2

+KE

¢
/ bi(s, Xs,ul)ds
0

_/Z/Ebi(s,Xs,a)qs(da)ds

+KE
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En pose :

k=1

E [(th’i—Xi)Q] <K {i{ﬂ + Ty} + T3 +T4} .

ou K est une constant change de ligne a ’autre.

/ / oir(s, X a)M™*(da, ds)

L _/:) /E il Koy )M, do)
_ b ( [ [t x2.0) = ot Xowa] a7 d8>)2]

- FE //azksX a) Uik(s,Xs,a)F(Su?(da)ds]

2

Tl — E

puis que &, (da)ds est intensité de M™F.

t
T < K / E (X — X.)*] ds
0

ou K, est une constant Lipschitzienne de o.

</ot/Eaik(s,Xs,a)M”’k(da,ds) — /Ot/EUik(S,Xs,CL)Mk<dCL, ds))2]

T5 tends alors vers 0 quand n tends vers I'infinie, par définition des mesures martin-
gales M™.

T, = E ( / / (5, X7, )3up (da)ds — /Ot [E bi(s,XS,a)éu?(da)ds>2]
_ B (/0 bi(s, X7 S)ds—/otbi(s,Xs,u?)ds)zl

t
< K,f/ E (X" - X,)*ds
0
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ou K est une constant Lipschitzienne de b.

(/Ot /E o el () = /ot /E bi(s, X, a)CIs(da)d8> 2]

utilisons la convergence dominée, T} tends vers 0; quand n tends vers l'infinie, puis
que 0,»(da)ds tends vers gs(da)ds présque stirement et b bornée "lemme 2-4-7".

T,=F

On a montre finallement que :

Bl - X)) < K {f{ /Ot E[(X"~X,)"] ds+ Kn]

Vi € {1,..,d}, avec lim K, =0

n—-+00

et K = max(K2 K}

Lemme de Gronwall : Soit g une fonction continue de R vers R telle que pour

tout ¢t > 0, on a :

t
g(t)ga—i-ﬁ/ g(s)ds, aveca>0 et >0
0

ol « et [ sont des constantes.
Alors :

g(t) < aexp(ft). «
Alors :

E [(X;“' - X;‘)2] < K x K, exp(K.Kt)

i.e.

lim B [(X} — X;)?] = 0.

n—oo

Par l'inégalité de Doob et remarque 2-2-4, on peut de plus obtenir la convergence
uniforme sur ¢ € [0,1] :

lim F

n—oo

sup (X' — Xf] —0. <
te(0,1]



41

Théoréme 2-4-9 :  Soit (J,,) la suit des fonctions de cotits associées avec (X¥") :

Jo(zu) = B [/Olh(s XU u)ds + g(XI")

les fonctions h et g sont supposés continues et bornées respectivement sur R, x R4 x E
et sur RZ.

Alors elle existe une sous-suite (Jp,,) de la suite (J,) qui converge vers J quand
n tends vers l'infinie, ot J est la fonction de coit associée avec la diffusion relaxé :

[/ / 5, X7, ), da)derg(Xq)}

Preuve Puis que X converge vers X; dans L?(f2), uniformément dans ¢ € [0, 1],
elle existe une sous-suite X;" qui converge vers X; pour chaque ¢ € [0, 1], presque
slirement sur w :

1
/ h(s, X ut ds—/ / (s, Xs,a)qs(da)ds
|, (2,0) — J(z,u)] = |E 0

LX) — g(X1)

/ / (5, X7, a)5, s (da)ds

_/0 /E h(S,X&a)qs(d(I)dS-i-g(ka) —g(X1>

IN
t

En ajoutant et en retranchant :

! 1
s X ts = [ s, X0y
0 JE 0

/ / (s, X%, a) — h(s, X, a)] 0, (da)ds

1
| o, (z,u) — J(z,u)| < E +/ / h(s, X, a)d,m (da)ds
o) E

[ ] s Xeaatdalas 4 g(x24) - g(x)
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(2, 0) — J(z,0)| < EU/ B(s, X1, a) — h(s, X, )] 8, (da)ds

/; /E h(s, X5, a)d,m (da)ds
_/: /E h(s, Xs, a)qs(da)ds

+E[lg(X7*) — g(Xa)l]

Le premiére (resp : le troisiéme ) partie de terme droit tends vers 0, par la continuité

+E

et la bornétude de la fonction h (resp : de la fonction g ), le deuxiéme partie tends vers
0 par la définition de la suite u™ (h était borné, on utilise la convergence dominée
)<

Remarque 2-4-10 : L’égalité des fonctions de valeurs pour les problémes de
controle initiale et relaxé est alors un corollairement immeédiate de théoréme 2-4-9.
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Chapitre 3

Méthodes de compactification dans le contréle des
diffusions dégénérées : Existence d’un controle
optimal

3.1 Introduction a la notion de controéle relaxé

On présente une généralisation de la notion de controle. Bien siir, un probléme
de controle n’a pas nécessairement de solution. On commence par un exemple célébre

[6].
3.1.1 Un exemple

Considérons U = {—1,1} et des fonctions continues par morceau u : [0,1] — U
(les controles ).

Le dynamique du probléme est donnée par I’équation différentielle :
dzy

dt

u __
x5 =20

:Ut

1
et le cotit associé au probléme est : J (u) = / (z)? dt.
0

A) infJ (u) = 0.
u
Considérons un entie n € N* et prenons :

E+1
<—

un:(—l)k si <t pour 0<k<n-—1.

k
n

Alors, clairement, pour tout ¢ € [0,1],

dz;"
dt

t
=u, (t) <= xfﬁ"—mg":/ up, (s) ds
0
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et puis que zy" = 0, alors :

3=

Donc :
1 1 k k+1
|xf”|—‘(—1)k— < — puis que —§t<L pour 0<k<n-—1
n n n n
1
et alors J(u)gﬁ.

B) Iln’y apasun u tel que J (u) = 0.

Il est évident puis qu’il implique que =}’ = 0, V¢ et alors u; = 0 qu’est impossible.

Si on analyse I’exemple précédent, on peut comprendre ot est la difficulté : est le
fait que la suite (u,) manque de limite dans I’espace des controles, la limite qu’il faut
étre le candidat naturel d’optimalité. Alors on cherche un espace ou elle existe cette
limite. Identifier uy, (t) avec la mesure de Dirac sur U : 6, (du) . Mettre :

dn (dt, du) = 5un(t) (du) dt

¢n est une mesure sur l'espace [0, 1] x U.

Lemme 3-1-1 : ¢, converge faiblement vers :

G (dt, du) = % 61+ 1] (du) dt.

Preuve Prendre f une fonction continue sur [0,1] x U (bien stir seulement la
continuité sur [0, 1] qui est significatif ).

On a:

/ f(t,u)q, (dt,du) = / J(t, ) 6y, 1) (du) dt
[0,1]xU [0,1]xU

+

_ / 7 (b (=1)") at

Ead
-

i
L

B
Il

0



Supposé premiérement que n est paire : n = 2m.
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Quand t — f(t,1) et t — f(t,—1) sont continues sur [0, 1], donc uniforméments

continues. Soit € > 0, il existe un M > 0 tels que :

1
V> M |f ()~ [l <e s fr—s] <o

ol u est n’importe le quel 1 ou —1.

Fixé m > M.
Alors, pour chaque j=0,....m—1,

2j+1 2542

2m 2m I
. f(t,u)dt—ﬁjle f(tu)dt <5

On a
m—1 2j+1 m—1 2j+2 m—1 2j+2
2m 2m 2m
[ rewas > [ pewma = Y [T s
Jj=0 " 2m j=0 Y 2m =0 Y 2m
1
= / f(t,u)dt
0
et :
2j+1 2j+2
m—1 2m m—1 2m m—1 - .
t dt — t dt| < —_— = — = —
> [ rewa-Y [ rew = _ £t
J:O 2j ]:0 2j+1 .7:0
2m 2m
Donc :
-1 S 1
7=0 22737'1 0
-1 52 1
et ‘23_0 /2;+1 f(t,u) dt — 5 Of(t,u) dt| < =
Alors :
k41
2m—1 "
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i.e
/ £ () 6, (du) dt
. 1 [0,1]xU

+ f(t,—1)0_1 (du)dt

[0,1]xU

/ £t ) g (dF, du)

[0,1]xU

Le cas n impair est marché dans le méme sens. <«

Maintenant, on peut définie un "nouvel" probléme de controle associé a une tell
mesure ¢, qui est appelé un controle relaxé.

Considérons le dynamique :

t
x?—:c0+/ /u.q(ds,du)
o Ju

et le cotit associé est, comme précédent :

1= [ ()t

Alors il est clair que le précédent probléme de controle est généralisé par le probléme
présenté par prendre des mesures ¢ de la forme :

q (dt,du) = by, (du) dt.
De plus, si :
1
q (dt,du) = 3 [0_1 (du) + 01 (du)] dt

on a: J(¢) =0 et aussi le nouvel probléme a § comme une solution optimale.
3.1.2 Controéles relaxés

On peut prendre comme controle tout les mesures ¢ (dt, du) . De plus pour notre
propos qui est de prouver 'existence d’un contrdle optimal, on a dans ’esprit de res-

trictif & 'espace compact contenir les controles "classiques" (par le cas d’identification
de [25] section 1 ).
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Définition 3-1-2  Soit U C R%. Un controle relazé avec des valeurs dans U est
une mesure q sur [0,T] x U tel que la projection sur [0,T) est la mesure de Lebesgue.

S’il existe u: [0, T] — U tel que :
q (dt,du) = b6y, (du) dt

q est identifié avec (u;) et d’étre un contréole de processus.

Proposition 3-1-3 : Soit ¢ un controle relaxé avec des valeurs dans U. Alors,
pour tout ¢ € [0,77], elle existe une mesure de probabilité ¢; sur U tel que :

q (dt,du) = dtq; (du) .

La preuve est une application du théoréme de Fubini. La précédent proposition
(3-1-3) nous parmi d’interpréte mieux que ce qu’est un controle relaxé.

Dans le controle de processus, au temps ¢, on assignons le valeur u;. Dans le
controle relaxé, le valeur "aléatoire" choisir sur l'espace U avec la distribution de
probabilité g; (du) .

Un autre intéresse de proposition (3-1-3) est qu’on peut introduire une décompo-
sition canonique des controles relaxés.

Définition 3-1-4 : Soit R [l’espace des controles relaxés sur U. Soit a € R.
Il existe par proposition (3-1-8) un processus (o) avec valeurs dans l’ensemble des
mesures de probabilités dans U et tel que :

a(ds,du) = dsag (du) .

Le processus (q;) définie sur R, qui associé le processus (o) a «v est dit le processus
canonique sur R.

La filtration V, = 0 (qs, s < t) est dit la filtration canonique.

Remarque 3-1-5: Il n’est pas dur de voir que V; est généralisé par des controles
relaxés tel que :

Qi< (dt, du) = 6y, (du) dt

ol ug est un point fixé arbitraire dans U.
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3.1.3 Topologie sur 1’espace R

R, comme ensemble des mesures, est classiquement équipé avec la topologie faible.

Définition 3-1-6 :  Une suite (q,) dans R est dit converge vers q € R si pour
tout fonction continue avec support compact f sur [0,T] x R,

/ F (4 u) g (dt, du) — / F(tu) q (dt, du)

Cette convergence est par définition valide seulement pour les fonctions continues.
Cependant, comme toutes les mesures sur R ont les mémes martingales sur [0, 7]
(mesure de Lebesgue ), il est possible de 'améliorer considérablement.

Proposition 3-1-7 : Supposé g, — ¢ dans R.

Alors, pour tout fonction mesurable f (¢,u) tels que ¥Vt € [0,T], u — f(t,u) est
continue, on a :

/ £ (tu) g (dt, du) — / F(tu) q (dt, du)

"Convergence stable".
Pour la preuve, voir [19]. <

Le suivant résultat nous montrons que ’ensemble des controles relaxés a des pro-
priétés de compacités intéressants.

Proposition 3-1-8 :  Supposé U est un ensemble compact. Alors R est compact.

3.2 Solution faibles des E.D.S. et les problémes de martin-
gales
Quand on étude le probléme de controle, on a besoin d’estimé le cotit qui est une
fonction des processus (u;) et (z;), donc, seulement la distribution du processus (uy, ;)
est important. Alors, la formulation qu’on aura utilisé seulement ses distributions doit

étre plus s’approprier a notre but. Et, en fait, les solutions faibles sont des solutions
"en distributions". Il y a aussi une autre raison moins immeédiate.

Considérons une équation controlée de la forme générale :
dXZL =b (t, U, Xt) dt +0o (t, Uy, Xt) dBt

Observons que cet cas inclura le cas déterministe (ot o = 0 ). On a vu que tel probléme
(avec un cotit donné comme précédent ) n’a pas nécessairement une solution. En cas
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déterministe, on a introduit les controles relaxés qui sont des controles & valeurs
mesurés, et I’équation d’état devient :

X1 = [ /U b(ta, X)) g (da)] dt.

Si on veut faire aussi avec ’équation stochastique, on a un probléme par ce que
nous non connu pas comment ’accorder avec l'intégrale stochastique. Si on essayons
le chois "naturel" et écrites un expression tel que :

{/Ua (t,a, Xt) ¢ (da)} dB,

supposé qu’il vérifie les conditions de mesurabilités nécessites, apaiser bientot qu’on
peut pas faire aucun chose avec au. Vraiment supposé que ¢" (dt,da) converge vers
q (dt,da). On a les estimations suivantes :

. {/OT/UJ(t,%Xt)Qt (da)dBt_/OT/Ua(t,a,Xt)Qf (da)dBtr>
- E {/T/Uo—(t,a,Xt) (q: (da) — ¢ (da))dBt} 2)

- E /OT [/Ua(t,a,Xt) (q: (da) — ¢/ (da))r(dBtf)

_ B /OT [ /U o (t.a, X)) (qt(da)—qf(da))rdt>

et nous somme pas capable de dite aucun chose supplémentaire. On vois que la formu-
lation n’est pas satisfait. Donc, il est intéressé d’étre capable de formuler le probléme
sans utiliser aucune intégrale stochastique. Il sera le role du probléeme de martingale.

3.2.1 Solution faible d’équation différentielle stochastique
On considére deux fonctions b: R, x R — R et 0 : Ry X R — R mesurables et
z e R.

Définition 3-2-1: Une solution faible d’une équation différentielle stochastique
(formule)
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dXt =b (t, Xt) dt +0 (t, Xt) th

X():Z

(EDS) {

est un élément (Q,(F), P, (Bt);5q, (Xt)is,) 0U :
i)  (Q,(F),P) est un espace filtré.
ii)  (Bi);so est un (Fi),o mouvement Brownien sur ).

iii)  (Xi),s, est une solution fort de I’équation :

dXt =b <t7 Xt) dt +0 (t, Xt) dBt
XO =Zz.

Une paraitre immédiatement qu’en solution faible ’espace de probabilité ni le
mouvement Brownien sont prescrits. La solution est donc I’élément d’ensemble

(2 (F), P, (Br)isg > (Xi) i) -

Bien str, tout solution fort d’une équation est une solution faible : I'espace et le
mouvement Brownien restent juste les méme.

L’intéresse de cette notion est que 'inverse n’est pas juste : il y a des équations
qui ont des solutions faibles mais non fort (voir [18] ). Ceci n’étonne pas vraiment,
comme condition sur les coefficients de 1’équation (notamment Lipschitzienne ) sont
tout & fait restrictif pour obtenir une solution forte.

Théoréme 3-2-2 :  Supposé que b et o sont des fonctions bornées mesurables,
continues en x pour chaque t > 0.

Alors, pour tout z € R, elle existe une solution faible de l’équation (EDS).
Pour la preuve, voir [34], thm 6.1.7 ou [18].«

3.2.2 Espaces canoniques et problémes de martingales

La formulation précédente est quelque peu désagréable par ce que nous ne sa-
vons pas rechercher I'espace ) et le mouvement Brownien (B;) défini la-dessus. En
fait, ce qui est réellement d’intérét a nous est seulement (X;) (ou méme meilleur, la
distribution de (X}) ). Ainsi, il pourrait étre fait par des problémes de martingales.



o1

On introduit le générateur associé au précédents fonctions bornées continues b et
o. Et opérateur :

of 1, o’f

of

Lf (t,:E) = E

. . 1,2
ou f est une fonction de C}”.

On peut facilement vérifié par la formule d’It6 que si

(0 (F), P, (Be)sg > (Xi)y5,)

est une solution faible de (EDS), alors pour tout f € Cbl 2

f(t,Xt)—/O Lf (s, X,)ds

est une F;—martingale.

Définition 3-2-3 :  L’espace canonique C est l’ensemble des fonctions continues
de R, vers R.

(x) le processus canonique sur C est définie par x,(f) = f(t). La filtration
canonique est C; = o (x45,5 < 1).

La distribution de (X;) est donc une mesure de probabilité sur C.

Et, si (Q, (%), P, (Bt)ys0» (Xt)tzo) est une solution faible de (EDS), alors la dis-
tribution R de (X;) et tel que pour tout f € C’; 2 le processus définie sur C par :

f(t,:vt)—/o Lf (s,xs)ds

est une C;—martingale sous la probabilité R. Il est la réécriture de la précédente
propriété de martingale.

On introduit la définition suivante :

Définition 3-2-4 :  Une mesure de probabilité R sur C est dit une solution de
probléme de martingale associé avec l'opérateur L si Vf € 05’2, sous R

t
f(t ) — / Lf(s,z5)ds est une C; — martingale.
0
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Nous avons juste vu que cela & n’importe quelle solution faible d’(EDS) est na-
turellement associé une solution au probléme de martingale. En fait, 'inverse est
également vrai et il y a une correspondance un- &- un entre les solutions faibles et les
solutions du probleme de martingale.

Théoréme 3-2-5 :  Supposé que R est une solution du proléme de martingale.
Alors elle existe une solution (Q, (F), P, (Bt)sg, (Xt)>,) de (EDS) tel que X, a de
distribution R. - -

Pour la preuve voir [18] thm 2.7.1.«

La raison pour laquelle la formulation de probléme de martingale est trés plaisante
est qu’elle permet d’obtenir des résultats de limite facilement. Au-dessous est donné
un résultat de convaincant de cette maniére.

Proposition 3-2-6 : Supposons que b et o sont bornées et continues en x. Alors
I’ensemble des solutions du probléme de martingale est fermé.

Preuve Soit (R,) une suite des solutions du probléme de martingale, converge
vers R. On a prouvé que sous R, pour tout f € C’b1 2,

t
f(t,x) — / Lf (s,xs)ds est une martingale.
0

Soit r < t.
Prend h une fonction continue bornée C, mesurable sur C.
Alors, pour tout n,

R (|7~ [ L oaas|n) = o ([0 - [ sy as] 1)

u
Maintenant, comme [ f(u,z,) — / Lf (s, ) ds] h est une fonction bornée continue

0
sur C, le précédent égalité tends vers la limite avec remplacé R, par R et ce qu'on
voulons. <«

Théoréme 3-2-7 :  Supposons que b et o sont bornées, continues en x, alors
la solution du probléme de martingale définie un ensemble compact des mesures de
probabilités sur C.
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3.3 Notations et hypothéses

On concerne la par le controle de la solution d’une équation stochastique de la
forme suivante :

{ dry =b(t,xp,u) dt + o (t, x4, u) dByy,  si t>7 ()

T, =2, si t<r

Que nous exigeons le processus de controle (u;) pour étre A—estimé, A étant un
espace métrique compact donné, appelé [/espace dlaction.

L’objet est de mazimiser un cott 'de la forme :

T
J(r,z,u) = E/ h(s,xs,us)ds + g(xr);

ou le temps terminal 7" est fixe. La fonction h est le colit instantané, et la fonction g
est le cotit terminal.

Nous donnons maintenant toutes les propriétés des fonctions & employer. Ces
hypothéses ne sont pas les plus faibles, mais elles nous permettons d’établir sans trop
de difficulté la plupart des résultats.

Dans toute cette partie, nous faisons les prétentions suivantes sur les fonctions
données :

oc:R, xRIx A— (dx k) matrice
b:R, xRYx A — R?
h:R, xRixA—R
g: R¢ — R
sont des fonctions bornées mesurables.

(3.3.1) o et b sont toujoure continues par rapport au couple (z,a).

(3.3.2)  On utilise le générateur infinitésimal associé avec 1'équation stochastique
(E®) défine sur I'espace C; 2 i.e. ensemble de

f:R+XRd—>R

tel que f a un premier dérivé de temps continue borné, et des dérivations spa-
tiaux continues bornés d’ordre moins ou égale a deux, par :

e maximiser s’il s’agit d’un gain.
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Lf(t,z,a) = (%Zai,jDi,jf+ZbiDif+th) (t,z,a),

ou D; (respectivement D;;, D; ) est opérateur de dérivation par rapport a
x; (respectivement x;x;; t ) et a;; (t,x,a) est le terme générique de matrice
d x d symétrique oo* (t,x,a). Alors, a;; est une fonction mesurable, bornée,
continue par rapport au couple (x,a).

Nous soulignons que nous n’avons pas besoin de I'’hypothese que l'opérateur L
n’est pas dégénéré. Par conséquent, nous généralisons le cas déterministe.

Théoréme 3-3-3 :  Soit U un controle relaxé U = (Q, Fy, x4, q1, P, 2) .

a-  FElle existe une matrice s (t,z,m) qui est uniformément continue dans (r,m) €
Rex o (A) et ce qui disparait quand m est une mesure de Dirac, et un mouvement

Brownien (Y, B;) sur un plus grand espace (Q,ft, ]5> tels que :

(4) (Q,ﬁt, P) est une extension naturelle de (2, F, P)
(i4) { dry =b(t, ze, q) dt + o (8,2, q¢) dYy + s (¢, 24, qi) dBy.
1

Ty =2z pour t<r.

b-  On suppose que A est fini A = {aq,...,a;} et on dénote par (qﬁ)iék le vecteur

(g: {ai})z‘gk :
Alors, il existe

(Wh,....,Wy) K — mouvements Browniens indépendants,

qui sont R¥—estimé et construit sur un plus grand espace (Q, F, 15) tels que :

(1) <§~2,.7:"t, f’) est une extension naturelle de (2, Fy, P) .

(it) dr, = Z b(t,z,a;) qidt + Z Vaio (t,x, a;) dW}.
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Remarque 3-3-4 :

1- La mesure aléatoire
M (dt> da) = Z \/q_tiéai (da> thl
est une mesure martingale, avec processus croissant égale a

Z q\8a, (da) dt x I,

ol I}, est la matrice d’identité sur R*.

2-  Quand ¢ (da) est une mesure de Dirac d,,, (da), alors ¢; = 1g,,—q,; et la repré-
sentation standard de (a) peuvent étre déduits de (b) avec la formule :

dY, = Z 1{ut:ai}thi.

Preuve Dans les deux cas, nous devons construire une "bonne racine carrée" de
la matrice symétrique :

a;; (t,x,m) = Z /A o (t,x,a) o (t,z,a) m(da)
I

a-  Soit o (t,z,m) une matrice avec un terme général
oij(t,z,m) = / oi;(t,z,a)m(da).
A

La matrice carrée symétrique liée a o (¢, 2, m) est la matrice « (¢, z,m) définie
par :

a(t,z,m) = o(t,z,m)o* (t,x,m)

Qi j (t7 €, m) = Z 04 (ta Z, m) 0j1 (t, €, m)

— Z /A o1 (t,x,a) m(da) /A 01 (t,v,a) m(da)

Par conséquent, la matrice a (t,z,m) — « (t, 2, m) a une limite générale sous la
forme :
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Z/Uivl (t,z,a) 05, (t,x,a) m(da) — /O‘@l (t,z,a) m(da)/aﬂ (t,z,a) m(da)
= Z covm (o (t,x,.), 005 (t,z,.)).

l

Les termes diagonaux de cette matrice sont égaux a :

Zvar q (o) (t,z) > 0.

La matrice a (t, z,m) —a (t,x, m) est une matrice symétrique qui est défini positif.

Nous pouvons choisir une racine carrée s (¢, z, m) de cette matrice, i.e. ss* = a—«
tels que s est uniformément continue sur (z,m).

Soit & (t,z,m) la matrice | o (t,z,m) s(t,z,m) ].
o (t,x,m)e* (t,z,m) = [o(t,z,m) s(t,x,m) ][ o(t,z,m) s(tz,m)]

o* (t,z,m)
= [o(t,z,m) s(t,z,m) |
s* (t,x,m)

= o(t,z,m)o" (t,x,m)+ s(t,x,m)s* (t,z,m)

a(t,z,m)+la(t,z,m) —a(t,z,m)]

a(t,z,m)

11 suit immédiatement de la définition que a (t,z,m) — a(t,z,m) = 0 si m est une
mesure de Dirac.

La représentation comme équations D.S est une conséquence facile du théoréme
de représentation de la solution & un probléme de martingale, utilisé dans la preuve
de la proposition 1.5 de [7].

b-  On suppose que A est fini. Alors :
a;; (t,x,m) = Z Z oi (t, @, as) 05 (t,z,as) mg
l s

oumg =m ({as}), et

[\/EU (tvxaal) y V20 (t,ﬂ?,ag) y oo V QKO (tawaak:)]

est d X k X k racine carré de a (t,x,q) .
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Proposition 3-3-5 :  Soit U = (Q, F;, P, x4, q,r, z) un controle relaxé et G, une

sous-filtration de JF;, par raport a tout x; est adapté.

Alors, elle existe une variable aléatoire R—estimé, G;—adapté ¢ telle que :

U= (Q7gt7P7'rt7(jar7Z)

est un controle relaxé avec le méme gain que U.

Preuve L’idée est de construit la mesure

G(ds,da) = ds 4 (s,da)
d’une projection ¢ (s, da) sur la filtration G, de la mesure ¢ (s, da) tels que :

q(s,9) = Pq(s,¢)|9)

pour chaque fonction borélien positif ). Puis que A est un espace compact, nous
pouvons affiné facilement une "mesure"-version de ces espérances conditionnelles,
grace a la notion du probabilité conditionnelle régulier. Utilisons le fait que x; est

G;—adapté, nous pouvons écrire, pour A € G :

0 = P{lAS (Ct(f,Q) _Cs(f>Q))}

_ P{lAs (f(t,xt)—f(s,xs)—/St/ALf(a,xa,a)q(a,da)da>}
= plu (- 6= [ [ L) |

= P{1a,(Ci(f,d) — Cs(f,9)}-

L’égalité des cotits est évidente.«

Remarque 3-3-6 :

a) Siqest R%?—estimé, ¢ (comme défini ci-dessus ) est en général R—estimé.

b)  Si g est G;—adapté, les mesures ¢ et ¢ sont identiques. Par conséquent, le pro-
bléme du controle demeure sans changement si nous limitons a la filtration F;?

généré par :

{xs et ljpgq; s < t} .

*RY est Iespace des controles relaxés tel que : ¢ (ds,da) = dsdy,) (da) .
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3.4 Reégles des controles. Régles optimales

Au moyen "d’un espace canonique" nous pouvons donner une formulation du pro-
bléme d’optimisation dans I’arrangement compact convexe. Dans tout ce paragraphe
’état initial (r, z) est fixe. Nous ne l'indiquerons pas.

Notation 3-4-1: Soit (X, X ;) I'espace canonique des fonctions continues de R,
vers R? avec ses filtrations naturelles, continues & droits. Un point de X est dénoté
par x_, ou (x;), ou [x].

L’espace produit X = X XR s’appelle l'espace canonique pour le probleme de
controle relaxé. Un point de X est dénoté par (z, q). X est doté de la filtration continue
a droit

Xt = rjs>1§ (%s & Vs) .
Pour tout f € C; 2 la fonction définie sur ¥ par :

C’t (fax>Q) = f (tv xt) - f (Ta xr) - / Lf (SaxSaQS) ds (3'1)

est (z_, q) continue, puis que Lf (s,x,a) est une fonction (x,a) continue (hypothéses
3.3.1).

Dans le méme sens, la fonction
T
Coa)i= [ [ hlsnaa)a(ds.da) + g (or) (32)
r A

est (z,q) mesurable; elle est (z,q) continue si h (resp g ) sont (x,a) continues (resp
x continues ).

Définition 3-4-2 :  Une régle de controle (plus bricvement une reégle ) est une
mesure de probabilité R sur X = XX'R tels que le systéme :

= (£7 Xt? R7 T, 4, T, Z)

est un controle relaxé (avec l’état initial (r,z) ).
Le coiit est J (r,z, R) = R(T) 3.

On dénote par R (r, z) l’espace des régles de controles avec condition initial (r, z) .
RO sont les regles R tel que R (XxR°) = 1, c’est-a-dire R® € R (r, 2) si et seulement

3R(¢) = [¢(w) P (dw), tel que P est une mesure de probabilité et ¢ une fonction positive ou
intégrable.
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s’il existe un processus X ,—adapté u tels que ¢ (ds,da) a une désintégration avec la

forme 6., (da) ds, R® — p.s.

Le probléme d’optimisation peut étre décrivent complétement par 1’espace des
regles de controles :

Proposition 3-4-3 :  Soit U = (Q, Fy, x4, q, P, 1, 2) le controle relaxé de A (r, z) .

Alors, elle existe une régle R de R (r, z) tel que :
J(r,z,U) =J(r,z,R).

Si le controle U est un processus de controle, R appartient a R° (r, 2) .

Preuve L’application ¢ de Q2 vers X défini par :

¢ (w) = (z. (w),q(ds,da) ()
est mesurable. D’ailleurs, la o—algebre ¢! (X t) est la méme o—algebre que F;"?
jusqu’ & une régularisation & droit. Puisque (Q, ot (X t) , Tty q, P) est un controéle
relaxé avec le méme cotit. D’ailleurs, la régle de transitivité des lois d’images preuve
que R = (%, X Tty R) ol R = Po¢ ! est également un controle relaxé avec le
méme colit. «

Remarque 3-4-4 : Nous avons vu qu’il existe au moins un controle (non-relaxé
). Par conséquent, I’espace R° (7, z) est non vide.

Nous étudions maintenant le probléme de maximiser le cout R (I') dans R (7, 2), c.-
a-d. le probléme d’optimisation d’un forme linéaire défini dans un ensemble compact
des mesures. Nous d’abord montrons la compacité de cet espace.

L’existence d’une régle optimale par un argument de compacité est prouvée dans
[2] et [11], par utiliser la notion du controle relaxé. La preuve emploie le théoréme de
Skorohod et le fait que n’est aucun controle dans le coefficient de diffusion. Quand
I’ensemble d’application-estimé [ (¢,7,a)? est convexe, compact estimé, Kushner [23]
et Haussmann [17] montrent Pexistence d'une régle optimale en R (r, z). Dans le
modele de Kushner, n’est aucun controéle dans la coefficient de diffusion. On remarque
que 'utilisation du controle relaxé nous meéne a travailler a la partie convexe compact
del(t,z, A), indiquent ol (¢, z, A). Cependant, il est plus facile d’étudier ces questions
en dotant I’ensemble des controles avec une topologie, qui s’éléve a 'utilisation le fait
que col (t,z, A) est un ensemble d’application-estimé paramétré dans la signification
de ([1] p.47).

H(t,z,a) ={aij(t,z,a),bi(t,x,a), h(t,z,a);i,j € {1,...,d}}
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Théoréme 3-4-5 :

a- Lensemble R (r,z) des régles sur X, doté avec la topologie faible est non vide,
conveze et compact.

b-  Siles fonctions h et g sont semi-continues supérieurement (S.C.S), elle existe
une régle optimale R* telles que :

J(r,z,R*) = sup{J(r,z,R); ReR(rz2)}.

= sup{J(r,z,U); UeA(r,2)}.
L’ensemble R* (r, z) des régles optimales est non vide, conveze, compact.
Preuve Nous omettons l'indice (r, z) dans toute la preuve.

a- On montre premiérement que R est précompact dans l’espace de mesure de
probabilité sur X xR. Il est suffisant de preuver que :

{Rlr; RER} et {Rlx; ReR}

sont serrés dans ’espace des probabilités sur R (resp. sur X ). Puisque R est
compact, {R|g; R € R} est compact.

Pour montrer que {R|x; R € R} est serré, nous employons le théoréme 1.4.6. de
[34], en prouvant que, pour chaque f € C’; 2 positif, elle existe une constante Ay tels
que f (r+1t,z + x;) + Ast est un supermartingale pour tout R € R et (r, z). Soit Ay
égal au :

sup {|Lf (t,z,a)|; (t,z,a) € Ry x RY x A}.
Ay est fini puisque les coefficients de L sont bornées. Pour chaque R € R, C; (f, z,q)
est une martingale, ainsi f (r + ¢, z + ;) + Ayt est une supermartingale positive.
Laissez nous montré que R est fermé.

Soit R, une suite de ¢ qui converge faiblement vers R. Pour chacune fonction
(x, ¢)-continue, X ,—mesurable h,

Rn [h (Ct (fa z, Q) - Cs (fa z, Q))]
convergent vers :
R[h(C(f,2,q) = Cs (f,2,9))]

Le premier terme est égal a zéro, par conséquent la limite est également égale & zéro.
C’est a dire Cy (f, x,q) est une R martingale.
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b-  Si (z,q9) — I'(z,q) est S.C.S., 'application R — R(I") est aussi S.C.S. Par
conséquent il atteint son maximum sur le compact 3.

L’ensemble R* des régles optimales est évidement non vide, convexe et compact ;
en effet si R} est une suite des régles optimales qui converge vers R*, alors :

sup{R(I); ReR}=IlmR (T) <R (T)<sup{R(I); ReR} <

Remarque 3-4-6 : L’application R — R (I") est linéaire et S.C.S., par consé-
quent il atteint son maximum & un point extréme d’ensemble convexe compact X.
Ces points extrémes n’ont aucune caractérisation facile.

Nous avons vu que chaque controle relaxé est équivalent & un controle qui com-
plique seulement la distribution du x. Plus avec précision :

Corollaire 3-4-7 :  Soit %} 'ensemble des lois de dynamiques optimales, c.-a-d.
= {R|x; ReR}.

Alors R} est un ensemble compact (pour f la fonction feed-back ).

Preuve Soit P un élément de R}. Par définition, il existe B € R* tels que
P = R|x. Du théoréme 2.7 de [7], il existe ¢/ tels que (%,P, a:t,qf) est un controle
relaxé avec le méme coiit que R ; donc ¢/ est optimal. Evidemment, J} est précompact.

Soit P, une suite de R} qui converge a P*. La suite des régles optimales R} définies
par :

}ZZPH(X)(;%{

est un sous-ensemble serré de *. Par conséquent il a une sous-suite qui converge vers
une régle optimale R}. La restriction de R} a X est égal a P*, et P* appartiennent a
*
R}. <
Dans le cas ou I’ensemble d’application-estimé [ (¢, z, A) (Thm 2.9 [7] ) est convexe
compact-estimé, nous avons un meilleur résultat :

Corollaire 3-4-8 : Si [ (t,x, A) est convexe compact-estimé, alors pour chaque
P* € R%, il existe un processus X ;—adapté u/ tels que (%, X, x, P*ouf ) est un
controle optimal.

3.5 Comparaison entre les problémes de controdles

Dans cette étude, nous approchons un controle relaxé arbitraire par les controles
relaxé d’étape qui ont un support fini. Ces approximations sont trés importantes
dans les travaux de Nisio [30] et Krylov [22]. Cependant, dans le travail de Krylov,
les controles sont non relaxés.
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Quand il n’y a aucun controle dans le terme de diffusion, nous pouvons construire
une suite d’approximation du "processus controlé" comme dans Fleming-Nisio [13], &
'aide d’un prétendu "chattering lemma" ([15], [11] ).

Dans un cas général, cette approximation est plus difficile, puisqu’elle est reliée &
I’approximation des mesures martingales.

Définition 3-5-1 : Soit B = (Q, F;, P) un espace de probabilité filtré équipé
d’un mouvement Brownien m—dimensionnels z;, et g (t,w,x), h(t,w,x) soient deux
processus bornés adaptés qui sont d x m (resp. d ) dimensionnels.

Soit K; un processus continue & droit avec une limite o gauche (nous employons

souwvent K; = z1,<, comme condition initial ).

a-  Une solution fort de I’E.D.S sur B est un procesus F;—adapté continue x; tel
que :

t t
T = Kt—i-/ h(s,w,xs)ds—{—/ g (s,w,xs) dzs. (E)
0 0
L’unicité trajectorielle (ou fort ) est la propriété suivante : deux solution forte
x_ et 2’ de (E) sont indistinguable.

b- Soit B
QO=0xX%X, F=F@ %, Fi=Nwt(F, %,

et (x;) le processus canonique sur X.

Une solusion faible de (E) sur B est une mesure de probabilité P dans (Q,]—"t)
tels que :

(i) (Q,F, P) est une extension naturelle de (Q, Fy, P),

(ii)  Le processus canonique (x;)est une solution de (E) .

S’il existe tout au plus une solution faible de (), nous disons que ["unicité faible
se tient.

Remarque 3-5-2 : Une solution faible peut étre associée & une solution forte
x; par la formule :

P (dw, d[x]) = P (dw) by (d[z])
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Du théoreme 2.25 de Jacod-Memin, 'unicité trajectorielle implique 1'unicité faible.
Pellaumail ([32] Th 9 p 577) et Jacod-Memin (Th 3.2.4) ont prouvé le suivant
résultat :

Théoréme 3-5-3 :  Supposez que, pour tout (w,t) les applications :
r— (g(t,w,z),h(t,w, x))

sont uniformément continues et bornées (indépendamment sur (w,t) ).
Alors, elle existe une solution faible de (E).

Remarque 3-5-4 : Le probléme de I'unicité est plus difficile, puisque les coef-
ficients dépendent de x d’une maniére aléatoire. Le seul critére qui étre facilement
appliqué est celui qui donne une unicité trajectorielle et qui est relié & la propriété
lipschitzien des coefficients : par exemple, si h (t,w, z) et g (t,w, z) sont uniformément
lipschitziennes dans (¢,w) par rapport a x, alors 'unicité faible se tient. Krylov et
Nisio assument souvent cette condition pour I’'E.D.S controlé.

Jacod-Memin donnent les résultats de la stabilité qui sont utiles dans cette étude :

Théoréme 3-5-5 : Soit
A(t7w7'r) = {h (t7w7 x)? g(t7w7 .:C) ) Kt (w>}

et on dénote par AF (t,w, [x]) Uopérateur elliptique sur R, x R? x R™ définie par :
AF (t7w7 [.’L’]) = Z (gg*)z7] (ta w, xt) lewJF (ta Ty, zt)
1
+ Z hj (tv W, xt) DxJF (ta L, Zt) + 5 Z szF (tv L, Zt)

+ Z 9ij (t,w,m¢) Dy, F (t, 74, 2) -

Soit B = (Q, Fi, P, Z;) une base stochastique. Nous avons équipé l’ensemble de pro-
babilité sur Q@ = Q x X de la topologie stable, c.-a-d. la topologie la plus brute pour
laquelle tous les applications P — P (v) sont continues, ot, v : Q@ — R est bornée,
mesurable et v (w,.) est continue sur X.

Soit (A™ (t,w, ), cnuae Une suite des fonctions qui sont bornées et uniformément

continues par rapport a x, et (Pn) une suite des solutions faibles de [’équation sto-
chastique (E™) avec des coefficients sur A".
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a-  Sisup|KI — K| converge en P—mesure vers zero, si, pour tout F' appartient
s<t

a 02,2 (]Rd X Rm) , 0N a:
T
nmﬁ“/ AMF (,w, [2]) — AF (£, w, [2])] dt = 0
0

alors, la suite (ﬁn) est relativement compact et tout ces limites sont des solu-
tions faibles de (E*).

b-  Les acceptations de (a) sont vraies si A" (t,w,x) converge uniformément vers
A (t,w, ) par rapport & x € RY.

Nous appliquons maintenant ces résultats aux équations différentielles stochas-
tiques controlées que nous avons présentées dans le théoréme 3-3-3.

Définition 3-5-6 : Nous disons que 'unicité faible pour des équations différen-
tielles controlées tient quand elle existe une racine carrée  (t,z,m) de a(t,z,m),
uniformément continue par rapport au paire (xr,m) (ou m € p(A) ) tels que pour
n’importe quel systéme (2, Fy, P, qi, Z;) (ot Z; est un mouvement Brownien ) la pro-
priété de l'unicité faible se tient pour I’E.D.S.

dry = b (t, 2, q;) dt + 7 (t, 24, q) dZ;. (Eq)

Remarque 3-5-7 :  On note par A (¢,z,m) le systéme des coefficients de (F,) .

Nous commengons en prouvant que nous pouvons considérer seulement le cas ot
I’espace d’action A est fini.

Proposition 3-5-8 :  Supposez que 'unicité faible pour des équations controlées
tient.

Les regles associés avec des controles relaxés qui ont leur support dans un sous-
ensemble fini de A sont denses dans R (r, z) .

Preuve

a- L’espace A étant métrique compact, nous choisissons une partition

(Bl k=1,...k(n))

. . . 1 .
dans des boréliens avec une distance moins que —, et on dénote par a; un point
n
de By.
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Soit m™ défini par :

m" = Zm (Bi) dan et A" (t,x,m) = A(t,z,m").
k

Pour n’importe quelle fonction A dans A, linéaire dans m, il est clair que :
e (tom) = tm)| < Y[ (0~ h(taa)a (do
k K

1
est majoré par wy, (—) ol wy est le module de continuité de h par rapport a a
n

(uniformément sur (t,z) ).
La matrice & (¢, z,m) soit (uniformément sur (¢, x) ) continue par rapport a m, la
suite 6" (t,z,m) = & (t,x, m") converge uniformément vers & (¢, x,m) sur x.

b-  On peut appliqué le théoréme 3-5-5 :

Soient (2, Fy, x4, qi, Zy, P, 7, z) = B une solution faible de (E,) et P" une solution
faible de B associé par les coefficients

A" (tw,x) = A" (t,2,q (w)) .

De théoreme 3-5-5 (b), la suite P" a des points limites qui sont des solutions faibles
de (E,) sur le systéme B.

Puis que l'unicité faible tient, les distributions de (Z;, ¢;, ;) pour le point limite
ou pour la probabilité P sont les méme. <«

Maintenant, nous présentons ’approximation avec des controles d’étape.

Proposition 3-5-9 : Supposez que 'unicité faible pour des équations controlées
tient.

Soit R une régle associer avec un controle relaxé qui a son support dans un sous-
ensemble fini de A = {ay, ..., ax}.

Elle existe une suite R" des régles associé aux controles relaxés par étape, qui
convergent a R.
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Preuve Soit B = (2, Fi, Zi, ¢+, x1, P, 7, z) une solution de (E,) tel que la distri-
bution de ((x;), q:dt) est la regle R.

Puis que ¢ (dt) a un support finie {a1, ..., ax}, ces probabilités sont déterminées
par les processus :

¢ =q {a;}) pour i=1,..k

qui sont F;—adaptés et qui satisfont au Y ¢! = 1. Nous définissons ces processus pour
tSOparqizqé.

Du lemme 4.4 de Lipster-Shiryayev [24] (ou du IV 45 dans [5] ) il existe un nombre
s et une suite n’ tels que :

. 2
%

Vi=1,.k UmP [ (W)= gy @)| dt=0

n—oo

ou K (n,t)=j27" pour j27"<t<(j+1)27™

2 —i,n : 92 , 7 .
On dénote par ¢, une sous-suite des processus d’étapes bornés Tx(n qui

. ' t—s)+s
converge dt X dP p.s. vers g, et par :

q;n _ Z q;i’néai-
i

Maintenant, soit P une solution faible du systéme B d’E.D.S. (E") avec des coeffi-
cients :

A" (t, 2, q,) = A (tv Tt, C]t_n) .

Nous devons montrer cela, par exemple,

T
P”/ ‘h(t,xt,qt_”) — h(t,xt,qt)}dt — 0

pour tout fonction h dans A :

*— Quand h est linéaire sur ¢, c’est claire depuis

T T
Pn/ ‘h<87xS7Q;n)_h<87x87q8)|d8 S KP”/ Z|q;17n_q;‘d5

T
= KP/ Z‘q?’"—qi!ds.
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*~ Quand h a la forme &, (¢, 2, q}), I'uniformément continuité de 7, ; (¢, z,q)
rapport a :

" (t) ‘= Ssup |5-7Z,j (taxaqzl) - 6i,j (t7x7qt)| — 0 dP xdt p-s

alors :
~ T ~ T T
Pn/ ’51',1' (t,$t7q;n) —0ij (taﬂft,Qt)‘dtSPn/ 0" (t)dt:P/ 9" (t) dt — 0.

Le résultat suit du théoreme 3-5-5 (a) et de 1’acceptation de I'unicité faible. <

Nous pouvons maintenant considérer seulement les regles qui sont associées aux
controles relaxés par étape et dont le support est fini, c-a-d ¢, (da) = Z qid,,, et ou

les processus (q!) sont constants sur les intervalles |0;, 6;. 1] d’une subdivision dyadique
de [0,T].

On ordre d’approximé ce mesure de probabilité avec des mesures de Dirac, nous
employons un prétendu "chattering lemma" (Ghouila-Houri [15], Fleming [11] ).

Lemme 3-5-10 : Soit (qé)f:1 un processus d’étape mesurable sur [0, T tels que :

0<qg <1 et Zqﬁzl dt p.s.

Alors elle existe une suite des sous-ensembles mesurables U’ telle que :

(i) Zi lys () =1 dt p.s.

(i)  Pour tout fonction continue f qui admet w; comme module de continuité®

2.

/0 F@) (g — 1y () dt| <2k wy (277).

‘wr(e) = sup |f(z) = f(y)|

lz—y|<e
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Preuve Pour simplicité, on suppose que 7' = 1.

Soit I" = {0,...,k27™, ..., 1} la subdivision dyadique de [0,1] avec longueur 27".
Le (j + 1) intervalle est dénoté par :

=12 G+ D27

Et on partage tout intervalle 77" en k intervalles T7', avec longueur (qj’g,n) 27" et on
introduit I’ensemble U* = U T

La définition de ces ensembles montres que (7) est vérifié, puis que on a :

Z Ly = Z Lyzp, = 1Uk(UjT}fk) - 1UJ(UkT}fk)
k k

= lyr =1py =1

De plus, si f est une fonction continue quelconque :

1 SN RICICES O
/f (t) (qz — 1y (t)) dt| =
’ S0 [ - 5 2 (a1 )

IA
s
—~

~
N—

|
~
S
<.

V)

S
SN—
=

|

—_
=
—~

~

=

U

~

R

Puis que ¢! est un processus d’étape sur ((0;); ©; = 10;,0;11]), il montre que ¢! est
égale a q;'.Q,n sur U'intervalle 77", d’ou :

P2 [ (=1 ) d

J

/ (dh Ly () di =0,

J
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Alors :

/f(t) (¢ — 1y () dt| < Z/lf(t)—f(jz—”ﬂ|qz'—1U,g<t>\dt

IA
—
g

~
)
=
S
=
IS
~

IA
[\
o
O\H
S
~
o
~
3
SN—
S
~
I
[\
o
&
~
—~
~
3
SN—

Ainsi le lemme est prouvé. <

Quand il n’y a aucun contréle dans le terme stochastique o (¢, z;) dB;, on construit
une suite avec des processus d’étape qui sont une bonne approximation de controle
relaxé d’étape : nous procédons comme dans Fleming-Nisio au moyen du chattering
lemma

Théoréme 3-5-11 :  Supposez que 'unicité faible pour des équations controlées
se tient.

Supposez également qu’il n’y a aucun contréle dans le terme de diffusion.

Soit B = (Q, Fy, x4, qi, Y, Py, 2) une solution de I’E.D.S.
dzy = b(t, x4, q) dt + o (t, ) dYs, (Eq)

ou :
g (da) = ¢i6(a,y (da),
(qi) soient des processus d’étapes sur la subdivision (g, ...,0,) qui sont positives et tel
que Y- q; = 1.
La distribution de la paire ((x;),q (da)dt) est dénotée par R.

Elle existe une suite des régles R™ associé au processus de controle d’étape qui
converges vers la régle R.
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Preuve Soit U’ I'ensemble associé avec (qi) dans le lemme 3-5-10.

Les processus Z b(t, x4, a;) 1y; (t) et o (t,7;) sont continues par rapport a [z].

De proposition 3-5-3, elle existe une solution faible P" sur Q x X de PE.D.S :

dry = Z b(t, e, a;) 1y (¢) dt + o (t, 2¢) dYy. (E.)

Soit R" la loi de probabilité de (Y}, Z Ly; (t) 64,dt, xt> sous P".
Ces lois sont des régles pour le probléme de controle avec l'espace d’état (zy,Y;)
et I'opérateur elliptique sur R x R¥ donnée par AF (¢, 2, Y;, g;) ol :

A(t,z,m) = (b(t,z,m),o(t,z))

(Cf théoréeme 3-5-5 ).

La suite R™ est relativement compact et tout ces points limites B> sont des
solutions de probleme de martingale associé & AF.

De plus, puis que les controles Z Ly; (t) da;, converges vers g (da)dt P — p.s

pour tout point limite R*, la paire de processus ((Y;),¢: (da) dt) a la méme loi de
probabilité que S sur XxR, et R est une solution faible de 'E.D.S. (E,) dans la
base :

(%X,R’a q (da) dt? (Y;f) 75) :
Dans Pacceptation de unicité faible de Péquation controlée, R est la loi de

((Eta qt (da) dt) }/1-5)

qui est également une solution faible de (E,) sur

(}:X,Rﬁ at (d(l) dtay;fa S) - 4

Quand les coefficients de la diffusion sont controlés, il est plus difficile de construire
une suite approximatif avec une régle donnée, parce que cette construction est reliée
a une "bonne" approximation des mesures martingales.
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Puisque nous pouvons considérer seulement les controles relaxés par étape avec
un espace fini, nous résolvons cette difficulté :

Théoréme 3-5-12 :  Soit B = (Q, F;, x4, Wi, (q}), P) la solution de I’E.D.S.

{ dr, = Zb (t, 24, a;) gidt + Z gio (t, x4, a;) AW, (i)
q

ry =2 pour t<r

ot (q!) est un processus d’étape adapté sur la subdivision (©).

On supposez que l'unicité faible pour ’E.D.S contrélé <Eq) se tient.

Alors elle existe une suite (R™) des régles associé au processus de controle qui
converge a la loi R de la paire ((x1),Y_, qi04,dt) .

Preuve Nous souhaitons d’approximé les martingales \/q_gth" avec les mar-
t

tingales qui ont un processus croissant sous la forme Lyi (s)ds, on U' sont les
sous-ensembles présentés dans chattering lemma 3-5-10.

Soit (9]-)§:1 la, subdivision dyadique de [0, T, telle que :

p
4 = Z 45116,.0,11] (t)
j=1

ol ¢ est Fp, —mesurable.

t
La martingale M, = / \/q_;dWSZ a la décomposition en :
0

Mtl = Z t/\09 i+1 - ti/\ej
- Z \/>/ 1]9]79J+1 dWZ
N
J

Soit I;;L’j = UTZL N ]0j70j+1] .

Nous présentons le processus croissant
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0Vt

A ;
n pid 0; + (qj) /0 Lyii (s)ds pour q; # 0,
£ i

1)

0; pour ¢;=0.

Ces processus sont Fp —mesurables, bornés par §; V t. Quand n tend a linfini, " A;”
converge vers :

6, pour ¢; = 0.

De plus, "Af;’j est un F;—temps d’arrét.

Maintenant, soit "M, le processus F;—adapté définie par :
M=) \/‘E’Wiigw
J

De la définition, "M} converges vers M.

Dans 'autre droit, les processus (M) sont les martingales orthogonales par rap-
port a leurs filtrations naturelles

ff:a("M;; sgt,iﬁk),

t
et ont un processus croissante égale a / 1yi (5)ds : en ordre de montrer cette pro-

priété, il est assez pour vérifier que n’importe quel processus d’étape déterministe
(H}), le variable :

T T
eXp/ZH;d”Mg—%/Z‘HﬂQlU% (s)ds
0o ¢ o !

a une espérance égale & un (corollaire 1-2-7 de chapitre 1 ).

Maintenant on construit une solution faible P" de Iéquation :

k k
dl’t = Z b (t7 T, (li) ].U;L (t) dt + Z o <t7 Ty, ai) antz
=1

=1

sur l'espace (2, F1*, P) .



73

Avec le méme argument que nous avons employé plus tot, les processus

((l‘t) s Z 1U7i15aidt,n MZ)

sont des solutions au probléme de martingale associé & un opérateur elliptique avec
des coefficients continues.

Pour la simplicité, nous supposent que d = k = 1.

~ 1 .
AF (t7$7y17“'7yk7Q) = 5 (202 (tvxtaai> ql> F;/ (t7x7y17"‘7yk)
+Zb(t7xt7ai) qu:z/: (thayla'“ayk)
1 B nll !
+§ Zq Fyi (t7£ay1> ayk) + Ft (t,l’,yl, 7yk)
+Za(t7xt7ai) quaiﬂl,yz (t7$7y17"'7yk)'

Soit (Z?”) une suite des lois de probabilités de

(.ﬂft, Z 1U£5a¢dt7n MZ) .

La suite (é") est relativement compact et tout ces points limites sont aussi solutions
de probléme de martingale associé avec A.

Pour la probabilité P,
ZlUééai et "M’ converge p.s vers quéai et M/,

donc, pour chaque point limite R>, ce paire de processus a une distribution donnée
égale & S. Par conséquent R™ est une solution faible & (E,) au-dessus de l’espace

(€ (Ry, R™F**) x R, S). La loi de (l’t, Z qid,,dt, MZ) a également cette propriété.

Sous la supposition de 1'unicité faible, toutes ces mesures de probabilités sont égaux.
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Nous notons que la martingale "M* a une représentation sous la forme

i

d"M} = 1y (t) dW,,

ou W' sont des mouvements Browniens indépendants, puisque "M} sont des martin-
t

gales orthogonales avec un processus croissante égale a / Lyi (s)ds.
0

Théoréme 3-5-13 :  On suppose que l'unicité faible d’équation controlée se tient
et que b(t,z,a), o (t,x,a) sont uniforméments lipschitziennes.

Soit (q¢ ([z])) un contréle relaxé de feed-back sur A = {ay,...,ax} .
Soit (2, Fi, P) un espace de probabilité filtré équipé avec des mouvements Brow-

niens indépendants (W}).

a- L’E.D.S.

dry = S0t a) g () dt + 3 \/gi (a))o (baroa) AW (E)

a une solution fort unique.

b-  On peut construit sur (0, Fy, P) une suite d’état (x}, 1y (t) d,4,dt) et des pro-
cessus controlés des dont les lois convergent a la loi de ((x1) , g, ([x]) 04,dt) .

Preuve

a- Puis que ¢} ([z]) est un processus d’étape et finissez tenir compte du caractére
lipschitzien des coefficients, il est connu que I'E.D.S (Ef ) a une solution forte
unique.

b-  Nous travaillons comme dans la preuve du théoréme 3-5-12 : soit [z] la solution
de (ET). Le processus de controle ¢, = q; ([z]) est Fy—adapté.

Les processus "M et la solution "z; peut étre construite sur (2, F;, P) et la
propriété de semi-martingale est satisfaite par rapport a la sous-filtration F;* de F;. «

Si les termes de diffusions ne sont pas controlés, cette construction est valide par
rapport a F;.
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Nous concluons la présente partie en recueillant ensemble tous ces résultats :

Théoréme 3-5-14 :  Supposez que l'unicité faible pour des équations controlées
se tient.

a-  Si les fonctions h et g sont uniforméments continues, le problémé initiel et le
probléme relaxé ont la méme fonction de valeur :

Sup{J(r,z,RO); ROE%O} = sup{J(r,z,R); ReR}
= sup{J(r,z,U); UecA(rz)}
b-  Siles coefficients b(t,x,a) et o (t,z,a) sont (uniformément sur (t,a) ) lipschit-

ziennes par rapport a x, le probléme fort et le probléme relaxé faible ont la méme
fonction de valeur.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au probléme de controle optimal
pour des systémes d’équations différentielles stochastiques dirigées par une mesure
martingale. En particulier, nous avons étudié les définitions et des propriétés concer-
nant ces mesures martingales et quelques résultats trés importants pour les problémes
d’E.D.S dirigées par des mesures martingales.

Il s’avére que sans hypotheses de convexité, on ne peut montrer I’existence dune
solution optimale dans l’espace des controles stricts. L’idée est d’injecter 1’espace
des controles admissibles dans un espace de mesures appelé espace des controles re-
laxés. Pour cet espace on montre qu’il existe un controle réalisant le minimum sans
hypothéses supplémentaires sur les coefficients. On doit souligner que le théoréme
d’existence est démontré pour les problémes de controle faible.

Le deuxiéme aspect du controle stochastique que nous avons étudié est d’approxi-
mer les intégrales stochastiques des mesures martingales par des intégrales stochas-
tiques par rapport au mouvement Brownien au sens de L2.

L’autre approche concerne les problémes de controle faible. On utilise la distribu-
tion de la paire (controle et trajectoire ) d’'une E.D.S. L’existence d’une distribution
(exactement une régle de controle ) implique 'existence d’un controle optimal relaxé
faiblement dans le cas fini.
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