
Comportement asymptotique presque
sûre de la moyenne empirique pour
les distributions à qeues lourdes

Djaber Ibtissem



Table des matières

0.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1 Préliminaires 6

1.1 Statistique d’ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Loi de la statistique d’ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 Domaine d’attraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Loi du logarithme itéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.5 Comportement presque sûre du processus des quantiles uni-
forme pondérés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5.1 Lois fonctionnelles du logarithme itéré pour le proces-
sus empirique des quantiles pondérés . . . . . . . . . . 15

2 Estimation de l’index des queues de distribution 20

2.1 Estimateur de Pickands . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.1 Construction de l’estimateur . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1.2 Consistance de l’estimateur de Pickands . . . . . . . . 22

2.1.3 Normalité asymptotique de α̂P
n,m . . . . . . . . . . . . . 22

2.2 Estimateur de Hill . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2.1 Consistance de l’estimateur de Hill . . . . . . . . . . . 23

2.2.2 Normalité asymptotique de α̂H
n,kn . . . . . . . . . . . . 24

1



2.3 Estimateur du moment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.1 Construction de l’estimateur du moment . . . . . . . . 25

2.3.2 Normalité asymptotique de l’estimateur du moment . . 27

2.4 Estimateur du moindre carée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2



0.1 Introduction

Parmi les estimateurs de position le plus classique est la moyenne em-
pirique. La loi forte des grands nombres montre bien que cet estimateur est
fortement consistant pour la moyenne théorique ou espérance mathématique.

Un autre résultat très classique en probabilité et en statistique c’est le
Théorème Central limite. Ce fameux théorème nous permet en évidence de
construire un intervalle de confiance pour la moyenne théorique. Néanmoins,
cet estimateur n’est pas robuste contre les valeurs aberrantes ou les valeurs
extrêmes, en particulier pour les distributions à queues lourdes.

Alors pour obtenir un estimateur robuste pour la moyenne on doit tron-
quer les plus grandes et les plus petites observations dans la sommation des
données. On obtient alors un nouveau estimateur dit : la moyenne empirique
tronquée. Malheureusement la normalité asymptotique n’est pas assurée dans
ce cas. Ce problème nous mène alors à penser sur une autre version pour cet
estimateur.

Il existe une manière pour tronquer les observations en conservant la nor-
malité asymptotique. L’idée est la suivante : on remplace les valeurs extrêmes
par un estimateur convenable pour les quantiles. Ce nouveau estimateur est
appelé la moyenne Winsorisée.

Le présent mémoire alors et une synthèse sur les propriétés asymptotiques
de cet estimateur : normalité asymptotique et convergence presque sûre. Nous
nous basons ici sur la théorie des processus empiriques et le processus em-
piriques des quantiles.

Le présent mémoire est réparti comme suit :

Nous étudions au premier chapitre, les propriétés asymptotiques des valeurs
extrêmes et les domaines d’attractions. Nous présentons aussi la loi du log-
arithme itéré classique pour la moyenne empirique sans troncature. Cette
étude nous sert à développer des résultats analogues pour la moyenne Win-
sorisée.

Le deuxième chapitre est consacré à l’estimation de l’index des queues de
distributions. Nous présentons ici les différents estimateurs de l’index ainsi
que leurs propriétés asymptotiques.
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Comme on s’intéresse aux sommations des données aux queues de distri-
butions, nous avons alors réservé le troisième chapitre à une étude exhaustive
pour les sommes des valeurs extrêmes.

Dans le dernier chapitre on étudie les comportements asymptotiques des
moyennes tronquées et Winsorisées en se basant en particulier sur l’article
de Peng (2001). La normalité asymptotique de l’estimateur de Peng (2001)
a été établie. Nous suivons cette étude en présentant, de notre part, le com-
portement asymptotique presque sûre.
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Notations et abrévations

Xi,n La ième statistique d’ordre
D→ Convergence en distribution
D
= Egalité en distribution
p.s→ Convergence presque sûre
P→ Convergence en probabilité

P Probabilité
E Esperence
E (X/Y ) Espérence conditionnelle de X sachant Y

B(n, F (x)) Loi binomiale

N (0, 1) Loi normale standard

FDPG Distribution de Paréto Généralisée

QDPG La fonction des quantiles de FDPG

{W (t); 0 ≤ t <∞} Processus de Wiener

{B(t); 0 ≤ t ≤ 1} Pont Brownien

Gn(t) La fonction de distribution empirique

αn(t) Processus empirique uniforme

βn(t) Processus empirique des quantiles uniforme

PC+ (0, 1) Ensemble des fonctions continues sur ]uj−1, uj[ , ∀j
{Bi(t)}∞i=0 Suite de ponts Brownien

x ∨ y max (x, y)

x ∧ y min (x, y)

1 (x ≤ y) La fonction indicatrice

[v.a] Variable aléatoire
[iid] Indépendante identiquement distribueés
p.s Presque sûre
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Statistique d’ordre

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur l’espace (Ω, B), d’une fonc-
tion de distribution F et d’une densité f.

On note par (X1, X2, ...,Xn) l’échantillon indépendant de X.

Définition 1.1.1– En classant les variables aléatoires X1,X2, ...,Xn par
ordre croissant, on obtient

X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n. (1.1.1)

On appelle X1,n,X2,n, ...,Xn,n les statistiques d’ordre associées à (X1, ...,Xn),
et on désigne par Xi,n la i ième statistique d’ordre.

Intéressons nous plus particulièrement au comportement d’extrêmes cor-
respondant à i = 1 et i = n, i.e,

X1,n = min (X1,X2, ...,Xn) ,

et
Xn,n = max (X1, X2, ..., Xn) .

1.2 Loi de la statistique d’ordre

Théorème 1.2.1 – La loi de la statistique d’ordre est definie par la den-
sité
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f (x1, x2, ..., xn) = n!
nY
i=1

f (xi)1Cn (x1, x2, ..., xn) ,

où
Cn = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn/x1 < x2 < ... < xn} .

Théorème 1.2.2 – La loi marginal de (X1,n,X2,n, ...,Xn,n) , k ≤ n, admet
la densité

n!

(n− k)!
1Ck (x1, x2, ..., xk)

Ã
kY
i=1

f (xi)

! +∞Z
xk

f(x)dx

n−k .
Loi de Xk,n

Soit

fk (x) =
n!

(n− k)! (k − 1)!F
k−1 (x) (1− F (x))n−k f (x) ,

la densité marginale de Xk,n, (k = 1, ..., n) obtenu par l’intégration de la
densité de (X1,n, X2,n, ..., Xn,n) .

En considérant la variable Y comptant le nombre de points X tels que
X < x, on a

Fk (x) = P (Xk,n < x) = P (Y > k) .

La variable aléatoire Y suit une loi binomiale B (n, F (x)) . On obtient

Fk (x) =
nX
i=k

Ci
nF

i (x) [1− F (x)]n−i .

Lois des valeurs extrêmes X1,n et Xn,n

L’un des rôles importants des statistiques d’ordre en statistique est la
détection des points aberrants dans un échantillon, on s’intéresse aux deux
lois suivantes :
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Loi de X1,n

Ona

F1 (x) = P (X1,n ≤ x) =
nX
i=1

Ci
nF

i (x) (1− F (x))n−i = 1− C0
n (1− F (x))n ,

d’où
F1 (x) = 1− (1− F (x))n , et f1 (x) = nf (x) (1− F (x))n−1 .

Loi de Xn,n

Ona
Fn (x) = P (Xn,n ≤ x) = F n (x) ,

d’où
fn (x) = nf (x)F n−1 (x) .

Loi jointe d’un couple(Xk,n, Xl,n)

Soit un couple (Xk,n,Xl,n) avec 1 ≤ k < i < n, on obtient

fk,i (u, v) = L (n, i, k) f (u) f (v)F k−1 (u) (F (v)− F (u))i−k−1

× [1− F (v)]n−1 1[u<v] (u, v) ,

où la constante de normalisation est

L (n, i, k) =
(k − 1)! (i− k − 1)!(n− i)!

n!
.

Pour k = 1, et l = n, on obtient la loi jointe de (X1,n,Xn,n)

f1,n (u, v) = n (n− 1) f (u) f (v) [F (u)− F (v)]n−2 1[u<v] (u, v) .

1.3 Domaine d’attraction

Plusieurs conditions nécessaires et suffisantes, qu’on peut utiliser pour
déterminer à quel domaine d’attraction une certaine fonction de distribution
appartient. Ces conditions concernent le comportement du queue de cette
fonction de distribution, c.à.d, le comportement de 1−F (x). Nous citons les
conditions de von Mises en terme des trois distributions limites Λ, Φα et Ψα.

Notre premier théorème donne une caractérisation de la distribution lim-
ite du maximum de l’échantillon Xn,n.
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Théorème 1.3.1 – Soit X1, X2, ..., Xn une suite de [v.a] [iid]. S’il existe

deux constantes an > 0, bn ∈ R, et une distribution non dégénérée G telle
que

lim
n→∞

F n (anx+ bn) = lim
n→∞

½
max (X1,X2, ...,Xn)− bn

an
≤ x

¾
= G (x) ,

alors G est l’une des trois distribution des valeurs extrêmes

Gumbel : Λ (x) = {exp (−e−x) , x ∈ R

Fréchet : Φα =

½
exp (−x−α) x > 0

0 x ≤ 0 α > 0

Weibull : Ψα =

½
exp (− (−x)α) x < 0

1 x ≥ 0 α > 0

On note par :

F−1(1) = sup {x : F (x) < 1} ,
le point extrême superieur de la distribution F.

Théorème 1.3.2 – F ∈ D(Λ) si et seulement s’il existe une fonction
strictement positive q (t) telle que

lim
t↑F−1(1)

1− F (t+ xq (t))

1− F (t)
= e−x (= − logΛ) . (1.3.1)

On peut choisir

q (t) =
F−1(1)R

t

(1− F (u)) duÁ1− F (t) ,

pour t < F−1 (1).

Théorème 1.3.3 – Si F−1 (1) = +∞, et supposons qu’il existe une con-
stante α > 0 telleque pour tout x > 0,

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x−α (= − logΦα) . (1.3.2)

Alors, F ∈ D (Φα) .
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Théorème 1.3.4 – F ∈ D (Ψα), pour α > 0 si et seulement si F−1 (1) <
∞ et

lim
h↓0
1− F (F−1 (1)− xh)

1− F (F−1 (1)− h)
= xα (= − logΨα) , (1.3.3)

pour x > 0.

Les domaines d’attraction de la loi des valeurs extrêmes sont définis par
le théorème suivant :

Théorème 1.3.5 – Sous certaines conditions de régularité sur F , il existe
α ∈ R et deux suites réelles an et bn (bn > 0) tels que ∀x ∈ R,

lim
n→∞

Fn (an + bnx) = Hα (x) , (1.3.4)

où Hα est la fonction de répartition de la loi des valeurs extrêmes

Hα (x) = exp
h
− (1 + αx)−1/α

i
.

On dit alors que F appartient au domaine d’attraction de Hα : F ∈ D (α) .

Ce théorème nous donne, aprés normalisation, la loi asymptotique du
maximum de l’échantillon (de fonction de répartition Fn).

Théorème 1.3.6 – Soit F une fonction de distribution, d’une densité f ,
et

h (x) =
f (x)

(1− F (x))
. (1.3.5)

Si h (x) > 0, ∀x et pour α > 0,

lim
x→∞

xh (x) = α,

alors F ∈ D (Φα) .

Théorème 1.3.7 – Supposons que h(x) 6= 0, et differentiable pour x >
F−1 (1) . Alors, F ∈ D (Λ) si

lim
x→F−1(1)

d

dx

½
1

h (x)

¾
= 0. (1.3.6)
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Théorème 1.3.8 – Si F−1 (1) <∞, et pour α > 0,

lim
x→F−1(1)

(F−1 (1)− x)h(x) = α, (1.3.7)

alors F ∈ D (Ψα) .

1.4 Loi du logarithme itéré

Nous donnerons seulement la preuve de la loi du logarithme itéré dans un
cas spécial, où les vaiables aléatoires Xn sont [iid] d’une disribution normal
stanard.

Définition 1.4.1– Une variable aléatoire X ∈ L est symétrique si sa loi
µX est donnée par :

µ ([−b,−a)) = µ ([−a,−b)) , pour tous a < b.

Une variable aléatoire X ∈ L1 a une moyenne nulle. Nous utilisons la nota-
tion :

Sn =
nX

k=1

Xk.

Lemme 1.4.1– Soit Xn, par symétrie et indépendance.Pour tous ε > 0.

P
µ
max
1≤k≤n

Sk > ε

¶
≤ 2P (Sn > ε) .

Preuve. C’est une conséquence directe de théorème de Levy, on peut
prendre m = 0 comme mediane de la distribution symétrique. ¤

Définissons Λn =
√
2n log logn (pour n ≥ 2) .

Théorème 1.4.1– (Loi du logarithme itéré pour N (0, 1))

Soit Xn une suite de variables aléatoires [iid] N (0, 1)-distribuées. Alors

lim sup
n→∞

Sn
Λn

= 1, lim inf
n→∞

Sn
Λn

= −1.
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Preuve. Puisque le deuxiéme résultat s’obtient du premiére, en rem-

plaçant Xn par −Xn, nous donnerons seulement la preuve du lim sup
n→∞

Sn
Λn

=

1.

(i) P (Sn > (1 + ε)Λn, i.s) = 0 pour tous ε > 0.

Soient nk =
h
(1 + ε)k

i
∈ N et les évènements

Ak = {Sn > (1 + ε)Λn, pour quelque n ∈ (nk, nk+1)} .
Evidement, on a

lim sup
k

Ak = {Sn > (1 + ε)Λn, i.s} .

Par le théorème de Borel Cantelli, nous montrons que
P
k

P (Ak) <∞.

Pour chaque k, nous obtenons par le lemme au dessus

P (Ak) = P [{Sn > (1 + ε)Λn, n ∈ (nk, nk+1)}]
≤ P

µ
max

nk<n≤nk+1
Sn > (1 + ε)Λk

¶
≤ P

µ
max

1<n≤nk+1
Sn > (1 + ε)Λk

¶
≤ 2P ¡Snk+1 > (1 + ε)Λk

¢
.

En utilisons le fait que Snk+1Á
√
nk+1 estN (0, 1)-distribuée et qu’une variable

aléatoire N (0, 1)-distribuée
P (X > t) ≤ const · e−t2/2, alors

2P ¡Snk+1 > (1 + ε)Λk

¢
= 2P

µ
Snk+1√
nk+1

> (1 + ε)
Λnk√
nk+1

¶
= 2P

µ
Snk+1√
nk+1

> (1 + ε)

√
2nk log lognk√

nk+1

¶
≤ C exp

·
−1/2 (1 + ε)2

2nk log log nk
nk+1

¸
≤ C1 exp (− (1 + ε) log log (nk))

≤ C1 log (nk)
−(1+ε)

≤ C2k
−(1+ε)

.

On a montré que P (Ak) ≤Const ·k−(1+ε). Par la suite, on a
P
k

P (Ak) <∞.
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(ii) P (Sn > (1− ε)Λn, i.s (infiniment souvent)) = 1 pour tous ε > 0.

Il suffit de montrer que pour tous ε > 0, il existe une sous suite nk.

P (Snk > (1− ε)Λnk , i.s) = 1.

Donnons ε > 0. Choisissons N > 1 grand et c < 1 prés de 1 tel que

c
p
1− 1/N − 2√

n
> 1− ε (1.4.1)

Soit nk = Nk et ∆nk = nk − nk−1. Les ensembles

Ak =
n
Snk − Snk−1 > c

p
2∆nk log log∆nk

o
,

sont indépendantes. Nous utilisons le fait que

∞Z
t

e−x
2/2dx ≥ Ce−t

2/2 pour

quelque constante C.

P (Ak) = P
³n

Snk − Snk−1 > c
p
2∆nk log log∆nk

o´
= P

Ã(
Snk − Snk−1p

∆nk

> c

p
2∆nk log log∆nkp

∆nk

)!
≥ C exp

¡−c2 log log∆nk

¢
= C exp

¡−c2 log (k logN)¢
= C1 exp

¡−c2 log k¢
= C1k

−c2 .

Donc
X
k

P (Ak) =∞. Nous avons par Borel-Cantelli l’ensemble A de mesure

complet, alors pour ω ∈ A

Snk − Snk−1 > c
p
2∆nk log log∆nk ,

pour k infini. De (i), on sait que

Snk > −2
p
2nk log lognk,

pour k suffisamment large. Les deux inégalités sont vérifiées pour quelques
valeurs infinies de k. Nous avons pour un tel k

Snk (ω) > Snk−1 (ω) + c
p
2∆nk log log∆nk

≥ −2
p
2nk−1 log lognk−1 + c

p
2∆nk log log∆nk

≥
³
−2/
√
N + c

p
1− 1/N

´p
2nk log log nk

≥ (1− ε)
p
2nk log log nk,
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où, nous avons utilisé (1.4.1) dans la dernière inégalitè. ¤

1.5 Comportement presque sûre du proces-
sus des quantiles uniforme pondérés

Nous proposons dans ce paragraphe une description complète de Com-
portement presque sûre du processus des quantiles uniforme pondérés.

Soit U1, U2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes uniforme
sur (0, 1) . Pour chaque entier n ≥ 1, on définit

Gn (s) := n−1
nP
i=1

1 (Ui ≤ s) , 0 ≤ s ≤ 1,

la fonction de distribution empirique, où 1 (x ≤ y) désigne la fonction indi-
catrice, et soit

Vn (s) =

 Uk,n, k − 1/n < s ≤ k/n, k = 1, ..., n

U1,n, s = 0,

où U1,n ≤ U2,n ≤ ... ≤ Un,n la statistique d’ordre basée sur U1, U2, ..., Un.
la fonction des quantiles.

On définit le processus empirique uniforme[PEU] comme suite :

αn (s) := n1/2 {Gn (s)− s} , 0 ≤ s ≤ 1

et le processus des quantiles uniforme par :

βn (s) := n1/2 {Vn (s)− s} , 0 ≤ s ≤ 1.

Notons par :

β̃n (s) =

½
βn (s) , si 1/ (n+ 1) ≤ s ≤ n/ (n+ 1)
0, si non

le processus des quantiles uniforme tronqué.
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1.5.1 Lois fonctionnelles du logarithme itéré pour le
processus empirique des quantiles pondérés

On considère l’ensemble suivant :

D = {d : [0, 1]→ [0,∞) :
d est non décroissante strictement positive sur [0, 1]} ,

et on désigne par B [0, 1] l’espace des fonctions bornées, et définies sur [0, 1]

avec la norme "sup", et F [0, 1] l’ensemble des fonctions absolument contin-
ues f ∈ B [0, 1], et

f (0) = 0, et
1R
0

(f́ (s))2 ds ≤ 1.

Définissons l’ensemble Fd [0, 1] , Pour tous d ∈ D, comme suit

Fd [0, 1] = {fÁd : f ∈ F [0, 1]} ,
et posons

hn = log log (n ∨ 3) , pour n ≥ 1.

Théorème 2.1.1 – Soit d ∈ D, et supposons que

lim
s↓0
(s log log (1/s))1/2Ád (s) = τ ∈ [0,∞] . (1.5.1.1)

Alors, avec une probabilité 1

lim sup
n→∞

sup
0<s≤1

¯̄̄
β̃n (s)

¯̄̄
Á
³
d (s) (2hn)

1/2
´

=
¡
2−1/2τ

¢ ∨Ã sup
0<s≤1/2

³
s (1− s)1/2Ád (s)

´!

De plus, si τ = 0, alors presque sûrement la suiten
β̃n (s)Á((2hn)

1/2 d)
o∞
n=1

(1.5.1.2)

est relativement compacte dans B [0, 1] , et l’ensemble des points limites égale
à Fd [0, 1] .
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Si τ > 0, presque sûrement la suite (1.5.1.1) ne peut pas être relativement
compacte dans B[0, 1]

Pour tout 0 < c < ∞, soient 0 < α−c < 1 < α+c les deux solutions de
l’équation

λ− log λ− 1 = c−1.

Théorème 2.1.2 – Soit 0 ≤ ν ≤ 1/2 et 0 < an < 1/2 avec an ↓ 0.
(I) Si nan/hn → 0 et an ≥ a/n, pour a > 0, alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

sup
an≤s≤1/2

√
na1−νn |βn (s)|

¡
s1−νhn

¢−1
= 1 (1.5.1.3)

(II) Si nan/hn → c ∈ (0,∞) , alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

sup
an≤s≤1/2

a1−νn |βn (s)|
¡
s1−νh1/2n

¢−1
= γ (c, ν) , (1.5.1.4)

où  γ (c, 1/2) = 2 ∨ ©c1/2 (α+c − 1)ª ,
γ (c, ν) = c1/2 (α+c − 1) , si 0 ≤ ν ≤ 1/2.

(III) Si nan/hn ↑ (1/an)Áhn → c, alors presque sûrement

lim sup
n→∞

sup
an≤s≤1/2

a1−νn |βn (s)|
¡
s1−νh1/2n

¢−1
= [2 (1 + c)]1/2 , ν = 1/2,

= 21/2, 0 ≤ ν < 1/2.

Ce théorème nous donne une discription du comportement presque sûre
du processus des quantiles uniforme pondéré pour une certaine classe
de fonction d ∈ D afin que la limite dans (1.5.1.1) est égale à ∞.

Soit
0 < kn ≤ n, kn ↑ et kn/n ↓ 0.

Définissons deux versions du processus empirique des quantiles des queues
basés sur la suite {kn}∞n=1 comme suit :

υn (s) := (n/kn)
1/2 βn (skn/n) , 0 ≤ s ≤ 1,
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et
υ̃n (s) := (n/kn)

1/2 β̃n (skn/n) , 0 ≤ s ≤ 1.
Soit K [0, 1] l’ensemble des fonctions absolument continues f ∈ B [0, 1] tel
que

f(0) = 0 et

1Z
0

(f 0 (s))2 ds ≤ 1.

On pose pour tous 0 < ν ≤ 1/2,
Kν [0, 1] =

©
fI1/2−ν : f ∈ K [0, 1]ª

où I est la fonction identité.

Théorème 2.1.3 – Soit 0 ≤ ν ≤ 1/2, 1 < kn < n, kn ↑ et kn/n ↓ 0.
(I) Si k2νn /hn → 0, alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

sup
0≤s≤1

kνn |υ̃n (s)|
¡
s1/2−νhn

¢−1
= 1. (1.5.1.5)

(II) Si k2νn /hn → c ∈ (0,∞) , alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

sup
0≤s≤1

|υ̃n (s)|
³
s1/2−νh1/2n

´−1
= ( (c, ν) , (1.5.1.6)

où

( (c, ν) = c1/2 (α+c − 1) , ν = 1/2, c ∈ (0,∞) ,
= 21/2, ν = 1/2, c =∞,
= c−1/2, 0 < ν < 1/2, c ∈ (0, 1/2) ,
= 21/2, 0 < ν < 1/2, c ∈ (1/2,∞) .

(III) Si k2νn /hn →∞, alors presque sûrement, la suite½
υ̃n (s)

h
I1/2−ν (2hn)

1/2
i−1¾∞

n=1

, (1.5.1.7)

est relativement compacte sur B [0, 1] et l’ensemble de points limites
égale à Kν [0, 1] .

De plus, (I)− (III) restent valables si on remplace υ̃n par υn pour le cas
ν = 1/2.

Ensuite nous avons besoin des résultats suivants :

Fait1[Kiefer (1972)]
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(1) Soit (n+ 1)−1 ≤ an < 1 et nanÁhn → 0. Alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

nVn (an)h
−1
n = 1.

(2) Soit 0 < an < 1, nanÁhn ↑ ∞ et an ↓ . Alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

±βn (an) (an (1− an)hn)
−1/2 = 21/2.

(3) Soit 0 < an < 1, nanÁhn ↑ ∞ et an ↓ . Alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

±αn (an) (an (1− an)hn)
−1/2 = 21/2.

(4) Si c ∈ (0,∞), alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

nVn (chn/n)h
−1
n = cα+c ,

et
lim inf

n→∞
nVn (chn/n)h

−1
n = cα−c .

Fait 2 [Wellner (1978)]
Si c ∈ (0, 1), alors presque sûrement,

lim sup
n→∞

sup
chn/n≤s≤1

Vn (s) /s = α+c ,

et
lim sup

n→∞
sup

chn/n≤s≤1
s/Vn (s) = (α−c )

−1 .

Fait 3 [Kiefer (1970)]
On a, presque sûrement

lim sup
n→∞

sup
0≤s≤1

n1/4 |αn (s) + βn (s)|
³
h
1/2
n logn

´−1/2
= 2−1/4.

Fait 4 [Csáki (1977)]
(1) Soit 0 < an ≤ 1, nanÁhn → ∞, log log (1/an)Áhn → c et an ↓. Alors

presque sûrement,

lim sup
n→∞

sup
an≤s≤1/2

|αn (s)| (shn)−1/2 = (2 (1 + c))1/2

(2) Pour c ∈ (0,∞), presque sûrement

18



lim sup
n→∞

sup
chn/n≤s≤1

|αn (s)| (shn)−1/2 = 2 ∨ ©c1/2 ¡β+c − 1¢ª ,
où β+c > 1 est la racine la plus grande de l’équation λ (log λ− 1) + 1 = c−1.

Le théorème suivant nous permet de construire une approximation forte
du processus empirique des quantiles uniforme pondérés.

Théorème 2.2.1 –

(I) Sur un espace probabilisé assez riche, il existe une suite de ponts Brown-
ien indépendants B1, B2, ..., et une suite de variables aléatoires uni-
formes sur (0, 1), tellque d ∈ D satisfait (1.5.1.1) avec τ = 0, alors on
a presque sûrement,

sup
0≤s≤1

¯̄̄̄
β̃n (s)− n1/2

nP
i=1

Bi (s)

¯̄̄̄
Ád (s) = o

³
h
1/2
n

´
. (1.5.1.8)

(II) Soit 0 < ν ≤ 1/2, 1 ≤ kn ≤ n, kn ↑ et knÁn ↓ 0. Si k2νn Áhn → ∞,
alors sur un espace de probabilité assez riche, il existe une suite de
processus de Wiener standard W1,W2, ..., et une suite U1, U2, ..., de
variables aléatoires uniformes et indépendantes sur (0, 1), telle que,
presque sûrement

sup
0≤s≤1

¯̄̄̄
υ̃n (s)− k

−1/2
n

nP
i=1

Wi (sknÁn)

¯̄̄̄
s−1/2+ν = o

³
h
1/2
n

´
.

(1.5.1.9)

Preuve. Voir [10]. ¤
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Chapitre 2

Estimation de l’index des
queues de distribution

2.1 Estimateur de Pickands

L’estimateur introduit par JAMES PICKANDS III dans Pickands (1975)
est basé sur la condition suivante

lim
n→∞

Fn (an + bn) = lim
n→∞

P
½
Mn − bn

an
≤ x

¾
= G (x) , (2.1.1)

où
Mn = max (X1, X2, ..., Xn) ,

et F est une distribution continue, d’une point limite supèrieur F−1 (1).
On dit que F est dans le domaine d’attraction de Gα pour α ∈ R, si et

seulement si

lim
t↑F−1(1)

sup
0≤x≤F−1(1)−t

|Ft (x)− FDPG (x;α, β (t))| = 0,

où FDPG est la distribution de Paréto généralisée, définie pour σ > 0 et α ∈ R
comme suit :

FDPG (x;α, σ) = 1− (1 + αx/σ)−1/α ,

avec
x > 0 et +αx/σ > 0,
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et Ft la probabilité conditionnelle de X qui ne dépasse pas x + t donnée (il
a déja dépassé t ) c’est à dire que si le seuil t est grand, la distribution con-
ditionnelle de X, telle que X ≥ tn peut être approximé par une distribution
de Paréto généralisée.

La fonction des quantiles de la distribution de Paréto généralisée est don-
née

QDPG (s;α, σ) = σ
− log(1−s)R

0

eαudu

½
σα−1 (1− s)−α α 6= 0,
−σ log (1− s) α = 0,

pour α ∈ R et σ > 0.
En utilisant cette formule, nous pouvons exprimer les paramètres α et σ

en terme du quantiles QDPG (1/2;α, σ) et QDPG (3/4;α, σ)

α = log

µ
QDPG (3/4;α, σ)−QDPG (1/2;α, σ)

QDPG (1/2;α, σ)

¶
Á log 2,

et

σ = (QDPG (1/2;α, σ))Á
log 2R
0

exp(αu)du.

2.1.1 Construction de l’estimateur

Pickands a proposé d’estimer les paramètres α et σ par la méthode du
centile simple :
Soit M un entier plus petit que n, et on considère les espacements

E (M) := X(n−i+1) −X(n−4M+1), i = 1, ..., 4M − 1,
sur le seuil X(n−4M+1) qui est un échantillon d’une distribution de Paréto
généralisée. Alors, on utilise le quantile de l’échantillon de ces excés pour
l’estimation de α et σ, c’est à dire,

α̂P
n,M = log

µ
X(n−M+1) −X(n−2M+1)

X(n−2M+1) −X(n−4M+1)

¶
Á log 2,

et

σ̂Pn,M = (X(n−2M+1) −X(n−4M+1))Á
log 2R
0

exp
¡
α̂P
n,Mu

¢
du.

Les estimateurs dépendent du choix du l’entier M , et selon Pickands on a

M
P→∞, et M/n→ 0, quand n ↑ ∞.
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2.1.2 Consistance de l’estimateur de Pickands

Consistance faible

Théoréme 2.1.2 – Soit m = mn une suite d’entier telle que

mn →∞ et mn/n→ 0, quand n→∞.

Si (2.1.1) est vérifie, alors

α̂P
n,m

P→ α, quand n→∞.

Consistance forte

Théoréme 2.1.3 – Soit m = mn une suite d’entier telle que

mn/n→ 0 et mn/ log log n→∞, quand n→∞.

Si (2.1.1) est vérifie, alors

α̂P
n,m → α, presque sûr, quand n→∞.

2.1.3 Normalité asymptotique de α̂P
n,m

Théorème 2.1.3 – Soit F une fonction de distribution dans le domaine
d’attraction d’une distribution des valeurs extrêmes Gα, pour α ∈ R. Sup-
posons que la fonction des quantiles Q = F−1 a un dérivé positif Q0, et qu’il
existe une fonction positive a, telle que la fonction

t 7→ t−α−1Q0 (1− 1/t) ,
est π−variation à l’infini, d’une fonction auxilière a. Alors pour une suite
m = mn satisfait

mn →∞, mn = o (nÁg−1 (n)) ,

où g−1est l’inverse de

g (t) = t−2α−1(Q0 (1− 1/t)Áa (t))2,

√
m
¡
α̂ˆPn,m − α

¢ D→ N ¡0, σ2p¢ quand n→∞,

où N ¡0, σ2p¢ désigne la distribution normale de moyenne 0 et variance σ2p
donnée par

σ2p = α2
(22α−1)

(2 (2α − 1) log 2)2
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2.2 Estimateur de Hill

En 1975 un autre estimateur de l’index de la valeur extrême a été introduit
par B. M. Hill dans (Hill 1975). Cet estimateur est basé sur les propriétés
de variation régulière dans le cas où la fonction de distribution F dans le
domaine d’attraction de Gα, où α > 0. L’estimateur de Hill serait seulement
applicable de la valeur extrême, au cas où l’index serait positif, c à d F a
une queue lourde.

La construction de cet estimateur est basée sur l’estimation par la méth-
ode du maximum de vraisemblance en supposant que α > 0, et F vérifie la
condition

1− F (x)

1− F (u)
=

³x
u

´−1/α
, x ≥ u, u ∈ R. (2.2.1)

Alors, on utilise seulement les statistiques d’ordre qui depassent le seuil u.
On a, les statistiques d’ordre Xn,m, ...,Xn−kn+1,n. La fonction de log-

vraisem-blance est donné par

L(α;Xn−kn+1,n,..., Xn,n) = −kn log (αu) + log (1− F (u))− α+ 1

α

×
knX
i=1

(logXn−i+1,n − log u)
(2.2.2)

En resolvant cette equation et remplaçant le seuil u par Xn−k,n, on obtient
l’estimateur de Hill

α̂H
n,kn =

1

kn

knX
i=1

(logXn−i+1,n − logXn−k,n). (2.2.3)

Notons que cet estimateur peut être écrit en terme des espacements des
logarithmes des observations.

α̂H
n,kn =

1

kn

knX
i=1

i (logXn−i−1,n − logXn−i,n) . (2.2.4)

2.2.1 Consistance de l’estimateur de Hill

Mason (1982 a) a prouvé la consistance faible de l’estimateur de Hill pour
toute suite kn vérifiant
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kn →∞, et kn/n→ 0 quand n→∞.

La consistance forte a été prouvée dans Deheuvels, Haeusler et Mason (1985)
sous les conditions

kn/ log logn→∞, et kn/n→ 0, n→∞.

2.2.2 Normalité asymptotique de α̂H
n,kn

Dans l’article deHill (1975), la normalité asymptotique n’a pas été établit
pour cet estimateur. La normalité asymptotique peut être établie sous cer-
taines conditions supplémentaires, (voir Haeusler et Teugels (1985) )

Nous affirmerons le résultat de la normalité asymptotique qui est obtenu
comme un cas spécial de la preuve dans Dekkers, Einmahl et de Hann (1989),
de la normalité asymptotique de leur estimateur du moment (voir aussi la
section 2.5 de la thèse de PhD de Paul de Wolf ).

Théorème 2.2.2 – Soit F une fonction de distribution qui appartient au
domaine d’attraction de la distribution des valeurs extrêmes Gα avec α > 0.
Soit Q sa fonction des quatiles. supposons qu’il existe une fonction positive
b, telle que la fonction

t 7→ ±t−αQ (1− 1/t)
(avec l’un et l’autre de choix de signe) est π-variation à l’infini avec une
fonction auxiliaire b. Alors, pour toute suite kn → ∞ satisfaisant kn =
o (nÁg−1 (n)) , où g−1 est l’inverse de

g (t) = t1−2α (Q (1− 1/t)Áb (t))2 ,

√
kn (α̂kn,n − α)

D→ N (0, α2) , quand n→∞,

avec N (0, α2) la distribution normale de moyenne 0 et de variance α2.

Preuve. Voir [20]. ¤
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2.3 Estimateur du moment

2.3.1 Construction de l’estimateur du moment

Une généralisation de l’estimateur de Hill était introduite dans Dakkers,
Einmahl et de Hann (1989). Leur but principal est de trouver un estimateur
dans certaine sens semblable à l’estimateur de Hill qui est consistant pour
tout α ∈ R. Ils ont introduit les deux quantités suivantes

M
(r)
n,k =

1

k

kX
i=1

(logXn−i+1,n − logXn−k,n)
r , r = 1, 2.

Notons que M (1)
n,k est l’estimateur de Hill. Alors ils ont proposé l’estimateur

de l’index des valeurs extrêmes suivant :

α̂M
n,k = M

(1)
n,k + 1−

1

2

1−
³
M

(1)
n,k

´2
M

(2)
n,k


−1

. (2.3.1.1)

Nous donnerons une dérivation heuristique de cet estimateur du moment, en
utilisant le lemme suivant (voir. Dekkers, Einmahl et de Hann(1989), Lemme
2.5).

Lemme 2.3.1 – Supposons que F ∈ D (Gα) , pour α ∈ R, on note par Q
la fonction des quantiles. Alors, pour quelque fonction positive a,

lim
s↓0
logQ (1− sx)− logQ (1− s)

a (s) /Q (1− s)

=


− log x α ≥ 0

x−α − 1
α

α < 0

pour x > 0.

De plus, dans le cas α > 0 nous pouvons prendre

a (s) /Q (1− s) = α,

et dans le cas α < 0 nous pouvons prendre

a (s) /Q (1− s) = −α (logQ (1)− logQ (1− s)) .
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Notons queM (r)
n,k peut être envisagé comme l’esperance conditionnel de (log (X/t))r

sachant que X > t. Dans ce cas le seuil t pres place la (n− k)ème statistique
d’ordre de l’échantion. En effet

E ((log (X/t))r /X > t) =

F−1(1)Z
t

(log (x/t))r d

µ
F (x)− F (t)

1− F (t)

¶

= −
F−1(1)Z
t

(log (x/t))r d

µ
1− F (x)

1− F (t)

¶
.

La substitution de y = 1− F (x) et s = 1− F (t) donne
sZ
0

(logQ (1− y)− logQ (1− s))rd (y/s)

=

1Z
0

(logQ (1− sx)− logQ (1− s))rdx.

Notons le dernier intégral parM (r)
s , M

(r)
n,k pourait être considéré pour être

un estimateur de M (r)
s avec s = k/n. Maintenant, on utilise le lemme (2.3.1)

pour déduire que, dans le cas où α > 0,

M
(r)
s ∼ αr

1Z
0

(− log x)r dx = rαr, r = 1, 2,

et dans le cas où α < 0,

M
(r)
s ∼ (−α)r ((logQ (1)− logQ (1− s))r)

1Z
0

µ
x−α − 1

α

¶r

dx

= (logQ (1)− logQ (1− s))r
r (−α)r

(1− rα) (1− (r − 1)α) , r = 1, 2.

Alors, la substitution de ces expressions dans (2.3.1.1) i.e,

αs := M
(1)
s + 1− 1

2

1−
³
M

(1)
s

´2
M

(2)
s


−1

,
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satisfaite pour α > 0.

αs ∼ α+ 1− 1
2

µ
1− α2

2α2

¶−1
= α,

dans le cas où α < 0.

α ∼ −α (logQ (1)− logQ (1− s))
1

1− α

+ 1− 1
2

µ
1− 1− 2α

2(1− α)

¶−1
= α+

α

1− α
(logQ (1)− logQ (1− s))

∼ α,

pour un petit s.

2.3.2 Normalité asymptotique de l’estimateur du mo-
ment

Théorème 2.4.1– Soit F une fonction de distribution dans le domaine
d’attraction d’une distribution de valeurs extrêmes Gα, pour α ∈ R. On note
par Q la fonction des quantiles. Supposons qu’il existe des fonctions positives
b1, b2, b3 et b4 tel que pour tout x > 0 (avec le choix de signe).

1. dans le cas où α > 0, la fonction t 7→ ±t−αQ (1− 1/t) ,est π-variation
au voisinage de l’infini d’une fonction auxilière b1.

2. Dans le cas où α = 0,

lim
t→∞

logQ (1− 1/ (tx))− logQ (1− 1/t) + b2 (t) log x

b3 (t)
= ±(log x)

2

2
.

3. Dans le cas où α < 0, la fonction t 7→ ±t−α (Q (1)−Q (1− 1/t)) ,est
π-variation au voisinage de l’infini d’une fonction auxilière b4.
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Alors, pour la suite k = kn →∞ satisfaisant kn = o (n/g−1 (n)) , où g−1

est l’inverse de

g (t) =


t1−2α (Q (1− 1/t) /b1 (t))2 α > 0,

t (b2 (t) /b3 (t))
2 α = 0,

t1−2α (logQ (t)− logQ (1− 1/t) /b4 (t)) α < 0,

et de plus, dans le cas où α = 0, kn = o
¡
n/g−1t (n)

¢
où g−1t (·) est l’inverse

de
gt (t) = t (Q (1− 1/t) /a (1/t))2 ,

avec la fonction a est définée dans le lemme(2.3.1)

√
k
¡
α̂M
n,k − α

¢ D→ N (0, σ2M) , quand n→∞,

avec N (0, σ2M) désigne la distribution normale de moyenne 0 et variance σ2M
donné par :

σ2M =


1 + α2 α ≥ 0,

(1− α2) (1− 2α)
µ
4− 81− 2α

1− 3α +
(5− 11α) (1− 2α)
(1− 3α) (1− 4α)

¶
α < 0.

Preuve. Voir [20]. ¤

2.4 Estimateur du moindre carée

Soit X,X1,X2, ... une suite de variables aléatoires [v.a] indépendantes
d’une fonction de distribution commune F (x) = P (X ≤ x) , x ∈ R tel que
1 − F a variation régulière au voisinage de l’infinie, d’index −1/α, α > 0.
Supposons que

1− F (x) = x−1/αL∗ (x) , quand x→∞,

où L∗ est une fonction positive sur [1,∞), a variation lente au voisinage de
l’infinie, alors

L∗ (tx)
L∗ (x)

→ 1, quand x→∞,

pour tout t > 0.
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Cette class de fonctions sera notéRα. L’inverse ou la fonction des quantiles
Q de F est définie par :

Q (s) = inf {x : F (x) ≥ s} , 0 < s ≤ 1, Q (0) := Q (0+) . (2.4.1)

Il est bien connu (voir Csörgő et Mason (1985)) que F ∈ Rα si et seulement
si

Q+ (1− s) = U (s) = s−αL (s) , quand s ↓ 0, (2.4.2)

pour la version continue à droite Q+ de Q, où L (·) est une fonction positive
a variation lente au voisinage de 0, i.e,

L (ts)
L (s)

→ 1, s ↓ 0 pour tout t > 0.

Pour n ≥ 1, soit X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n les statistiques d’ordre basé sur
l’échantillon X1,X2, ..., Xn.
On note par log+ logarithm naturel log, où

log+ = log[max (x, 1)], x ∈ R.
L’estimateur de Hill (Hill 1975) est définie par :

α̂H (kn) := k−1n

knX
i=1

log

µ
Xn−1+1,n
Xn−kn,n

¶
,

où kn est une suite d’entiers satisfaisants

1 ≤ kn < n, kn →∞ et knÁn→ 0. (K)

Csörgő, Deheuvels et Mason (1985) ont généralisé cet estimateur pour intro-
duire une classe d’estimateurs à noyau.

En basant sur les considérations de moindre carées, Viharos (1999) a pro-
posé un nouveau estimateur de l’index de la queue lequel est universellement
asymptotiquement normal. Cet estimateur est défini par :

α̂(V ) (kn) =

Ã
knX
i=1

ai,n log

µ
kn
i

¶!−1 knX
i=1

ai,n logXn−i+1,n, (2.4.3)

où ai,n :=
i/knR

i−1/kn
J (s) ds, i = 1, ..., kn, avec J (·) est une fonction pondérée

spécifie par les conditions (H1)-(H5), au dessous
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(H1)
1R
0

J (s) ds = 0;

(H2) J (·) est non croissante sur (0, 1] tel que lim
x↓0
J (x) > 0 et J (1) < 0;

(H3) J (·) est differentiable d’une dérivé J0 (·) monotone sur (0, 1] ;

(H4)
1R
0

s−υ−1/2 |J (s)| ds <∞ pour 0 < υ < 1/2;

(H5) sup
0<s<1

s |J0 (s)| <∞.unesuited0entiertelleque mn/n→ 0 et mn/ log log n→∞, quand n→
(2.1.1) est vrifie, alors

α̂P
n,m → α, presque sûr, quand n→∞.

Normalité asymptotique de α̂P
n,m

Théorème 2.1.3 –
Soit F une fonction de distribution dans le domaine d’attraction d’une

distribution des valeurs extrêmes Gα, pour α ∈ R. Supposons que la fonction
des quantiles Q = F−1 a un dérivé positif Q0, et qu’il existe une fonction
positive a, telle que la fonction

t 7→ t−α−1Q0 (1− 1/t) ,
est π−variation à l’infini, d’une fonction auxilière a. Alors pour une suite
m = mn satisfait

mn →∞, mn = o (nÁg−1 (n)) ,

où g−1est l’inverse de

g (t) = t−2α−1(Q0 (1− 1/t)Áa (t))2,

√
m
¡
α̂ˆPn,m − α

¢ D→ N ¡0, σ2p¢ quand n→∞,

où N ¡0, σ2p¢ désigne la distribution normale de moyenne 0 et variance σ2p
donnée par

σ2p = α2
(22α−1)

(2 (2α − 1) log 2)2

Estimateur de Hill

30



En 1975 un autre estimateur de l’index de la valeur extrême a été introduit
par B. M. Hill dans (Hill 1975). Cet estimateur est basé sur les propriétés
de variation régulière dans le cas où la fonction de distribution F dans le
domaine d’attraction de Gα, où α > 0. L’estimateur de Hill serait seulement
applicable de la valeur extrême, au cas où l’index serait positif, c à d F a
une queue lourde.

La construction de cet estimateur est basée sur l’estimation par la méth-
ode du maximum de vraisemblance en supposant que α > 0, et F vérifie la
condition

1− F (x)

1− F (u)
=

³x
u

´−1/α
, x ≥ u, u ∈ R. (2.2.1)

Alors, on utilise seulement les statistiques d’ordre qui depassent le seuil u.
On a, les statistiques d’ordre Xn,m, ...,Xn−kn+1,n. La fonction de log-

vraisem-blance est donné par

L(α;Xn−kn+1,n,..., Xn,n) = −kn log (αu) + log (1− F (u))− α+ 1

α

×
knX
i=1

(logXn−i+1,n − log u)
(2.2.2)

En resolvant cette equation et remplaçant le seuil u par Xn−k,n, on obtient
l’estimateur de Hill

α̂H
n,kn =

1

kn

knX
i=1

(logXn−i+1,n − logXn−k,n). (2.2.3)

Notons que cet estimateur peut être écrit en terme des espacements des
logarithmes des observations.

α̂H
n,kn =

1

kn

knX
i=1

i (logXn−i−1,n − logXn−i,n) . (2.2.4)

Consistance de l’estimateur de Hill

Mason (1982 a) a prouvé la consistance faible de l’estimateur de Hill pour
toute suite kn vérifiant

kn →∞, et kn/n→ 0 quand n→∞.

La consistance forte a été prouvée dans Deheuvels, Haeusler et Mason (1985)
sous les conditions
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kn/ log logn→∞, et kn/n→ 0, n→∞.

Normalité asymptotique de α̂H
n,kn

Dans l’article deHill (1975), la normalité asymptotique n’a pas été établit
pour cet estimateur. La normalité asymptotique peut être établie sous cer-
taines conditions supplémentaires, (voir Haeusler et Teugels (1985) )

Nous affirmerons le résultat de la normalité asymptotique qui est obtenu
comme un cas spécial de la preuve dans Dekkers, Einmahl et de Hann (1989),
de la normalité asymptotique de leur estimateur du moment (voir aussi la
section 2.5 de la thèse de PhD de Paul de Wolf ).

Théorème 2.2.2 –
Soit F une fonction de distribution qui appartient au domaine d’attraction

de la distribution des valeurs extrêmes Gα avec α > 0. Soit Q sa fonction des
quatiles. supposons qu’il existe une fonction positive b, telle que la fonction

t 7→ ±t−αQ (1− 1/t)
(avec l’un et l’autre de choix de signe) est π-variation à l’infini avec une
fonction auxiliaire b. Alors, pour toute suite kn → ∞ satisfaisant kn =
o (nÁg−1 (n)) , où g−1 est l’inverse de

g (t) = t1−2α (Q (1− 1/t)Áb (t))2 ,

√
kn (α̂kn,n − α)

D→ N (0, α2) , quand n→∞,

avec N (0, α2) la distribution normale de moyenne 0 et de variance α2.
Estimateur du moment

Construction de l’estimateur du moment

Une généralisation de l’estimateur de Hill était introduite dans Dakkers,
Einmahl et de Hann (1989). Leur but principal est de trouver un estimateur
dans certaine sens semblable à l’estimateur de Hill qui est consistant pour
tout α ∈ R. Ils ont introduit les deux quantités suivantes

M
(r)
n,k =

1

k

kX
i=1

(logXn−i+1,n − logXn−k,n)
r , r = 1, 2.
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Notons que M (1)
n,k est l’estimateur de Hill. Alors ils ont proposé l’estimateur

de l’index des valeurs extrêmes suivant :

α̂M
n,k = M

(1)
n,k + 1−

1

2

1−
³
M

(1)
n,k

´2
M

(2)
n,k


−1

. (2.3.1.1)

Nous donnerons une dérivation heuristique de cet estimateur du moment, en
utilisant le lemme suivant (voir. Dekkers, Einmahl et de Hann(1989), Lemme
2.5).
Lemme 2.3.1 –
Supposons que F ∈ D (Gα) , pour α ∈ R, on note par Q la fonction des

quantiles. Alors, pour quelque fonction positive a,

lim
s↓0
logQ (1− sx)− logQ (1− s)

a (s) /Q (1− s)

=


− log x α ≥ 0

x−α − 1
α

α < 0

pour x > 0.

De plus, dans le cas α > 0 nous pouvons prendre

a (s) /Q (1− s) = α,

et dans le cas α < 0 nous pouvons prendre

a (s) /Q (1− s) = −α (logQ (1)− logQ (1− s)) .

Notons queM (r)
n,k peut être envisagé comme l’esperance conditionnel de (log (X/t))r

sachant que X > t. Dans ce cas le seuil t pres place la (n− k)ème statistique
d’ordre de l’échantion. En effet

E ((log (X/t))r /X > t) =

F−1(1)Z
t

(log (x/t))r d

µ
F (x)− F (t)

1− F (t)

¶

= −
F−1(1)Z
t

(log (x/t))r d

µ
1− F (x)

1− F (t)

¶
.
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La substitution de y = 1− F (x) et s = 1− F (t) donne

sZ
0

(logQ (1− y)− logQ (1− s))rd (y/s)

=

1Z
0

(logQ (1− sx)− logQ (1− s))rdx.

Notons le dernier intégral parM (r)
s , M

(r)
n,k pourait être considéré pour être

un estimateur de M (r)
s avec s = k/n. Maintenant, on utilise le lemme (2.3.1)

pour déduire que, dans le cas où α > 0,

M
(r)
s ∼ αr

1Z
0

(− log x)r dx = rαr, r = 1, 2,

et dans le cas où α < 0,

M
(r)
s ∼ (−α)r ((logQ (1)− logQ (1− s))r)

1Z
0

µ
x−α − 1

α

¶r

dx

= (logQ (1)− logQ (1− s))r
r (−α)r

(1− rα) (1− (r − 1)α) , r = 1, 2.

Alors, la substitution de ces expressions dans (2.3.1.1) i.e,

αs := M
(1)
s + 1− 1

2

1−
³
M

(1)
s

´2
M

(2)
s


−1

,

satisfaite pour α > 0.

αs ∼ α+ 1− 1
2

µ
1− α2

2α2

¶−1
= α,
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dans le cas où α < 0.

α ∼ −α (logQ (1)− logQ (1− s))
1

1− α

+ 1− 1
2

µ
1− 1− 2α

2(1− α)

¶−1
= α+

α

1− α
(logQ (1)− logQ (1− s))

∼ α,

pour un petit s.

Normalité asymptotique de l’estimateur du moment

Théorème 2.4.1–
Soit F une fonction de distribution dans le domaine d’attraction d’une

distribution de valeurs extrêmes Gα, pour α ∈ R. On note par Q la fonction
des quantiles. Supposons qu’il existe des fonctions positives b1, b2, b3 et b4 tel
que pour tout x > 0 (avec le choix de signe).

1. dans le cas où α > 0, la fonction t 7→ ±t−αQ (1− 1/t) ,est π-variation
au voisinage de l’infini d’une fonction auxilière b1.

2. Dans le cas où α = 0,

lim
t→∞

logQ (1− 1/ (tx))− logQ (1− 1/t) + b2 (t) log x

b3 (t)
= ±(log x)

2

2
.

3. Dans le cas où α < 0, la fonction t 7→ ±t−α (Q (1)−Q (1− 1/t)) ,est
π-variation au voisinage de l’infini d’une fonction auxilière b4.

Alors, pour la suite k = kn →∞ satisfaisant kn = o (n/g−1 (n)) , où g−1

est l’inverse de

g (t) =


t1−2α (Q (1− 1/t) /b1 (t))2 α > 0,

t (b2 (t) /b3 (t))
2 α = 0,

t1−2α (logQ (t)− logQ (1− 1/t) /b4 (t)) α < 0,

et de plus, dans le cas où α = 0, kn = o
¡
n/g−1t (n)

¢
où g−1t (·) est l’inverse

de
gt (t) = t (Q (1− 1/t) /a (1/t))2 ,
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avec la fonction a est définée dans le lemme(2.3.1)

√
k
¡
α̂M
n,k − α

¢ D→ N (0, σ2M) , quand n→∞,

avec N (0, σ2M) désigne la distribution normale de moyenne 0 et variance σ2M
donné par :

σ2M =


1 + α2 α ≥ 0,

(1− α2) (1− 2α)
µ
4− 81− 2α

1− 3α +
(5− 11α) (1− 2α)
(1− 3α) (1− 4α)

¶
α < 0.

Estimateur du moindre carée

Soit X,X1,X2, ... une suite de variables aléatoires [v.a] indépendantes
d’une fonction de distribution commune F (x) = P (X ≤ x) , x ∈ R tel que
1 − F a variation régulière au voisinage de l’infinie, d’index −1/α, α > 0.
Supposons que

1− F (x) = x−1/αL∗ (x) , quand x→∞,

ot̀ion*où L∗ est une fonction positive sur [1,∞), a variation lente au voisinage
de l’infinie, alors

L∗ (tx)
L∗ (x)

→ 1, quand x→∞,

pour tout t > 0.

Cette class de fonctions sera notéRα. L’inverse ou la fonction des quantiles
Q de F est définie par :

Q (s) = inf {x : F (x) ≥ s} , 0 < s ≤ 1, Q (0) := Q (0+) . (2.4.1)

Il est bien connu (voir Csörgő et Mason (1985)) que F ∈ Rα si et seulement
si

Q+ (1− s) = U (s) = s−αL (s) , quand s ↓ 0, (2.4.2)

pour la version continue à droite Q+ de Q, où L (·) est une fonction positive
a variation lente au voisinage de 0, i.e,

L (ts)
L (s)

→ 1, s ↓ 0 pour tout t > 0.

Pour n ≥ 1, soit X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n les statistiques d’ordre basé sur
l’échantillon X1,X2
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On note par log+logarithm naturel log, où

log+ = log[max (x, 1)], x ∈ R.
L’estimateur de Hill (Hill 1975) est définie par :

α̂H (kn) := k−1n

knX
i=1

log

µ
Xn−1+1,n
Xn−kn,n

¶
,

où kn est une suite d’entiers satisfaisants

1 ≤ kn < n, kn →∞ et knÁn→ 0. (K)

Csörgő, Deheuvels et Mason (1985) ont généralisé cet estimateur pour intro-
duire une classe d’estimateurs à noyau.

En basant sur les considérations de moindre carées, Viharos (1999) a pro-
posé un nouveau estimateur de l’index de la queue lequel est universellement
asymptotiquement normal. Cet estimateur est défini par :

α̂(V ) (kn) =

Ã
knX
i=1

ai,n log

µ
kn
i

¶!−1 knX
i=1

ai,n logXn−i+1,n, (2.4.3)

où ai,n :=
i/knR

i−1/kn
J (s) ds, i = 1, ..., kn, avec J (·) est une fonction pondérée

spécifie par les conditions (H1)-(H5), au dessous

(H1)
1R
0

J (s) ds = 0;

(H2) J (·) est non croissante sur (0, 1] tel que lim
x↓0
J (x) > 0 et J (1) < 0;

(H3) J (·) est differentiable d’une dérivé J0 (·) monotone sur (0, 1] ;

(H4)
1R
0

s−υ−1/2 |J (s)| ds <∞ pour 0 < υ < 1/2;

(H5) sup
0<s<1

s |J0 (s)| <∞.

Normalité asymptotique de α̂(V ) (kn)

La normalité asymptotique de l’estimateur α̂(V ) (kn) est donné par le
théorème A au dessous. Rappelons (2.4.2).
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On utilise les notations suivantes. Pour chaque fonction J satisfaisant
(H1)-(H5) on pose

λ (J) := −
1R
0

J (t) log tdt, (2.4.1.1)

µ(V ) (kn) := {λ (J)}−1
1R
0

J (t) logU (kntÁn) dt, (2.4.1.2)

et

σ2 (J) := {λ (J)}−2
1R
0

1R
0

min (s, t) (st)−1 J (s) J (t) dsdt. (2.4.1.3)

Théorème A –
Supposons que F ∈ Rα, pour α > 0 et soit J une fonction pondérée

satisfaisant (H1)-(H5). Alors pour toute suite satisfaire (K), on a

k
1/2
n

n
α̂(V ) (kn)− µ(V ) (kn)

o D→ N (0, α2σ2 (J)) , quand n→∞,

avec
µ(V ) (kn)→ α, quand n→∞.

IciD= et D→ désigne l’égalité et la convergence en distribution respectivement,
et soit N (µ, σ2) la distribution normale de moyenne µ et de variance σ2.
La convergence presque sûre de l’estimateur α̂(V ) (kn) a été établit par

Necir[2002] .
Loi fonctionnelle de logarithme itéré pour α̂(V ) (kn)

Soit B [0, 1] désigne l’espace des fonctions à valeurs réelles bornées définie
sur [0, 1] muni de la topologie de convergence uniforme sur [0, 1] et

K [0, 1] =
½
f ∈ B [0, 1] , f (0) = 0 et

1R
0

(f 0 (s))2 ds ≤ 1
¾
, (2.4.2.1)

l’ensemble de Strassen de fonctions absolument continues. Ici f 0 désigne le
dérivé au sens de Lebesgue de f . On utilise la notation :

cn = log log (max (n, 3)) , n = 1, 2, ... (2.4.2.2)

Théorème 2.5.2 –
Supposons que F ∈ Rα pour tout α > 0 et soit J une fonction pondérée

satisfaisant (H1)-(H5). Si kn vérifié (K) et kn/cn → ∞, quand n → ∞,
presque sûrement la suiten

(kn)
1/2 c

−1/2
n

h
α̂(V ) (kn)− µ(V ) (kn)

io
n≥1

,
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est relativement compact dans R. L’ensemmble de points limites est égale

Θ (J; g) =

½
21/2 {λ (J)}−1 α

1R
0

s−1J (s) g (s) ds, g ∈ K [0, 1]
¾
. (2.4.2.3)

De plus, presque sûrement

lim sup
n→∞

± (kn)1/2 c−1/2n

h
α̂(V ) (kn)− µ(V ) (kn)

i
= sup

g∈K[0,1]
Θ (J; g)

= 21/2ασ (J) ,

avec
µ(V ) (kn)→∞, quand n→∞.

Estimateur de type noyau

SoitX1,X2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes, d’une fonc-
tion de distribution commune F (x) = P (X1 ≤ x), x ∈ R. Pour tout entier
n ≥ 1, soit X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n les statistiques d’ordre basées sur
l’échantillon X1,X2, ..., Xn.
La fonction des quantiles Q de F est définie par :

Q (s) = U (1− s) = inf {x : F (x) ≥ s} , 0 < s < 1. (2.5.1)

La fonction de distribution des valeurs extêmes du paramètre α est donnée
par :

Gα =


exp

³
− (1 + αx)−1/α

´
, pour α 6= 0, 1 + αx > 0,

0, pour α 6= 0, 1 + αx ≤ 0,
exp (−e−x) , pour α = 0, x ∈ R.

Soit Iα = {x ∈ R : 1 + αx 6= 0} , α 6= 0, et I0 = R.
La condition pour que F appartient au domaine d’attraction faible de la

distribution des valeurs extrêmes Gα, α ∈ R notée F ∈ D (Gα) est l’existence
des suites an > 0 et bn telles que

lim
n→∞

P {a−1n (Xn,n − bn) ≤ x} = Gα (x) , pour x ∈ Iα.

L’estimateur de Hill (Hill (1975)) de l’index de la queue α est défini comme
suit :

α̂H (kn) := k−1n

knX
i=1

log

µ
Xn−i+1,n
Xn−kn,n

¶
,
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où les kn sont des entiers positifes satisfaisant les conditions suivantes :

1 ≤ kn < n, kn →∞ et kn/n→ 0, n→∞.

Sous ces conditions, on sait (Mason 1982) que α̂H (kn) est consistant pour
tout α > 0, on supposons seulement que F ∈ D (Gα) . Cet estimateur a été

généralisé par Csörgő, Deheuvels et Mason
³
ΣK (s) est celle dans (2.5.2.6).

Rappellons (2.5.2.7) et (2.5.2.8).
Corollaire 3.7.3 –
supposons que F ∈ D (Gα)pour tout α ∈ R,et supposons que (CP1)-

(CP3) et (RV1)-(RV2) sont vérifiées. Fixons un γ > 1/2arbitraire, et soit
Kla fonction satisfaisant les conditions (CK1)-(CK5). Alors, si h = hnvérifiant
h ↓ 0 et nh/cn → ∞, quand n → ∞, avec probabilité 1, avec les conditions
supplémentaires

1. Si α > 0,

(nh)1/2 c
−1/2
n U1 (h)→ 0, quand n→∞

2. Si α < 0, (nh)1/2 c−1/2n U2 (h)→ 0,

3. et
(nh)−α+1/2 c−1/2n → 0, quand n→∞

alors avec une probabilité 1, nous avons

lim sup
n→∞

± (nh)1/2 c−1/2n

h
α̂
(GLW )
n,h − α

i
= sup

f∈K[0,1]
Θ̄ (f)

= 21/2σ
¡
K̄
¢
.

où σ
¡
K̄
¢
est celle dans (2.5.2.8).

Corollaire 3.7.4 –
supposons que F ∈ D (Gα) avec α > 0, et supposons que (CP3) et

(RV1)sont vérifiées. Soit K un noyau satisfaisant les conditions (CK1),
(CK2) et (CK4). Si h = hnvérifiant h ↓ 0, nh/cn →∞, et (nh)1/2 c−1/2n U1 (h)→
0, quand n→∞, avec une probabilité 1

lim sup
n→∞

± (nh)1/2 c−1/2n

h
α̂
(CDM)
n,h − α

i
= sup

f∈K[0,1]
Θ (f)

= 21/2σ (K) .

PREUVE.
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Voir [17]. ¤
Sommes des valeurs extrêmes[SVE]

Normalité asymptotique des[SVE]

Soit X1,X2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes, d’une
fonction de distribution commune F et pour chaque entier n ≥ 1, soit
X1,n ≤ ... ≤ Xn,n les statistiques d’ordre basées sur les premiers n de ces
variables aléatoires. Csörgő et Mason (1985, 1986) ont montré que si

1− F (x) = L∗ (x)x−α quand x→∞, (3.1.1)

où L∗ est une fonction à variation lente au voisinage de l’infini et α ≥ 2, alors
pour toute suite des entiers satisfaisant

1 ≤ kn ≤ n, kn →∞ et kn/n→ 0, quand n→∞, (K)

il existe deux suites des constantes An > 0 et Cn tel que

An

Ã
knX
i=1

Xn−i+1,n − Cn

!
D−→ N (0, 1) , n→∞. (3.1.2)

Soit
Q (s) = inf {x : F (x) ≥ s} , 0 < s ≤ 1,

avec Q (0) = Q (0+) , désigne l’inverse de F.
On écrit

σ2 (s) =

1Z
1−s

1Z
1−s

(min (u, v)− uv) dQ (u) dQ (v) .

Pour tous 0 < β <∞, posons

c (s, β) = s−β
1Z

1−s

(1− u)β dQ (u) , 0 ≤ s ≤ 1.

Convention :
Si β = 1, on écrit c (s) = c (s, 1) .

Soit D∗ (Λ) une sous classe de D (Λ) de toutes les fonctions de distribu-
tions F, leur fonction de quantiles Q satisfaisant

Q (1− s) = a+

1Z
s

u−1r (u) du,
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pour tout s ≥ 0 suffisamment petit, a est une constante fixée et r est une
fonction strictement positive à variation lente au voisinage de 0.

Pour toute suite des entiers positive vérifie (K) et F ∈ D (Λ), posons pour
n = 1, 2, ...

µn (kn) = n

1Z
1−kn/n

Q (s) ds.

Théorème 3.1.1 –
Sur un espace de probabilité assez riche, il existe une suite de variables

aléatoires indépendantes X1,X2, ... d’une fonction de distribution commune
F et une suite de ponts Brownien B1, B2, ... tel que pour toute suite kn sat-
isfaisant (K), F ∈ D (Λ) ,

k−1/2n C (kn/n)
−1
(

knX
i=1

Xn−i+1,n − µn (kn)

)
(3.1.3)

= − (n/kn)1/2C (kn/n)−1
1Z

1−kn/n

Bn (s) dQ (s) + op (1)

:= Zn + op (1) ,

et si F ∈ D∗ (Λ) ,

k1/2n C (kn/n)
−1 {Xn−kn,n −Q (1− kn/n)} (4.1.4)

= − (n/kn)1/2Bn (1− kn/n) + op (1)

:= Yn + op (1) ,

et

k
−1/2
n C (kn/n)

−1


knX
i=1

Xn−i+1,n − knXn−kn,n − n

1Z
1−kn/n

r (1− s) ds


:= Zn − Yn + op (1) .

(3.1.5)
Les variables aléatoires de (3.1.3), (3.1.4) et (3.1.5) converge en distribution
vers N (0, 2) , N (0, 1) et N (0, 1) respectivement, quand n→∞.

Preuve.
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Voir [2]. ¤
Distribution asymptotique des[SVE]d’une distribution à variation régulière

Soit X1, X2, ...,Xn une suite de variables aléatoires[v.a] indépendantes
et identiquement distribuées[iid], d’une fonction de distribution commune
F (x) = P {X ≤ x} , −∞ < x <∞, et la fonction des quantiles

Q (u) = inf {x : F (x) ≥ u} , 0 < u ≤ 1, Q (0) = Q (0+) .

On suppose que F à variation régulière d’index −1/α, i.e,
1− F (x) = x−1/αL̃ (x) , x > 0, (3.2.1)

où α est un nombre positif arbitraire et L̃ est une fonction à variation lente
au voisinage de l’infini. Ceci est équivalant à

Q (1− s) = s−αL (s) , 0 < s < 1, (3.2.2)

où L est une fonction à variation lente au voisinage de 0.

Soit X1,n ≤ ... ≤ Xn,n les statistiques d’ordre de X1,X2, ...,Xn. On s’in-
téresse à la distribution asymptotique des sommes des valeurs extrêmes

Tn (kn) =
kX

j=1

Xn+1−j,n.

Si k ≥ 1 entier fixé alors,

(nαL (1/n))−1
kX

j=1

Xn+1−j,n
D→

kX
j=1

(Sj)
−α,

où D→ désigne la convergence en distribution, quand n → ∞, et Sj = E1 +

... + Ej, j = 1, ..., k, où E1, ..., Ek sont des variables aléatoires exponentielle
indépendantes de moyenne 1.

Les sommes de la forme Tn (kn) jouent un rôle important. Les premiers ex-
emples sont l’estimation de l’index des queues de distributions (Hall (1982a),
Mason (1982) et Csörgő, Deheuvels et Mason (1985)) et l’estimation des
points limites de la distribution (Hall(1982b) et S. Csörgő et Mason (1984)).

Le cas α > 1/2, quand F dans le domaine d’attraction d’une loi stable
non normale a été traité dans S. Csörgő, Horvàth et Mason (1986).
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Pour chaque α > 1/2 soit ∆1/α désigne la variable aléatoire stable com-
plètement asymptotique d’une fonction caractéristique

Φ1/α,β,γ,θ (t) = exp
n
iθt− γ |t|1/α [1− iβ sgn (t)ω (t, 1/α)]

o
,

où

ω (t, 1/α) =

½
tanπ/2α si α 6= 1,
−2/π log |t| si α = 1

donné par les paramètres

β = 1,

γ = γ (1/α) =


Γ (1− 1/α) cos π

2α
, si α > 1,

π/2, si α = 1,

1/α (1/α− 1)−1 Γ (2− 1/α)
¯̄̄
cos

π

2α

¯̄̄
, si 1/2 < α < 1,

et

θ = θ (1/α) =


0, si α 6= 1,
∞Z
0

µ
sinx

x2
− 1

x (1 + x)

¶
dx, si α = 1,

La description complète de la distribution asymptotique des sommes des

valeurs extrêmes sous la variation régulière, est donnée par les résultats suiv-
ants :

Théorème 3.2.1 –
Soit kn une suite des entiers positifes tel que

n+ 1− kn ≤ n, kn →∞, kn/n→ 0.

(i) Si α > 1/2, alors

(nαL (1/n))−1
(

kX
j=1

Xn+1−j,n − Cn (kn)

)
D→ ∆1/α,
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où

Cn (kn) =



0, α > 1,

n

1−1/nZ
1−kn/n

Q (s) ds, α = 1,

n

1Z
1−kn/n

Q (s) ds, 1/2 < α < 1.

Si 0 < α ≤ 1/2, alors

1

An (α, kn)


kX

j=1

Xn+1−j,n − n

1Z
1−kn/n

Q (s) ds

 D→ N (0, 1)

où An (α, kn) =



n1/2 (kn/n)
1/2−α L (kn/n)Wα, 0 < α < 1/2,

n1/2

 kn/nZ
1/n

s−1L2 (s) ds


1/2

, α = 1/2,

et

Wα =

µ
2α2

(1− 2α) (1− α)

¶1/2
.

Le cas (i) est un cas spécial dans le théorème 3 de S. Csörgő, Horvàth et

Mason (1986).
La preuve du cas (ii) est basée sur l’approximation du processus empirique

uniforme par une suite de ponts Brownien.

Preuve.
Voir [5]. ¤
Comportement presque sûre des[SVE]

Comportement presque sûre des[SVE]d’une distribution dans le domaine
d’attraction de Gumbel

Nous étudions le comportement presque sûre des sommes de statistiques
d’ordre dans le cas de lois attirées par la distribution de Gumbel.
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Soit X1,X2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées, d’une fonction de distribution F (x) = P (X1 ≤ x), et
pour tout entier n ≥ 1, on note par X1,n ≤ ... ≤ Xn,n les statistiques d’ordre
basées sur X1,X2, ...,Xn.

Considérons les sommes de la forme

Sn (kn) =
knX
i=1

Xn−i+1,n.

Soit F ∈ D (Λ) . On définit la fonction des quantiles

Q (s) = inf {x : F (x) ≥ s} = U(1− s), 0 < s < 1,

et soit {kn, n ≥ 1} une suite des entiers non-décroissante satisfaisant
kn →∞ et kn/n→ 0 quand n→∞, et 1 ≤ kn ≤ n.

Le comportement asymptotique presque sûre de Sn (kn) est déterminé par

la vitesse de croissance de kn dans les différents cas ; kn = o (log2 n) , kn ∼
λ log2 n pour 0 < λ <∞, ou log2 n = o (kn) quand n→∞.

Théorème 3.3.1.1 –
Si F ∈ D(Λ) et kn = o (log2 n) quand n→∞, alors

lim inf
n→∞

(knAn (kn))
−1 {Sn (kn)− knU (kn/n)} = −1 p.s, (3.3.1.1)

où
An (kn) = U (kn/n)− U (log2 n/n) .

Preuve.
Voir [8]. ¤

Soit V1, V2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées uniforme sur (0, 1), et soit Gn la fonction de distribution
empirique basée sur V1, V2, ..., Vn, pour tout n ≥ 1.
Théorème 3.3.1.2 –
Supposons que F ∈ D(Λ), log2 n = o (kn) et n−1kn ∼ βn ↓ 0 quand

n ↑ ∞, pour la suite des constantes βn. Alors les deux résultats suivants sont
équivalents
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(i) Pour 0 ≤ α <∞ dépendant de Fet kn.

lim sup
n→∞

cn (kn)
−1 {Sn (kn)− µn (kn)} = α p.s, (3.3.1.2)

où
cn (kn) = (2kn log2 n)

1/2 c (kn/n) ,

et

µn (kn) = n

1Z
1−kn/n

Q (s) ds = n

kn/nZ
0

U (s) ds.

(ii) Pour 0 < d <∞ et 0 < α (d) <∞ dépendant de Fet kn.

lim sup
n→∞
−cn (kn)−1

(d log2 n)/nZ
0

nGn (s) dU (s) = α (d) p.s. (3.3.1.3)

De plus, si (3.3.1.3) est vérifie pour tout 0 < d < d0, avec α (d) → 0
quand d ↓ 0, alors

lim sup
n→∞

±cn (kn)−1 {Sn (kn)− µn (kn)} =
√
2 p.s.

Preuve.
Voir [8]. ¤
Loi de logarithme itéré pour les[SVE]d’une distribution à variation régulière

Soit F une fonction de distribution avec F (0−) = 0 et à variation
régulière, i.e,

1− F (x) = x−αL̃ (x) , x > 0, (3.3.2.1)

pour un 0 < α < ∞ et une fonction L̃ à variation lente au voisinage de
l’infini.
Soit

Q (s) = inf {x ∈ R : F (x) ≥ s} , 0 < s ≤ 1, Q (0) = Q (0+)

désigne la fonction des quantiles correspondante. Alors (3.3.2.1) est équiva-
lent à

Q (1− s) = s−1/αL (s) , 0 < s < 1, (3.3.2.2)

où L est une fonction à variation lente au voisinage de 0;
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Considerons un 0 < α <∞ fixé et une fonction L à variation lente. Soit
X1,X2, ... une suite de variables aléatoires [iid] d’une fonction de distribution
commune F , et pour chaque n ≥ 1, soit X1,n,X2,n, ...,Xn,n les statistiques
d’ordre basées sur X1,X2, ...,Xn.
S. Csörgő et Mason (1986) ont montré que si 2 ≤ α < ∞, alors pour

toute suite (kn)n≥1 des entiers positive, telle que kn →∞ et kn/n→ 0, on a

An (α, kn)
−1
(

knX
j=1

Xn+1−j,n − nµ (kn/n)

)
D−→ N (0, 1) , (3.3.2.3)

où

µ (kn/n) =

1Z
1−kn/n

Q (s) ds,

An (α, kn) = Nαn
1/2 (kn/n)

1/2−1/α L (kn/n) ,
et

Nα =



µ
2

(α− 2) (α− 1)
¶1/2

, pour α > 2,

n

kn/nZ
1/n

s−1L2 (s) ds


1/2

, pour α = 2.

Pour 0 < α < 2 la somme de kn superieure valeurs extrêmes centrée et
normalisée converge en distribution vers une loi stable d’index α.

Soit

an (kn) = Nα (2n log logn)
1/2 (kn/n)

1/2−1/α L (kn/n)

= Nα (2kn log logn)
1/2Q (1− kn/n) ,

et soit
kn ∼ αn ↑ ∞, (3.3.2.4)

et
kn/n ∼ βn ↓ 0, (3.3.2.5)

pour des suites des nombres positives (αn)n≥1 et (βn)n≥1 . On ne peut pas

supposer que la suite (kn)n≥1 satisfait kn ↑ ∞ et kn/n ↓ 0, mais une telle
suite n’existe pas.
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Théorème 3.3.2.1 –
sous (3.3.2.1) pour tout α > 2 et une suite des entiers positive (kn)n≥1

satisfaire (3.3.2.4) et (3.3.2.5), les trois énoncées sont équivalentes pour un
entier k ≥ 1 fixé.

∞X
n=1

nk−1 (1− F (an (kn)))
k < ∞, (3.3.2.6)

an (kn)
−1Xn+1−k,n −→ 0 p.s, (3.3.2.7)

lim sup
n→∞

an (kn)
−1
(

knX
j=k

Xn+1−j,n − nµ (kn/n)

)
= 1 p.s, (3.3.2.8)

de plus, si (3.3.2.6), (3.3.2.7), ou (3.3.2.8) vérifies, on a

lim inf
n→∞

an (kn)
−1
(

knX
j=k

Xn+1−j,n − nµ (kn/n)

)
= −1 p.s. (4.3.2.9)

Preuve.
Voir [11]. ¤
Sommes tronquées

Loi limite des sommes tronquées

Nous étudions dans ce paragraphe la loi limite des sommes des statistiques
d’ordre des variables aléatoires [iid], d’une fonction de distribution commune
dans le domaine d’attraction d’une loi stable d’index 0 < α ≤ 2 (Fréchet).
On s’intérèsse à l’étude de la loi limite des sommes de la forme

Sn (k,m) =
n−mX
i=k+1

Xi,n et Sn,k = Sn (k, k) =
n−mX
i=k+1

Xi,n. (3.4.1.1)

Ce problème a été traité par M. Csörgő, S. Csörgő, Horvàth et Mason (1986),

dans le cas où k et m sont fixés, et ils ont trouvé des constantes convenables
an et bnpour que (Sn (k,m)− bn) /an converge en loi vers une distribution
non dégénérée. Dans ce travail nous considérons le problème analogue pour
Sn (kn, kn) tel que kn →∞, n→∞.
Avant de donner ces résultats, nous introduirons quelques notations.
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Soit X1,X2, ...,Xn une suite de variables aléatoires [iid], d’une fonction
de distribution commune

F (x) = P {X ≤ x} , −∞ < x <∞,

et une fonction des quantiles correspondante

Q (u) = inf {x : F (x) ≥ u} .
Soit

G (x) = P {|X| ≤ x} , −∞ < x <∞,

et
K (u) = inf {x : G (x) ≥ u} , 0 < u < 1

l’inverse de G.
Posons

Q1 (u) = (−Q (1− u)) ∨ 0 et Q2 (u) = Q (u) ∨ 0, 0 < u < 1

tel que a ∨ b = max (a, b) .
On écrit

σ2 =

1−sZ
s

1−sZ
s

(u ∧ v − uv) dQ (u) dQ (v) ,

σ21 =

1−sZ
0

1−sZ
0

(u ∧ v − uv) dQ1 (u) dQ1 (v) ,

σ22 =

1−sZ
0

1−sZ
0

(u ∧ v − uv) dQ2 (u) dQ2 (v) .

Nous donnons ici les résultats dus à M. Csörgő, S. Csörgő, Horvàth et Mason

(1986).

1) Les conditions classiques necessaires et suffisantes pour que F ∈ D (α) ,
0 < α < 1 sont équivalentes aux trois conditions suivantes

(S.1) K (1− u) = u−1/αL (u) , L est une fonction à variation lente au voisi-
nage de 0,

(S.2) lim
u↓0

Q1 (1− u) /K (1− u) = q1/α,
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(S.3) lim
u↓0

Q2 (1− u) /K (1− u) = p1/α,

où 0 < α < 2, 0 ≤ p ≤ 1 et q = 1− p.

2) Les conditions classiques necessaires et suffisantes pour que F ∈ D (2),
équivalentes aux deux conditions suivantes

(N.1) σ2 est à variation lente au voisinage de 0,

(N.2) lim
u↓0

u {Q2 (u) +Q2 (1− u)} /σ2 (u) = 0.

3) M. Csörgő, S. Csörgő, Horvàth et Mason (1986) ont construi un espace de
probabilité (Ω,A,P) muni d’une suite U1, U2, ... de variables aléatoires,
d’une distribution commune uniforme sur (0, 1) ; et une suite des ponts
Brownien Bn (u) , 0 ≤ u ≤ 1, n = 1, 2, .... Soit

αn (u) = n1/2 {Gn (u)− u} , 0 ≤ u ≤ 1

où
Gn (u) = n−1 {k : 1 ≤ k ≤ n, Uk ≤ u} ,

nous avons

sup
1/n≤u≤1−1/n

n−ν
|αn (u)−Bn (u)|
(u (1− u))1/2−ν

= o (1) , n→∞

où ν nombre fixé, ν ∈ [0, 1/4] .

Notre premier résultat est le suivant :
Théorème 3.4.1.1 –
Supposons que F ∈ D (α) , où 0 < α ≤ 2. Alors pour toute suite des

entiers positifes kn tel que

1 ≤ kn ≤ n− kn ≤ n, kn →∞ et kn/n→ 0, n→∞.

Alors

An (kn)

(
n−knX
i=kn+1

Xi,n − Cn (kn)

)
D→ N (0, 1) , (3.4.1.2)

où
An (kn) =

£
n1/2σ (kn/n)

¤−1
,
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et

Cn (kn) = n

1−kn/nZ
kn/n

Q (u) du.

Dans le cas où F ∈ D (α), et 0 < α < 2 le théorème suivant donne une

information pricise sur la loi limite du partie centrale de l’échantillon.
Théorème 3.4.1.2 –
supposons que F ∈ D (α), où 0 < α < 2. Soit kn et cn deux suites

d’entiers tels que
1 ≤ kn ≤ cn ≤ n− cn ≤ n− kn ≤ n et kn/n→ 0, cn/n→ 0,
kn →∞ et cn/kn →∞, n→∞.
Alors,

T
(1)
n = An (kn)


cnX

i=kn+1

Xi,n − n

cn/nZ
kn/n

Q (u) du

 D−→ N (0, σ1) ,

T
(2)
n = An (kn)


n−cnX

i=n−cn+1
Xi,n − n

1−cn/nZ
cn/n

Q (u) du

 P−→ 0,

T
(3)
n = An (kn)


n−knX

i=n−cn+1
Xi,n − n

1−kn/nZ
1−cn/n

Q (u) du

 D−→ N (0, σ2) ,

où

σ1 =
q2/α

p2/α + q2/α

σ2 =
p2/α

p2/α + q2/α
,

et T (1)n , T
(3)
n sont des variables aléatoires asymptotiquement indépendantes.

Notre dernier théorème prouve que la stabilité asymptotique est déter-
minée seulement par les statistiques d’ordre superieurs et inferieurs. Pre-
mièrement, on donne quelques notations et résultats de M. Csörgő, S. Csörgő,
Horvàth et Mason (1986).
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Soit A∗n =
£¡
n1/αL (1/n)

¢¤−1
, où L est de (S.1), et pour i = 1, 2, on a

C(i)
n =



0, si α < 1,

(−1)i n
1Z

1/n

Qi (1− u) du, si α = 1,

(−1)i n
1Z
0

Qi (1− u) du, si α > 1.

Posons X− = X ∧ 0 et X+ = X ∨ 0.
D’aprés le Corollaire (3.1) de M. Csörgő, S. Csörgő, Horvàth et Mason

(1986), on a
Si F ∈ D (α) , 0 < α < 2, alors

S
(1)
n = A∗n

(
nX
i=1

X−
i − C

(1)
n

)
D−→ −q1/α∆α, (3.4.1.3)

S
(2)
n = A∗n

(
nX
i=1

X+
i − C

(2)
n

)
D−→ p1/α∆α, (3.4.1.4)

où S(1)n et S(2)n sont asymptotiquement indépendantes, et ∆α est une variable
aléatoire d’une fonction caracteristique stable.
Nous avons

A∗n

(
nX
i=1

Xi − Cn

)
D−→ −q1/α∆α + p1/α∆α,

où Cn = C
(1)
n + C

(2)
n .

Théorème 3.4.1.3 –
Supposons que F ∈ D (α), où 0 < α < 2. Soit kn une suite des entiers

telle que

1 ≤ kn ≤ n− kn ≤ n et kn →∞ et kn/n→ 0.
Alors,

S
(1)
n (kn) = A∗n

(
knX
i=1

Xi,n − C
(1)
n (kn)

)
D−→ −q1/α∆α, (3.4.1.5)
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S
(2)
n (kn) = A∗n

(
nX

i=n−kn+1
Xi,n − C

(2)
n (kn)

)
D−→ p1/α∆α, (3.4.1.6)

où S
(1)
n et S(2)n sont asymptotiquement indépendantes, pour i = 1, 2

C(i)
n (kn) =



0, si α < 1,

(−1)i n
kn/nZ
1/n

Qi (1− u) du, si α = 1,

(−1)i n
kn/nZ
0

Qi (1− u) du, si α > 1.

Conséquence :

A∗n

(
knX
i=1

Xi,n +
nX

i=n−kn+1
Xi,n − C∗n (kn)

)
D−→ −q1/α∆(1)

α + p1/α∆
(2)
α ,

(3.4.1.7)
tel que C∗n (kn) = C

(1)
n (kn) + C

(2)
n (kn) , et ∆

(1)
α ,∆

(2)
α sont des copies in-

dépendantes de ∆α.

Pour prouver tous ces resultats, nous avons besion de quelques lemmes
basés sur la théorie des fonctions à variation lente.
Lemme 3.4.1.1 –
Pour toute F ∈ D (α), où 0 < α < 2,

lim
s↓0

σ2 (s)Á
©
s1−2/αL2 (s)

ª
= 2

¡
p2/α + q2/α

¢
Á (2− α) , (3.4.1.8)

lim
s↓0

σ21 (s)Á
©
s1−2/αL2 (s)

ª
= 2q2/αÁ (2− α) , (3.4.1.9)

lim
s↓0

σ22 (s)Á
©
s1−2/αL2 (s)

ª
= 2p2/αÁ (2− α) . (3.4.1.10)

Lemme 3.4.1.2 –

54



Soit L une fonction à valeurs réelles définie sur (0, 1), et à variation lente
au voisinage de 0.
Soit kn et ln deux suites d’entiers positives telles que

kn/n→ 0, ln/n→ 0 et ln/kn →∞, n→∞.
Alors, pour tous 0 < ϑ <∞, nous avons

lim
n→∞

©
(ln/n)

−ϑL (ln/n)
ª
Á
n
(kn/n)

−ϑ L (kn/n)
o
= 0. (3.4.1.11)

Le lemme suivant simplifie les preuves des théorèmes (3.4.1.2) et (3.4.1.3).
Lemme 3.4.1.3 –
Supposons que F ∈ D (α), où 0 < α < 2. Alors, pour toute suite des

entiers positives,
1 ≤ mn < n tel que mn →∞ et mn/n→ 0, n→∞,

M (1)
n (mn) = ϕ (mn, n)

(
nX

i=mn+1

X−
i,n −H(1)

n (mn)

)
D−→ N (0, δ1) (3.4.1.12)

et

M (2)
n (mn) = ϕ (mn, n)

(
n−mnX
i=1

X+
i,n −H(2)

n (mn)

)
D−→ N (0, δ2) (3.4.1.13)

où

H
(i)
n (mn) = (−1)i n

1Z
mn/n

Qi (1− u) du, i = 1, 2,

ϕ (mn, n) =
n
n1/2 (mn/n)

1/2−1/α L (mn/n)
o−1

et
δ1 = 2q

2/αÁ2− α et δ2 = 2p2/αÁ2− α

Preuve.
Voir [4]. ¤
Loi de logarithme itéré pour les sommes tronquées

Nous avons vu que les sommes de la forme
n−knX
i=kn+1

Xi,n où (kn)n≥1 est une

suite d’entier non-négative, tel que

kn →∞ et kn/n→ 0 quand n→∞
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peut être normalisées et centrées de sorte que la loi de logarithme itéré est
vérifiée.

Soit X1,X2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes d’une fonc-
tion de distribution commune F. Pour tout n, on définit les statistiques d’or-
dre X1,n ≤ ... ≤ Xn,n basées sur X1, X2, ...Xn, et on désigne par F ∈ D (α)
que F est dans le domaine d’attraction d’une loi stable d’index α.
Soit

Q (s) = inf {x : F (x) ≥ s} , 0 < s ≤ 1,
avec Q (0) = Q (0+) , désigne l’inverse ou la fonction des quantiles de F .
On écrit

σ2 (s) =

1−sZ
s

1−sZ
s

(u ∧ v − uv) dQ (u) dQ (v) , 0 < s < 1/2,

où x∧y = min (x, y), et soit (kn)n≥1 une suite d’entier non-négative telle que
kn+1 ≤ n− kn, pour n ≥ 1, on a

Tn (kn) =
n−knX
i=kn+1

Xi,n. (3.4.2.1)

S. Csörgő, Horvàth et Mason (1986) ont montré la normalité asymptotique.
Si

kn →∞, kn/n→ 0, quand n→∞
et F ∈ D (α) , pour 0 < α ≤ 2, alors¡

n1/2σ (kn/n)
¢−1 {Tn (kn)− µn (kn)} D→ N (0, 1) , quand n→∞,

où

µn (kn) = n

1−kn/nZ
kn/n

Q (s) ds.

et D→ désigne la convergence en distribution et N (0, 1) la loi normale stan-
dard.
On donne des conditions de régularité sur la suite (kn)n≥1

kn ∼ αn ↑ ∞ (n→∞) , (3.4.2.2)

kn/n ∼ βn ↓ 0 (n→∞) . (3.4.2.3)
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Pour toute suite (kn)n≥1, on utilise la notation

log2 n = log logn pour n ≥ 1.
Posons

an = (2n log2 n)
1/2 σ (kn/n) , n ≥ 3.

Théorème 3.4.2.1 –
Supposons que (kn)n≥1 satisfait (3.4.2.2), et (3.4.2.3). Si F ∈ D (α)

pour 0 < α < 2, et kn/ log2 n → ∞, quand n → ∞ ou si F ∈ D (2) , et
lim inf

n→∞
kn/ log2 n = γ, pour quelque 0 < γ ≤ ∞, alors

lim sup
n→∞

a−1n {Tn (kn)− µn (kn)} = 1 p.s, (3.4.2.4)

et
lim inf

n→∞
a−1n {Tn (kn)− µn (kn)} = −1 p.s. (3.4.2.5)

Remarque :
Dans le cas où F ∈ D (α) pour 0 < α < 2, et

lim inf
n→∞

kn/ log2 n = γ,

pour quelque 0 < γ <∞, et 0 ≤ c <∞, on a

lim supn→∞ a−1n {Tn (kn)− µn (kn)} = c p.s. (3.4.2.6)

Preuve.
Voir [12]. ¤
Estimation de la moyenne

Variation régulière du second ordre

Domaine d’attraction d’une loi stable

Soit X,X1,X2, ... une suite de variables alèatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées, d’une fonction de distribution F. Il est connu que F
est dans le domaine d’attraction d’une loi stable d’index α ∈ (0, 2) si et
seulement si la fonction

H (x) = 1− F (x) + F (−x) ,
à variation régulière d’index −α, α > 0, i.e,
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lim
t→∞

H (tx)ÁH (t) = x−α, x > 0, (4.1.1.1)

et
lim
t→∞

{1− F (t)}ÁH (t) −→ p ∈ [0, 1] . (4.1.1.2)

Dans ce cas il existe deux suites anet bn ∈ R tels que

lim
t→∞

P

Ã
nX
i=1

Xi/an − bn ≤ x

!
= Gα (x) , x ∈ R, (4.1.1.3)

où, Gα est une fonction de distribution d’une distribution stable. On écrit
H ∈ V R (−α) .
Une description de la domaine d’attraction d’une loi stable en terme de

comportement asymptotique de la fonction caractéristique prés de zéro, est
donné dans Gnedenko et Klomogorov(1). Avec la notation

EeitX = U (t) + iV (t) .

Ceci résulte de l’équivalence des conditions (4.1.1.1) et (4.1.1.2), avec les
conditons

1− U (1/t) ∈ RV (−α) (4.1.1.4)

et

lim
t→∞

txV (1/tx)− tV (1/t)

t (1− U (1/t))
= (2p− 1)

n
(1− α) tan

απ

2

o
× |x|1−α − 1

1− α
, x ∈ RÂ {0} .

(4.1.1.5)

pour une constante p ∈ [0, 1] ..
La preuve de ces résultats est donnée dans Geluk et deHann (2).

La vitesse de covergence en (4.1.1.3) est étudie par plusieurs auteurs.
Gramèr (3) considère le cas où H (t) est une fonction puissance et un terme
reste.

1B. V. Gnedenko, A. N. Kolmogorov, Limit distributions for sums of independent ran-
dom variables, Addison-Wesley, Reading MA (1954).

2J.L. Geluk, L. de Haan, Regular variation, extensions and Tauberian theorems, CWI
tract 40 Amsterdam (1987).

3H. Cramér, On the approximation to a stable probability distribution, D.Gilbarg and
others (eds.), Studies in mathematical analysis and related topics. Essay in honor of George
Pólya, Stanford University Press, Stanford, California (1971).
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Au lieu des fonctions puissance avec un terme reste, c’est une extension
naturelle de (4.1.1.1) pour considérer la variation de second ordre.

Variation régulière du second ordre

La fonction H est à variation régulière de second ordre avec le paramètre
de premier ordre −α, et une fonction auxiliaire A, s’il existe une fonction
A (t)→ 0, t→∞ qui a un signe constant, telle que

lim
t→∞

{H (tx)ÁH (t)}− x−α

A (t)
=M (x) (4.1.2.1)

avec

M (x) := cx−α
xZ
1

uρ−1du, x > 0 pour c 6= 0.

Notation :
H ∈ 2RV (−α, ρ,A) .
Remarquons que pour x > 0

M (x) =


cx−α log x, si ρ = 0,

cx−α
xρ − 1

ρ
, si ρ < 0.

Sous la condition de variation régulière de second ordre un raffinement naturel
de (4.1.1.2) est la condition de second ordre d’équilibre de queue

lim
t→∞

·
1− F (t)

H (t)
− p

¸
A (t)−1 = r, (4.1.2.2)

pour un constant p ∈ [0, 1] et r ∈ R.
Avant que nous ne formulions les théorèmes nous définissons les constants

suivants :

sα =

∞Z
0

x−α sinxdx,

cα =

∞Z
1

x−α cosxdx+

1Z
0

x−α (cosx− 1) dx,

Sα,ρ =

∞Z
0

x−α
xρ − 1

ρ
sinxdx,
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et

Cα,ρ (p, r) =

∞Z
1

½
(2p− 1)x−αx

ρ − 1
ρ

+ 2rxρ−α
¾
cosxdx

+

1Z
0

½
(2p− 1)x−αx

ρ − 1
ρ

+ 2rxρ−α
¾
(cosx− 1) dx.

Soit X une variable aléatoire d’une fonction de distribution F et esperence
EX. On utilise les notations suivantes :

K (t) = 1− F (t)− F (−t)
λ (t) = EeitX = U (t) + iV (t)

Théorème 4.1.2.1 –
Soit 1 < α < 2, ρ ≤ 0, α− ρ < 2. Considérons les énoncées suivantes :

(i) H (t) = 1− F (t) + F (−t) ∈ 2RV (−α, ρ,A1) et
lim
t→∞

[{1− F (t)}ÁH (t)− p]A1 (t)
−1 −→ r, (4.1.2.3)

quand t→∞ pour un constant p ∈ [0, 1] et r ∈ R.
(ii) 1− U (1/t) ∈ 2RV (−α, ρ,A1) et il existe

c∗α ∈ [− (1 + (1− α) cα)Ásα, (1 + (1− α) cα)Ásα] , d∗α (x)

tel que pour x > 0

·
txV (1/tx)− tV (1/t)

t (1− U (1/t))
− c∗α

x1−α − 1
1− α

¸
A1 (t) −→ d∗α (x) quand t→∞.

(4.1.2.4)
Alors (i) implique (ii). Inversement si tα (1− F (t)) et tαH (t) sont
monotone pour t suffisament large et c∗α 6= 0, alors (ii) implique (i).
Si (i) verifie, alors comme t→∞

1− U (1/t)− sαH (t) ∼ Sα,ρA1 (t)H (t) ,

c∗α = (2p− 1) [1 + (1− α) cα]Ásα,

60



et

d∗α (x) = (2p− 1)
xZ
1

s−α
sρ − 1
ρ

ds+ (2p− 1)2 cαx1−αx
ρ − 1
ρ

+

½
Cα,ρ (p, r) +

2r

ρ− α+ 1

¾
(xρ+1−α − 1)− Sα,ρc

∗
α

x1−α − 1
1− α

.

Remarques :

1. L’expression 1−U (1/t) ∈ 2RV (−α, ρ,A1) vient de (4.1.2.4) dans le cas
où c∗α 6= 0.

2. Les conditions de monotonie sur tα (1− F (t)) et tαH (t) peut être rem-
placé d’autres conditions de monotonie sur les combinaisons linéaires de
tα (1− F (t)) et tαH (t) en adaptant la preuve.

Théorème 4.1.2.2 –
Supposons que EX = 0 et −1 < ρ ≤ 0. Les énoncées suivantes sont

équivalentes.

(i)
H ∈ RV (ρ− 2) ,

et
{1− F (t)}ÁH (t) −→ p ∈ [0, 1] .

(ii)
1− U (1/t) ∈ 2RV (−2, ρ, A1)

et quand t→∞

V (1/t)Á (1− U (1/t))A1 (t) −→ hp ∈
£
ζρ,−ζρ

¤
, (4.1.2.5)

où

ζρ =
Γ (1 + ρ) sin

ρπ

2
ρ (ρ− 1) .

De plus, étant donné (i) (ou (ii)), nous avons

µ
1− U (1/tx)

1− U (1/t)
− x−2

¶
H1 (t)

t2H (t)
−→ (1 + ρgρ)x

−2x
ρ − 1
ρ

, (t→∞) ,
(4.1.2.6)

où
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gρ =
1

ρ (ρ− 1)Γ (1 + ρ) cos
ρπ

2
+
1

ρ
, (4.1.2.7)

et le constant hp dans (4.1.2.5) vérifiés

hp =
2p− 1
ρ (ρ− 1)Γ (1 + ρ) sin

ρπ

2
. (4.1.2.8)

Estimation de la moyenne des distributions à queues lourdes

Ce paragraphe à pour objet d’étudier la distribution limite de la moyenne
empirique pour les distributions appartenant au domaine d’attraction de la
loi de Fréchét. On s’intérèsse à l’étude de la normalité asymptotique de la
moyenne empirique des distributions à queues lourdes d’index α > 1, car
dans le cas où α < 2 nous n’avons pas ce résultat. Pour traiter ce problème
nous proposons un estimateur convenable d’une distribution limite sous des
conditions de second ordre normale pour l’index α > 1.

Soit X1,X2, ...,Xn une suite de variables aléatoires [v.a] indépendantes,
identiquement distribuées [iid], d’une fonction de distribution [f.d.] commune
F (x) = P (X1 ≤ x) , x ∈ R. Soit

G (x) = P (|X1| ≤ x) = F (x)− F (−x) , x ∈ R. (4.2.1)

Supposons que G a une queue à variation régulière d’index α > 1 et satifait
la condition de balence de queue (voir, Csörgő, Horvàth et Mason, 1986).

lim
t→∞

{1−G (tx)}Á {1−G (x)} = x−α, x > 0, (4.2.2)

et

lim
t→∞

{1− F (x)}Á {1−G (t)} = p, (4.2.3)

où 0 < p < 1.Si 0 < α < 2, alors (4.2.2) équivalent à dire que F dans le
domaine d’attraction d’une loi stable. Supposons que G satisfait une condi-
tion de second ordre (voir de Haan et Stadmüller, 1996), ainsi que, pour une
fonction A, qui ne change pas de signe prés de l’infini avec A (t)→ 0 quand
t→∞, nous avons

lim
t→∞

1−G (tx) /1−G (t)− x−α

A (t)
= x−α

x−β

−β , x > 0, (4.2.4)
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et

lim
t→∞

1− F (x) /1−G (t)− p

A (t)
= q, (4.2.5)

où β > 0 et q > 0. La fonction A à variation régulière d’index −β.

Pour chaque entier n ≥ 1, soit X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n les statistiques
d’ordre basées sur l’échantillon X1, X2, ..., Xn.

Soit µ := EX1 la valeur attendue de la distribution F. Si nous voulons
évaluer une hypothèse de µ, ou construire un intervalle de confiance pour
µ, donc la théorie de statistique classique suggère que nous basions notre
procédure sur l’approximation normale au moyenne de l’échantillon µ̂n =

n−1
nX
i=1

Xi. Pour faire cette procédure plus robuste, nous pourrions légère-

ment couper la moyenne en enlevant des extrêmes de l’échantillon. C’est mon-
tré que cette procédure peut très améliorer la vitesse de convergence dans le
théorème central limite (voir, Hall (1984)). Parmi les estimateurs robustes
de la moyenne, on suggère, la Moyenne Tronquée µ̂(T )n (k) et la Moyenne
Wonsorisée µ̂(W )

n (k) qui sont définis comme suit :

µ̂(T )n (k) =
1

n− 2k
n−kX
i=k+1

Xi,n, k = 1, 2, .., (4.2.6)

et

µ̂(W )
n (k) =

k

n
Xk,n +

1

n

n−kX
i=k+1

Xi,n +
k

n
Xn−k+1,n, k = 1, 2, .. (4.2.7)

Supposons que k = kn, n ≥ 1. En basant sur l’estimation des extrêmes quan-
tiles, Peng (2001) a propsé une nouvelle version de la Moyenne Wonsorisée
µ̂(W )
n (k) comme suit :

µ(P )n (k) = µ̂−n (k) + µ̂n (k) + µ̂+n (k) ,

où

µ̂n (k) :=
1

n

n−kX
i=k+1

Xi,n, (4.2.8)

µ̂−n (k) :=
k

n
Xn−k+1,n

α̂(2)n

α̂(2)n − 1
et µ̂+n (k) :=

k

n
Xk,n

α̂(1)n

α̂(1)n − 1
, (4.2.9)
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avec

α̂(1)n :=

(
1

k

kX
i=1

log+ (−Xn−i+1,n)− log+ (−Xn−k+1,n)

)−1
, (4.2.10)

et

α̂(2)n :=

(
1

k

kX
i=1

log+ (−Xi,n)− log+ (−Xk,n)

)−1
, (4.2.11)

sont les deux versions de l’estimateur de Hill (Hill (1975)) de l’index de queue.
Ici log+ x = log (x ∨ 1) .
Pour obtenir la normalité asymptotique de l’estimateur µ(P )n (k), Peng a

considéré un cas spécial de la variation régulière de second ordre (4.2.4) -
(4.2.5), appelé le modèle de Hall, c’est-à-dire,

1−G (x) = cx−α
©
1 + bx−β + o

¡
x−β

¢ª
, (4.2.12)

où c > 0, β > 0 et b 6= 0 (voir, Cheng et Peng, 2001). Nous exposons
maintenant le résultat concernant la normalité asymptotique de µ̂(P )n dû à
Peng (2001).
Normalité asymptotique de µ̂(P )n

Théorème 4.2.1.1 –
Supposons que (4.2.12) est vérifiée pour c > 0, β > 0 et b 6= 0. De plus

k = kn est tel que k →∞, k/n ↓ 0 et k = o
¡
n2β/(α+2β)

¢
quand n→∞, nous

avons

n1/2
n
µ̂(P )n (k)− µ

o
Áσ (k/n)

D→ N (0, σ20) , (4.2.1.1)

où

σ2 (k/n) :=

1−k/nZ
k/n

1−k/nZ
k/n

(min (u, v)− uv) dQ (u) dQ (v) ,

et

σ20 := 1 +

½
(2− α) (2α2 − 2α+ 1)

2 (α− 1)4 +
2− α

α− 1
¾
1 (α < 2) (4.2.1.2)

Ici 1 (x < y) est la fonction indicatrice et N ¡η, δ2¢ la distribution normale
de moyenne η et variance δ2.

Loi du logarithme itéré pour la moyenne des distributions à queues lourdes
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Étant donné la normalité asymptotique de l’estimateur µ̂(P )n , il est seule-
ment naturel de supposer que, avec des conditions de régularité complémen-
taires sur la suite (kn)n≥1, la loi du logarithme itéré doit être aussi se tiennent.
Nous devrons montrer que c’est, en effet, le cas.
Loi du logarithme itéré pour µ̂(P )n [Necir (2003)]

Nous utilisons la notation,log2 n = log (max (n, 3)) , n = 1, 2, ...

Notre résultat est le suivant :
Théorème 4.3.1.1 –
Supposons que (4.2.12) est vérifiée pour c > 0, β > 0 et b 6= 0.Soit k = kn

est tel que k → ∞, k/n ↓ 0 et k = o
¡
n2β/(α+2β)

¢
et log2 n = o (k) . Alors

nous avons presque sûrement

lim sup
n→∞

±
n1/2

³
µ̂(P )n (k)− µ

´
(2σ2 (kn/n) log2 n)

1/2
= σ0, quand n→∞. (4.3.1.1)

En outre
µ̂(P )n (k)

p.s→ µ, quand n→∞.

Preuve.

Soit U1, U2, ... une suite de [v.a] [iid], d’une fonction de distribution com-
mune uniforme sur (0, 1). Pour tout entier n ≥ 1, soit

Gn (s) := n−1
nP
i=1

1 (Ui ≤ u) , 0 ≤ s ≤ 1,

la fonction de distribution empirique basée sur le premier n de ces variables
aléatoires, et soit Vn (t) = Ui,n, pour (i− 1) /n < t < i/n, i = 1, ..., n, avec
Vn (0) = U1,n, où U1,n ≤ U2,n ≤ ... ≤ Un,n désigne les statistiques d’ordre
basées sur U1, U2, ..., Un. Nous définissons le processus empirique uniforme

αn (s) := n1/2 (Gn (s)− s) , 0 ≤ s ≤ 1,
et le processus des quantiles uniforme

βn (s) := n1/2 (Vn (s)− s) , 0 ≤ s ≤ 1.
Le lemme suivant donne une approximation pour le processus αn (.) en terme
d’une suite de ponts Brownien.
Lemme 4.2.1.1 –
Il existe une suite de ponts Brownien (Bi)i≥1 , tel que, pour tout ν ∈

[0, 1/4] , nous avons
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sup
1/n≤s≤1−1/n

nν
|√n (Gn (s)− s)−Bn (s)|

(s (1− s))1/2−ν
= op (1) , quand, n→∞,

Lemme 4.2.1.2 –
Supposons que (4.2.12) est vérifiée, et

k →∞, k/n→ 0, quand n→∞.

Alors

lim
n→∞

(kn/n)
1/2

1−k/nZ
k/n

(1− t) dQ (t)Áσ (k/n) = Sp,α (1− p)1/α 1 (α < 2) ,

(4.3.1.2)
et

lim
n→∞

(k/n)1/2
1−k/nZ
k/n

tdQ (t)Áσ (k/n) = Sp,αp
1/α1 (α < 2) . (4.3.1.3)

où

Sp,α =

 2− α

2
³
p2/α + (1− p)2/α

´
1/2 .

Preuve.
Voir Csörgő et al. (1986a, b). ¤

Ensuite, nous utilisons les deux statistiques suivantes

θ−n (k) = k−1
kX
i=1

− log+ (Ui,n/Uk,n) , (4.3.1.4)

et

θ+n (k) = k−1
kX
i=1

− log+ {(1− Un−i+1,n)Á (1− Un−k,n)} . (4.3.1.5)

Preuve du théorème 4.2.1.1.

Pour tout entier n ≥ 1, nous écrivons

µ−n (k) :=

k/nZ
0

Q (s) ds, µ+n (k) :=

1Z
1−k/n

Q (s) ds,
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et

µn (k) :=

1−k/nZ
k/n

Q (s) ds.

Evidemment, nous avons

µ = EX1 =

1Z
0

Q (s) ds = µ−n (k) + µn (k) + µ+n (k) .

Alors nous écrivons

µ̂(P )n (k)− µ =
©
µ̂−n (k)− µ−n (k)

ª
+ {µ̂n (k)− µn (k)}+

©
µ̂+n (k)− µ+n (k)

ª
.

Supposons que α̂(1)n et α̂(2)n sont exprimé en termes de Xj,n = Q (Uj,n) , j =

1, ..., n. De la décomposition de Peng (2001), nous avons

µ̂−n (k)− µ−n (k) =
k

n
Xk,n

α̂(1)n

α̂(1)n − 1
−

kn/nZ
0

Q (s) ds

: = In,1 + In,2 + In,3 + In,4 + In,5,

où

In,1 :=
k

n

αα̂(1)n Q (Uk,n)³
α̂(1)n − 1

´
(α− 1)

(
1

k

kX
i=1

Ã
log

Q (Ui,n)

Q (Uk,n)
− log

µ
Ui,n

Uk,n

¶−1/α!)
,

In,2 :=
k

n

αα̂(1)n Q (Uk,n)³
α̂(1)n − 1

´
(α− 1)

(
1

k

kX
i=1

Ã
log

µ
Ui,n

Uk,n

¶−1/α
− 1/α

!)
,

In,3 :=
k

n

αQ (k/n)

α− 1
½
Q (Uk,n)

Q (k/n)
−
³n
k
Uk,n

´−1/α¾
,

In,4 :=
k

n

αQ (k/n)

α− 1
½³n

k
Uk,n

´−1/α
− 1
¾
,

et

In,5 :=
k

n

αQ (k/n)

α− 1 −
kn/nZ
0

Q (s) ds.

De même, nous avons
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µ̂+n (k)− µ+n (k) =
k

n
Xn−k+1,n

α̂(2)n

α̂(2)n − 1
−

1Z
1−kn/n

Q (s) ds

: = IIIn,1 + IIIn,2 + IIIn,3 + IIIn,4 + IIIn,5,

où

IIIn,1 : =
k

n

αα̂(2)n Q (Un−k+1,n)³
α̂(2)n − 1

´
(α− 1)

×
(
1

k

kX
i=1

Ã
log

Q (Un−i+1,n)
Q (Un−k+1,n)

− log
µ
Un−i+1,n
Un−k+1,n

¶−1/α!)
,

IIIn,2 : =
k

n

αα̂(2)n Q (Un−k+1,n)³
α̂(2)n − 1

´
(α− 1)

×
(
1

k

kX
i=1

Ã
log

µ
Un−i+1,n
Un−k+1,n

¶−1/α
− 1/α

!)
,

IIIn,3 :=
k

n

αQ (1− k/n)

α− 1
µ
Q (Un−k+1,n)
Q (1− k/n)

−
³n
k
Un−k+1,n

´−1/α¶
,

IIIn,4 :=
k

n

αQ (1− k/n)

α− 1
µ³n

k
Un−k+1,n

´−1/α
− 1
¶
,

et

IIIn,5 :=
k

n

αQ (1− k/n)

α− 1 −
1Z

1−kn/n

Q (s) ds.

D’autre part, de Csörgő et al. (1986), nous avons

µ̂n (k)− µn (k) = IIn,1 + IIn,2 + IIn,3,
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où

IIn,1 := −
1−k/nZ
k/n

{Gn (s)− s} dQ (s) ,

IIn,2 := −
1−k/nZ

Un−k,n

{Gn (s)− k/n} dQ (s) ,

et

IIn,3 := −
Un−k,nZ
1−k/n

{Gn (s)− (1− k/n)} dQ (s) .

Le lemme suivant donne une approximation de µ̂n (k)−µn (k) en terme d’une
suite des ponts Brownien (Bi)i≥1 .
Lemme 4.2.1.3 –
Supposons que (4.2.12) est vérifiée pour α > 1, et k → ∞, k/n → 0,

quand n→∞. Alors, nous avons

n1/2 {µ̂n (k)− µn (k)}Áσ (k/n) = −
1−k/nZ
k/n

Bi (s) dQ (s)Áσ (k/n) + o (1) .

Preuve.
De la preuve du théorème 1 de Csörgő et al. (1986a,b), nous avons

n1/2

σ (k/n)
II2,n

P−→ 0,
n1/2

σ (k/n)
II3,n

P−→ 0,

et

n1/2

σ (k/n)
II1,n = −

1−k/nZ
k/n

Bn (s) dQ (s)Áσ (k/n) + o (1) .

D’où la preuve du Lemme 4.2.1.3. ¤

Ensuite, nous présentons le comportement au limite de µ̂−n (k) et µ̂
+
n (k) .

Lemme 4.2.1.4 –
Sous les suppositions du théorème 4.2.1.1, nous avons

√
nσ (k/n)−1 I1

P→ 0,
√
nσ (k/n)−1 I3

P→ 0,
√
nσ (k/n)−1 I5

P→ 0,
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et
√
nσ (k/n)−1 III1

P→ 0,
√
nσ (k/n)−1 III3

P→ 0,
√
nσ (k/n)−1 III5

P→ 0,

√
nσ (k/n)−1 II1 = −

1−k/nZ
k/n

Bi (s) dQ (s)Áσ (k/n) + o (1)

= Ln + o (1) .

Le Lemme suivant donne une représentation de θ−n et θ
+
n en terme d’une suite

de ponts Brownien (Bi)i≥1 .
Lemme 4.2.1.5 –
Soit k = kn est tel que k →∞, k/n ↓ 0.Alors, nous avons

√
k
©
θ+n − 1

ª
= (n/k)1/2Bi (1− k/n)− (n/k)1/2

×
1Z

1−k/n

Bi (s)

1− s
ds+ o (1) .

= Cn −Hn + o (1) ,
√
k
©
θ−n − 1

ª
= − (n/k)1/2Bi (k/n) + (n/k)

1/2

×
k/nZ
0

Bi (s)

s
ds+ o (1) .

= −Zn + Yn + o (1) .

et
√
k {− log (1− Un−k,n) + log k/n} = −(n/k)1/2Bi (1− k/n) + o (1) .

= −Cn + o (1) ,

√
k {− log (Uk,n) + log k/n} = (n/k)1/2Bi (k/n) + o (1) .

= Zn + o (1) .

Preuve.
Voir les Théorèmes (2.3) et (2.4) de Csörgő et Mason (1985). ¤
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Ensuite, nous présentons un Lemme Dans lequel nous donnons des pro-
priétés de Q (.) .
Lemme 4.2.1.6 –
Sous les supposition du théorème 4.2.1.1, nous avonsp

k/nQ (Uk,n)

σ (k/n)
P→−Sp,α (1− p)1/α 1(α<2),

p
k/nQ (Un−k+1,n)

σ (k/n)
P→ Sp,αp

1/α1(α<2).

où

Sp,α =

 2− α

2
³
p2/α + (1− p)2/α

´
1/2 .

Posons

a0 =

 2− α

2
³
p2/α + (1− p)2/α

´
1/2 1 (α < 2) .

Ensuite nous utilisons la notation suivante :

Soit n1/2
n
µ̂(P )n (k)− µ

o
Áσ (k/n) := Ψi,n, où

Ψi,n := −a0 (1− p)1/α
α

(α− 1)2 (Yn − Zn)− a0 (1− p)1/α
1

α− 1 (Zn − Ln)

+a0p
1/α α

(α− 1)2 (Cn −Hn)− a0p
1/α α

α− 1Cn + op (1) .

= −a0 (1− p)1/α
α

(α− 1)2Yn + a0 (1− p)1/α
1

(α− 1)2Zn − Ln

+a0p
1/α 1

(α− 1)2Cn − a0 (1− p)1/α
α

(α− 1)2Hn + op (1) .

d→ N (0, σ20) .

où σ20 := lim
n→∞

[varΨi,n] .

En utilisant le Lemme 4.2.1.1, un calcule directe donne

σ20 = 1 +

½
(2− α) (2α2 − 2α+ 1)

2 (α− 1)4 +
2− α

α− 1
¾
1(α<2).
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Preuve du théorème 4.3.2.1.
Nous utilisons la même décomposition (Peng (2001)).

Le Lemme suivant donne une approximation forte pour les processus
αn (.) et βn (.) en termes des sommes des ponts Brownien dû à Einmahl
et Mason (1988).
Lemme 4.3.2.1 –
Il exist une suite de ponts Brownien (Bi)i≥1 tel que, pour chaque 0 < η <

1/2, et pour tout n grand, nous avons, presque sûrement

sup
1/(n+1)≤s≤1−1/(n+1)

s−η
¯̄̄̄
¯αn (s)− n−1/2

nX
i=1

Bi (s)

¯̄̄̄
¯ = o

³
(log2 n)

1/2
´
,

et

sup
1/(n+1)≤s≤1−1/(n+1)

s−η
¯̄̄̄
¯βn (s)− n−1/2

nX
i=1

Bi (s)

¯̄̄̄
¯ = o

³
(log2 n)

1/2
´
.

Preuve.
Voir Théorème 4 de Einmahl et Mason (1986a). ¤

Le Lemme suivant donne les représentations de θ−n (k) et θ
+
n (k) en termes

de processus βn (.)
Lemme 4.3.2.2 –
Soit k = kn est tel que k → ∞, k/n ↓ 0 et log2 n = o (k) . Alors, pour

chaque 0 < τ < 1/2 fixé, pour tout n grand, nous avons, presque sûrement

k1/2
¡
θ−n (k)− 1

¢
= (n/k)1/2

1Z
τ

s−1βn (ks/n) ds

− (n/k)1/2 βn (k/n) +O
³
τ 1/2 (log2 n)

1/2
´
,

et

k1/2
¡
θ+n (k)− 1

¢
= (n/k)1/2

1Z
τ

s−1βn (1− ks/n) ds

− (n/k)1/2 βn (1− k/n) +O
³
τ 1/2 (log2 n)

1/2
´
.

Preuve.
Notons que θ+n (k) et θ

−
n (k) sont des cas spéciaux de statistique donnée

dans le Théorème 1 de Necir (2003). Nous omettons les détails. ¤
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Ensuite, nous présentons deux Lemmes dans lequel nous donnons les pro-
priétés de la fonction Q (.) .
Lemme 4.3.2.3 –
Supposons que (4.2.1) vérifié. Alors, les deux résultats suivants vérifiés

i) Les deux fonctions −Q (.) et Q (1− .) sont à variation régulière près du
zéro avec l’index −1/α.

ii) −Q (s) ∼ Q (1− s) quand s ↓ 0.
Preuve.
Voir les conditions S1-S2 de Csörgő et al. (1986). ¤
Lemme 4.3.2.4 –
Supposons que (4.2.1) vérifié pour 0 < p < 1 et 0 < α < 2. Alors,

lim
n→∞

r
k

n

Q (1− k/n)

σ (k/n)
= lim

n→∞
−
r

k

n

Q (k/n)

σ (k/n)
(4.3.1.6)

= C (α, p)

où

C (α, p) =

vuut 2− α

2
³
p2/α + (1− p)2/α

´ (1− p)1/α . (4.3.1.7)

Preuve.
Voir Lemme 1 de Csörgő, Horvàth et Mason (1986). ¤
Lemme 4.3.2.5 –
Supposons que (4.2.12) vérifié pour c > 0, β > 0 et b 6= 0. Alors

lim
t→∞

Q (1− tx)

Q (1− t)
− x−1/α

−α−2bβc−β/αtβ/α = lim
t→∞

Q (tx)

Q (t)
− x−1/α

−α−2bβc−β/αtβ/α (4.3.1.8)

= x−α
xβ/α − 1
−β , x > 0

et

lim
t→∞

log
Q (1− tx)

Q (1− t)
− log x−1/α

−α−2bβc−β/αtβ/α = lim
t→∞

log
Q (tx)

Q (t)
− log x−1/α

−α−2bβc−β/αtβ/α (4.3.1.9)

= x−α
xβ/α − 1
−β , x > 0

Le Lemme suivant donne une approximation forte de µ̂n (k)−µn (k) en terme
d’une suite des ponts Brownien (Bi)i≥1 .
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Lemme 4.3.2.6 –
Supposons que (4.2.1) vérifié pour α > 1. Soit k = kn est tel que k →∞,

k/n ↓ 0 et log2 n = o (k) . Alors, nous avons presque sûrement

n1/2 (µ̂n (k)− µn (k))

(log2 n)
1/2 σ (k/n)

=

−
nX
i=1

1−k/nZ
k/n

Bi (s) dQ (s)

(log2 n)
1/2 σ (k/n)

+ o (1) .

Preuve.
Notons que du Lemme 1 de Haeusler et Mason (1987), nous avons, presque

sûrement

n1/2IIn,2

(log2 n)
1/2 σ (k/n)

=
n1/2IIn,3

(log2 n)
1/2 σ (k/n)

= o (1) , quand n→∞.

D’autre part, La représentation de IIn,1 en terme du processus empirique
αn (.) donne

n1/2IIn,1 = −
1−k/nZ
k/n

αn (s) dQ (s) .

Par le Lemme 4.3.2.1, nous avons

n1/2IIn,1 = Ωn +∆n,

où

Ωn = −n1/2
nX
i=1

1−k/nZ
k/n

Bi (s) dQ (s) ,

et

∆n = −
1−k/nZ
k/n

(
αn (s)−−n1/2

nX
i=1

Bi (s)

)
dQ (s) .

Alors pour compléter la preuve de Lemme 4.3.2.6 nous montrons que, presque
sûrement

∆nÁσ (k/n) = o
³
(log2 n)

1/2
´
, quand n→∞.

En fait, observons que, en vue de Lemme 4.3.2.6, pour tous 0 < η < 1/2,
nous avons, presque sûrement

∆n = o
³
(log2 n)

1/2
´ 1−k/nZ

k/n

sηdQ (s) , quand n→∞.
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D’autre part, du la condition (4.3) de Csörgő et al. (1986a,b), pour tout n
grand, et pour chaque 0 < η < 1/2, nous avons

1−k/nZ
k/n

sηdQ (s)Áσ (k/n) =

(
O
¡
n−ηkη−1/2

¢
si 1 < α < 2,

o
¡
n−ηkη−1/2

¢
si α ≥ 2.

Cela implique aisément, pour 0 < η < 1/2 et k → ∞ quand n → ∞, que
pour tout α > 1, nous avons

1−k/nZ
k/n

sηdQ (s)Áσ (k/n) = o (1) , quand n→∞,

Qui achève la preuve de Lemme 4.3.2.6. ¤

Ensuite, Nous présentons seulement des détails pour la preuve concernant
le comportement de limite de µ̂−n , la preuve pour µ̂

+
n étant très semblable.

Lemma 4.3.2.7 –
Sous les suppositions du Théorème 4.3.2.1, nous avons presque sûrement

n1/2In,1

(log2 n)
1/2 σ (k/n)

=
n1/2In,2

(log2 n)
1/2 σ (k/n)

= o (1) , quand n→∞,

et

n1/2IIIn,1

(log2 n)
1/2 σ (k/n)

=
n1/2IIIn,2

(log2 n)
1/2 σ (k/n)

= o (1) , quand n→∞.

Preuve.
Nous écrivons

Hn := k1/2

(
1

k

kX
i=1

Ã
log

Q (Ui,n)

Q (Uk,n)
− log

µ
Ui,n

Uk,n

¶−1/α!)
.

Alors nous pouvons récrire In,1 comme suit :

In,1 =
k1/2

n

αα̂(1)n Q (Uk,n)³
α̂(1)n − 1

´
(α− 1)

Hn.

Nous montrons d’abord que, Hn = o (1) , quand n→∞, presque sûrement.
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Soit

Dn,i = log
Q (Ui,n)

Q (Uk,n)
− log

µ
Ui,n

Uk,n

¶−1/α
, i = 1, ..., k.

De Kiefer (1972), pour tous n suffisament large, pour chaque suite k = kn tel
que k →∞, k/n ↓ 0 et kÁ log2 n→∞, nous avons, presque sûrement

nUi,nÁ > (1− ε) ,

et
1− ε < nUk,nÁk < (1 + ε) .

Est alors aisément vérifié que, en vue de(3.2.1), nous avons

(1− ε) cn
(1 + ε) k

<
Ui,n

Uk,n
< 1, pour i = 1, ..., k.
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Annexe
Définitions et notations
Définition 1 (Fonctions à variations lentes) –
Une fonction l, positive, Lebesgue mesurable sur (0,+∞), est à variations

lentes en +∞ (noté l ∈ R0) si

∀t > 0, lim
x→∞

l (tx)

l (x)
= 1.

Définition 2 (Fonctions à variations régulières) –
Une fonction f , positive, Lebesgue mesurable sur (0,+∞), est à variations

réguliéres d’indice ρ ∈ R en +∞ (noté f ∈ Rρ) si

∀t > 0, lim
x→∞

f (tx)

f (x)
= tρ.

Définition 3 –
Un processus stochastique {B(t); 0 ≤ t ≤ 1} est appelé pont Brownien si
(i) La distribution jointe de (B(t1),B(t2), ...,B(tk)) ( 0 ≤ t1 < t2 < tk ≤
1 ; n = 1, 2, ...) est Gaussienne, avec EB(t) ≡ 0,

(ii) La fonction de covariance de B(t) est

R(r, t) = EB(s)B(t) = s ∧ t− st,

(iii) La trajectoire de de la fonction de l’échantillon de B(t;ω) est con-
tinue dans t avec probabilité 1.

Définition 4 –
Un processus stochastique {W (t;ω) =W (t) ; 0 ≤ t <∞} , où ω ∈ Ω, et

{Ω, A, P} est un espace de probabilité, est appelé processus de Wiener si
(i) W (t)−W (s) ∈ N (0, t− s) pour tous 0 ≤ s < t <∞ et W (0) = 0,

(ii) W (t) est un processus d’incrément indépendant,i.e, W (t2) − W (t1) ,
W (t4)−W (t3) , ...,W (t2i)−W (t2i−1) sont des variables aléatoires in-
dépendents pour tous 0 ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 ≤ ... ≤ t2i−1 < t2i < ∞
(i = 2, 3, ...) ,

(iii) La trajectoire de de la fonction de l’échantillon de W (t;ω) est continue
dans t avec probabilité 1.

Notons que (i) et (ii) implique que La fonction de covariance de W (t) est

R(r, t) = EW (s)W (t) = s ∧ t.
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Définition 5 –
On dit que F de queue lourde si sa fonction de queue F̄ : = 1 − F, est

donnée par :

F̄ = x−αcF (x) ,

où α est l’index de queue et cF est une fonction à variation lente.
D’une manière équivalente, la fonction de quantile

Q (s) := inf {x : F (x) ≥ s}

satisfait

Q (1− p) = p−1/αc (1/p) ,

avec c à variation lente.
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