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Introduction Générale

La mécanique quantique est la description du comportement de la matiére dans tous leurs
détails en particulier de tout ce qui se passe a 1’échelle atomique. Les phénoménes sont décrits
par la fonction d’onde qui contient toutes les informations sur les particules d’un systéme et
ses comportements suit I'équation de Schrodinger [1, 2]. Cette équation a été proposée par
Erwin Schrodinger en 1926 peu de temps aprés I'invention par Heisenberg de la mécanique des
matrices

I’étude quantique d’un systéme physique est basé sur la résolution de ’équation de Schro-
dinger associée a ce systéme. Cette résolution ne peut se faire exactement que dans des cas
trés particuliers ot I’hamiltonien est suffisamment simple pour étre facilement diagonalisable.
Dans le cas général, I’équation de Schrodinger est trop compliquée qu’on puisse trouver les so-
lutions sous formes analytiques. Dans ce cas, on utilise des méthodes approximatives qui sont
nombreuses en physique quantique [3]. Ces méthodes d’approximations permettent d’obtenir
analytiquement des solutions approchées, plus ou moins proches des solutions vraies selon la
qualité des approximations et des calcules. Plusieurs schémas approximatifs se sont apparus
ces derniéres années pour calculer le spectre d’énergie de I’équation de Schrédinger pour de
nombreuses fonctions potentielles.

Le but de ce travail est de résoudre I’équation de Schrédinger en appliquant la méthode
variationnelle semi inverse qui est basée sur la variation des grandeurs physiques pour détemi-
ner les fonctions propres et les énergies propres. On va d’abord rappeler, au premier chapitre
I’équation de Schrodinger stationnaire dans un potentiel central. Dans le deuxiéme chapitre,
on va exposer les méthodes d’approximations qui sont relatives & des phénomeénes indépendants
du temps et qui sont importantes et facilement utilisables telles que, les perturbations station-
naires et la méthode variationnelle. Au troisiéme chapitre on présente la methode variationnelle
semi inverse pour la résolution de ’équation de Schroédinger pour le potentiel de Coulomb avec
des exemples illustratifs pour montrer 'efficacité de cette méthode. Au quatrieme chapitre, on
reprend 1’étude du potentiel Coulombien dans le cadre d’un systéme couplé issu de I’équation
de Dirac via la méthode variationnelle semi inverse. Ces deux derniers chapitres, sont d’une

grande importance qui forment I'objet principal de ce travail. Le cinquiéme chapitre s’intéresse



a la comparaison des résultats obtenus en utilisant le polynéme de Laguerre associé, et enfin

une conclusion de synthése cloture ce travail .



Chapitre 1

Introduction de I’équation de

Schrodinger

1.1 Introduction

En physique quantique la particule est décrite par une fonction d’onde (7, t) qui est donnée
par I’équation de Schrodinger. Il s’agit d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre
par rapport au temps et de seconde ordre par rapport aux coordonnées de 'espace [4]. Dans
ce travail, nous nous limitons & 1’étude des notions de 1’équation de Schrodinger stationnaire

dans un potentiel central (¢ & d un potentiel ne dépend que de la distance r a l'origine des

coordonnées ) qui peuvent nous aider dans les chapitres qui vont suivre.

1.2 L’équation de Schrédinger stationnaire

En générale I'équation de Schrodinger d'un systéme quantique est donnée par [5] :

Hy(7,t) = ih— (1.1)



Les fonctions d’ondes 7 qui porte le nom des fonctions propres qui sont les solutions de

I’équation (1.1) sont données par :
1B
—t

) =1pe I (1.2)

ol 9, est 'amplitude
Pour des états stationnaires, ie indépendant du temps, ’équation de Schrédinger se simplifie

en I'équation de Schrodinger stationnaire :

Hy(7') = By (T) (1.3)

ol FE est I’énergie totale du systéme qui porte le nom des valeurs propres.

L’opérateur H est un opérateur nommé Hamiltonien, c’est ’opérateur quantique pour I’éner-

gie totale du systéme :

h2
H=FE.+V(r)= —%A +V(r) (1.4)

ou V est I’énergie potentielle, E. est I’énergie cinétique et A est le laplacien.
1.2.1 Conditions & remplir par la fonction propre
Le nombre des particules présentes dans un volume élémentaire est également proportionnel

a la probabilité de présence de ces particules dans ce volume. On considére le volume élémentaire

dr3 de D’espace, la probabilité "prob" de trouver la particule dans ce volume est définie par [6] :

prob :/ ()P dr < o (1.5)

En particulier, si 'on effectue une intégration étendue a tout I’espace, on doit avoir :



/ [ dr =1 (1.6)

Donc les fonctions d’ondes () doivent étre de carré sommable.

1.3 L’équation de Schrédinger en coordonnées sphériques

Puisque le potentiel V' dans I’équation de Schrédinger est central, c-a-d qu’il ne dépend que
de la longueur du vecteur 7 et non de son orientation , ceci suggére qu’ on peut représenter le
laplacien A en coordonnées sphériques a la place des coordonnées cartésiennes.

Le laplacien A dans les coordonnées cartésiennes s’écrit sous la forme :

o? o? 02
A:—2+—2+@

1.
ox oy (17)

Le calcul de A en coordonnées sphériques (7, 8, @) s’éffectue en utilisant les expressions usuelles

des coordonnées cartésiennes (x,y, z) :

T =rsinfcos 0<r<oo
y =rsinfsing Avec 0<0<m
z =rcosf 0<ep<2m
Alors :
10 0 1 0 0 1 0?
Aee2 ()= 9 (el )y~ 9 1.8
r2 or <T 8r> T 2600 <s1n 89) * 72 sin? 0 02 (1.8)

En tenant compte de I’équation (1.4), ’équation de Schrédinger (1.3) devient
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210 (4,0 o1 9 (. 0
S ( E)m(r, 0.0) 5 (s <sme@)>w<r, b.p)  (19)
h? 1 0?
_% ma—gpg)¢(ra 95 QO) + V(’I“)@Z)(’I", 0’ 90)
= E@Z)(Taeaﬁp)

Cette équation peut s’écrire comme suit :

10 (,0 1 9(. ,0
o <’I“ 5) P(r,0, ) + 2000 <sm9%> P(r,0,¢) (1.10)

1 0% 2m
+ma=(p2¢(T,9,<ﬁ) + 7z (E—=V)4Y(r,0,p)

=0

La résolution de cette équation est plus facile en coordonnées (r, 0, ¢). On peut alors séparer

les valeurs [7]-[10] :

P(r,0,0) = R(r)Y (0,¢) (L.11)

ot R(r) donne la dépendance radiale de la fonction d’onde et Y (r,0) sa dépendance angu-

laire.

En substituant I’équation (1.11) dans I’équation (1.10), on obtient :

10 (,0 110 (.

2 oy <T arR(T)Y(Q"p> EEFYEY <Sm989R(’")Y(9"p)> o )
1 0? 2m

s R (0.)) + 2 (B~ VIRY (6.) =0



Ou bien :

10 (4,0 1 1 0. 0
Y(Q,cp)ﬁa <r 5R(’I“)> + R(T)ﬁsinﬁ% <s1n0%Y(9,cp)> (1.13)
1 0?2 2m

2

En divisant cette équation par R(r)Y (6, ¢) et en multipliant par 7* , nous trouvons :

1 9 (@Y. 1 Y (6, )
Y (0, ¢) sin 6 00 00 sin?0  dp?

Le premier membre de cette équation n’est fonction que de la variable r tandis que le second
est fonction des variables angulaires 6 et ¢. [’égalité de ces deux membres n’est assurée que si

leurs valeurs respectives sont égales & une méme constante :

1 0 (4,0 2m
= (2= RE-V)=1(1+1 1.1
R(r) or <’” arR(’")> TR E-V) =il (1.15)
cette équation est I’équation radiale et
1 o (. 9Y(0,p) 1 2°Y(6,9)
- = — 1 1.1
Y (0, ) sin 0 90 <Sm9 90 ) Tz 0 1) (1.16)

c’est ’équation angulaire.
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1.4 Equation de Schrédinger dans un potentiel central

Le mouvement d’une particule plongée dans un potentiel central V(r), qui ne dépend que
de la distance a l'origine des coordonnées, est invariant pour toute rotation et ainsi donc ce

mouvement posséde la symétrie sphérique.

On a vu que le laplacien en coordonnées sphériques s’écrit sous la forme :

L0 (20 +71 g 81n08 +71 8—2
“r2or 81" r2sin 6 00 00 2 sin? 0 Dp?

qui peut se transformer comme :

10 0 L?
A=gi () (L17)

ou L? est I'opérateur carré de moment cinétique qui a I’expression :

2_ 2| L 0 9 L
L7=-n [smeae snbzs ) + g a2 (1.18)

qui est tirée a partir du passage en coordonnées polaires :

L, = E(smcp CO’EHCOS(,O£> (1.19)
i Op
h 0

L, = ;( coscpae cot@smcp8 )
h O

b= e

ou L*=1I12+L2+L2

Les fonctions propres de L? sont des fonctions appelées, les harmoniques sphériques qui sont

indexées par les valeurs de deux nombres quantiques [, m sous la forme Y™ (6, ) ayant pour
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valeurs propres [(I+ 1) et m varie entre —[ et +1 o [ est un entier positif ou nul, pour [ donnée

il y’a donc 2] + 1valeurs de m. Ces fonctions vérifient ’équation :

LAY (6, ) =R2U(1 + 1)Y;"(6, ) (1.20)

L’équation de Schrodinger s’écrit compte tenu de (1.17) :

2 2
[Qh_m <T_12%(r2§) + §2> +V(r )] W(r,0,p) = EY(r,0,p) (1.21)

En substistuant (1.11) dans ’équation (1.21) en tenant compte de 1'éq (1.20), on obtient

I’équation radiale pour la fonction R(r) :

2

1.5 Equation radiale

Les fonctions radiales dépendent du parameétre [ qui figure dans I’équation (1.22) . D’autre
part ces fonctions sont associées a une valeur propre £, ;. Les fonctions radiales peuvent donc
étre notées Ry, ;(r). Les indices n, [ sont le nombre quantique principal et le nombre quantique
azimutal respectivement, avec n > [+ 1.

Nous réecrivons 1’équation de Schrédinger sous la forme :

h_ 10 2g)+l(l+1)
2m 1“281“ or 2

) + V(’I“)] Rp(r) = E,  Rn(r) (1.23)

’I’L,

Posant R,; = —= et en multipliant les deux membres de I’équation par r, aprés quelques

simplification, on obtlent pour Uy (1) 'équation différentielle suivante :

14



2mr or? 2

[h_2< o +l(z+1)> .\ vir)] i) =%Um(r) o

En multipliant les deux membres de ’équation par r on trouve :

Cette équation représente donc formellement ’équation de Schrédinger a une dimension

d’une particule de masse m dans un champ d’énergie potentielle ( potentiel effectif) :

h_QZ(l +1)
2m  r?

Veps(r) = V(r)+ (1.26)

— La quantité %l(lﬁl) est le potentiel centrifuge (la force tend a éloigner la particule du

centre de force O).
— Ce potentiel est nul pour [ = 0 la particule pourra alors venir en O : on concoit que
Ry (r) # 0 pour r =0

— Sil # 0 ce potentiel tend vers I'infini, quand r tend vers zéro :

Vesp(r) — oo quand r—0

et empéche la particule de venir en O. On congoit que :

R,;(r)=0 pour =0 si [#0

15



Dans la suite on va étudier les caractéres généraux des solutions de ’équation de Schrodin-

ger.

1.5.1 Comportement a ’origine des solutions (r — 0)

Supposons que, pour r tendant vers zéro, le potentiel V (r) reste fini, ou au moins ne tend

pas vers 'infini plus rapidement que —, ou V (r) doit vérifier la condition suivante [8] :
T

limr?V(r)=0= V(r —0) = ia;oz<2

r

Considérons une solution de I’équation (1.25) et supposons qu’elle se comporte a 'origine

comme 7P :

Upi(1)r—0 = ar® (1.27)
oll & est une constante arbitraire et p une puissance qu’on determinera.

En reportant (1.27) dans l’équation (1.25), et en égalant a zéro le coefficient du terme

dominant, on obtient I’équation suivante :
—pp—1)+I(l+1)=0

cette égalité est vérifiée pour :

p = (I+1)

16



Pour une valeur donnée de E,, ; , on peut donc trouver deux solutions linéairement indépendantes

de I’équation. Les solutions acceptables de 1’équation s’annulent a 'origine quelque soit [

puisque :

Uni(1)r—0 = arttt (1.28)

Par conséquent, il faut adjoindre a I’équation (1.25) la condition :

Un1(0) =0 (1.29)

Donc, il faut retenir les solutions réguliéres qui assurent la fonction 1, ; .., (7,6, ¢),
soit une solution de I’équation de Schrédinger partout, origine comprise.

1.5.2 Comportement asymptotique(r — o)

1
Supposons que le potentiel V(r) tend assymptotiquement vers zéro plus vite que =[5, 11,
T

12] :

limrV(r),_ =0,
Péquation (1.25) se réduit a :
d—2U (r) 4+ E2U, 1 (7) =0 (1.30)
dr2 n,l n,l r—oo — Y, .

N 2mE ) NI EE : l(l + 1) I .
ol k = /<%= et parce que V(r) s’annule & I'infini et 2 tend vers 0, le spectre d’énergie
comporte deux parties :

si E(0 0 Un,(r) = exp(£kr)

17



si E)O 0 Un,(r) = exp(Likr)

) exp(Lkr . . .
Dans le premier cas, on a R, (1) = L, I’énergie est quantifiée ; c’est un état lié et
T

la solution exponentielle d’argument positif est & rejeter, mais au deuxiéme cas, on a R, ;(r) =
exp(£ikr) - . . o e
——— =, et on trouve une onde sphérique divergente exprimant un puit a 'origine et I'énergie

est continue, on se trouve alors dans un état de diffusion.
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Chapitre 2

Méthodes d’approximations pour les

états stationnaires

2.1 Introduction

La résolution exacte de I’équation de Schriédinger n’est possible que dans les cas les plus
simples ( particule libre, atome d’hydrogeéne...). La plupart des problémes quantiques sont réso-
lus & l'aide des méthodes approchées, et les plus importantes méthodes sont celles des variations
et la théorie des perturbations. La théorie des perturbations peut étre appligquée quand le pro-
bléme & résoudre dévie légérement d’'un probléeme exactement soluble. Par contre les méthodes
variationnelles sont fondamentales, si on a une certaine idée qualitative au sujet de la forme de
la fonction d’onde.

Dans ce chapitre, nous présentons la théorie des perturbations les plus courantes en physique

atomique et présentons aussi une autre de ces méthodes d’approximations, celle des variations.

2.2 Théorie des perturbations

La théorie des perturbations est un ensemble de schémas d’approximations lié & une pertur-
bation mathématique utilisée pour décrire un systéme quantique complexe de fagcon simplifiée.

L’idée est de partir d’un systéme simple et d’appliquer graduellement un hamiltonien (per-

20



turbant) qui représente un écart léger par rapport a 1’équilibre d’un systéme (perturbation)
[1]-[5].

Il y a deux catégories de théorie de la perturbation : indépendante du temps et dépendante
du temps. Dans ce chapitre on traitera la théorie des perturbations indépendante du temps,
dans laquelle le hamiltonien de perturbation de type statique. Cette théorie est parfois appelée

la théorie des perturbations de Rayleigh - Schrodinger.

2.2.1 Correction du premier ordre

On commence par utiliser un hamiltonien non perturbé Hy qui est aussi considéré comme
indépendant du temps. Il posséde des niveaux d’énergies et des états propres connus, déterminés

par I’équation de Schrodinger indépendante du temps :

Hy | n®) = EQ | Oy n>1 (2.1)

Pour simplifier, on postule que les énergies sont seulement discrétes. Les exposants (?) indiquent
que ces quantités sont associées & un systéme non perturbé. On peut alors introduire une
perturbation dans I’hamiltonien. Soit V' un hamiltonien représentant une petite perturbation
physique ( un terme correctif petit), soit A un parameétre sans dimension pouvant prendre des
valeurs allant contintment de 0 ( absence de perturbation) a 1 (psésence de perturbation).

L’hamiltonien perturbé est :

H = Hy+ AV ANERAK (2.2)

Les niveaux d’énergies et les états propres du hamiltonien perturbé sont de nouveaux donnés

par I’équation de Schrodinger :

(Ho+ V) | n) = E, | n) (2.3)
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Le but est d’exprimer E, et | n) en terme de niveaux d’énergie et d’états propres de I'ancien
hamiltonien. Si la perturbation est suffisamment faible, on peut les écrire en séries entiéres de

A

E,=E® + \EM L N2E@) 4 (2.4)
| n) =] n©) + A | nMy 4 X2 | n®)) 4 . (2.5)

[ U N
1d |n)
t | nk)y = =2 17/
et In) = o

Lorsque A = 0 , les équations se réduisent a celles non perturbées, qui sont les premiers
termes de chaque série. Lorsque la perturbation est faible, les niveaux d’énergies et les états
propres ne devraient pas beaucoup différer de leurs valeurs non perturbés, et les termes de
perturbation devraient rapidement devenir plus petits au fur et a4 mesure que I'ordre augmente.

Si 'on introduit ces séries dans I'equation ( 2.3), on obtient :

(Ho + AV) (\ n©O) 4 A | @y + A2 | n@) 4 ) (2.6)

= (EO +AEW + \2ED 4 ) (\ nO) 4 A | n@) + A2 | @) 4 )

Le développement de cette équation et la comparaison des coefficients de chaque puissance de

A conduit & un systéme d’équations infini :

Ho | n0) = EQ) [ n) 27)
Ho | nV)+V [00) = O [ a®) 1+ BD | n®) 23)



Hy | n®) +V | nM)y = EO | @) 4 EW | nMW)y 4 B | 0y (2.9)

Ho | n®) +V | n®)) = EO | nG)) + E@ | nWy 4 E@) | )y 4 EG) | 50) (2.10)

n n n

On multiplie ’équation de premier ordre (2.8) par (n(?) | | on obtient :

(| Ho | ) + (0@ |V [0) = (0@ | BD | nD) + (¥ | ED | n?) (2.11)

Le premier terme de gauche s’annule avec le premier terme de droite ( le hamiltonien non

perturbé est hermitien), cela conduit & la modification énrgétique du premier ordre suivante :

EW = O | v |20y =V, (2.12)

n

c’est tout simplement la valeur moyenne du hamiltonien de perturbation lorsque le systéme est
dans I’état non perturbé.

Pour calculer | n(M)) on se sert de la relation suivante :

|nM)y =>"cO) | m©) (2.13)

Pour simplifier la notation, nous définissons :

m© |V | nY = Vmn (2.14)
De I’équation (2.8), il vient :

(HO - E,g°>) Y oW | m®) = (Ef}) - v) | n©®) (2.15)
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ou bien

2.2.2 Correction du deuxiéme ordre

(2.16)

(2.17)

La correction du second ordre peut étre tirée par la méme méthode. La correction de second

ordre de I’énergie est :

Vi Vi
E®) = (nO | v |nM) = E P LU
n (0) (0)
Ey’ — En

m#n

et pour | n®) :

| n(2)> - ch) ‘ m(0)>

(2)

(2.18)

(2.19)

Pour calculer Cy,’, nous multiplions I’équation de deuxiéme ordre (2.9), par (m(® | qui donne :

(m® | Ho | n®) +(m® |V |n®) = (@ | EP | n®) +- (m® | D | D) + (2.20)

(0) 2) | 1 (0)
(m™ [ B | n'™)

ainsi , on deduit :
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n

[(m® | B~V | n) + O | B2 | 2©) (21

La méthode des perturbations nécessite de pouvoir partitionner I’hamiltonien en un hamil-
tonien d’ordre zéro et un terme de perturbation. Lorsque cette partition est difficile & réaliser
on préfere utiliser une seconde methode trés générale, pour obtenir des énergies et des états
approchés d’'un systéme conservatif d’hamiltonien H est basé sur le principe variationnel qui

sera exposé apres 'application suivante :

2.3 Application

Dans cette section, nous allons examiner un effet parmis les quatre effets de base : deux
basés sur la réponse de I’hydrogéne aux champs externes, et deux basés sur les effets internes
liés au spin intrinséque de ’électron et du proton. Ces quatre effets sont

1. Effet Stark : réponse d’'un atome & un champ électrique statique appliqué.

2. Structure fine atomique : Interaction du spin électronique avec le champ magnétique
interne de I'atome.

3. Structure hyperfine atomique : Interaction du spin nucléaire avec le champ magnétique
interne de I'atome.

4. Effet Zeeman : réponse d’un atome a un champ magnétique statique appliqué.

Nous traitons le probléme de I’hydrogéne sans spin, c.a.d le plus simple qui est constitué
d’un électron en orbite autour d’un proton, qui interagisse via I'interaction coulombienne. Le
hamiltonien pour le mouvement relatif de I’électron et du noyau dans un atome d’hydrogéne

est

H =—+4V 2.22
o(r) = 5+ V(1) (2.22)
ou le potentiel coulombien est donné par
2
= 2.23
vir dmregr ( )



Il est naturel d’utiliser comme base des états propres simultanés de Hg, L? et L.. Les

équations de valeurs propres correspondantes sont alors

Hy ‘n€m§0)> = Eflo) ‘n€m§0)>
L? ‘n€m§0)> =KL+ 1) ‘n€m§0)>

L,

nﬁmg0)> = hmy ‘n€m§0)>

ol la valeur propre de ’énergie non perturbée est

g0 = 130y
n

1 . .
= — (en unité atomique)

2n?

Les fonctions d’onde des orbitales non perturbées sont données par

v O(r,6,6) = (r | nim” ) = Ru(r)Y"(6,9)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

ot Y;""(6, ¢) est la fonction harmonique sphérique standard, et R,;(r) est la fonction d’onde

radiale

2.3.1 Application au cas de l’effet Stark

Ici nous considérons cet effet pour voir ce qui peut arriver aux niveaux atomiques lorsqu’un

champ électrique statique uniforme est appliqué. L’opérateur potentiel de perturbation prend

la forme

Ve = —65?.?

(2.29)

ou & est 'amplitude du champ électrique, et la direction du champ appliqué est suivant

26



I’axe z. On trouve donc, le décalage de 'effet Stark du premier ordre sera linéaire en amplitude

de champ & et suivant le développement précédent de la théorie des perturbations on a ’énergie

E,(f) =V, = —e& <n€mg0)‘ z ‘nﬁm(0)>

i (2.30)
Ce résultat peut se simplifier si on tient compte du fait que
<n€m§0)‘ z ‘nf’mlg(o)> X0, m(d&l / (2.31)

La correction en premier ordre de I’état fondamental (n = 1) de ’énergie EM = 0. Donc

la contribution de ce terme n’a aucun effet sur I'énergie totale. On doit donc passer au second
ordre afin d’apporter une contribution qui aide & la construction de ’énergie

On écrit cette énergie comme

o0 (0) 0)\|?
Ei” Y, 282 Z |<k€m (0)| < |1(32) >| (2.32)
k#1 By =By

m,l

Quelques relations utiles dans nos calculs :

2n(n+0)! —1(%T)
Rio(r)=2¢""
_1,
Ry 1(7) —2—\1/6(7“)6 2
)

:9—\1/_ (3r) (4—2r) ¢35 (2.33)
[ Ryt r)R;;,,( ) 2dr— 1

(r)sin 9d9d¢> 5@ 70,

ou L} (z) est le polynéome de Laguerre associé et PJ(x) est le polynome de Legendre généralisé
y j2

La relation (2.30) est calculée aisément si on tient en mémoire ces derniers ingrédients et

que la sommation se fixe uniquement au terme non nul suivant

<k10 ( (1oo<°>: / Rip1 (1) Ruo(r)YL2Y 12 (sin 0) dfdsdr (2.34)
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comme Y. = \/% et z =r(cosf) = %”Ylo, et avec (2.33), on peut simplifier considérablement
I'intégrale (2.34)
1
<k10<0>( 2 (100(0>> S / Ry1 (r) Ry o(r)r’dr (2.35)
V3
La relation (2.35) s’exprime en fonction du terme principal :

Q(p, A) :/ rPe A" dr., (2.36)
0

et par intégration par partie de (2.36) et avec (0, A) = %, on obtient par récurrence

Qp, 4) = Z0p — 1, 4) (2.37)
ou encore
!
Q(p,A) = ﬁ (2.38)

2.3.2 Exemples

~ Cas (2109 z [100(9))

<210(0)| z |100(0)> = %/RQJ(T)RLO(T)TQCZT = 3—\1/5/ rde 2 dr = 3%/5 Q(3, %) = 51;—?\/5

— Cas (310 2 |100(®)) "

310" | 2 {100 = —= [ R31(r)R1o(r)r<dr = —=%= 4e”
© ©) =2 1(r)Rao(r)r? ™G

= 81;4& (40(3,3) — 2Q(4,3)) = §V2

Ainsi donc, on obtient la relation (2.39) de I’énergie et qui représente le résultat a ’approxi-

b

mation 2. On pourrai pousser les corrections jusqu’a un ordre élevé. Ici on a fait un essai pour

pouvoir avoir en main les manipulations mathématiques possibles.
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(2) o | (ktm©)] 21000
E = =e“€
| e
_ g (1021092 1100@)[* (310 | 2 [100®)|
= e EO _ g0 + 20 _ 50 + ...
1 2 1 3
2 22
_ o <|8 VI, v +)
: 9
_ 22 4150
B & o683 T~
= —0.21084¢%E2% + ... (2.39)
— Remarque

Une étude qui fait intervenir tous les ingrédients réalisés ici, peuvent étre exploités dans le
cadre d’'une autre application importante et qui concerne les atomes hydrogénoides perturbés

via un potentiel anharmonique d’ordre k& comme

k
W(r,k) =\ Zwirl (2.40)
1=3

Cette partie sera développée prochainement (hors thése) et qui fera l'objet d’une étude

détaillée et plus poussée .

2.4 La méthode des variations

Nous allons montrer que la valeur moyenne de '’hamiltonien H est supérieure ou égale a

I'énergie fondamentale Ey [6]-[11] .

wIHY)
=)

En effet, soit ¢,, les fonctions propres de H :

> Ey (2.41)
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He, = Enp, (2.42)

avec n = O, 1,2, ...et EO < E1 < E2 ......

Tout| ) vecteur de I'éspace des états peut étre développé sur la base des vecteurs de H

par

=Y Cup, (2.43)

Calculons (¢ |H — Ep| ) :

n

D Cup [H—=Eol > Capy = Y. CiCilp, [H— Eolg,) = (2.44)

D CrCilenlEsn—Eoles) = DY CiCi(En—Eo) (g, | ¢4)

On sait que : (¢, | @m) = Onm et (| )y =3 |Cul> >0 et (E,— Ey) >0
Donc @ (¢[H|y) = Ep
Une solution approchée a donc toujours une énergie supérieure a celle de la solution exacte

la plus basse et finallement :
(WIH|Y)
(W) —

La méthode des variations présentée jusqu’a maintenant permet de calculer uniquement 1’état

Ep

fondamental du systéme; en fait, elle est généralisable par le théoréme de Ritz.

2.4.1 Théoréme de Ritz

Soit la fonctionelle définie sur 'espace des états :

o (01HY)

W1¢)

Il faut rechercher le minimum de cette fonctionnelle.
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Nous voulons prouver qu'une variation d de v entraine :

dE =0 (2.45)
Si, et seulement si, la fonction 1 vérifie :
(H—E)=0 (2.46)
on obtient :
o |H H|é H
Ty e - S v 1)+ s = (2.47)
ou bien :
(0 [H| ) + (@ |H|6¢) — E((0¢ | ¢) + (¢ [ 69)) =0 (2.48)

tant que (1 | 1) est non nul et fini, la condition de minimisation (d’extremum) s’écrit :

(0 [H — E|¢) + (¢ |H — E|6¢) =0 (2.49)

La variation 01 étant arbitraire, on peut remplacer 1) par ¢d1) . La condition (2.49) devient :

—i(0y |H — E|¢) +i ({ [H — E|6¢) = 0 (2.50)

La combinaison des égs (2.49) et (2.50) montre bien que la condition d’extremum, quelles que

soient les deux variations | §v) et | id1)) s’éxprime par les deux équations :

(0y| (H - E)[¢) =0 (2.51)
(Y| (H - E)|6¢) =0

Ces deux relations sont identiques puisque H est hermitique, dE = 0. On aura :
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(8] (H — B) |¢) = 0 (2.52)

ceci doit étre vrai quelque soit di,donc :

(H-E)|y)=0 (2.53)

alors :

H¢) = E[y) (2.54)

La résolution de I’équation de Schrodinger est donc équivalente & la recherche des extremas de

la quantité :

(¥ | H] )
E="——-" (2.55)
(W | )
Nous avons montré que cette quantité est supérieure a I’énergie fondamentale FEjp.
(v |H| )
E="—"——""1>F, (2.56)
W |¥)

La formule ( 2.56) est 'équation maitresse de la théorie des variations. Elle stipule que la

valeur moyenne de H pour 'état| 1)) constitue une valeur approchée par excés de I’énergie du
niveau fondamental. Il y’a égalité stricte lorsque I'état | 1) est vecteur propre de H associé a
I’énergie Ejy.

Revenons a la théorie exacte :

Choisissons une fonction d’essai de 1’état fondamental qui depend d’un ou plusieurs para-

meétres variationnels oy :

VYo = Y(a1, g, as.....) (2.57)

Commengons par calculer :

32



) WalH|w,)
(Yo [0

et cherchons ensuite les valeurs des parameétres variationnels o; qui minimisent 1’énergie en

E(ozl,ozg,ozg, (258)

résolvant le systéme d’équations :

8E(Ol1, g, (3, )
80@

=0 (2.59)

La valeur minimale de E(aq, ag, s, ...) ainsi obtenue représente la meilleure estimation, par
excés, de I'énergie fondamentale telle que obtenue avec la fonction d’essai ( 2.57), ’équation (
2.59) apparait comme un principe de minimisation ou d’extrémisation (condition de stationna-

rité).

La recherche des états excités se fait d’une maniére légérement differente. On sait que la
fonction 1; qui correpond au niveau excité est orthogonale a la fonction 1), représentant 1’état

fondamental, la forme la plus générale d’une fonction orthogonale est donnée par I’equation

(2.43).

Donc E devient :

Zn|Cn|2 E, > Zn|Cn|2 Ey _

L’inégalité devient une égalité dans le seul cas ot tous les C), sont nuls, sauf C; qui vaut 1,

dans lequel | ¢) n’est que I'état exact de | Ey) .
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Chapitre 3

Solution de ’équation de
Schrodinger par la méthode

variationnelle semi inverse

3.1 Introduction

La résolution de ’équation de Schriodinger reste un probléme important dans de nombreux
calculs de physique quantique. Pour cela, il existe plusieurs téchniques différentes de résolution
de ’équation de Schrodinger stationnaire, dont chacun peut étre mieux adaptée pour certains
type de potentiel [1]-[13].

Dans ce chapitre, on va utiliser une méthode approximative dite la méthode variationnelle
semi inverse pour résoudre ’équation de Schrédinger en utilisant le potentiel de Coulomb pour
trouver les valeurs propres. Ce dernier est choisi parmi d’autre forme car il fait 'objet d’étude

intense et joue un role central dans la physique quantique.

3.2 La description de la méthode variationnelle semi inverse

La méthode semi inverse est proposée en 1997 par le professeur He. Jihuan . Cette méthode a

été utlisée pour la premiére fois pour établir des formulations variationnelles pour les équations
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du champ en mécanique des fluides. Cette méthode est basée sur les calculs des variations [14].
Avant d’exposer le principe de cette méthode nous rappelons d’abord 1’équation de Schro-
dinger radiale pour un potentiel & symmétrie sphérique [15, 16].

I’équation de Schrodinger radiale s’écrit :

2m

On peut reécrire cette équation sous la forme :

—1? d <2dR

2mr2 dr " dr

) + (w(r) —E)YR=0 (3.2)

ou le potentiel effectif w(r) est donné par :

R+ 1)
w(r) = V() + g (33
et V(r) est le potentiel Coulombien :
2
—ze
= A4
vir) der (34)

Ou z est le nombre atomique , e est la charge de la particule , [ est le nombre quantique, A
et la constante de Planck et m est la masse de la particule.

Le but est de determiner les états propres et les énergies correspondantes pour un potentiel
de coulomb, pour cela nous allons appliquer une méthode variationnelle qui est la méthode
variationnelle semi inverse.

Maintenant nous présentons les différentes étapes nécessaires de cette méthode [17]-[23] :

Premiére étape :

Nous reécrivons I'équation de Schrodinger (3.2) sous la forme d’une équation différentielle :
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~2d’R 1 dR

Ulr: R: 'op = _ — F = .
(rR;R;R) 5y a2 n + (w(r) JR=0 (3.5)
et donc
! /! 7h2 1 h2 !
Ur;R;R;R) mR er + (w(r) JR=0 (3.6)

\ rn 2 . P . \
ou les exposants , sont les dérivées partielles par rapport a r.
Deuxiéme étape :

L’équation de Euler [24, 25] :
ou  d [oU
OR ~ dr <8R”> ' @0

est la condition de cohérence ( consistance ) pour l'existence d’une intégrale fonctionnelle

pour le cas unidimensionnel.

Appliquant la condition de cohérence (3.7) a I’équation (3.5), il est aisé de vérifier que cette

condition n’est pas satisfaite. Donc, on procede & une certaine transformation comme suit :

Y(r,;R;R;R") = g(r)U(r; R;R;R") =0 (3.8)

ou g(r) est un facteur auxiliare

La condition (3.7) devient :

oy d [0Y
o = (o) (39

L’application de la condition (3.7) a I’équation (3.5) en remplagant U par Y donne :
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oy —h?

- = 2 1
OR' mr (3.10)
)
OR"  2m

4 (o _ =B

dr \OR") ~— mr

Il résulte que le facteur g(r) est identifié comme g(r) = r2. Finallement (3.5) devient :
! 1 / 1 7h2 2 2
Y(r;R;R;R ) =r*U(r; R;R;R ) = =T2Q - irﬂ + (w(r) — E)r*R=0  (3.11)

2m dr?2  m dr

Donc cette équation peut étre dérivée a partir d'une fonction spécifique comme condition
stationnaire.

Troisiéme étape :

Nous construisons dans une forme alternative un processus fonctionnel général pour I’équa-

tion (3.11) en tant que :

J(R) = /000 L(r;R;R'; R")dr (3.12)

Ou L(r; R; R; R") est la fonction de lagrange (ou lagrangien) dépend de R et ses dérivées, qui

se lit :

2
L= Q«%) +b(w(r)— E)(rR?2 + F (3.13)

T 2m

Ou:

F est une fonction inconnue dépendant de R/ou de ses dérivées
a et b sont des constantes arbitraires & déterminer.
Le but est de chercher la fonction d’onde R(7) qui minimise l'intégrale de la relation ( 3.12).

Cela se fait par le calcul des variations d.J = 0 ( la condition de stationnarité). La condition de
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stationnarité est satisfaite si 'équation d’Euler-Lagrange est satisfaite [26]. :

oL d (0L

En appliquant cette équation au Lagrangien précédent, on obtient I’équation suivante :

ah? ,d’R h? dR 9 oF
——rf— —2a—— +2 —F — = 1
o dr? Y dr +2b(w(r) )R+ OR 0 (3.15)
Nous référons a g—g comme la dérivée variationnelle de F' par rapport a R, exprimée par :
0F  OF d (0F d> ([ OF
—_—=— - | == — | — .. 3.16
SR~ OR dr <8R’> e <aR"'> (3.16)

Nous cherchons les quantités F, a, et b de sorte que I’équation (3.15) s’identifie a I’équation

originale. Maintenant les inconnues F', a, et b, peuvent étre identifiées comme suit :

a:b:%,on.

Donc le lagrangien du probléme peut s’écrire comme :

2 2
L:%{h <‘fl—]f> +(w(r)E)R2}r2 (3.17)

2m

Enfin, nous obtenons le principe variationnel nécessaire de I'équation (3.12) qui se lit :

o) 2 2
J(R) :/0 % {h— <‘fl—f> + (w(r) — E) R2} r2dr (3.18)

2m

Quatriéme étape :
L’application de la condition de stationnarité éJ = 0 donne un systéme d’équations par

rapport aux parameétres de variations [27, 28].
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3.3 Applications numériques

3.3.1 Exemples illustratifs

Pour illustrer comment la méthode semi inverse fonctionne, un bon test peut étre fait en
examinant trois exemples.

A partir du comportement asymptotique des solutions pour les grandes distances et 'prés de
lorigine’, on peut deviner formellement les solutions en premiére étape pour les trois exemples

de la maniére suivante :

R(r) = e Fret Z Ajrj (3.19)
j=0

Ou k et A; sont des quantités constantes doivent étre déterminées, et sont considérées
comme des paramétres variationnels. Ces parameétres sont déduits & partir de la condition de

stationnarité (minimisation).

Pour identifier les différentes configurations, nous avons besoin d’ajouter quelques indices
a la solution R(r) comme R, ;(r) et nous notons p par I’énergie E. Nous utilisons les unités

2

atomiques standards suivantes : h =m = = 1.

Premier exemple : casotil=0et m=0:

La solution que nous cherchons est exprimée sous la forme :

R(r)=e*r (a+br+cr?) (3.20)

En injectant le potentiel de coulomb et en substituant 'expression (3.20) et en appliquant la
condition de stationnarité par raport aux paramétres variationnels a, b, ¢, k et p sur ’équation
( 3.17) et a laide du logiciel mathématica , nous pouvons trouver un systéme d’équations

algébriques en termes de a, b, ¢, k et p :
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\

oJ

&b

g—i = —6¢(2p + kz) + 2ak%(k? — 2p — 2kz) + bk(k? — 6p — 4kz) = 0

(k2 — 10p — 4kz) + ak?(k® — 6p — 4kz) 4 2bk(k? — 6p — 3kz) = 0
8 = (3K — 30p — 10k2) — 2ak?(2p + kz) + bk(k? — 10p — 4kz) =0

§ = 2k2(2abk(k* — 12p — 6k2) + 362 (k? — 10p — 4kz) + a?k2(k* — 6p — 4kz2))

+45c%(k? — 14p — 4kz) + 24ck(b(k? — 15p — 5kz) — ak(5p + 2kz) =0

= 3c

(3.21)

La résolution de ce systéme d’équations se fait & ’aide de mathématica qui fournit les trois

groupes des parameétres variationnels suivants :

b=0
c=0
k=z
b=—%
c=0
k=3
et
b=
=%z
k=3
p=—3s

vl

Le parameétre a peut étre déduit par la condition de normalisation de la fonction d’onde :

Maintenant, on va étudier ces trois groupes des parameétres.

(/\Rmﬁﬂw:1
0
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Determination des fonctions d’ondes et les énergies propres La fonction d’onde non

normalisée s’éxprime comme suit :

Ruo(r) =e™ ™ (a+br+cr?) (3.23)

- 1%" cas : identification n = 1
3

b=0
c=0
k==z
22

(| P= 7%

En substitiant ces parameétres dans I’équation (3.23), on trouve :
Rio(r) = ae™*r

3
L’application de la condition de normalisation donne le paramétre a = 222.

Donc, la fonction d’onde R; o(r) de I’état fondamental est :

Rio(r) = Zz% e 7"

on a mentionné que 1’énergie propre E est remplacée par le paramétre p :
Donc 'énergie de I'état fondamentale :

2

Eiog=—-%

La fonction d’onde radiale R; ( est illustrée dans la figure (3-1) :

42



R(r) 0.12 1
0.10 -
0.08 T
0.06 T
0.04 T

0.02 T

0.00 ——+—+——"F—+—"F—F"+—+—"F—+—"F—+—"F—+—F—+—F—+—F+——F+——

La figure 3.1. : La fonction d’onde radiale R; o (pour n=1,1=0)

- 2 éme cas : identification n = 2 :
¢ 3
b=—-%
c=0
k=2
2
p=—%

La subsitution de ces paramétres de variation dans I’équation (3.23) donne :

R270(’I“) =a (1 — %’I“) 6_%T

dans laquelle le parameétre a est obtenu par la condition de normalisation : a =

W
i e

Donc la fonction d’onde normalisée Ry (r) s’écrit comme suit :

3
z2 z z
Ryo(r) = E (1 — 51“) e 2"
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. 2
et I'énergie propre Epq est : Epg = —%

On peut représenter graphiquement la fonction d’onde radiale (pour z = 1) dans la figure

(3.2) :

R(r) 0.7 '

0.6
0s-
0.4 7
0.3 7
0.2 '

0.1 7

0.0 ¥ e

)
A~
a
—_
S)
—_
)
—
~
—
o
—_
)
)
S
)
)
)
N

-0.1 —

La figure 3.2. : La fonction d’onde radiale Ry (pour n =2, =0)

- 3 ¢me ¢as : identification n = 3 :

\

=2

c=-%5
k=

p=—%

La fonction d’onde R3o(r) peut se mettre sous la forme suivante :

1%0“)ZQCL7%T+%§Q>€%T

3

222

3V3

Alors La fonction d’onde R3(r) s’écrit comme suit :

Avec le paramétre a =

3
2z2 2z 222 .\ _z,
R370(T)—3—\/§<1—§T+2—7T>6 3

44



. 2
et 'énergie E3o est : B3 = —§—8

Le graphe de la fonction d’onde radiale Rz pour z = 1 est donné par la figure (3.3) :

R(r)
0.3 7
02T
0.1 T
0.0 ——¢——F+—+—"+t+—+—"F+—+—"F—+—"F—+—F—+F—+—"F—+—F—F
4 8 10 12 14 16 18 20 22 24
r

La figure 3.3. : La fonction d’onde radiale R3¢ (pour n =3, 1= 0)

Conclusion et discussion

A partir des résultats, nous identifions les états suivants : la premiére, la deuxiéme et la
troisiéme variante donnent respectivement les états 1s, 2s et 3s ¢’est a dire les fonctions d’ondes :
R1o ,R2p et R3o respectivement.

D’apres les figures tracées, nous avons remarqué que les cas :

n =1 : la courbe ne présente aucun noeud, donc elle correspond a 1’état fondamental.

n = 2 : la courbe présente un noeud , donc elle correspond au premier état excité

n = 3 : la courbe présente deux noeuds , donc elle correspond au deuxiéme état excité

On peut conclure que les fonctions d’ondes radiales Rio ,R20 et R3p décrivent I'état

fondamental, le premier état excité et le deuxiéme état excité respectivement.

Deuxiéme exemple : casotul=1et m=1

La solution que nous cherchons est sous la forme suivante :
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R(r) =e *r (a+br) (3.24)

Comme 'exemple précédent, en substituant I’équation ( 3.24) dans 'equation (3.18) et en utili-

sant la condition de minimisation pa rapport aux parameétres a,b et k.et 4 I’aide de Mathématica,

on peut déduire un systéme d’équations algébriques en termes des parameétres a, b, k et p.

b(3k?* — 10p — 4k2) + 2ak*(k* —2p —kz) = 0 (3.25)
502 (Tk? — 42p — 12kz) + Sabk(3k* — 15p — 5kz) + 2a2k?(3k* — 10p — 4kz) = 0

b(7Tk* — 30p — 10kz) + ak(3k* — 10p — 4kz) = 0

Ce systéme est résolu en utilisant Mathématica, nous trouvons deux groupes de paramétres :

b=0
k=2
2
[ p=—%
et
b=-—2 |
- 6
k=2
2
[ P="T§

Détermination des fonctions d’ondes et les énergies propres FEn introduisant les

nombres quantiques, la fonction d’onde non normalisée s’éxprime comme suit :

Roa1(r) = e ™7 (a+br) (3.26)

1" cas : identification n = 2
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Ces parameétres sont injectés dans 1’équation précédente, on obtient :

Ryq(r) = are”3"
5
. z2
L’application de la condition de normalisation donne : a = NG

Donc, la fonction d’onde normalisée Ry 1(r) s’ecrit sous la forme :

5 —%r
Roq(r) = 2 re
2,1(1) =
26
et I’énergie correspondante s jest: Fa 1 = —z—;

La figure ( 3.4) représente la fonction d’onde radiale Ry (pour z =1) :

R(r) o.15-‘

0.10

0.00

La figure 3.4. : La fonction d’onde radiale Ry 1(pour n =2, =1)

2¢mecas ¢ identification n = 3 :

k=2

22

T
La fonction d’onde R3; peut se mettre sous la forme :
R31(r) = ae” 3"y (1 — gr)
avec :

/2 3
= ——=2Z2
4= 9737

47



Donc, la fonction d’onde R3 1 s’ecrit sous la forme :

R371(’I“)

42 s —gr(l_ T)

z
= —=z2re —
27V/3 6

La courbe de cette fonction est donnée par la figure (3.5) :

-0.02

-0.03 -

La figure 3.5. : La fonction d’onde radiale R31(pour n =3, =1)

L’énergie propre E31 est donnée par :

z
Es1=—13

Conclusion et discussion

Nous identifions pour ces résutats deux états de configurations :
1. Le premier état donne I’état 2p et sa fonction d’onde normalisée Rj 1
2. Le deuxiéme état donne I’état 3p et sa fonction d’onde normalisée R3 1

3. D’apreés les résultats trouvés, nous avons remarqué que pour le cas [ =1 :
n = 2 : la courbe de la fonction Ry; ne présente aucun noeud, donc elle correspond a

I’état fondamental.

n = 3 : la courbe de la fonction R3; présente un noeud, donc elle correspond au premier

état excité.
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On peut conclure que les fonctions d’ondes radiales, R2 1 et R31 décrivent 1'état fondamental

et le premier état excité respectivement.

Troixiéme exemple : Cas : | = 2,m = 1 La solution que nous cherchons s’écrit sous la

forme :

R(r)=r%(a+br)e " (3.27)

En insérant cette forme dans 1’équation (3.18) et en appliquant la condition de stationnarité
par rapport a : a, b, k et p et aprés quelques calculs en utilisant le logiciel Mathématica, on

trouve le systéme d’équations algébriques :

ak(5k? — 14p — 4kz) + 2b(k? — 72 — 28p) = 0
2ak(3k* — 6p — 2kz) + 3b(5k% — 14p — 4kz) =0

(3.28)
2abk(15k? — 56p — 14kz) + a?k?(5k? — 14p — 4kz)
\ —28b%(—2k% 4+ 9p + 2kz) = 0
La résolution de ce systéme se fait a l'aide de mathématica, qui fournit :
)
b=0
k=2
22
(P~ 718
et
az )
b=-1%
k=2
22
(P~ 732
On distingue deux cas :
La fonction d’onde s’écrit sous la forme :
Rua(r) =r%(a+br)e ™ (3.29)
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Détermination des fonctions d’ondes et les énergies propres

1" cas : identification n = 3 :

b=0
k=3
p=—%
Pour ce cas, la fonction d’onde R3 »(r) est donnée par :
R32(r) = ar?e”3" avec le paramétre : a = 81‘\//51—52:%

Donc, la fonction d’onde R3o(r) s’écrit sous la forme :

\/g %2_

R32(r) = 81\/ﬁz r‘e

et I’énergie F3 o correspondante a cet état est :

22

Fag=——
3.2 18

La fonction d’onde radiale R3 9 est représentée par la figure (3.6)

z
3

T

R(r)

0.04 T
0.03 T
0.02 T
0.01 T

0.00 H————4+———+—+— : . : |

0 5 10 15 20 25 30 35 40

r

La figure 3.6. : La fonction d’onde radiale Rz o (pour n =3, [ = 2)
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2¢Mecag : identification n = 4 :

__ —az
b=755
—1

k=3
2

_ _2
P=—3

La fonction d’onde non normalisée Ry () est donnée par :

Ryp(r) =12 (a—%r)e "
T
2

N . . . _ 1
avec le parameétre de variation a : a = AVE?

Donc, la fonction d’onde normalisée R4 o(r) s’écrit sous la forme :

1 ZT2 _zp z
Rual) = g 57 5 (6 37)

et I’énergie Fy o correspondant a cet état est :

La courbe de la fonction d’onde radiale Ry o est donnée par la figure (3.7) :

0.03 T
R(r)
0.02 T
0.01 T
000 fF———Hf———
10 20 30 40 50 60
r
-0.01 T

La figure 3.7. : La fonction d’onde radiale Ry 2 (pour n =4, [ = 2)

Conclusion et discusion

Nous identifions pour ces résultats deux états de configurations :
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1. Le premier état donne 'état 3d et sa fonction d’onde normalisée R3 2

2. Le deuxieme état donne 1’état 4d et sa fonction d’onde normalisée R4 o

3. D’apreés les résultats trouvés, nous avons remarqué que pour le cas [ = 2 :
n = 3 : la courbe de la fonction R32 ne présente aucun noeud, donc elle correspond a
Iétat fondamental.

n = 4 : la courbe de la fonction R42 présente un noeud, donc elle correspond au premier

état excité.

On peut conclure que les fonctions d’ondes radiales R3 2 et R4 o décrivent I’état fondamental
et le premier état excité respectivement.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus des fonctions d’ondes et les énergies corres-
pondantes :

Tableau (3.1) : Les premiéres fonctions d’ondes et les énergies correspondantes

n|l Rn,l En,l
10| Rig(r) =222 Eig=-2
3
2 2
210 2,0(7) % (1 gr) e 2" By = fz_;
4 2
2| 1| Ry(r) = Wik Eyy=—%
3
222 z
310 Rao(r) = 373 ( 2_:;7" + 22%1“2> e 37 E3g = *i_;
— 5 —Z,
31| Bsalr) = 247\\//%”7"6 (%) B3y =—%
V8 12 —Zr 22
3 2 R372(’I“) = 81\/1_5Z2T e 3 E372 — _1_8
4 _z
412 Rup(r) = 64{/322%6 17 (6—3r) Ey2 = *g—;

Remarque
Nous remarquons que pour une méme valeur de n , il ya une degénéresence des niveaux
quelque soit le nombre quantique par exemple 'état n =2 , [ = 0 a la méme énergie que pour

le casn =2,l=1.

2 ces niveaux sont quantifiés ( il

On remarque que la valeur des énergies croissent comme z
ne peuvent prendre que certaines valeurs ) et ne dépendent que du nombre quantique principal

2
. — z
ni by ==
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3.3.2 Calcul de la densité de probabilté radiale :

La densité de probabilité radiale est donnée par la relation : >R ,(r)
La figure (3.8) représente la densité de probabilité radiale pour les cas: (n = 1,1 =0), (n =

2,1=0) et (n=3,1=0).

r’R?
0.5+

04T

02T

0.0

Fig 3.8 : La densité de probabilité pour les cas : (n = 1,1 = 0) en trait plein, (n =2,/ =0) en
point et (n = 3,1 =0) en tiré .

La figure ( 3.9 ) illustre un graphique de la densité de probabilité radiale pour les cas (n = 3,

[=0),(n=3,l=1)et(n=3,1=2):
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'R 0.10
0.09 1
0.08
0.07
0.06
0.05 1
0.04
0.03
0.02 1

0.01

0.00

Fig 3.9 : La densité de probabilité pour les cas : (n = 3,1 = 1) en trait plein, (n =3,/ =0) en
point et (n = 3,1 =2) en tiré .

Conclusion
— D’aprés les courbes des densités de probabilités nous remarquons que la densité de pro-
babilté radiale est nulle aux noeuds des fonctions d’ondes radiales.

— La densité de probabilité est toujours nulle pour 7 = 0 et tend vers zéro pour r — oco.
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Chapitre 4

Solution de ’équation de Dirac par
la méthode variationnelle semi

inverse

4.1 Introduction

Au cours des derniéres années, de nombreux progrés ont été réalisés pour étudier de nou-
veaux modeles physiques et des approches numériques afin d’évaluer les solutions d’équations
d’ondes pour certains potentiels d’intérét physique [1-9].11 existe relativement peu des problémes
de mécanique quantique pour les quels I’équation de Schrodinger et I’équation de Dirac sont
résolubles [10-15]..

Un grand nombre de schémas d’approximation et d’approches numériques sont apparus pour
calculer les quantités quantiques des équations de Schrodinger et de Dirac pour de nombreuses
fonctions potentielles [16-22].La portée de ce domaine reste jusqu’a présent un domaine plus
actif de problemes divers. Le but de ce chapitre est de poursuivre la construction d’une fonc-
tionnelle spécifique dans les structures sphériques a symétrie sphérique en utilisant la méthode
variationnelle semi inverse [23-31].

La résolution de I’équation de Dirac est un probléme compliqué et nécessite des outils

mathématiques plus performant. Dans cette partie, on va utiliser la méthode variationnelle semi
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inverse exposée au chapitre précédent dans le cadre de la recherche des solutions de I’équation
de Schrodinger pour obtenir les différentes solutions de ’équation de Dirac relative au potentiel
de Coulomb. Ce dernier est choisi parmi d’autres formes car il a été le sujet des études intenses

et joue un role central en physique quantique.

4.2 La description de la méthode semi-inverse

Pour présenter 'idée de la méthode, nous considérons le systéme différentiel de premier
ordre couplé, pour tout potentiel V(r), c’est-a- dire une particule se déplagant sous I'influence

d’un potentiel central, et peut étre écrit comme [32-34]

V(’I”) — mc? hC(% - H/T’) S(’I“) _ ES(’F) (4‘1)
—he(L + /1) V(r)+mc?
ou
sw=| " (42)
G(r)
F(r)

F(r) et G(r) désignent les grandes et petites composants de la solution radiale S(r) =
G(r)

et sont des fonctions radiales de carrés sommables, k est le nombre quantique du moment an-
gulaire (le nombre quantique spin-orbite) K = =+ (j + %), j +% <n,l=j+ %, I <n-—1,
n=n+(+ %), pour n’ = 0, k > 0 et pour n’ > 0, toutes les valeurs entieres positives
et négatives sont permises pour s, et n est le nombre quantique principal, n’ est le nombre

quantique radial et ¢ est la vitesse du lumiére et m (E) la masse (énergie) de la particule, /i est

la constante de Planck, V(r) est le potentiel de Coulomb : V(1) = — 4%527«’ ou Z est le nombre
atomique, et e est la charge de la particule. Le cas non relativiste a été traité en [35] pour
I’équation de Schrodinger. Ici, nous traitons les états d’un éléctron dans un ion hydrogénoide
avec une charge nucléaire Z.

L’équation de Dirac (4.1), peut étre réecrite sous la forme
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M(r; F;F'.G,G) = F'+EFi<mC2E§>G:0,
r he T
1
N F;F',G,G) = G’§G§<mCQ+E+§>F:0 (4.3)

o Péxposant ~ indique les dérivées partielles par rapport ar et § = Zahe.

Pour l'exigence pratique, nous devons mettre

1

€+ = e (m02 + E)
v = Za
p = yJere_r (4.4)

72)% et les équations couplées (4.3)

ol la constante de structture fine est donnée par o = i 4720

que nous devons résoudre deviennent

M(p; i F,G,G) = F’+5F< 6—‘1>G= ,
P €& p
N(p;F;F,G,G") = G’—SG—( Z—++%>F:0 (4.5)

Les conditions de consistance pour l'existence d’une intégrale fonctionnelle sont décrites
dans les réfs [36-38]

Pour ce systéme, nous avons :

ON oM 0 <8M>

G 9F  9p \OF'
ON oM
oGr — OF (4.6)

A partir des conditions de consistances (4.6), nous montrons que la condition d’existence
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d’une intégrale fonctionnelle pour le systéme n’est pas satisfaite (4.5). Par conséquent nous

utilisons deux facteurs auxiliaires h(p) et l(p) et les équations (4.5) deviennent :

Alp; F3 F',G,G") = h(p)M(p; F; F',G,G") =0

B(p I F,G,G') = lp)N(p I F',G,G') =0 (4.7)

et dans l'équation (4.6), M et N sont remplacés par A et B respectivement. Maintenant les
conditions de consistance sont satisfaites pour (4.7) a condition que h(p) = —I(p) = a, ou a
est une constante non nulle et peut éte prise égale a 1. En d’autres termes, si I’on multiple sim-
plement la seconde équation du systéme (4.5) par —1, il est facile de vérifier que les conditions
de consistance (4.6) sont naturallement satisfaites.

On note que le probléme des calculs variationnels nécessite la construction d’une fonction-
nelle J  de sorte que la dérivée générale § J = 0, conduise aux équations de Euler-Lagrange.
Finallemnt le systéme (4.1) est obtenu, dans tous les cas directement de l'intégrale variation-
nelle incluant une fonctionnelle spécifique. Nous montrons ici que la méthode variationnlle semi
inverse se distingue par la simplicité et 1’élégance et fournit un moyen pratique de construire
le probléme variationnel. L’idée de base de la méthode variationnelle semi inverse est illustré
dans [23-31].

Notre but est de chercher un principe variationnel dont les conditions stationnaires satisfont
le systéme (4.1). Nous commengons par la fonctionnelle générale d’essai de (4.1) en utilisant la
méthode semi inverse :

400

J(F,G) = Ldp (4.8)
0

dans laquelle £ est la fonction de Lagrange d’essai qui se lit :

chd—F+5FG< 6—‘1>G2+W (4.9)
dp ~ p €+ p

ou W est une fonction inconnue de F'; G et /ou ses dérivées. Pour identifier la fonction

inconnue W, exigeant a la fonctionnelle (4.9), la condition de stationnarité par rapport a F,
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qui fournit ’équation d’Euler d’essai suivante

K dGg oW

-G——+—=0 4.10
P dp * oF (4.10)
nous référons a 0W/JF comme la dérivée variationnelle de W par rapport a F' [23, 39, 40],

exprimée par

R rd® (0
0F ,;0(1) dp <3<ﬂk>’
oFF

Pr= Gk (4.11)

Nous cherchons F' de sorte que (4.10) s’avére étre I'une des deux équations originales, par
exemple, la seconde équation de (4.7). En conséquence, 'inconnu W peut étre identifié comme

suit

1
W:—< 6—++1>F2+W1 (4.12)
2 e~ p

ou Wi est une nouvelle fonction inconnue de G et ses dérivées.
Maintenant, nous pouvons reconstruire la fonction de Lagrangian d’essai avec la fonction

inconnue W; comme :

ﬁ:Gd—F+5FG< 6—‘1>G2+1< 6—++1>F2+W1 (4.13)
dp ~ p €+ p 2\Ve »p

La stationnarité de la fonction de Lagrange actualisée (4.13) par rapport & G donne I’équa-

tion d’ Euler-Lagrange

K dF € oW
P o /=2 e+ =0 4.14
p - dp < €t p) e (14
La comparaison de (4.14) et la premiére équation de (4.7) conduit aux résultats suivants
oW e
_(/=-1)a 4.15
oG < €+ P) (419
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Donc, nous identifions I'inconnu W; comme suit

Wy = = < e 1) G? (4.16)
€&+ P

Enfin, nous obtenons le principe variationnel final du systéme (4.1), qui s’écrit

+o00
J(F,G):/ {Gd—F+5FG1< 6—‘1>G2+1< 6—++1>F2}dp (4.17)
0 dp ~ p 2\Ver »p 2\Ve

11 est facile de vérifier que le Lagrangien en (4.17), lorsqu’il est substitué dans I’équation
d’ Euler-Lagrange, reproduit I’équation de Dirac (4.7). Pour illustrer le fonctionnement de la

méthode semi inverse, nous treatons quelques exemples spécifiques.

4.3 Quelques applications

Cette section, explore la méthode avec trois exemples. Pour étre plus précis, on utilise le cas
du moment angulaire [ = 0 (I'etat s), [ =1 (I’état p) et [ = 2 ( I'état d ). Dans cette application
nous considérons un éléctron lié au noyau atomique par le potentiel de Coulomb par une force
centrale. Puisque la fonction d’onde s’annule a l'origine et & 1 — o0, il est souhaitable de

deviner les solutions en écrivant les fonctions d’onde radiales d’essai comme suit

F(p)  Siloar”

— 4.18
G(p) Yo bip” -

ol e ” est la solution asymptotique & l'infini et s = \/f-sQf'y2 donne la solution asymptotique
formelle p® a l'origine, avec a; et b; sont des constantes & déterminer et elles sont utilisées
avec ’énergie £ comme parameétres variationnels libres du probléme considéré. Ces paramétres
sont déduits de la fonctionnelle variationnelle J(F,G) (Eq. (4.17)) soumise & la condition de
minimisation

§J(F,G) =0 (4.19)
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par rapport aux paramétres variationnels. La condition d’optimisation (4.19) donne des sys-
témes d’équations algébriques en fonction des paramétres variationnels. Dans la plupart des
cas , ces parameétres doivent suffire a décrire les solutions des états du systéme

Généralement, pour les états liés, nous pouvons trouver plusieurs solutions de fonctions
propres pour un ensemble donné de trois nombres quantiques (n, [, 7) ou n est le nombre
quantique principal. Pour distinguer les différentes configurations, nous devons indicer les
solutions avec ces trois nombres quantiques comme Fg’l(p) et G{%l(p), alors que I'énergie s’écrit

E, ;. Nous pouvons aussi désigner F' et G comme F, .( p) et Gy, ( p) respectivement.

Nous utilisons les unités atomiques standards suivantes : A = 4;250 =1 et ¢c=137.

4.3.1 Premier exemple : cas =0, xk=1et M =N=1

Nous commencons par la fonction d’onde des états liés dans la configuration s. La solution

que nous cherchons est exprimée sous la forme suivante :

o)\ _ oy [ (a0 120

G(p) (bo + b1p)
En substituant (4.20) dans (4.17), et en utilisant la condition de minimisation (4.19) par
rapport & ag, bg, a1, by et & l'aide du logiciel Mathematica, nous trouvons un systéme

d’équations algébriques en fonction des ag, by, a1, by et p=F

2by (274v/1173gy — 137V/1173 — 9384) — 137b (44/1173 — 137g7)
+137 (137ag + 64/1173a1) g = 0,
18769b + 274+/1173by + 548v/1173agg + 274v/1173a1g + 18768a, g
+18769a0y + 548v/1173a1y = 0,
548 (411v/1173bg + (9384 + 137/1173) by + ag ((9384 + 137V/1173) g + 2741/11737))
+4ay ((1928412 + 563051/1173) g + 137 (9384 + 137v/1173) 7) =0,
137 (137v/1173ag + (9384 + 137V/1173) a1 g + 137bp274v/1173gy — 137v/1173 — 9384)
+by (137 (9384 + 1374/1173) gy — 563051/1173 — 1928412) = 0,

_  /mcitp
9=\ mea= D

(4.21)
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La solution de ce systéme se fait a 'aide de Mathematica, qui fournit deux ensembles a

considérer

— Ensemble 1

by = —273.99635031634966 ay,

by =0.,
(4.22)

a1 = 0.,

[ £ =0.9999733599733551 mc?.

Cette variante correspond a la configuration 15 /o, et les états propres associés sont indiqués

F
par Sl,l(p) = 171(p) et l’énergie est E1,1/2‘
G1a(p)
— Ensemble 2

by = —273.99635031634966 ay,
b1 = 274.0018248722094 ay,

a1 = —0.5000083251539453 ao,

[ £ =0.9999933399711608 mc?.

(4.23)

Cette variante correspond a la configuration 2S5, /5, et les états propres associés sont indiqués
Faq(p
par Sz 1(p) = 1) et 'énergie est Fj /.
G2.1(p)
Le coefficient ag est évalué facilement & partir de la condition de normalisation suivant

Jo° (F2.(r)+ G2 .(r)) dr = 1. La courbe des fonctions d’ondes S1,1(r) est représentée par la

Figure 4-1 pour la configuration 15; /5 pour 'ensemble 1.

4.3.2 Deuxiéme exemple: cas | =1,k=2et M =N=1

Nous pouvons obtenir une meilleure estimation en introduisant certains paramétres dans

notre fonction d’onde d’essai

F(p) o[ (a0 +aip)
G(p) (bo + b1p)

(4.24)
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—100¢ —

r(a. w

F1G. 4-1 — Représentation de la fonction d’onde non normalisée S 1(r) pour la configuration
15} /2 pour I'ensemble 1, obtenue avec la méthode présente pour le potentiel Coulombien. courbe
en trait plein (large composante F} 1(r)), courbe en trait discontinu (petite composante Gy 1(r)).

En substituant (4.24) dans (4.17), et en faisant la stationnarité de J par rapport a ag, bg, a1,

b1, nous trouvons

137 (548ao + 251/3003a1) g + 5b1 (2741/3003gy — 137+/3003 — 30030)
—274by (5v/3003 — 137g7) = 0,
75076bg + 20551/3003b1 + 13704/3003a0g + 685v/3003a1g + 150150a; g + 37538a¢y
+1370+/3003a17y = 0,
938451/3003by + 274 (30030 + 137+/3003) b1 + 18769v/3003agg + 4114110a0g
+168919v/3003a1g + 6171165a1g + 37538v/3003a07y + 18769v/3003a1~ + 4114110a1~ = 0,
137 ((411+/3003ag + 2741/3003a; + 60060a;) g + by (274+/3003gy — 137+/3003 — 30030))
+b; (137 (30030 + 137/3003) gy — 168919+/3003 — 6171165) = 0,

_ mc2+p
9=\ mep
(4.25)
La résolution de ce systéme (4.25) par rapport a by, ay, by et p = E avec l'aide de Mathe-
matica, fournit deux ensembles de parameétres

— Ensemblel
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by = —547.9981751764051 ay,
b1 =0,
(4.26)
a] = 0.,
\ E273/2:0.9999933400598727 mc2.
— Ensemble 2
bo = —547.9981751764051 ay,
b1 = 274.0006082776825 ay,
(4.27)

a1 = —0.3333350599937004 ao,
| B3/ = 0.9999970400233246 mc?.

A partir de ces résultats nous identifions les états de configuration en language spectroscopique :
2P35 et 3P3/; pour I'ensemle 1 et 'ensemble 2 respectivement et les états propres associés sont
Fs9(p F34(p
S22(p) = (°) et Sz2(p) = 2 respectivement.
G2.2(p) G32(p)
On peut noter que les énergies propres et les fonctions d’ondes obtenues pour ce poten-

tiel sont exactes comparées & celles obtenues par la méthode d’expansion rapportée dans [41].
Comme illustration, nous affichons la variation des états d’ondes p par rapport & r pour repré-
senter les deux fonctions d’ondes non normalisées F32(r) et G32(r) dans la Figure 4-2 pour

P’ensemble 2 (avec p est remplacé par /e e_r).

4.3.3 Troisiéme exemple : cas [ =2,k =3 et M =N =0

Nous cherchons la fonction d’onde sous la forme

Fp) ety | P (4.28)

G(p) bo

En substituant Eq. (4.28) dans Eq. (4.17) et faisant la stationnarité de J par rapport ag et

bp nous trouvons
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F1G. 4-2 — Représentation de la fonction d’onde non normalisée S3 () pour la configuration
3P )5 pour 'ensemble 2, obtenue avec la méthode présente pour le potentiel Coulombien. Courbe
en trait plein (large composante F3 2(r)), courbe en trait discontinu (petite composante Gs 2(r)).

2

3ag + by — bo CWQL_p 9—-42 = 0,
mec +p
me2 +p 5
Yyag + C2mip\/9—'y ap+3bg = 0 (4.29)

La solution du systéme (4.29) par rapport a by et p = F , donne un ensemble de parameétres

1 3m (72 = 9) 2 + /72 — 9y —ctm? (12 — 9)°
V2 — 9\/—c4m2 (72— 9)2 —3c2m (2 —9)

me*y/(9 -4 (4.30)

p = 3 :

I

Encore une fois, nous invoquons 1'Eq. (4.30) et mettons v = 1/137 nous obtenons

bp = —821.9987834458900 ao,

Esgia = 0.999997040032086 mc? (4.31)

68



A partir de ces résultats, nous identifions ’état de configuration en notation spectrosco-
Fs5(p)

G33(p)
Le tableau 1 montre numériquement la comparaison des énergies propres de ’atome d’hy-

pique : 3Dj5/9 et I'état propre associé est Sz 3(p) =

drogen de Dirac obtenues par la méthode variationnelle semi inverse et les calculs directs en
utilisant la formule exacte suivante [41]

24 —1/2
~

n=(+3) +(+3)" - 0

E,j=mc |1+ (4.32)

Tableau 1 : Les valeurs des énergies propres obtenues par la methode semi inverse et la formule

exacte pour 'atome d’hydrogeéne de Dirac en unités atomiques de Hartree.

n j 1l nL;  E,;/mc: calculs présents E, j/mc® : formule exacte
L 1/2 0 1S, 0.9999733599733551 0.999973 359973 36
2 1/2 0 28, 0.9999933399711608 0.999993 33997116
2 3/2 1 2Py, 0.9999933400598727 0.999993 340 059 87
3 3/2 1 3Py, 0.9999970400233246 0.999997 040 023 32
3 5/2 2 3Ds;p 0.999997040032086 0.999997040 03209

A partir de ces résultats nous remarquons que la forme donnée en (4.18) est un bon choix et
une excellente approximation pour les fonctions propres exactes pour toutes les configurations
trouvées par cette méthode.

Il est important de remarquer que, les niveaux dégénérés ont été omis dans cette étude .
En particulier, si nous choisissons M = N =1, k = —1,1 = 1, alors nous trouvons que 1’état
2P )5 est exactement dégénéré avec I'état 2.5 /5 (ayant le méme nivaux d’énergie), tandis que
I'énergie de I'état fondamental 15 /5 correspond a la valeur propre minimale F; ; /o (exemple 1,

ensemble 1) est toujours non dégénérée. La configuration 2P, /5 est representée par I'ensemble

(4.33)
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by = 0.0036496836503374652 a,
by = 182.66686942844495 ay,
a1 = —0.3333370333761329 aj,
Ey1j2 = p = 0.9999933399711608 mc2.

(4.33)

\

4.4 Conclusion

Le spectre d’énergie relativiste de Dirac et les fonctions d’ondes correspondante pour le po-
tentiel de Coulomb sont obtenues par la méthode variationnelle semi inverse. Il a été montré que
cette méthode est une méthode puissante et simple pour la réalisation des différentes structures

de ’équation de Dirac.
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Chapitre 5

Comparaison avec la forme
polynémiale : cas de I’équation de

Schrodinger

5.1 Introduction

Nous allons essayer dans ce chapitre de comparer nos résultats avec ceux obtenus dans les
références [1, 2, 3]. Ces derniéres utilisent le polynéme de Laguerre associé pour la résolution

de 'équation de Schrodinger radiale.

5.2 Le polynéme de Laguerre associé

Les polynomes de Laguerre, introduits par Edmond Laguerre sont des solutions de ’équation

de Laguerre [4] :

" !

xL;(z) + (1 —=z)L;(z) + jLi(z) =0 (5.1)

c’est une équation différentielle linéaire du second ordre. Cette équation a des solutions non

singuliéres seulement si j est un entier positif.
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Ces polynomes, traditionnellement notés Lg, Lj ,... , forment une suite de polynémes qui
peut étre définie par la formule :
&

Lj(x) = em@(e_mscj) (5.2)

Voici les sept premiers polynomes de Laguerre :

Lo(x) = 1

Li(x) = —x+1

Ly(z) = 2* —4a+42

Li(z) = —x3+4+92% - 18246

Ly(z) = —a*—162+ 722% — 962 + 24

Ls(z) = —a®+25z% — 20023 + 60022 — 600z + 120

Le(x) = b — 362" +4502* — 240023 + 540022 — 4320z + 720

Nous avons besoin d’'une génération des polynomes de Laguerre associé :

dk
Lk(z) = (—1)'“%Lj+k(x) (5.3)
Voici quelques polynomes de Laguerre associé :
( 0 ) 9 )

Ly(z) = Lo(z) Li(z) =2

L(z) = Ly (2) L§(x) = Ly(a)
Li(z) =2z +4 Li(z) = —423 + 4822 — 144x + 96

Li(z) = . L3(z) = 6022 — 600z + 1200
e
LY(x) = La(2) L3(z) = —12023 + 216022 — 10800z + 14400
Li(z) =32% — 18z + 18 Li(z) = —202® 4 30022 — 1200z + 1200
L3(z) = 1222 — 96 + 144 Li(z) = —24x + 96

L3(x) = —6z + 18 L3(z) =6

I6)



Nous sommes particuliérement intéressés par une fonction de Laguerre associé :

yf(sc) = e_%sc(lH)Lf(x) (5.4)

qui est une solution de I’équation :

5.3 L’équation de Schrédinger radiale

L’équation de Schrodinger peut s’écrire comme suit :

mr?
% <T2%> + 2h2 [E —V(r) — Mif R(r)=0 (5.6)

262

" dmegr

Avec le potentiel Coulombien : V(r) =

5.4 La résolution de I’équation de Schrédinger radiale

La résolution de I’équation de Schrodinger radiale en utilisant le polynéme de Laguerre
nécessite 1'écriture de ’équation (5.6) sous la forme de 'équation (5.5), [5]-[15], pour cela, nous

réalisons trois substitutions :
La premiére substitution serait Y (r) = rR(r)
L’équation ( 5.6) devient :

d*Y(r) | [2m 2zme? Cl+1)
dr? h? dmegrh? 72

Y(r)=0 (5.7)
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nous utilisons les unités atomiques standards : hi=m = ;2= =1

la derniére équation se simplifie & :

2
dY(T)—I— %+2E—l(l+1)
dr? r

La deuxiéme substitution :

Pour les états liés, I'énergie E est négative, nous posons : (%)2 = —2F et I'équation (5.8)

devient :

Y(r)=0 (5.9)

La troisiéme substitution :

En remplacant la variable r par la variable x, en posant © = re, et aprés des simplifications

la forme finale de ’équation s’écrit :

d?Y 2z 1 I(l+1
d;;% = (; Ny =0 (5.10)

La comparaison entre cette équation et ’équation (5.5) donne :

E2—1

1+1) ="

(5.11)

et

2z 2 +k+1

- 5 (5.12)

lexpression ( 5.11) fournit : k =20 + 1

Les indices j et k sont positifs, on pose n le nombre quantique principale : n = j+1+ 1 avec
n > [+ 1. D’aprés Pexpression (5.12) et la deuxiéme substitution et en introduisant le nombre

quantique n on trouve la relation de 1’énegie
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22

Jo
2n2

(5.13)
On peut maintenant écrire I’équation ( 5.4) en fonction des nombres quantiques n et [ comme
suit :

Yi(z) = e_%zc(lH)Lilfll_l(sc) (5.14)
et d’aprés la troisiéme substitution, il vient : z = (2r2)

En remplagant cette variable, on trouve :

e /2 O\ 2
Yir)=e <Erz> Lilfll_l(arz) (5.15)

On peut lier la fonction de Laguerre associée par la fonction radiale, d’aprés la premiére

substitution, on obtient :

e 2\ 2
rR, (r)=e <Erz> Liljll_l(arz) (5.16)

En divisant par 7, il en résulte la fonction d’onde radiale écrite en termes des polynomes de

Laguerre associés :

2

Ryy(r) = A <— 2

1
nrz) Lilfll_l(ﬁrz) (5.17)

ou A est un constante de normalisation qui est calculée a partir de la condition de normalisation :

fooo | Ry ()] r2dr =1

Apres des calculs effectués judicieusement (voir appendice), la constante A s’écrit :

22\ (n—1-1)
A_\/<n> 2n [(n+1)!J? (19

Finallement, la fonction d’onde normalisée s’écrit sous la forme :
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_ (Y ol e (2 N a2
Rn,l(T)—\/<n> 2n[(n+l)!]3€ n <nrz> Lnj‘l_l(nrz) (5.19)

5.5 Applications numériques

5.5.1 Deétermination des fonctions d’ondes et des énergies

En substituant les nombres quantiques n, [ et en utilisant les fonctions de Laguerre associées
dans la relation ( 5.19), nous déterminons les premiéres fonctions d’ondes radiales et la relation
( 5.13) donne les énergies correspondantes :

1" cas :m=1,1=0

La fonction d’onde normalisée Ry o(r) s’écrit sous la forme :

Rip(r) = 925

)

z

et 'énergie F1g est : B9 = —%5

Le graphe suivant présente la fonction d’onde radiale pour (n =1,1=0) :

R(r) 0.12 1
0.10 T
0.08 T
0.06 T
0.04 T

0.02 T

0.00 +——+—+—"F+—+—+—+—~+—+—"F+—+—"+—+——F—+—F—+—F—F——t—1—

La figure 4.1. : La fonction d’onde radiale R; o (pour n=1,1=0)
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2¢"¢ cas : n =2

a)l=0

La fonction d’onde radiale Ry o(r) s’écrit comme suit :

)

et I'énergie Fogest : FEap = —%

Le graphe de la fonction d’onde radiale Ry est donné par :

R@) A

07T
0.6 7
0.5 7
0.4 7
0.3 7
0.2 7

0.1

0.0 F——h— e

-0.1 —

La figure 4.2. : La fonction d’onde radiale Ry (pour n =2, 1= 0)
b)l=1

La fonction d’onde est :

2

et Iénergie est : Foq = —%

La courbe de la fonction d’onde radiale Ry ; est donnée par la figure suivante :
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R(r)

0.14 7
0.12 7
0.10
0.08

0.06

La figure 4.3. : La fonction d’onde radiale Ry ; (pour n =2 ,1=1)

Casn=3

a)l=0

La fonction d’onde R3(r) s’écrit sous la forme :

1 3 4222 2
R3o(r) =——=z2 [ 6 —4zr + e 3"
3,0( ) 9\/3 < )
2

et 'énergie F3 est : B30 = —§—8

Le graphe de la fonction d’onde R3 g est représenté sur la figure suivante :
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R(r)

La figure 4.4. : La fonction d’onde radiale R3 (pour n =3, 1= 0)

b)l=1

La fonction d’onde est :

1 5 /2 2\ .,
Rs31(r) :9—\/623 <§zr> <4 - gZ’I“) e 3

2

et I'énergie 31 est : 31 = —35

La courbe de la fonction d’onde radiale R3 1 est donnée par :
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-0.02

-0.03 —

La figure 4.5. : La fonction d’onde radiale Rz ; (pour n =3 ,1=1)

c)l=2

La fonction d’onde s’écrit sous la forme :

1 3 4 z
R3o(r) = 22 (=2%r?)e 3"
et I'énergie E39 correspondante est : 3o = —i’—;

La fonction d’onde radiale R3 o est représentée sur la figure suivante :
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R(r)

0.04

0.03 1

0.02

0.01

0.00

La figure 4.6. : La fonction d’onde radiale Rz o (pour n =3, [ = 2)

Casn=4

a) =0

La fonction d’onde est :

1 3,3 .
Ryo(r) = %Z% (24 — 18zr + 3(2%r?) — Zr Je~ir
et 'énergie Eyq est : By o = 7?2;_;

Le graphe de la fonction d’onde radiale R4 est donné par;
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La figure 4.7 : La fonction d’onde radiale Ry (pour n =4, [ =0)

b)l=1

La fonction d’onde radiale est :

2
—Zp
Z2T2 4

(%)(20 —bzr + T)e

(MY

R471(’I“)

1
=z
3215

et I’énergie correspondante est Fy 1 = —%
La courbe de la fonction d’onde radiale R4 ; est tracée comme suit

85



R(r)

0.12 1
0.10
0.08 1

0.06 T

La figure 4.8. : La fonction d’onde radiale Ry (pour n =4 ,1=1)

c)l=2

La fonction d’onde est :

1 s 2212 2r 2
Ryo(r) = z2 6——)e 4"
() =g = ()63
et I’énergie correspondante : Fyo = —g—;

Le graphe de la foncion d’onde radiale R4 2 est représenté par :

86



0.03 T
R(r)
0.02 T
0.01 T
0.00 T T A B IS
10 20 30 0 50 60
r
-0.01 +

La figure 4.9. : La fonction d’onde radiale Ry 2 (pour n =4, [ = 2)
d) =3
La fonction d’onde radiale est :

1 2373
R473(’r) _96\/£z ( 8

N lco

2 . 2
et I'énergie: Fy3 = —55

Le graphe de la fonction d’onde radiale R4 3 est représenté sur la figure :

87



R(r) 0.018
0.016 +
0.014 T
0.012 1
00101
0.008 T
0.006 +
0.004 T

0.002 T

0.000 t f t f t f
0 10 20 30

La figure 4.10. : La fonction d’onde radiale Ry 3 (pour n =4, [ =3)

Le tableau suivant résume les premiéres fonctions d’ondes

Tableau (4.1) : Les premiéres fonctions d’ondes

n|l| Ry E,,
10| Rio(r)= 22:%6_” Eig= 72_22
20| Ropo(r) :2%/52% (2 —zr)e 2" Eop = fz_;
2| 1| Raq(r) :ﬁz%(zr)e—%r Fyy= -2
310 R3p(r) zg—\l/gz% (6 e ) e 5" B3 = _%23
3| 1| Rea(r) =5ip22 (3ar) (4— 3ar) i Byy= -2
31 2| Raa(r) :9\}_023 (%2321“2)6 Fl Fyy— 7%
40| Ryo=&25(24— 182r 4 3(2%%) — Z22)e 73" | Byp= -4
4| 1| R4y = 32\I/BZ% (5)(20 = 521 4 =) 4T By = fg_;
4] 2] Raa(r) :96{/5”2%(2212)(6*%)6_? Eip=—%
4| 3] Ras(r) _96\1/£Z%(238T3)6_i7 Bis=-%

5.5.2 Conclusion

D’aprés la comparaison des résultats du tableau (3.1)

avec le tableau (4.1), il apparait

clairement que les fonctions d’ondes 12, ; sont similaires ainsi que les énergies des états qui sont
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. 2 , ..
données par la relation F,; = 5% . On peut conclure que la méthode semi inverse donne des

résultats exacts si le choix des fonctions d’essai se fait de maniére appropriée.

89



Appendice

La détermination de la constante de normalisation A

Nous voulons normaliser la fonction d’onde radiale :

Roy(r) = A5 (2ra) L240 (2r2) (A-1)
n n

)

Le calcul de A nécessite la normalisation de la fonction d’onde radiale en coordonnées

sphériques :

/ (R (1)) (R (r))* r2dr = 1 (A-2)

ot le facteur 72 est la partie radiale d’élement de volume en coordonnées sphériques.

En remplagant la fonction d’onde radiale R,,; dans la relation ( A-2), on trouve :

2

> rz 2 rz 2
1 :/0 (Ae™ (Erz)lLiljll_l(Erz))(Ae_ n

2
(Erz)lijjll_l(Erz))*r?dr (A-3)

donc

o0 rz 2 2 2
1 :/ AA*B_zT(—’I“Z)QZ’I“QLiljll_l(—’I“Z)Liljll_l(-’I“Z)d?” (A-4)
0 n n n
Nous pouvons écrire cette équation comme suit :
2 Mg [0 2= 2 opio o 2 241 2 2
1= AP (5) /0 e G G B (Sra)d(Grs) (AD)

Pour calculer l'intégrale nous allons utiliser deux relations ( de Morse et Feshbach ) [14] :
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[T (a+b+1)

/sc“e_mL‘g(zc)_mL‘g(sc)d:ﬂ = pe T+ 1)

a a b + 1 a a
fL‘Lb(l‘) = (CL + 2b + 1) Lb(l‘) — me+1($) — (CL + b)2 b—a(l‘)
0 sib#c
ol J estle delta de kronecker : Ope =
1 sib=c
Nous pouvons simplifier la relation ( A-5) :
o Mg [F2 opq 2z 2 21 2 l 2 2
1=|A| (2—2) /0 (Erz) e n {(Erz)Lnfll_l(arz) Lii‘ll_l(ﬁrz)d(arz)
En appliquant la relation ( A-7), on trouve :
(Zrz) L2 (2r2) = (20 +1+42n—21—2+1)L2TE (2r2)

o nel-l4l p2l12
GRS W (572)

+2l+ 1+n—1-1)2L2 (2r2)

— 2nLilj‘ll_1(%rz) n—l L21+1(%Tz)+(n+l)Liljll_2(%Tz

T n+Hl+1n-1

Nous remplagons cette relation dans I’équation ( A-8), nous trouvons :

n > 2 _2rz 2 2 2
1=A |2 (2—2)3/0 (Erz)mﬂe n {(QnLilfll_l(ﬁrz)} Lilfll_l(ﬁrz)d(ﬁrz)

Donc
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2 n.g [,2 o 2= 241 (2 241 (2 2
VoA Py [T Grapie® {20 CraiC

L’intégrale de cette équation est calculée en utilisant la relation ( A-6), avec :

z— (2, a—2+Lb=con—1-1T(j)=(j—1)

Donc :

1=| A ‘22n(£)3 [CI4+14n—1-141)]> _ A |22n(%)3w

2z T(n—1—1+41) T'(n—I)
n n—+l !3
=4 ‘22”(5)3(11—?—1)!
Finallement :
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Conclusion générale

En mécanique quantique ’état d’un systéme est donné par la fonction d’onde qui est la solu-
tion de I’équation de Schrodinger. Ainsi donc, ce travail fait intervenir la méthode variationnelle
semi inverse pour résoudre I’équation de Schrodinger radiale et un systéme couplé émergeant
de ’équation de Dirac. Le potentiel mis en action est par excellence le potentiel Coulombien.

Nous avons aussi fait un bref rappel de I’équation de Schrédinger stationnaire.

Puisque cette équation ne peut étre résolue d’'une maniére générale par des méthodes analy-
tiques, nous avons présenté deux méthodes approximatives : la méthode des perturbations et la
méthode variationnelle. Une application concernant I’approche des perturbation a été présentée
dans le cadre de l'effet Stark dans laquelle nous avons montré comment aboutir & 1’énergie et
la fonction propre correspondante avec efficacité. Dans le but d’obtenir les solutions d’ondes
exactes de I’équation de Schrodinger et ’equation de Dirac, nous avons appliqué la méthode
semi inverse en utilisant le potentiel Coulombien. Une description bien détaillé sur cette mé-
thode a été présentée avec des exemples illustratifs pour bien comprendre le principe de la
méthode variationnelle semi inverse et pour permettre la validation des calculs qui peuvent ser-
vir aussi comme un banc d’essai. Pour une meilleure synthése des résultats, des confrontations
avec des données exactes ont été aussi réalisées.

Nous avons discuté les résultats obtenus par la méthode semi inverse en faisant une compa-
raison avec les résultats obtenus par les polyndémes de Laguerre associés pour résoudre I’équation
de Schrodinger radiale. Il peut étre conclu que la méthode variationnelle semi inverse est un
outil mathématique puissant pour construire une formulation variationnelle pour une équation
différentielle de type d’onde. Cette méthode offre jusqu’a présent une excellente et meilleure
technique pour établir des principes variationnels pour de nombreux problémes physiques.

Comme perspective, ’équation de Schrodinger non linéaire et ’équation de Klein Gordon
sont envisageables pour le traitement quantique des solutions en introduisant l'aspect semi

inverse variationnel.
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RESUME

Ce travail est basé sur la résolution de I'équation de Schrédinger radiale
pour la détermination des fonctions d’ondes et les énergies correspondantes. Une
méthode approximative qui est la méthode variationnelle semi inverse est
introduite. Cette méthode est appliquée a I’équation de Schrédinger radiale en
utilisant le potentiel de Coulomb. Des exemples illustratifs ayant des données
exactes sont étudiés pour confirmer les calculs actuels. Les résultats obtenus
montrent I'efficacité et I'exactitude de cette méthode en comparant avec ceux des
séries entieres.

Mots clés : équation de Schrddinger radiale, les fonctions d’ondes, la méthode
variationnelle semi inverse.

ABSTRACT

This work is based on the resolution of the radial Schrédinger equation in
order to find the wave functions and the corresponding energies. An approximate
method which is the semi inverse variational method is introduced. This method is
applied to the radial Schrodinger equation using the Coulomb potential.
Illustrative examples with exact data are studied to confirm the actual
calculations. The obtained results show the effectiveness and the exactitude of this
method by comparing with those of the power series.

Keywords: radial Schrodinger equation, wave functions, semi inverse variational
method



