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Introduction

a théorie des espaces fonctionnels & exposants variables est devenue un domaine

Lde recherche intéressant en raison de son lien avec divers domaines tels que la

modélisation des fluides électrorhéologiques, des fluides thermorhéologiques, dans 1’étude

du traitement d’images, dans les équations différentielles & croissance non standard, voir
par exemple [4], [10], [I5].

Les espaces de Lebesgue variables LP() sont une généralisation des espaces LP classiques,

en remplacant 1’exposant constant p par une fonction exposant p(.) : intuitivement, ils

sont constitués de toutes les fonctions f telles que

/ |f(2)]P™ do < .

Ces espaces ont été introduits par Orlicz [14] en 1931, mais font 'objet d’études plus
poussées depuis le début des années 1990 en raison de leur intérét intrinseque. Kovcik et
Rékosnik [I2] ont montré que les espaces LP()(2) ont beaucoup de propriétés similaires
aux espaces LP((2)-classiques, mais différentes de fagon subtile. Les espaces de fonctions
d’exposants variables ont été largement étudiés et utilisés dans ’analyse harmonique et
les équations aux dérivées partielles, voir par exemple [2], [7], [13].

La théorie des espaces de Hardy dans (R™) a été introduite par Stein et Weiss dans [16]
et qui remplacent bien les espaces de Lebesgue classiques en particulier dans 1’étude de
la délimitation des divers opérateurs, par exemple les transformées de Reisz sont bornés

sur les espaces de Hardy H?(R™), mais non bornés dans les espaces LP(R"™). De plus les



Introduction

différentes caractérisations des espaces de Hardy leur permet d’étre plus important et

utile dans de nombreux problémes et de jouer un role considérable dans divers domaines

d’analyse tels que I’analyse harmonique et les équations aux dérivées partielles (voir par
exemple [I7], [9], [8]). En tant que généralisation des espaces de Hardy classiques, Nakai
et Sawano ont introduit et étudié les espaces de Hardy & exposant variable HP()(R") et

étudié leurs espaces duaux. L’objectif de ce travail est d’étudier les espaces de Hardy a

exposant variable HP()(R") et ses différentes caractérisations.

Ce mémoire se compose de deux chapitres :

e Dans le premier chapitre nous allons donner quelques notions de base et préliminaires
concernant les espaces de Lebesgue & exposant constant et variable et leurs propriétés
intéressantes.

e Dans le deuxiéme chapitre nous allons étudier I’espace de Hardy variable et ses diffé-

rentes caractérisations.



Chapitre 1

Espaces de Lebesgue

D ans ce chapitre, nous allons définir les espaces de Lebesgue classiques et variables,

et mentionné quelques propriétés et résultats essentiels pour ce travail.

1.1 Espaces de Lebesgue a exposant constant

Les espaces de Lebesgue sont des espaces fondamentaux en théorie de l'intégration.

Soit (X, M, 1) un espace mesuré.

Définition 1.1 [2])] Soit 1 < p < +00. On appelle espace de Lebesque LT (X) I’ensemble

des fonctions f : X — C ou R qui sont mesurables et qui vérifient

/ |fIP dp < oo,
X

L’espace vectoriel LT (X) est muni de la semi-norme

1l = ( / |f|pdu)”.

Exemple 1.1 Considérons [’espace mesurable R muni de la tribu des boréliens et de la

mesure de Lebesgue.



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

La fonction valant 1 en un point xo et nulle ailleurs a une norme égale a 0 sans étre

identiquement nulle.

Pour faire de £ (X) un espace normé, il faut identifier les fonctions qui sont égales presque

partout : Pensemble des classes d’équivalence cette relation est noté L7 (X).

Définition 1.2 L’espace L> (X) (le cas p = +00) est défini comme ’ensemble des fonc-
tions f : X — C ou R mesurables telles qu’il existe un réel C > 0 avec |f| < C  p-
presque partout.

On le munit par la semi-norme
|| fll goe =inf{C >0:|f| <C p— presque partout} .

L’ensemble des classes d’équivalence de cet espace pour la relation d’égalité presque partout
forme lespace L™ (X).

1 1
Remarque 1.1 On dit que p,q € [1,+0o0] sont des exposants conjugués si — + — = 1
P g

(avec la convention — = 0).
00

Théoréme 1.1 (inégalité de Young) [19] Soient p,q € ]|1,4+00| deux exposant conju-
gués. On a

1 1
Ya,b >0, ab< —a?+ —b?
p q
avec éqalité si et seulement si a? = b9.

Preuve. On peut supposer que a,b > 0 sans quoi c’est évident. Notons x = pln(a) et
x y

y = qIn(b), de sorte que a = e’ et b = e?. Comme la fonction ¢ — exp(t) est strictement

convexe on a

1 1
ab = exp(—z + —y)
p q
1 1 1 1
< —exp(z) + —exp(y) = —a’ + -b*
p q p q
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avec égalité si et seulement si z =y ie a? =07. m

Théoréme 1.2 (Inégalité de Hoélder) [1§/
Soient p,q € [1,400] deuz exposants conjugués. Alors, si f et g sont deux fonctions me-

surables de (X, M) vers (R, B(R)),on a l'inégalité

[ 1751du < 151, sl

En particulier si f € LP(X) et g € LY(X) alors leur produit fg € L*(X).

Preuve. Tout d’abord si || f]|;, = 0 cela implique que f = 0 presque partout et par

conséquent fg = 0 p.p, donc [ |fg|dp = 0, alors l'inégalité est vraie (c’est aussi le cas si

l9lle = 0).

On va maintenant supposer que || f||, et ||g||;, sont non nuls, alors on distingue plusieurs

cas dépendant de la valeur de I'indice p.

1. Sip =1 et donc ¢ = oo on a de fagon évidente |fg| < |lg|l;~ |f| p-p (par définition
de ||g||;), donc en intégrant les deux cotés et en utilisant le fait que I'intégrale

préserve 'inégalité et sa linéarité, on trouve

/ fgldu < / 9ll e 1] i

<loll~ [ 1714

= llgll oo [[ £l

(bien str le cas p = 0o, ¢ = 1 est identique).

2. Considérons a présent les cas 1 < p < oco. On prend alors a = }9 €]0, 1] et on va se
servir des propriétés de la fonction ¢, : Ry — R définie par ¢, (t) = t* — at.
La dérivée premiere

!

Pa(t) = a(t* ' = 1),
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est strictement décroissante sur tout R, et elle ne s’annule qu’en ¢ = 1, ce qui donne

que ¢, admet un maximum en ¢t = 1, c-a-d
VieR,, @a(t) <pa(l)=1-a.

. . ’ . ’, u \
On va « homogénéiser » cette inégalité en prenant ¢t = — ott v > 0,v > 0, on trouve
v

alors une inégalité homogéne de degré 1 par rapport a u, v :
uv'™ < au + (1 - a)v.

On vérifie que cette inégalité reste vraie si v = 0 ou bien si v ou v sont égaux a +oo.

1 1
On se souvient que @ = — et (1 — ) = —. Pour x € X donné on applique cette
q

inégalité aux valeurs suivantes

_U@P @l
A, Tl

on remarque que ces deux quantités sont homogenes de degré zéro par rapport a f

et g, on obtient alors les inégalités ponctuelles suivante valables pour tout

[f(@)g()] _ 1[f@)F  1lg(z)["
X Z
L ”gHLq p IfIZs Ty gl 7

en intégrant cette inégalité par rapport a p on trouve

/ US + ool ane)

1
T ) ute)

)Q“—‘

alors

/\f(x)g(xﬂdu(:v) < ANl llgll o - .
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Corollaire 1.1 (Inégalité de schwartz) [5/ Soient f et g deux fonctions mesurables de

/Ifgl < \/ﬁ\/ﬁ

Preuve. Spécialisation du théoréme de Holder dans lecasp =g =2. =

X dans I?& alors :

Théoréme 1.3 (Inégalité de Minkowski) Soit f,g € LP(X) pour 1 < p < oo, alors

frgelP(X) et |f+gllp <Al + gl -

Preuve. Distinguons les cas suivants :

1. Pour p= 1, soit f,g € L'(X), on a |f + g| <|f| + |g|- On intégrant

[ 1s+gldus [ 1fidu+ [ loldn

Alors

L+ gl < [fllpe + Mgl

2. Pour p = 400, soit f,g € L¥(X). Si || f]l,~ < C et ||gll; < C', alors C + C" est
un majorant essentiel de f + g mais par définition de ||.|| : [|f + gl < C+C".

En faisant ||f|| ;- < C et ||g]| .~ < C', on déduit de

1f + gl e < M1F 1l + Mgl oo -

3. Supposons maintenant que 1 < p < o0.
Comme l'inégalité est triviale si || f + g||;, = 0, on peut supposer que || f + g||;, # 0.

On commence par écrire

F+9)P =+ +9P ' =Ff+9" " +9(f+9P"
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9V < U1 + 9P+ lgl1f + gl

Alors d’apreés 'inégalité de Holder

1 1
P—ld P4 » (P—l)qd q
/X|f||f+g| MS(/XUI ) (/X|f+g| )

L _ 1
/"q' |f+g|p_1d“§(/ \g\pdu)p(/ £+ gD dpya
X X x

/X (F + g du

< [ ot dus [l 4ol
1 1 1
< ([ ranp([ 17+l aws ([ lgraur( [ 1+l an

< |(Laspans o ([ 1o awe] ([ 17+ o1 a07)

1 —1
comme(p—l)q:pet—:(p )ona
q p

Jortans ([ arans+ [ apan] ([ 1roran’s)
< |(Lrspawr [ darans| (] 17+l )

< W llzo + llgll o] 11 + gl

Théoréme 1.4 [20] L’espace (LP(X), ||.||;») est un espace vectoriel normé pour tout

1 <p< oo
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Preuve. Soit f,g € LP(X) et a € k. pour démontrer que LP(X) est un espace vectoriel

normé on va passer par 2 étapes :

1. LP(X) est un espace vectoriel : Puisque L? (X) est un sous ensemble de I’ensemble

des fonctions mesurables sur X qui est un espace vectoriel, il suffit que montrer que

LP (X)) verifie les propriété d’un sous espace vectoriel pour tout 1 < p < oc.

(a) Soient « € ket f € L (X) on a |af|’ = |a’|f]’, ce qui donne

[larran=lar [ 157 du < +x,
X X

donc af € L7 (X).

(b) Soit f,g € LP(X), on a

[f 9" < (11 +1gD)” < 22sup (If7, [9") <27 (If1" + 19]) ,

donc

/’f‘i‘g‘pd/ﬁSQp/ ‘f’pdﬂﬂL?p/ lg|? dp < 4-o00.
X X X

Alors f+ g € L? (X).

2. |||l » est une norme :

(i) Définie positive :

1

VE e L (X) . If = (/ |f|pcm)p >0
X



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

et

1fll, =0
1
Pap)’ =0
<=>(/X|f\ u)
Py =0
<=>/X|f| I
<~ |fIP=0

< f=0p.psur X
(ii) Homogénéité :

= (Jy laf P dp)

= (fy laf [fIF dp)
= (laf [y [fI dp)
~ ol ([ 1/ d)? = lal 1]

Va € k,Vf € LY (X) : |lafll,,

Y= QI

(iii) Inégalité triangulaire :

Vf,g€ LP(X) 1f + gl < Flle + gl

1.1.1 Convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 1.5 Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables de X dans C telle que :
(i) pour presque tout v € X, f, () — f(x);

(ii) 4l existe g dans L'(X, p1), pour tout n > 0 et pour presque tout v € X, |fn(z)] < g (z).

Alors f € L'(X) et [\ |f — ful dp — 0 quand n — oo.

10



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

Lemme 1.1 (Fatou) Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables sur X a valeurs

dans [0, 400| et vérifie

n—oo

/ (lim inf f,)dp < lim inf(/ fndp).
X n—oo X

Théoréme 1.6 (Fischer-Reisz) L’espace LP(X) muni de la norme ||.||;, est un espace

de Banach.

1.2 Espaces de Lebesgue a exposant variable

Le but de ce paragraphe est d’introduire I’espace de Lebesgue & exposant variable et
quelques propriétés similaires des espaces de Lebesgue classiques. Nous commencons par
des notions fondamentales.

Dans ce qui suit nous admettons que €2 est un sous-ensemble de R™ mesurable, de mesure

positive.

1.2.1 Exposant variable

Définition 1.3 [2/ L’ensemble de toutes les fonctions Lebesque-mesurables
p(): Q=L 00].

est appelé 'ensemble des exposants variables, noté par P (£2).

Remarque 1.2 Afin de faire la distinction entre les exposants variables et constants nous
désignerons toujours les fonctions d’exposant variable par p (+). De plus l’exposant variable
peut étre non borné.

Exemple 1.2 :

1. Q =R, p(x) = p pour une certaine constante ot 1 < p < 0.

11



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

2. Q=R, p(x) =2+sin(x).

1
3. Q= (1,00), soit p(z) =x et si 2= (0,1), soit p(z) = ~.
x

Soit E C €, pour tout p(-) € P () on définit

p— (F) = essinfp (z) p+ (E) = esssupp (z) .
zeE x€E

Dans le cas E' = (2, nous écrirons tout simplement p_ = p_ (2), et p; = py (). Nous

définissons aussi les trois sous-ensembles canoniques de 2 :

X ={zeQ:p() =},
RN ={reQ:p(n)=1},
PO = {zeQ:1<p(x) < oo}

Définition 1.4 L’exposant p () conjugué de p(-) € P (Q) est défini par I’équation

Vx € Q.

(avec la convention que — =0).
00

Propriété 1.1

1.2.2 Modulaire

La notion de modulaire est utilisée pour définir I'espace LP1)(€2).

Définition 1.5 [2] Etant donné p(.) € P(Q) et f une fonction mesurable de Lebesgue.

Un modulaire associé a p(.) est une fonctionnelle définie par la formule :

poralf) = / F@P do+ [l
0\ Qoo

12



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

o Sif¢ L®(0) ou f()PY ¢ LY\ ), le modulaire est défini par pyya(f) = +oc.
o Lorsque |Qy| = 0 (en particulier lorsque p, < 00), on pose HfHLOO(QOO) =0.

o Lorsque [N\ Q| = 0, alors py)a(f) = || fllpe(o.)-
On peut écrire tout simplement p,y(f) ou p(f).

Proposition 1.1 Soit p(.) € P(Q).

1. Pour tout f, p(f) = 0 et p(|f]) = p(f)-

2. p(f) =0 si et seulement si f(x) =0 pour presque chaque x € ) .
3. Si p(f) < oo alors f(x) < oo pour presque chaque x € ) .

4. p est convexe, c-a-d
Vo, 3 2 0,a+ =1:plaf + Bg) < ap(f) + Bp(g)-
Proposition 1.2 Soit p(.) € P(Q), si py (N Ne) < 00, alors pour tous A > 1

p(Af) < NHENE=)p ()

De plus, si py < oo et X > 1, alors

N=p(f) < p(Af) < MWp(f),

et si 0 < A\ < 1, les inégalités inverses sont vraies.

1.2.3 Espace L' (Q)

Définition 1.6 [T1] Etant donné Q, et p(.) € P(). L’espace de Lebesque o exposant

variable LPY)(Q) est I’ensemble de toutes les fonctions mesurables f telles que

13



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

pp()(f/A) < 00 pour un certain X > 0, et on écrit :
LPO(Q) = {f:Q—=R, f mesurable telle que I X > 0: pyy(f/A\) < 0} .

Définition 1.7 [11] Etant donné Q et p(.) € P(Q), on définit L) () par Iensemble

loc

Lp(')(Q) := {f mesurable : f € LPY(K) pour chaque ensemble compact K C Q}.

loc

Proposition 1.3 [11] Etant donné Q et p(.) € P(Q), si p, < oo, alors f € LPV(Q) si

seulement si

poy(f) = /Q |f(2)]PY dz < oo.

Théoréme 1.7 [2] Soit Q un sous-ensemble mesurable de R"™ avec |Q] # 0, p(.) € P(Q2).
Alors LPY)(Q) est une espace vectoriel.

De plus si f est une fonction mesurable, on a

1f1l o> () := inf {A>0:p0(f/N) <1}

définie une norme sur LPV)(Q).

Preuve. Nous prouverons que ||.| Lr()(q) @ les propriétés suivantes :

1. Montrons

1fll,)=0 < f=0
Si f =0, alors p(f,/A) =0 < 1 pour tout A > 0, et donc | f|[,, = 0.
Inversement, si || f[|,, ) = 0, alors

p(z)
(M) dz + | f /Al o) < 1.

‘v’)\>0:p(f/)\):/ 3

O\ Qoo

Nous considérons chaque terme du modulaire séparément. Il est immédiat que nous

14
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avons | fl| peo(q.) < A ainsi f(z) = 0 pour presque chaque z € Q. De la méme

maniére si A < 1, d’aprés la proposition [I.2] on a

M\ P- / |f ()P de < 1
[N

Donc, Hf(-)p(')HLl(Q\Q , = 0, et ainsi f(z) = |£(z)["™ = 0 pour presque chaque
T € N\ (y. Ainsi f = 0.

2. Montrons ’homogénéité

Va e R: lafll,. = lallfll,,-

Notons que si a = 0, cela découle de (1). On fixe o # 0; puis par un changement de

variables on obtient

lefll,y =inf{A>0:p(la] f/A) <1}
= lalinf {A/|a[ > 0:p(f/ (A ]a])) <1}
= |a|inf {p > 0: p(f, /1) <1}

= lal |1l
3. Montrons I'inégalité triangulaire
1f+ gl < 1Moy + gl -

On fixe Ay > [|f|l,) et Ag > lgll,,; alors p(fAr) < 1 et p(g/Ag) < 1. Soit

maintenant A = Ay + ), alors par la propriété (4) de la proposition

A A A A
p(fig) =P(f%+f%) <Zo(f 0+l M) 1

15



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

donc

1f +gllp) < Ar+ A

Si nous prenons maintenant 'infinimum sur tous ces Ay et A4, on obtient I'inégalité

recherchée.

Exemple 1.3 Soit Q = (—2,2) et

1 s —2<2<0, 0 st —2<2<0,
p(z) = f ) =
1/2 si0<z<2. 2 si0<zx<2

alors

p(5) = [ 1@ ds = / P24z = VB < oo

d’ot f € LP® (Q). De plus

Dot || fll o) = 8-
Corollaire 1.2 [2] Etant donné Q) et une fonction p(.) € P(Q).

(1) Si |l f o<1 aors p(f) <[l f l|1r0)0)-
(i) S HfHLP(»)(Q) > 1 alors p(f) 2| f || ro) -

De plus si on suppose que || = 0 alors

1 1
(iii) si || f |z < 1, alors p(f)" <|| f lo@< p()FF
1 1

(iv) si || f |l ze0)@)> 1, alors p(f)" < f o0 @) < p(f)".

16



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

1.2.4 Inégalité de Holder

L’inégalité de Holder est I'une des inégalités importantes dans l'analyse des équations
différentielles partielles et ’analyse harmonique, alors il serait raisonnable de se demander
si I’égalité de Holder reste vraie dans le cas d’exposant variable, plus précisément nous

avons ce qui suit .

Théoréme 1.8 Soient p(.),p (.) € P(Q), tel que p'(.) est lexposant conjugué de p(.).
Pour tout f € LPO(Q) et g € Lp,(')(Q), on a fg e L'(Q) et de plus

@t de < G 1l 19100

ol

1 1
Cp(,) = (1 + p_ - p_) ||XQ* Lo () + HXQOOHLOO(Q) + HXQ1HL<><>(Q) :

+
Preuve. Voir [1], [7]. =

Si p(.) = p = cste, alors p, = p_ et Cpy = 1, ainsi on trouve I'inégalité classique de

Holder.

1.2.5 Convergence et complétude de L' (9) :

Dans cette section nous considérons la convergence dans les espaces de Lebesgue a exposant

variable.

Définition 1.8 Soient p(.) € P(Q) et {f}ren une suite de fonctions de LPC)(€).

(i) Convergence en modulaire : On dit que f converge vers f en modulaire si

da>0:p(a(f—fr) — 0, quand k — oc.

(ii) Convergence en norme : On dit que fj converge vers f en norme si

| f= felloro (2) — 0, quand k — oc.

17



Chapitre 1. Espace de Lebesgue & exposant constant et variable

Proposition 1.4 Soit p(.) € P(S2). La suite de fonctions {fi}ren C LPO(Q) converge

vers f en norme si et seulement si pour tout « > 0, p(a(f — fx)) — 0, quand k — oo.

Preuve. Supposons que f; converge vers f en norme. Soit a > 0 'homogénéité de la

norme donne

e (fre = Pl o) = @ llfe = Fll oo @) ,:O(g

en utilisant le corollaire précédent pour tout k suffisamment grand on obtient

pla(fu—f) Zal fi—f HLP(-)(Q) .

Par conséquent,

pla(fi— ) =0

1
Inversement, soit A > 0 et soit o = It alors pour tout k suffisamment grand

p((fr=1) /N <1

donc

H Je—f HLPU(Q)S A

Puisque cette inégalité est vraie pour tout A > 0 on trouve

1fe = Fllrir) 0 -

Théoréme 1.9 Sip(.) € P(Q), alors L' (Q) est un espace complet.

Conclusion : Si p(.) € P(Q), alors L™ (Q) est un espace de Banach.
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Chapitre 2

Espace Hardy

En 1968, Duren, Romberg et Shield (voir [6]) ont introduit les espaces de Hardy

sur le disque unitaire complexe D ou

D=1{:eC:|z| <1}

2.1 Espace de Hardy constant

Définition 2.1 1. Pour 0 < p < 0o, nous définissons l'espace de Hardy H? = HP(D)

comme [’espace des fonctions holomorphes sur D, telle que

1

My ()= (5 [ re)as)”,

reste borné pour tout 0 < r <1 c-a-d

1 (D) = {f € H(D): sup My(f,r) < oo},

0<r<1

2. Pour p = 0o, nous définissons 'espace de Hardy H*> (D) comme l’espace des fonc-
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Chapitre 2. Espace Hardy

tions holomorphes bornées sur le disque unitaire D, telle que

Mo (f,r) = sup ‘f(reig)} < 00.

0<6<2m

Remarque 2.1 Pour (0 < p < oo, si f est une fonction holomorphe sur D alors pour tout

0 <r <1, la fonction M, (f,r) est croissante. De plus :

sup M, (f,r) = hinMp (f,r)-

0<r<1 r—1

Corollaire 2.1 :

1. Pour0 <p< o0, on a

B (D) = { ] € H(D) s b (£.r) < o0

r—1

2. Si f € H? (D) et pour 0 < p < oo, lapplication

|l = limd, (f.7)

r—1

est une norme sur H? (D).
Proposition 2.1 Pour 1 < p < oo, HP est un espace de Banach.

Définition 2.2 Pour 0 < p < 1 nous définissons.
1

1 21 ) » 5
I = (55 [ Lo ao)

la norme dans L". Cependant, si nous posons d(f,g) = ||f — gll5», Uespace L’ devient un

espace métrique complet. Notons que

(1-p)

If+gllr <27 (flle + lgllee)-
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Chapitre 2. Espace Hardy

Proposition 2.2 Si1 <p < g < oo, alors H? (D) C H? (D) et on a

Ve H (D) : [fll o < [1fll o -

Exemple 2.1 Si 0 < p < 1, la fonction f o f(z) = (1—2)"" est dans H?, mais elle
n'est pas dans H' et donc pas dans un espace H? pour tout ¢ > 1, ce qui prouve que HP

n’est pas inclue dans H*.

2.2 Opérateur maximal de Hardy-Littlewood

Définition 2.3 [Z] Soit f une fonction localement intégrable définie sur R™. La fonction

mazximale (opérateur de Hardy-Littlewood) de f, est définie par :

Ve e R": Mf (z) =sup— /|f )| dy,
Q32|Q)

ot le supremum est pris sur tous les cubes () C R™ qui contiennent x et dont les cotés sont

paralléles auxr azres de coordonnées.

Proposition 2.3 L’opérateur de Hardy-Littlewood a les propriétés suivantes :

1. M est sous-linéaire :

M (f+g)(x) < Mf(z)+ Mg(x),

et

VaeR: M (af)(z) =|a|Mf(x).

2. Si f est non nulle sur un ensemble de mesure positif, alors sur tout ensemble borné

Q

)

Je>0,Vr e Q: Mf(x)>e¢
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Chapitre 2. Espace Hardy

3. Si f est non nulle sur un ensemble de mesure positif, alors M f ¢ L' (R").

4. Si f e L®(R"), alors Mf € L (R") et |Mf|l;00 = || fll 100 -

Proposition 2.4 Etant donné une fonction f localement intégrable, alors

Ve e R" :|f ()| < Mf(z).

2.3 Espaces de Hardy variables

2.3.1 Caractérisation maximale

[3] Dans cette section, nous définissons les espaces de Hardy variables et nous donnons des
caractérisations équivalentes en termes d’opérateurs maximaux, mais avant tout donnons
d’abord quelques définitions.

Notons par S l'espace des fonctions de Schwartz munie par la famille des semi-normes

[-[lo5 (avec o et 8 multi indices) ou

V) €S fllp = sup [+°D7F (2)].
TE€R™

Pour chaque entier N > 0, ’ensemble

Sx ={f €5 fllay < 1lal, 181 < N}.

Notons aussi S' espace des distributions tempérées. On dira qu’une distribution tempérée

f est bornée si

VOoeS: fxde L™
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Chapitre 2. Espace Hardy

Définition 2.4 Pour tout ® € S et f € S, nous définissons trois opérateurs mazimau

1. L’opérateur mazximal radial

M<I>,0f = sup |f * D, ($)| )

t>0

2. L’opérateur mazimal grand

Mnf(z) = sup Moo f (),

PeSy

ot &, (x) =t (z/t), pourt > 0.

3. L’opérateur maximal non tangentiel

Nf(xz)= sup |Bxf(y)l,

lz—y|<t
ou P est le noyau de Poisson
P<x):F((n+1)/2) 1
a(ntl)/2 (1 . |$|2)(n+1)/2

Définition 2.5 On not Py l’ensemble de toutes les fonctions mesurables
p(.) : R" — (0,00)

tel que py < o00.

Définition 2.6 Soit p(.) € Py, on dit p(.) € MPy si p— > 0 et il existe py, 0 < py < p_,

tel que

||Mf||p(.)/p0 < C(n,p(.), po) Hf”p(,)/po :

Théoréme 2.1 Soit p(.) € MPy, pour chaque f € S', les assomptions suivantes sont

équivalentes :

1. 1l existe ® € S ou /QD (z)dx # 0, tel que Mgof € LPO),
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Chapitre 2. Espace Hardy

2. Pour tout N > n/py+n+1, Myf € LPO),

3. f est une distribution bornée et N'f € LPC).

De plus les normes | Masofll,). IMnfll,), INfll,, sont équivalentes (les constantes

d’équivalence dépend seulement de p(.) et n).

Définition 2.7 Soit p(.) € MPy. Pour N > n/py +n + 1, on définit l'espace HP") par

espace des fonctions f € S munie par

11l oy = IMN £l < 0.

Remarque 2.2 Les espaces HP) sont indépendants du choiz de N > n/py +n + 1.

2.3.2 Densité de L! dans H*)

Proposition 2.5 étant donné p(.) € MPy, alors HP) est un espace complet munie par

-1l £zoc -

Preuve. Voir [3]. =

Proposition 2.6 Soit p(.) € MPy. Alors lUintersection HP) N L} dense dans HP").

loc

Preuve. Voir [3]. =

2.3.3 Décomposition atomique (p(.),00) Atomes
Nous commencons par la définition de I’atome
Définition 2.8 [3] soit p(.) € MPy, et q, 1 < q < oo, une fonction a (.) est une (p(.),q)

atome si supp(a) C B = B(xo,7) = {y € R": |zg — y| < r} pour un certain ro € R",

r > 0 et s’il satisfait
. 1 -1
() lall, < |Bl« | X5, ,

24



Chapitre 2. Espace Hardy

(ii) /a(a:):co‘dx =0 pour tous |a| < [n (py' —1)].

1
En (7) nous interprétons — = 0. Ces deux conditions sont appelées la taille et les moments
00

nulles d’un atome.

Remarque 2.3 Sipy > 1 (ce qui peut arriver si p_ > 1), alors [n (]061 — 1)] < 0, et cect

se traduit par qu’on’a pas besoin de la condition (it).
Dans la suite de cette section, nous considérons le cas ¢ = oo

Théoréme 2.2 Supposons p(.) € MPy. Alors, une distribution f est dans HY®) (R™) si
et seulement s’il existe un ensemble de {a;} de (p(.), 00)-atomes de support inclut dans les

boules {B;},et coefficients non négatifs {\;} tels que
f=2 N
J
ot la série converge en H'®) (R™)

Xp.

J

£l zze¢) = inf

j F=Y \a
1% ] ;
Lemme 2.1 Soit p(.) € MPy. On suppose {a;} est une suite de (p(.),00)-atomes de

support inclut dans les boules Bj = (xj,1;), et que {\;} est une suite non négative qui

Alors, la série f =Y \ja; converge dans H') (R"), et

J

satisfait

J
[ BII

Z/\] H XBJ

7 %,

1/ 1z < € (1, p(-), po)

()

25



Chapitre 2. Espace Hardy

Lemme 2.2 Soit p(.) € MP,. si f € HPY, alors il existe (p(.),00) atomes {ax;}, ot
leurs supports est inclues dans les boules By ;, et des coefficients non négatifs {\ ;} tels

que
f: E )\k,jak,j;
k,j

De plus
Xp, X,

¥ o
By, j

< C(n,p(.),po) | fll o -
p(.)

2.3.4 Décomposition atomique (p(.),q) Atome

Nous considérons la décomposition atomique lorsque ¢ < co. Notre premier résultat prin-
cipal est que lorsque ¢ est suffisamment grand, I’analogue du théoréeme est vrai.
Décomposition atomique infinie a 1’aide d’atomes (p(.),q)

Nous étendons le théoreme en donnant une décomposition atomique utilisant I’atome

(p(), q).

Théoréme 2.3 [3] Supposons p(.) € MPy. Alors, une distribution f est dans H®) (R")
si et seulement pour q¢ > 1 suffisamment grand, s’il existe un collection {a;} de (p(.),o0)-

atomes de support inclut dans les boules { B;}, et coefficients non négatifs {\;} tels que
=D N
J
ot la série converge en HY®) (R™) .

Xp

J

£l zze¢) = inf
CH

]

: f = Z)\jaj
p() J

Remarque 2.4 Notons la norme de l'opérateur mazimal par || M|[ ) 0y - Alors il suffit

de prendre q¢ > max(1,p,, po(1 + 273 M| /o)) -
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Chapitre 2. Espace Hardy

Lemme 2.3 Soit p(.) € MPy. il existe ¢ = q(p(.), po,n) > max(py, 1) tel que si {aj} est
une suite de (p(.),q) atomes, ou leurs supports est inclues dans les boules B; = B(x;,1;),

et {\;} est une suite non négative qui satisfait

alors la série f =Y \ja; converge dans HF®) (R"), et
J

J
15,1, BII

Xg.
N B
2N

ALYS!

I fl ey < C (n,p(.),Po, q)

Décompositions atomiques finies

Soit ¢ < oo et H” Z(n) 7 le sous-espace de HP) constitué de tous les fonctions f qui ont des

décompositions en sommes finies d’atomes (p(.), q).

Théoréme 2.4 [3] Soit p(.) € MPy, et fizrons également ¢ comme dans le . Pour H?l(n) 4

on définie
k
Xp

2N, [

j=1 ) p(y

£l .0 = inf

k
F= Na
j=1

ot linfinimum est pris sur toutes les décompositions finies de f wutilisant (p(.),q) atomes

aj,ou leurs supports est inclues dans les boules Bj. Alors || f|| goc) = HfHH}’”q
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Conclusion

Les espaces fonctionnels a exposants variables sont largement utilisés dans la mo-
délisation mathématique tels que la modélisation des fluides électrorhéologiques
et thermorhéologiques, ...etc. Par conséquent, il est intéressant d’explorer et d’étudier ce
type d’espaces comme les espaces de Hardy avec des exposants variables dans différentes
situations. Dans ce travail, nous avons donné quelques résultats liés a ce type d’espaces.
D’abord, nous avons donné quelques définitions, notations et quelques notions mathé-
matiques sur les espaces de Lebesgue a exposant constant et variable, ensuite nous avons
étudié les espaces de Hardy a exposant constant et I'opérateur de Hardy-Littlewood. Enfin,
nous avons étudié les espaces de Hardy a exposant variable et la caractérisation maximale
et nous avons établi sa décomposition atomique.

A TDavenir, si jaurais la chance de poursuivre la recherche scientifique J’aime bien de
suivre cet axe de recherche, pour pouvoir comprendre et explorer quelques résultats sur

les espaces Hardy variables.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Lp Espace de Lebesgue classique.

-1l 20 Norme de espace Lebesgue.

Q Sous-ensemble mesurable de R".

p(.) Exposant variable.

P(Q) Ensemble d’exposants variables.

) Espace Lebesgue a exposant variable.
D Disque unitaire complexe.

H? Espace de Hardy.

H (D) Espaces des fonctions holomorphes.

S Espace des fonctions de Schwartz.
105 Semi-norme de S.
S Espace des distributions tempérées.

p () Exposant variable conjugué.
(p(.),q)  Un atome.

[palree Norme d’espace Hardy.

Q Cubes de R".

H ?Z(n) 4 Sous-espace de HP(),

X Fonction caractéristique.

1N Espace euclidien a n dimension.

pp(),0(f)  Modulaire.

a, 3 Multi indices.
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/ Résumé \

Le but de ce mémoire est de définir les espaces de Hardy a exposants
constants et variables et d’étudier leurs différentes propriétés et d’établir leurs
décompositions atomiques et pour ceci nous avons utilisé le passage des espaces
de Lebesgue classiques vers les espaces de Lebesgue variables ot nous avons
mentionné certaines de ses caractéristiques.

Mots clés : Espace de Lebesgue, espace de Hardy, décomposition atomique.

- /

Abstract

The purpose of this dissertation is to define Hardy spaces with constant and
variable exponents and to study their different properties and to establish their
atomic decompositions and for this we have used the transition from classical
Lebesgue spaces to variable Lebesgue spaces where we have mentioned some of
its characteristics.

Key words : Lebesgue space, Hardy space, atomic decomposition.
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