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Introduction

A la grande importance des systémes d’équations non linéaires, on a proposé comme
sujet d’étude dans notre mémoire car ces systémes se retrouvent dans nombreuses
applications scientifiques et technologiques, notamment en physique, en ingénierie,

en économie et en biologie.

Un systeme d’équations non linéaires est composé de deux ou plusieurs équations avec
une ou plusieurs variables non observées. Pour résoudre un systéme, il faut déterminer
les valeurs de ces variables qui satisfont simultanément toutes les équations de ce
systéme.

Malheureusement, il n’existe pas une méthode analytique générale permettant de
découvrir la solution exacte parce que la résolution d’'un systéme d’équations non
linéaires est généralement plus difficile que la résolution d’'un systéme d’équations

linéaires. Donc, ont été obligé de trouver ces solutions qu’approximativement.

La méthode de Newton-Raphson et la méthode de point fixe ou méme des méthodes
basées sur des algorithmes d’optimisation ce sont des méthodes numériques extréme-
ment, importantes dans ce domaine et elles sont généralement utilisées pour trouver
les solutions cherchées sous certaines conditions. Pour faciliter I’étude, on propose
tout d’abord quelques méthodes numériques dans le cas scalaire (cas o n = 1) et on
va faire apres la généralisation dans le cas quelconque (cas ou n > 1). Logiquement,

on a vu qu’on peut décomposer notre mémoire en trois chapitres principaux.



Introduction

Dans le premier chapitre, nous allons discuter de quelques méthodes numériques
concernant la résolution des équations non linéaires afin qu’elles puissent étre appli-
quées généralement a des systémes non linéaires. Notre objectif ici est de trouver les
racines (les zéros) d’une équation non linéaire f(z) = 0, cela montre que la fonction

f prend une forme non linéaire.

Dans le deuxiéme chapitre, on passe a la généralisation aux cas des systémes non
linéaires. Les méthodes proposées sont des suites itératives convergent vers la solution

unique cherchée ; donc, il est obligatoire de connaitre les conditions de convergence.

Pour démontrer la grande utilité des systémes d’équations non linéaires dans plu-
sieurs domaines scientifiques, on va proposer deux applications, la premiére est
appliquée au Semi-conducteur et le but des systémes non linéaires c’est : comment
calculer le rendement de chaque cellule solaire. La deuxiéme application est consa-
crée a la positionnement d’un point quelconque dans ’espace par un GPS a l'aide de
quelques satellites, donc le but est de trouver un vecteur pour positionner un point

dans ’espace.



Chapitre 1

Equations non linéaires

Dans ce chapitre, on va présenter quelques méthodes numériques de résolution des
équations non linéaires les plus connues pour faire une généralisation aux cas des

systémes non linéaires.

Notre but ici est de chercher les racines ou bien les zéros d’une équation non linéaire

f () =0; évidemment la fonction f prend une forme non linéaire.

Définition (1.1) : On donne une fonction continue f : R — R, on dit que x* est

une racine de l’équation non linéaire :
f(x)=0; z R, (1.1)

s’il vérifie : f (z*) = 0.

La détermination des racines exactes de I’équation non linéaire f () = 0; lorsque
I’expression de la fonction f est complexe; est un probléme difficile & résoudre par
les méthodes analytiques, c’est-a-dire : il n’est pas toujours possible de résoudre
complétement ce probléme pour toutes les formes de la fonction f; en plus, il n’existe
pas une méthode générale qui donne les zéros de f ; tout dépend de la forme de cette

fonction.



Chapitre 1. Equations non linéaires

1.1 Méthode numérique

Avant de commencer cette section, il faut citer une propriété trés importante en
analyse numérique qui est la séparation des racines. Cette propriété consiste a as-
surer I'existence et 'unicité d’une racine de 1’équation non linéaire f () = 0 dans

I'intervalle d’étude pour faciliter apres 'application de la méthode numérique.

Ceci fait par I'application directe du théoréme des valeurs intermédiaires; c¢’est-a-

dire : la fonction f doit étre continue, monotone et elle faut changer son signe.
D’une maniére générale, pour appliquer une méthode numérique de résolution d’une
équation non linéaire f (z) = 0, il faut :

1. Construire itérativement une suite (), oy, telle que :

lim xp =", ou f (%) = 0.
k—+o00

2. Assurer la convergence de la suite (x} vers z*; le zéros de f.
N y

ke
3. Vérifier si cette convergence est globale sur [a b] ou seulement locale.

4. Préciser apres 'ordre de cette convergence.

Pour répondre a toutes ces questions, on présente tout d’abord quelques notions de

bases :

Définition (1.2) (Ordre de convergence) : La convergence de la suite (Ty)ren vers

x* est dite d’ordre p > 1 si :

Je>0: |zpp — ¥ <clog — 25 VE > k.
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Définition (1.3) (convergence globale) :  La convergence de la suite (zy)ren vers

x* est dite globale si :
lim zp = 2"; Voo € [a,b].
k——+o0

Définition (1.4) (convergence locale) :  La convergence de la suite (T )ken vers x*

est dite locale si :

de >0: lim xp =2" Vg € 2" —e,a" +¢].
k—+o0

Prochainement, on va donner les méthodes numériques les plus utilisées dans les

différents domaines scientifiques.

1.2 Meéthode de Newton-Raphson

Dans ce qui suit, on note par x* la racine exacte recherchée de (|1.1)) et zy est une

valeur initiale approchée ; on suppose que f € C? au voisinage de z*.

Analytiquement, en faisant appelle au développement de Taylor d’ordre 2, ce qui

donne :

P~ o)+ o) @ — ) + T @t g et ()

On suppose [ (zg) # 0 et comme f (z*) =0, on a :

f(@o) + ' (w0) (z" — w0) + ! 2(0 (z* — 0)” ~ 0.
Ce qui implique :
(o) 421 o) — wof (wo) + 10 (o — ) = 0



Chapitre 1. Equations non linéaires

Par quelques calculs simples, on trouve :

/")

' (x0) = wof' (w0) — f (20) — @t - z0)”,
lorsqu’on divise par f’ (zg), on obtient :
Y 1C B L R

f(zo)  2f (x0)

En négligeant le reste (I'erreur) :

R—ﬁ(x*—xo)Q; ¢ € [z, zo].

2" (xo)

Dans la premiére itération, la quantité :

o — [ (o)
0 7 (o)

sera noté par x; ; c’est-a-dire :

f (o)
f' (o)

Tr1 = Ty —

Alors ;1 est considéré comme valeur approchée améliorée de x* ; on suit exactement
les mémes étapes aux voisinages de x1,Z»,... on trouve enfin la suite récursive de

Newton :

Tpy1 = Tl — ff/((.z’;)) i ke N.

Il est trés connu que la méthode de Newton-Raphson s’appelle aussi la méthode des
tangentes ; parce que : géométriquement, 1’équation de la tangente en xy est donnée
par :

y = f(x0) + f (w0) (x — o).



Chapitre 1. Equations non linéaires

On suppose que cette tangente coupe 'axe des "z" en x;, on a alors :
)

f (o) + [ (o) (21 — 20) = 0,

ce qui donne :

—f (o)

T — Xg= ———=.

f' (o)

Supposant maintenant que la tangente en x; coupe 'axe des = en x5, on a alors :
2

f (1)
[ (1)

To = T1 —
et ainsi de suite; donc, on obtient les itérations de Newton pour résoudre ((1.1)) :

zo € [a,b]

_ f (k) )
Tyl = T — f’(fl,’k) ) k e N.

Comme interprétation géométrique, on a :

[el. _f'fu]I:I'

Fic. 1.1 — Méthode de Newton-Raphson(a = z*)

On a cité précédemment que cette suite converge vers la racine cherchée ; donc évi-

dement, il faut assurer la convergence.



Chapitre 1. Equations non linéaires

1.2.1 Conditions de convergence

Dans cette partie, on essaye de connaitre sous quelles conditions la méthode de
Newton-Raphson est convergente. Ces conditions est également connues sous le nom :

"Conditions de Fourier". Si f € C?|a, b], vérifie :

1. f(a) x f(b) <O.
2. f'(xg) # 0; Vo € [a,b] (stricte monotonie de f).
3. " (xg) # 0; Vo € [a,b] (concavité de f dans le méme sens).

f'(z) et f"(x) gardent des signes constantes dans [a, b] ; en plus, en choisissant xy €
[a,b], tel que : f(zo) x f” (zo9) > 0. Alors, les itérations de Newton convergent vers

I'unique solution z* de (1.1)) dans Uintervalle [a, b] .[4]

Sous les conditions de Fourier, on peut appliquer la suite de Newton ; mais la question

qui se pose ici : & quel rang en arrétant les calculs.

1.2.2 Critére d’arrét de Newton-Raphson

x* est toujours la racine de I’équation ([1.1)) et z¢ est une valeur approchée de z*.
On applique la formule de récurrence de Newton-Raphson, on obtient une suite des
approximations (z),. Comme f est de classe C? au voisinage de z* alors : on peut

écrire d’apres le développement de Taylor d’ordre 1 :

Pour tout k€ N :

f(@r) = f (@) + () (wx — 27) 3¢ € Jag, 2],

On divise par f’'({), on trouve :
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Lorsqu’on néglige le terme :

On obtient, d’une part :

et d’autre part :

ce qui implique :

f ()

T TR T )

En tenant compte approximation : f' (¢) ~ f (z) :

|513k — 33*| ~ ‘xk—i-l — ilfk‘ .

En plus, si on veut calculer une valeur approchée de x* avec la précision attendue

e =0,5x 107%, il faut prendre comme condition d’arrét la formule suivante :

|Zper — 2] < 0,5 x 107, (1.3)

Avant d’achever cette section, on veut citer que la méthode de la Sécante intro-
duites les fonctions scalaires est une variante de la méthode de Newton. En effet, on
donne toujours une fonction f € C*(R,R) et on cherche les racines de ’équation non
linéaire f(x) = 0.

On obtient les techniques de la Sécante si on remplace f'(xy) par sa dérivée appro-

chée, on trouve alors :

@ 20 R
Tr) — Ti—
T — Tk—1
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Il est clair que lorsqu’on veut procéder par la méthode de la sécante, on a besoin de
deux valeurs initiales (c’est une méthode de deux pas) et nous permet de minimiser
la régularité de la fonction f (on n’a pas besoin de calculer f’). Dans cette méthode
on perd la convergence quadratique et on peut méme montrer qu’elle est convergente

d’ordre d, ou d est le nombre d’ordre.

b (b, (b))

Tat

flza)9
[a. _f'fu]ljl'

b

Fic. 1.2 — Méthode de la sécante(a = z*)

1.3 Meéthode de point fixe

L’une des méthodes les plus importantes de résolutions numériques des équations non
linéaires est la méthode du point fixe. Le principe de cette méthode est de transformer
I'équation du type f (z*) = 0 en une équation équivalente g(z*) = z*, ou la fonction
g : R — R; on dit alors que z* est un point fixe.

Donc, on transforme le probléme de recherche d’une racine de f(z) = 0 en un

probléme de recherche du point fixe d’une autre fonction g(x) = x.

1.3.1 Conditions de convergence

Cette méthode est également basée sur le théoréeme du point fixe.

10



Chapitre 1. Equations non linéaires

Théoréme (1.1) (Point fize) : ¢ est une fonction définie sur Uintervalle [a,b] et

on suppose qu’elle vérifie les conditions suivantes :
1. g([a,b]) C [a,b] ; c’est-a-dire : Vo € [a,b] : a < g(x) < D.
2. g est une fonction strictement contractante, donc g est lipschitzienne de rapport

L < 1; alors : AL €]0,1[; tel que :

l9(z) —g(y)| < L|x —y|; Yo,y € [a,b]. (1.4)

sous ces conditions, il existe un point fire unique z* € |a,b]. De plus si :

zo € [a,b]

Tre1 = g(); B €N

x — x* quand k — +oo.[5

Preuve: La démonstration du théoréme de point fize se décompose en deux parties.
D’un coté, il faut démontrer ’existence et l'unicité de x* pour la fonction g et d’un

autre coté, la convergence de (xy), vers x*.
1. On démontre que g admet un point fixe unique.

® L’existence :  On pose : h(x) = g(x) — . Il est clair que : la fonction h est
continue sur [a,b], en plus, g(a) et g(b) € la,b|; ce qui nous permet de déduire
que : h(a) = gla) —a > 0 et h(b) = g(b) — b < 0, c’est-a-dire : h est continue et
h(a) x h(b) < 0; alors :

dz* € a,b[/h (") =0=g(z") —2* =0= g (z*) = 2™

Donc x* est un point fize de g.

® L’unicité :  On suppose que g admet deux points fives distincts x5 et x5, tel que :

11
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i =g(z}) et =g (23). Ona:
|27 — 3] = lg (27) — g (23)] < Lot — 25| < |2} — 23]

C’est une contradiction; c’est—a-dire : notre supposition au début est fausse, donc
xy = a3 (U'unicité du point fize).
2. On veut démontrer que : lim x = x*. On considére la suite (xy), de terme

k—+4o00

général ;w1 = g (xg);

|z — 2| =g (zr-1) — g (27)]
< Ll|wg—y — 2| = L|g (vp—2) — g (2¥)]

< LPlop g —af| <o < LF|zg — 2% — 0.

Si k est suffisamment grand (k — +00), on trouve que le terme : L* — 0 quand
k — +oo. Alors : |z, — x*| tend vers 0; ce qui nous permet de dire que la suite de
point fize (xy) converge vers l'unique point fixe de g.

Comme interprétation géométrique, on a :

F1G. 1.3 — Méthode de Point fixe(a = z*)

La convergence de la méthode des itérations de point fixe est assurée par ’application

directe du théoréme du point fixe mais on veut connaitre la condition d’arrét de ces

12



Chapitre 1. Equations non linéaires

itérations de calcul.

1.3.2 Critére d’arrét de point fixe

Pour aboutir a notre but on donne une fonction g : [a,b] — R satisfaisant aux
hypothéses du théoréme de point fixe et on construit (), la suite des approximations

définie par la relation : z1 = g(z1); k € N.

En effet, pour un entier k € N :

[Tk — 2| = [g(wx) — g(z*)] < Lay, — 2¥|
< Lo — Tpy1 + Tpgr — 77

S L|l’k _xk:—i-l’ +L|£L‘k+1 —LL‘*|.

Puis, on déduit que :

|Trr1 — 2% = Ll|wgpr — 27| < Loy — 2|

(1 —=1L)|xpyr — 2| < L|ag — xpsq]| -

Donc :
L

*
J— <
|I’k+1 T | =7 I

|Ik - $k+1| .

Pour calculer une valeur approchée xj.1 de x* avec la précision ¢ = 0,5 x 107F et

avec les itérations jusqu’a k + 1 :
L
— 1] < ——0,5x 107

Remarque : Ona:0 < L < 1. Dans le cas ot 2L < 1 et L < 1 — L; ce qui

donne :
L
1—-L

[Ty — @] < [Tpp1 — 2k

13



Chapitre 1. Equations non linéaires

Alors en conséquence : on prend souvent comme critére d’arrét la condition suivante :

|1 — k] 0,5 x 107,

1.4 Meéthode de bissection (dichotomie)

L’idée de la méthode basée sur la construction d’une suite d’intervalles de plus en

plus petits contenants une racine x* de 1’équation non linéaire (|1.1)).

Théoréme (1.3) :  On suppose que f : [a,b] — R est une fonction continue et
vérifie : f(a) x f(b) <0, alors : il existe au moins x* € |a,b[; tel que : f(z*) = 0.En
plus, si on ajoute la monotonie de la fonction f, alors x* est unique.

Principe de la méthode :

On pose a = ag , b = by et [a,b] = [ag, by] = Iy on divise I'intervalle Iy = [ag, bo] en
ag + b()

deux : [ag, o] et [zg, by ; o0l xy = ; et on fait le test suivant :
Si f(ag) x f(xg) <0, alors : z* € [ag, o] = [a1,b1] = I1.
Si f(xg) x f(bo) <0, alors : a* € [xg,b] = [a1,b1] = 1.
On divise 'intervalle qui contient la solution en deux et on va faire la méme chose
(on teste) ; et de 14, on itere le procédé pour obtenir une suite d’intervalles emboités :
It = [ag, b] ; k € N* comme suit :
On pose :
ay + by,

T — 9 .

1. Si f(ag) X f(zg) <0, alors : z* € |ag, k] = [agr1, Oks1] = Tpt1-
2. Si f($k> X f (bk) < 0, alors : z* € [l‘k,bk] = [akH, bk+1] = Ik+1.

Enfin, on prend comme approximation de xz* la valeur zy.[9]

14



Chapitre 1. Equations non linéaires

/.rx = f(z)

Fi1c. 1.4 — Méthode de dichotomie

15



Chapitre 2

Systémes d’équations non linéaires

Le probléme de résolution d’un systéme non linéaire de n équations avec n inconnues
est un probléme trés utile aux applications. Donc, on propose dans ce chapitre les
méthodes numeériques les plus connues (Newton-Raphson et point fixe). Notre objectif
ici est de faire une généralisation de quelques méthodes qu’on a présenté dans le
premier chapitre (cas ou n = 1).

Position du probléme : Pour faire la généralisation, on précise que n > 1, on
donne une fonction f € C(R",R") et on cherche un vecteur z* dans R" qui vérifie
I'équation vectorielle : f(z*) = Ogn.

Autrement la fonction f est de R™ a valeurs dans R”, c’est-a-dire :

(

f1($1,l'2, ce ,an)
f(x) _ fQ(ZL’h(L’Q,...,[En)
| folz1, o, ..o xy)

Ainsi le systéme s’écrit sous sa forme explicite :

16



Chapitre 2. Systemes d’équations non linéaires

p
fl(fﬂl,.IQ, RN ,l’n) =0

fg(l‘l,l'g,...,{[‘n) :O (21)

L fn(ﬂjl,l'g, ce ,.an) = 0.
Il est clair que le systéme précédent est non linéaire si I'une des fonctions fi, fo, ..., fa

est non linéaire.

Dans ce qui suit, on étudiera deux familles de méthodes pour la résolution approchée
d’un systéme non linéaire (2.1) : Méthode de Newton-Raphson et la Méthode de Point

fixe.

2.1 Meéthode de Newton-Raphson

Dans cette section on va faire une généralisation a R™ de la méthode de Newton qu’on
a vu au chapitre 1 (cas scalaire). Donc, en tenant compte l'algorithme de Newton

pour les équations a une seule variable et on considére le systéeme non linéaire :

fl(azl,xg, RN ,.In)

fg(ﬂfl,xg, s 73:71)
f(x):f<$1,l'2,...’$n): ] :ORn,

fn(ml,l'g, Ce ,CEn)

ot la fonction vectorielle f : R® — R™ est toujours supposée de classe C*.

Pour faire cette généralisation, On aura besoin d’introduire la notion d’une matrice

17



Chapitre 2. Systemes d’équations non linéaires

Jacobienne d’une fonction f et on la note Jy :

df1 df1
o (x) B (x)
dfn dfn
. , ofi . . . .y :
ou les opérateurs ——; 7,7 = 1,...,n désignent les dérivées partielles de f. Il est

8[Ej

obligatoire de signaler ici que la méthode de Newton est applicable seulement dans

le cas ou la matrice J; est inversible.

On introduit 'algorithme itératif de Newton-Raphson définit une suite d’éléments

de R™ et consacré a la résolution d’un systéme non linéaire :

20 e R™

2+ — p(B) _ Jf—l(x)f(x(k)); k> 0.

Si la fonction f dont on cherche un zéro est linéaire et elle est définit par f(z) =
Az —b; ou A € M, (R) et b € R, alors, la méthode de Newton revient a résoudre le
systéme linéaire Az = b. En effet, J;(z¥)) = A et donc s'écrit Azk+Y = b. Alors,

cette équation est de la forme d’un systéme linéaire de n équations et n inconnues.

Autrement, si on écrit le systéme non linéaire précédent sous la forme suivante :

z0 e R

ot 'accroissement Az*®) est choisi de maniére & annuler le développement au premier

ordre de f(z**1), c’est-a-dire :

F@®y + T (2®™) A 2® =0,

18



Chapitre 2. Systemes d’équations non linéaires

Utilisant le développement de Taylor d’'une fonction a plusieurs variables en trou-

vant :

= f(a®) + Jp(z®) A 2® 4 (]| Aa®]?).
Donc :

Tr(a®) £ 2® = — fa)

si det(J;(z®))) # 0. D’une maniére plus simple lorsqu’on pose :
7 @) f) = A,

et par une prémultiplication simple par la matrice Jacobienne, on trouve exactement
la méme formule. Il est clair que cette formule est un systéme linéaire de n équations
a n inconnues qui posséde une solution unique. Ce systéme linéaire doit étre résolu
a chaque itération. Si k est petit, on peut exprimer la matrice Jacobienne inverse
(J;(z®)))~1 et le calcul de I’accroissement Az¥) par le produit matriciel. Mais dans
les autres cas, Il faut faire appel a chaque itération de ’algorithme de Newton-
Raphson a un algorithme numérique de résolution de systéme linéaire (méthode de

Gauss, factorisation LU, .. .).

Jusqu’a Maintenant, on peut conclure que la méthode de Newton-Raphson pour la
résolution d’un systéme non linéaire est une suite de vecteurs et pour assurer la
convergence de cette suite il faut vérifier quelques conditions.

Si f est de classe C? et si la matrice Jacobienne J; (z*) est inversible, alors l'algo-
rithme de Newton-Raphson converge lorsque z(9) est choisi trés proche de la solution

x* et la convergence est d’ordre 2.

L’avantage majeur de I’algorithme de Newton-Raphson dans I’ensemble des méthodes
de résolution des systémes non linéaire est sa rapidité de convergence, qui nécessite

la minimisation de 1’écart Hm* — 2 H )
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Chapitre 2. Systemes d’équations non linéaires

Comme on a cité précédemment, la méthode de Newton nécessite & chaque étapes la
résolution d’un systéme linéaire, ol la matrice associée a ce systéme est la matrice

Jacobienne qu’elle est couteuse en calcul.

Dans la section suivante, on présente une deuxiéme méthode trés connue pour la

résolution d’un systéme non linéaire.

2.2 Meéthode de point fixe

Pour exposer I'algorithme de point fixe, on considére une fonction vectorielle :

f € C(R",R") et on définit la fonction g € C' (R",R") par g(x) = z+ f(x). On peut
alors remarquer facilement que f(z) = 0 si et seulement si g(z) = z, oul g est une

fonction de R™ dans R" notée :

(

91(1'1,552, PN ,In)
g2(x1, T, ... Ty)

g(z) =
\ (1, Tay .o, ).

On va faire les mémes études qu’on a vues dans le cas scalaire. Alors, la méthode
de point fixe pour résoudre un systéme d’équations non linéaires est aussi une suite

itérative définit en fonction de g :

2@ e D

w0 = g(x*)); VE > 0,

ou D est un fermé de R™ et (9, 2*) et 2+D trois vecteurs de D. On sait bien que
la méthode de point fixe est performante et efficace si elle est convergente vers la
solution cherchée. La convergence de cette suite est assurée par le théoréme de point

fixe.
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Chapitre 2. Systemes d’équations non linéaires

Ce théoréme fournit une condition suffisante de convergence de la méthode de point
fixe. Pour étudier cette convergence, on introduit une norme de R"™ qu’on la note

|||l ; la norme matricielle correspondante & la matrice Jacobienne de la fonction g :

o1 dg1
a—xl(x) T o, (z)
Jy(x) = : :
G IGn
a—xl(x) T o, (z)

Définition (2.1) : On dit qu’une fonction g est Lipschizienne dans D pour la

norme ||.|| si et seulement si :

AL <1/ g(a) = g®)|| < Llla—bl[; ¥(a,b) € D*.

On suppose que la fonction g est de classe C?, on dit que ¢ est contractante dans D

pour la norme ||.|| si et seulement si le rapport de Lipschiz L < 1; c’est-a-dire :

dL < 1; tel que : ||J,(2)| < L; Vo € D.

Dans ce qui suit, on présente le théoréme clé pour la convergence de notre méthode.
Théoréme (2.1) (point fixe) : Soit D un fermé de R". Si g est contractante
dans D et si g(D) C D. Alors : il existe un unique point fivze x* € D qui vérifie
g(x*) = a*; de plus : V2O € D, la suite définie par 1) = g(z®)) converge vers
ce point x*.

Pour démontrer ce théoréme, on peut suivre les mémes étapes que le cas scalaire.
On définit la suite (2®),cy de vecteur initial (%) € D et de terme général :

k+1) (k))

c* ) — g(g
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Chapitre 2. Systemes d’équations non linéaires

Preuve : Pour résoudre le systéme d’équations non linéaires f(x) =0 , ot f est
une fonction vectorielle définie sur l'espace D, on transforme f(x) =0 a g(x) = x.
Tout d’abord, on veut démontrer 'existence et ['unicité de x* ensuite, on démontre

la convergence de la suite de point fire vers ce point.

La suite (a:(k)) ren est convergente parce qu’elle est de Cauchy dans un espace complet

D. En effet, par définition : x*+D) = g(2®) ; on peut écrire pour tout k> 1 :

o+ = ] = g(a9)  gfatt-)]
< LJa® - otiob)

<12 Hx(kq) _ $(k72)|

Y

par récurrence rétrograde, on obtient :
||x(k+1) — m(k)H <LF Hx(l) — x(O)H ; Vk >0,

ou encore, on peut démontrer de la maniére suivante :

[z®+) — 2@ < [Ja®H) — gl o |26 — 50
< TP [t — glkran)|
< Ty, 2 a0 00

S Hx(l) _x(O)H Lk(1+L+ e _i_Lp*]-)'

Dans le deuxiéme membre de ["inégalité, on a une somme d’une suite géométrique,
on trouve enfin :
(k+p) (») 1) (0) Lt
g\ — W < Y — .
H H — || H 1— T

Car L < 1 donc le deuxiéme terme tend vers 0 quand k tend vers +oo. Alors, notre

suite est de Cauchy convergente parce que D est complet.

On sait bien que toute fonction strictement contractante, elle est continue; donc,
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Chapitre 2. Systemes d’équations non linéaires

on a : g(z®) tend vers g(z*) quand k tend vers +oo. Lorsque k est suffisamment
grand, on passe a la limite dans Uégalité : 2%+ = g(z®), on déduit que x* = g(z*).
Pour l'unicité, on suppose qu’on a deux points fixves xi et x5 de la fonction g, on a

alors : x7 = g(x3) et x5 = g(x}), ces points fizes vérifient :

lg(21) = g(@3)[| < Lz — a5

est une contradiction parce que L < 1; donc le point fixe x* est unique.

Si les hypotheéses de ce théoréme sont vérifiées : I’erreur commise pendant 1’exécution

de la méthode de point fixe est donnée par :

Lk
<
~1-1L

|2 — o+ 2@ — z©

Y

ou L < 1 étant la constante de lipschiz de la fonction g; telle que : ||g(a) — g(b)|| <

L |la — b ou bien |||.Jy(x)||| < L.
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Chapitre 3

Applications

Pour démontrer la grande utilité des systémes d’équations non linéaires dans plu-
sieurs domaines scientifiques et pour faciliter ’étude, on va présenter deux applica-
tions célebres; la premiére au physique; plus précisément au semi conducteur et la

deuxieme au GPS pour positionner un point M dans ’espace.

La premiére application qu’on va voir dans ce chapitre est un phénoméne au physique

qu’étudie 'effet de quelques parameétres au semi conducteur.

3.1 Systéme non linéaire et Semi-conducteur

On considére un échantillon de la langueur de Semi-conducteur soumis & des condi-
tions instables par exemple : la lumiere va et vient ou lumiére latérale et nous le
traduisons en forme d’équation puis on le divise par parties; et dans chaque partie
il y a des équations dans les points essentiels et les secondaires et chaque équation
donne une matrice, apreés on mis ces matrices comme une boucle grace au logiciel
Silvaco; qui est un programme de simulation de cellules solaires et il est travaillé

pour les systémes d’équations non linéaires.

Le but des systéemes non linéaires c’est : d’utiliser le moins de plaques et ils obtiennent
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Chapitre 3. Applications

un bon rendement de chaque cellule solaire.

De nombreuses méthodes d’identification de parameétres on été proposées afin de
mieux comprendre les mécanismes physiques opérant a l'intérieur des cellules so-
laires et par conséquent, les différents parameétres influencant leurs caractéristiques.
Leurs méthodes consistent notamment & augmenter le rendement de la cellule photo-
voltaique qui est peut étre réalisée avec de nombreux Semi-conducteurs. En réalité,

il existe aujourd’hui trois filiéres technologiques principales :
-Le silicium cristallin.

-Les couches minces.

-Les cellules organiques.

Ces filieres se partagent inégalement le marché comme le montre la figure :

6.0
mCdTe, CIGS, CIS

- 0 +4—
f O Amorphous Silicon
B 40 J— B Rabbon Silicon
=
L= Bhonocrystalline Sihicon
H 3.0
= m Polyerystallme Siheon
g
z 20
=< |
= 10

0.0 4

1597 1998 1959 2000 201 2002 2003 2004 2003 2006 2007 2008

Fic. 3.1 — Evolution de la production mondiale des différentes technologies de cellules
PV

Mais aussi a simuler son comportement et & optimiser ses différentes caractéristiques.
Certaines des méthodes suggérées utilisent des mesures prises a différents niveaux de

luminosité, tandis que d’autres utilisent des conditions d’obscurités et de lumiére.
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Chapitre 3. Applications

Les deux modeéles les plus fréquemment utilisés dans ce domaine d’études sont le
modele & une exponentielle et deux exponentielle. Les paramétres du modele a simple
exponentielle (une seule diode) sont : le courant de saturation, la résistance série, le

facteur d’idéalité, la résistance shunt et le photo-courant.

Pour trouver la valeur du courant I d’une cellule ou d’un systéme photovoltaique
en fonction de ses paramétres revient & résoudre I’équation non linéaire issue du
modele & une exponentielle. I est en fonction de : I,., I.,, I, 14, Ry, Ry, qu’on va

définir prochainement.

3.1.1 Paramétres du modéle mathématique & une diode

LE COURANT GENERE PAR LA CELLULE : Est donné par la loi de
Kirchoff :
I =1, —1;— IRsh—gs;

I : le courant délivré par la cellule.
I,. : le courant de court circuit.

14 : le courant de la diode.

I, : le courant shunt.

I, : le courant série.

G
I = —|I K(T, — T,)];
sc 1OO[SCR+ z( c )]

Iscr : le courant de court circuit a la température de référence.
K; : le coefficient de température de court circuit.

T, : la température de référence.
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COURANT DE LA DIODE :

q(V + Igs)

Ip =1, —1);
D (exp( AKTC ) )
I, : le courant de saturation.
q : la charge d’électron.
A : le facteur d’idéalité de la jonction.
K : la constante de Boltzmann.
T, qFE, 1 1
Ig = 1,,.(=)3 (- ),
S <T7') eXP(KA<TT TC))?

I, : le courant de saturation a la température de référence.

E

s 1 'énergie de gap d’un matériau semi-conducteur.

3.1.2 Expression mathématique pour un module photovol-
taique :
TEMPERATURE DE LA CELLULE :

NOCT — 20

T.;
e +

NOC'T : température nominal de la cellule.
15, : température ambiante pour un nombre n, de cellules connectées en paralléle.

ns :nombre de cellules connectées en série.

RESISTANCES EQUIVALENTES : La résistance shunt équivalente et la résistance
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série équivalente sont données respectivement :

n n
P S

RSRT = —Rgh et RST = —RS.
Mg Ny

Enfin, on donne I’expression mathématique pour un module photovoltaique avec

ny, * ng cellules par la formule suivante :

Q<#S+]RST))_1 v
AKTC nsRShT'

) - np[sc - npls(eXp<

3.2 Méthode de Newton et GPS :

Dans cette section, on donne une deuxieme application qu’elle est trés importante et
trés utile qui est la positionnement d’un point quelconque dans I’espace par un GPS

a l'aide de quelques satellites.

Avant de commencer notre application, on considére les pseudo distances D, Do
et D3 au récepteur des satellites. Mathématiquement, pour définir Dq, Dy et Ds,
on introduit la norme matricielle pour mesurer les distances aux satellites afin de
trouver la position du point M (z,y, 2); c’est-a-dire : trouver les trois composantes

(x,y, z) qui former la solution du systéme non linéaire suivant :

(D1)? = |SiM|* = C*(ATy)?
(D2)? = [|[S:M|* = C*(AT,)?
(Ds)* = ||SsM|* = C*(AT3)?

Autrement et plus de détailles, on peut écrire le systéme non linéaire précédent
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comme suit :

(D1)2 = (v — xl)z + (y — 91)2 + (2 — 21>2 = CQ(AT1)2
(Dg)? = (x —x2)* + (y — y2)* + (2 — 22)* = C*(ATy)?
(Ds)? = (x —23)* + (y — y3)® + (2 — 23)* = C*(AT3)?

Le but ici est de trouver le vecteur (z,y,z)? pour positionner le point M. Pour
aboutir & notre but, on utilise la méthode de Newton-Raphson adaptée a la résolution

d’un systéme non linéaire f(z) = 0 qu’'on a exposé dans le deuxiéme chapitre.

Tout d’abord, en reformulant le systéme précédent comme une équation vectorielle
de deuxiéme terme nulle. En effet, la fonction a plusieurs variables qui répond & notre

probléme est la suivante f : R* — R3 qui associe chaque triplet (z,y, z) par :

fl(x,y,z)
(,y,2) — f(@,9,2) = | falz,y,2)

f3(mayaz)
Pour s =1,2,3,0on a:

filz,y,2) = (x —3)° + (y —4:)* + (2 — 2)* — C*(AT))*.

Pour cette fonction, en faisant appelle a 'algorithme de Newton-Raphson, on trouve

alors I’équation itérative suivante :

X O pecteur initial donné

X6+ = x®) 4 NK). >0
Pour chaque k, le vecteur N définit par :
JfN(k) — —f(x(k)); x (k) — (x(k)’y(k%z(k)).
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La matrice jacobienne Jy :

ox 0Oy 0z
S| ok ok on
=1 9x oy 02
or Jy 0z

supposée inversible en chaque point X*®) = (z®) y®) () pour k > 0. bienstr, les
systémes linéaires obtenus dans chaque étapes de cette méthode sont résolus par I'un

des méthodes numériques connus (Gauss, factorisation LU, Cholesky,. . . ).

3.3 Algorithme de Newton-Raphson au GPS :

A partir d'un vecteur initial X(© = (2(® 4© 2} et d’une valeur initiale & = 0, on

répéte les calculs jusqu’a la condition d’arrét suivante :
[ XD — XB| < e

est vraie; telle que : £ est une précision fixée. L’algorithme itératif suivant, nous
permet de retrouver la position du récepteur ainsi que le temps de désynchronisation

qui était connu au départ.
ALGORITHME : Détermine la position d’un point quelconque dans [’espace.

Partie initiale : Une position initiale a été calculée avec 3 satellites et on a comme

données initiales (20, y©, 2(0) 4 Pinstant t,.

Partie principale : On effectue les itérations avec une condition d’arrét :

[ XED — X B <,

avec ¢ est la précision attendue donnée au début. Le dernier vecteur X*+1) est la
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racine approchée de [’équation vectorielle; f(x) = 0.

Les itérations effectuées sont basées sur la formule X* ) = X&) 4 N®). oy NK)

pour chaque itération est la solution du systéme linéaire :

JN®) = — f(XW); k>0,

donc :

X0 = (0 ) )y,

Partie finale : Enfin, cet algorithme nous donne la position cherchée du point
M(z,y, z).

Pour atteindre une précision trés élevée, on essaye toujours de bien choisir les valeurs
initiales pour minimiser le nombre d’itérations nécessaires afin de réduire 'erreur

commise.

31



Conclusion

En conclusion, on peut dire que la recherche sur les systémes d’équations non linéaires
est également liée a la recherche sur la modélisation mathématique et I’analyse nu-
mérique.

A cette raison on a proposé dans le premier et le deuxiéme chapitre quelques mé-
thodes numeériques de résolution d’équations et systémes non linéaires (Newton-
Raphson, Point fize,...). On a découvert aprés que ces méthodes sont des suites
itératives converge vers la solution cherchée; on a donné ses définitions, ses condi-

tions de convergence et ses erreurs entre les valeurs exactes et les valeurs approchées.

On a proposé apreés deux applications trés importantes. La premiére dans le domaine
de physique; on a découvert les cellules solaires et ces parameétres et la deuxiéme
application, elle emploie plus de mathématiques et de ceci est vraiment significative
et utile.

L’avenir des systémes d’équations non linéaires est étroitement li¢ a celui de I'in-
formatique et de la modélisation mathématiques et nous pouvons nous attendre a
voir de nouvelles applications et développement dans ce domaine a mesure que la

technologie continue de progresser.
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Résumeé :

/Dans notre mémoire, on a proposé I'étude des systemes d’équations non linéaires parce \
que ce sujet se rencontrent dans nombreux domaines scientifiques et techniques;
notamment la physique, I'ingénierie, '’économie et la biologie....

On a proposé les méthodes numériques les plus utilisées pour trouver les solutions
approchées de ces systemes et pour les applications, on a fait deux: la premiere est

consacrée au semi-conducteur et la deuxieme est la méthode de Newton au GPS.

J

Abstract :

/In our memory, we study the non-linear equation systems. This subject has been \
proposed because is found in many scientific and technical fields; like the physics,
engineering, economics and biology. We proposed the most used numerical methods to

find the approximate solutions for these systems. For the applications, we proposed two:
the first is dedicated to the semi-conductor and the second is the Newton method on the
GPS.
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