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Introduction

Les séries chronologiques, sont généralement constituées d’une suite d’observations aléatoires,
ordonnées dans le temps, qui suit par exemple, I’évolution d’un stock (population, effectifs
salariés, clientéle,...), un flux (ventes, nombre de diagnostics,...). Le temps joue ici le role
de variable explicative. Dans ce type d’étude, la prise de décision repose sur le calcul des
prévisions, qui lui méme basé sur la bonne modélisation de la série étudie. L’étude des séries
temporelles, ou séries chronologiques, correspond a ’analyse statistique d’observations régu-
lierement espacées dans le temps. Elles ont été utilisées en astronomie (périodicité des taches
solaires), en météorologie (Niveaux d’eau dans les mers, les lacs et les riviéres),... etc. Citons

[6], pour plus de détails sur les utilisations des séries temporelles.

Historiquement, ce sont les astronomes qui ont travaillé initialement sur des séries chronolo-
giques. L’observation systématique du ciel remonte a 1’Antiquité. Par exemple, les Romains
savaient déja que ’année dure approximativement 365 et 1/4 jours (calendrier J ulienED. Cest
en particulier grace a ce genre de donnée que Keplelﬂ a pu énoncer ces lois sur le mouvement
des planétes. La Figure Figll] suivante est tirée d’un manuscrit de X¢ siécle représentant
l'inclinaison des orbites des planétes en fonction du temps (voir, [6]). Ces visualisations gra-
phiques ont permis, grace aux différents outils mathématiques mis en place au XV III°¢ et
X1X¢ siecle, de mettre en place les premiéres techniques d’étude des séries chronologiques,

parmi lesquelles, I’analyse harmonique.

'Le calendrier Julien est un calendrier solaire utilisé dans la Rome antique, introduit par Jules César en
46 av. J.-C.

2 Johannes Kepler (1571 - 1630), est un astronome allemand célébre pour avoir étudié les relations matheé-
matiques des mouvements des planétes sur leur orbite.
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Fi1G. 1 — Graphique d’une série temporelle datée du X¢ ou X 1€ siecle. Source :[6].

Une des préoccupations majeures dans le monde financier, est le fort croissement du nombre
d’actifs échangés, ainsi des risques fatals résultant de mouvements de marché. D’ot ’appari-
tion du terme de séries chronologiques financiéres. Dans les années 80, des développements ont
été apportés dans I’étude de la non-linéarité de certaines séries, et sur leur modélisation. En
1982, Engle a introduit la classe des modeles ARCH (autorégressifs conditionnellement
hétéroscédastiques). Ces modeéles ont été introduits pour palier & une observation empirique
qui n’était pas prise en compte par les modeles : la volatilité conditionnelle de Y; n’a aucune

raison d’étre constante.

Un modele économétrique est dit homosédastique si la variance des erreurs est constante
quelque soit la période d’étude. Dans le cas contraire, on parlera d’hétéroscédasticité. Les
modeles ARC'H sont ainsi conditionnellement hétéroscédastique. Engle en 1982, a cherché
un modeéle dans lequel la variance conditionnelle de X; sachant X; ; dépendrait de X; 1, et

plus particuliérement,

V(X | Xer) = [a+ BXE,] 0®.

Pour cela, il considéré les modeles de la forme :

N 2
Xy = ogy, ou oy = ap + o1 X; 4.
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Cette classe de modele, appelée ARCH (1) a été généralisée sous la forme ARC H (p),

N 2 2 2
Xi = 01&, ou 0o =ap+ a1 X; 1+ ... +apXi,

ce qui a permis I'analogie entre les modéles autorégressifs (AR) et les modeles ARCH.
De plus, cette classe de modeles ARCH a été plus généralisée (par Bollerslev, 1986), en

considérant des volatilités o2 de la forme :
p q
2 Z 2 Z
oy = o+ OéiXt_i + 6j5t—ja
i=1 j=1

De nombreuses méthodes conventionnelles de mesure du risque, associées aux actifs, se font
par le biais d’études de la variance (volatilité) de 'actif. Cette mesure de la volatilité incon-
ditionnelle ne prend pas compte qu’il pourrait y avoir un schéma prévisible de la volatilité
des marchés boursiers. Dans la théorie des rendements financiers, une idéalisation de base
est que les rendements suivent un modele de série chronologique stationnaire avec une struc-
ture de volatilité stochastique. La présence de volatilité stochastique implique donc, que les

rendements ne sont pas nécessairement indépendants dans le temps.

Ce mémoire est une compilation de travaux de recherche liés a la volatilité stochastique, ainsi
qu’au diverses propriétés probabilistes et statistiques du modele ARC H, en apportant des

réponses a certaines questions notamment :

- Quel est 'objectif de I’étude de la volatilité et des modeles ARC'H et comment se fait la

modélisation ?
- Comment choisir un modele qui présente le mieux les données ?

- Quelles sont les conclusions & tirés de cette modélisation.

L’organisation de la thése est la suivante :

Nous rappelons dans un premier chapitre les définitions principalles, notations et résultats

que nous verrons souvent dans la théorie des séries temporelles, et que ’on va utiliser par la
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suite, notamment : les modeles AR, M A, ARMA.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons quelques modeéles économétriques simples utiles
pour analyser les séries chronologiques financiéres et appliquons ces modéles aux rendements
des actifs. Ce chapitre est consacré donc a I’étude de la variance conditionnelle et la volatilité

conditionnelle du processus des rendements, ainsi qu’aux modeéles hétéroscédastiques ARCH

et GARCH.

Nous présentons dans le dernier chapitre, une application sur des données réelles d’une série
financiére de I’évolution du prix de pétrole (Série mensuel du pétrole brut ($ par baril), du

janvier 1986 au janvier 2006).



Chapitre 1

Sur la théorie des séries temporelles

La théorie des séries temporelles est une combinaison de deux concepts, probabiliste et sta-
tistique, le probabiliste dont on étudie les caractéristiques des variables aléatoires X;. Le
probléme statistique est de donner les caractéristiques des distributions de la série tempo-
relle X;, pour les observations X1, X5,..., X,, au temps t = 1,2, ...,n. Le modeéle statistique
résultant sert a la compréhension du systéme stochastique d’une part et la prédiction des

valeurs futures (i.e., X, 11, Xy42,...) d’autre part.

1.1 Généralités

En 1927, deux excellents articles ont ouvert une nouvelle voie d’étude et d’analyse de série
temporelle : larticle de Yule ("On the methode of investigating periodicities in disturbated
series with spacial referance to Wolfer’s sunspot numbers’") et celui de Slutsky ("The sum-
mation of random causes as the source of cyclical processes™). En effet, Yule a introduit des

modeles autorégressifs, en considérant des modeéles de la forme :
Y: = oY1+ fYio.

Etant données deux valeurs initiales, cette suite présente un comportement saisonnier, fonc-

tion des parameétres « et 5. Yule remarque qu’en fait, le comportement dépend des racines
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(complezes) de 'équations 2% — az — 3 = 0, et plus particulierement de leur position par
rapport au disque unité. Si leur module est 'inferieur 1, alors on observe un comportement

sinusoidal amorti. En fait, la forme générale des solutions sera :

Y; = Ap' cos(wt — ), lorsque 0 < p < 1.

Le modéle autorégressif noté AR, proposé par Yule est le suivant :

Yi=¢1Yi1 + 92Yi o+ &y, (1.1)

ou &, correspond & un ’bruit blanc’; i.e., un processus 'indépendant’ (ou plus faiblement, non
corrélé avec son passé). Néanmoins, des hypothéses plus forts doivent parfois étre faites : on
veut que ce bruit soit également indépendant du passé de la variable Y; , i.e. ¢, indépendant

de Y;_;, pour tout h > 1, et on parle alors d’innovation du processus Y;.

Slutsky a introduit les moyennes mobiles notée M A, la méme année que Yule a introduit
les processus autorégressifs. Mais son article en 1927 en russe n’a été traduit qu’en 1937 en

anglais. La forme générale était la suivante :

Y: = pogs + pgi—1 + +.oo + fgEi—g, (1.2)

ou &; est un bruit blanc. Cette écriture a suggéré d’élargir la relation (1.1)) sous une forme

proche de ((1.2)), a savoir :

GoY: + 1Y+ .+ Y, = &

Les processus introduits par Yule sont les processus AR(p) et ceux introduits par Slutsky

sont les processus M A(q).

L’étude des séries temporelles semble avoir atteint sa maturité au cours des années 1970,

ou des développements significatifs sont apparus. En 1970, Box et Jenkins ont publié leur

6
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ouvrage "Time series analysis, forecasting and control", montrant que I’étude des séries
temporelles a I'aide de processus de type ARMA (obtenus en associant les écritures eq
(1.1) et eq (1.2) des processus AR et M A) pouvait s’appliquer & de nombreux domaines, et

pouvait étre facilement implémentée informatiquement.

Les modeles ARM A sont un mélange des modeles (1.1)) et (1.2)) proposés par Yule et Slutsky.

Un processus X; est un processus ARM A(p, q) s'il existe un bruit blanc &, tel que :

X =01 Xoo1 4+ oo+ 0p Xy p e + 0161 + 4.+ 044y, pour tout t.

Sous certaines conditions, ces processus sont stationnaires. Comme nous le verrons par la

suite, ces processus peuvent s’écrire sous la forme :

(L)X, = O(L)ey, ot ®(L) =I—¢yL—...—¢,LPet O(L) =1—0,L—...—0,L",

L représentant ’opérateur retard, au sens ou LX; = X;_1, et avec la convention

[P =LolLlP ' soit LPX,=X;,

la série Y; telle que Y; = LPX; est alors la série X; retardée de p périodes. Parallelement, on
dira qu’un processus non-stationnaire est intégré d’ordre 1, si en la différenciant une fois,
on obtient un processus stationnaire : X; (non-stationnaire) sera dit intégré d’ordre 1 si
le processus Y; définit V; = AX; = X; — X; 1 = (1— L)X, est stationnaire. On appelera alors

de processus ARIM A(p, d,q) dont la forme est :

(L)X, = ®(L)(1 — L)X, = O(L)sy, ol (g;) est un bruit blanc.

Pour les données réelles, on notera que d = 1,2 ou 3 (au maximum). Cela signifie que (Y;)
définit comme différance d’ordre d du processus (X;), soit Y; = (1—L)4X;, "suit un processus

ARMA(p,q)". On parlera d’ailleurs de présence de racine unité : z = 1 est alors racine du
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polynome autorégressif I1(z). Par généralisation, on peut considérer le cas ou exp(27/s) est
racine du polynéme autorégressif : c’est a dire que II(z) = (1 — L*)®(L). On dira alors que
I’on est en présence d’une racine unité saisonniére, qui engendreront les modeles SARIM A.
Les modeles intégrés sont trés présents dans les séries économiques, par exemple les séries
d’indices boursiers, d’indice de production, d’indice de prix... Les modeéles SARI M A sont éga-
lement trés présents des lors que les séries sont trés saisonniéres (avec une forte périodicité

trimestrielle ou annuelle,...etc).

1.2 Analyse des séries temporelles

Une série temporelle (ou série chronologique) est une suite finie (X¢);<;<p, O t représente le

temps (en minute, jour, année,...).

1.2.1 Modélisation d’une série temporelle

La modélisation des séries temporelles se fait a partir de la décomposition classique, "décomposition
de Persons" en fonction des quatre éléments suivants :

1. Tendance (Z;) : mouvement a long terme (longue période).

2. Saisonniére (S;) : fonction périodique du temps (période courte).

3. Cycle (C}) : cycle d’affaires, fluctuation périodique (moyenne terme).

4. Reésidu (&) : partie irréguliére, correspondante a la notion d’écart au modeéle ou encore

bruit blanc.

D’une maniére générale, on peut proposer un modele qui représente la série temporelle étudiée
en combinaison les éléments précédents. La figure Figll.1| suivante, donne une ullistration de
la, décomposition en tandance (trend), saisonalité (saisonal) et résidus (random) de la série

(observed) des nombres de naissances par mois & New York, de janvier 1946 a décembre 1958.
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Erreur.Saison Tend obs
-15 0.0 130 -05 1.®2 24 26 20 24 28
I I T 1 ) I A I |

Tenps

Fi1Gc. 1.1 — Décomposition de la série du nombre de naissances par mois a New York, de
janvier 1946 a décembre 1958.

Pour cela, on a deux types de modeéles d’ajustement de forme additive ou multiplicative

comme suit :

XtIIZt—i‘St—i‘Ct—i‘Et ou XtSIZt* St* Ct+€t-

Les deux figures Fig[I.2) et Figll.3|suivantes, présentent respectivement la série monsuelle des
accédents mortelles en USA : 1973-1979 (Schéma additif) et la série monsuelle des passagéres

airiens en USA : 1949-1960 (Schéma multiplicatif).

USAccDeaths
7000 9000 11000
|

!
1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979
Tenmps

F1a. 1.2 — Série monsuelle des accédents mortelles en USA : 1973-1979 (Schéma additif).
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AirPassengers

100 300 500
l

1950 19652 191 1956 1958 1950
Temps

F1G. 1.3 — Série monsuelle des passagéres airiens en USA : 1949-1960 (Schéma multiplicatif).

Le deuxiéme type est le modéle autoprojectif, dont on suppose que X; est une fonction de

ces valeurs passées et d’une perturbation aléatoire ¢; :

Xt = f(Xt—let—Qa . gt)a

dans cette classe, on peut citer les modeéles AR, MA, ARIMA, ARMA, ...

Le troisiéme type est le plus important, c’est le modele explicatif. Dans cette catégorie de
modele, la variable aléatoire X; est exprimée en fonction d’'un vecteur aléatoire Y; et d’une

perturbation aléatoire ¢; :

Xt = f(}/ﬂgt)v

ol Y; est soit déterministe ou aléatoire, dans ce dernier cas les processus (Y;); et (;); ont
certaines propriétés d’indépendance ou du non-corrélation. Ces modeles sont les modeles de
base de I’économétrie et nous les considérons essentiellement pour faire le lien entre eux
et les modeéles autoprojectifs. On a ainsi deux cas particuliers de modéle explicatif, modéle
explicatif statique ou les variables Y; ne contiennent pas de valeurs passées de X; et les g;
sont indépendantes entre eux. Le deuxiéme cas est le modeéle explicatif dynamique, ot les &;

sont autocorrélés et les Y; contiennent des valeurs passées de X;.

10
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1.2.2 Modéle stationnaire

Définition 1.2.1 Un processus (X;, t € Z) est stationnaire au second ordre ou sta-
tionnaire au sens faible ou stationnaire d’ordre deux si les trois conditions suivantes
sont satisfaites :

i)Vt € Z, E(X?) < oo,

it) Yt € Z, E(X;) = m, constante indépendante de t,

iii) Vt, h € Z, cov(Xy, Xiyn) = E ([Xe — m] [Xipn — m]) =: v(h), indépendante de t.

Définition 1.2.2 Un processus X; est stationnaire au sens forte si pour tous ty,...,t, et
h on a l’égalité en loi :

(Xeys oo Xo ) L (Xeyisooes Xoin)-

Définition 1.2.3 La fonction ~(.) sera appelée fonction d’autocovariance. Il s’agit d’une
fonction paire, au sens ot y(h) = v(—h) pour tout h et de variance V(X;) = v(0) constante,

indépendante de t.

Définition 1.2.4 On appelle bruit blanc (par fois appelé bruit blanc faible) un processus &

stationnaire dont les autocovariance sont tout nulles : v.(h) = 0 pour h # 0.

1.3 Modéles ARMA

Généralement, les séries temporelles sont représentées par deux types de modéles, le pre-
mier est linéaire (modéles : AR, MA,...), le deuxiéme est non-linéaire (modéles : ARCH,

GARCH,...).

Définition 1.3.1 On appelle processus autoregressif d’ordre p, noté AR(p), un processus

stationnaire X; vérifiant une relation du type :

p
X; — quiXt_i =&y pour tout t € 7,
i=1

11
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ot les ¢; sont des réels et g, est un bruit blanc de variance o2, qui est équivalent a :

(L)X, =¢e ot B(L)=TI-dL—..— D,I7.

Dans les figures Fig[l.4] et Fig[l.5] nous donnons une représentation des modeles AR(3)

stationnaire et celle d’'un AR(2) non-stationnaire respectivement pour ¢ = 1, ..., 200.

q- p—
N p—
X ° 7

(.\II —]

ql' —
T T T T T
0 50 100 150 200

Tenps

F1G. 1.4 — Représentation d’'un modéle AR(3) stationnaire

o _|

N

o _|

N

0 _|

> —

o _

—

LO —]

O —]
I I I I I
0 50 100 10 200

Tenps

F1G. 1.5 — Représentation d’un modéle AR(2) non-stationnaire

12
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Définition 1.3.2 On appelle moyenne mobile (Moving Average) un processus de la forme :

Xy =€+ arg—1 + ... + a1y,

ol les g, est un bruit blanc, centré de variance o2, et ou l’entier non nul q est 'ordre de la

moyenne mobile notée M A(q).

Remarque 1.3.1 Par construction, les modéles M A sont toujours stationnaires. Ils dé-

pendent du €; seulement. La figure Figll.6 suivante est une représentation graphique d’un

modéle MA(1).

q- pu—
N p—
X ° 7
(\II —
<Ir —]

I I I I I

0 50 100 150 200

Tenps

F1a. 1.6 — Représentation d’un modele M A(1) stationnaire.

Définition 1.3.3 Le nombre de paramétres d’un processus moyenne mobile ou d’un auto-

régressif peut parfois étre réduit en considérant un processus mixte : auto-régressif moyenne

mobile (ARMA) d’ordres p et q :

p q
Xt - E CL]CXt,k = &t — E bjgt—j-
k=1 j=1

Remarque 1.3.2 La stationnarité d'un ARMA, , est assurée lorsque toutes les racines du

polynome A(z) = 1+ a1z + ... + apz, sont de module strictement supérieur a 1. Ce polynome

13
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forme avec B(z) = 1+ b1z + ... + byz, les deuz polynémes caractéristiques du processus. On
supposera également que les polynémes A et B n’ont pas de racine commune, afin de s’assurer

qu’tl n’y a pas de représentation plus courte.

Remarque 1.3.3 On a
i) Un processus AR(p) est un ARM A, et un processus M A(q) est un ARM Ag,.
i1) De plus, dans le cas ot p = oo (resp. ¢ = ), on dit que X; admet est un modéle

autoregressif infini (resp. moyenne mobile infini) noté AR(co) (resp. MA(c0)).

Proposition 1.3.1 Pour une large classe de suite d’auto-covariances y(h) et pour tout entier
k positif, il existe un processus ARM A tel que ses k premiéres auto-covariances coincident

avec y(1) < ... < y(k).

Dans le tableau TabJI.1|suivant, nous regroupons les principales caractéristiques des procesus

ARM A en fonction des valeurs de y(h) et celles d’autocorrélation

Modele | MA, | AR, | ARMA,,
~v(h) 0O,Vh>q |y — O Vh>q,’yh—>0

h—o0

p(h) OVh>q|p — O Vh>q,ph—> 0

h—o0

TAB. 1.1 — Principales caractéristiques des procesus ARMA

1.4 Prévisions linéaires

Soient X7, Xs, ..., X,, n—observations données de la série X; :

p q
Xt — ZakXt,k =&t — ijé‘t,j — A (L) Xt =B (L) Et.

k=1 j=1
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Chapitre 1. Sur la théorie des séries temporelles

La prévision d’une valeur future X,,;, = X,, (h) d’horizon h de la série X, est inconnue, mais

elle est estimée par la quantité
Xn+h =F (Xn+h|leX27 S Xn) )

Il s’agit de la projection linéaire de X, sur I’ensemble engendrée par les n—observations

données X7, Xo, ..., X,,.

Exemple 1.4.1 Si X; est un modéle AR (2) : Xy — a1 X1 — as X;_2 = . Alors,

Xi=a X1+ aXi o+ = Xppn = a1 Xoin1+ @Xpino+enn  (h>1)

= Xoih = B (Xnin| X1, Xay s Xp) = E (a1 X0 h1 + @2 Xnh2 + Enin| X1, Xy oo, Xi)
D’ou

Xn—‘rl =FK (aan + a2Xn—1 + 5n+1|X17 X27 X3 Xn) = aan + a2Xn—1
Xnto = E (a1 X1 + a2 X + €ni2] X1, Xoy ooy Xp) = a1 X1 + 42Xy

= ay (a1 X, + as Xy 1) + a2 X1 = a1 Xy + a2 (1 + a1) X1
Exemple 1.4.2 De méme, si X; est un modéle MA (1) : Xy = &, + bey_q. Alors,

Xn+h = Enth + b€n+h—1 (h > 1)

= Xpon = B (Xpsn| X1, Xo, ., X0) = E (enpn + benin_1| X1, Xo, .0, X3

On obtient donc,

Xog1 = E (Eny1 + ben| X1, Xo, ., X)) = bey,

XnJrQ =F <€n+2 + b€n+1’X1,X2, ceny Xn) = 0.
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Chapitre 1. Sur la théorie des séries temporelles

Remarque 1.4.1 Pour la prévision linéaire X;(k) des processus ARMA, 44, on aura tou-
jours besoin d’une estimation de €;_1,&i_ o, ..., .. du "bruit inobservable passé" du mo-
déle. On peut aussi recourir & la répresentation AR(c0), dans quel cas on aura besoin de

X1, Xy 9, ..., qui sont ausst inobservables.
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Chapitre 2

Volatilité stochastique : ARCH

En 1982, Engle a proposé un processus de volatilité avec une variance conditionnelle
variant dans le temps, le processus ARC H. Quatre ans aprés I'introduction par Engel du
processus ARC'H, Bollerslev en 1986, a proposé le modeéle ARC'H généralisé (noté GARCH)
comme solution naturelle au probléme des ordres ARCH élevés. Ce modéle est basé sur une
spécification ARC'H infinie et permet de réduire considérablement le nombre de paramétres

estimés d’un nombre infini & quelques-uns.

Dans le modéele GARCH de Bollerslev, la variance conditionnelle est une fonction linéaire

des innovations passées au carré et des variances conditionnelles calculées antérieurement.

Les séries précédemment étudiées étaient supposées stationnaires. Si besoin, tendances et
saisonnalités étaient supprimées pour obtenir une série résiduelle stationnaire. Comme on
peut le voir, la moyenne semble étre constante alors que la variance change au cours du
temps (on qualifie ce comportement d’« hétéroscédastic »). De plus, les moments de grande
variabilité semblent regroupés. Les modeles de type ARIM A qui supposent un comportement
« homoscédastique » (variance constante), ne sont pas adaptés a ce type de série a volatilité
stochastique. Nous présentons dans ce chapitre des modeéles adaptés a ce type de série : les

processus ARC H introduits pas Engle vers 1982, ainsi que leur généralisation, les processus

GARCH.

17



Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

2.1 Construction du modéle

2.1.1 Volatilité et rendements

L’un des modéles classiques qui fournit une bonne représentation des phénomeénes financiérs
comme : les taux de change, prix d’actifs ou d’option, rendements d’indice boursier,... etc,
en terme d’'un processus (P;); qui désigne I’évolution de ces phénoménes est celui de Black
et Scholed] :

P, := Poexp(o, Wy + put),

ou W, est un mouvement brownien, o; et u; sont des processus stochastiques (voir [I1],

Définition 2.3. page 11). Ce modeéle est basé sur I’équation de diffusion de type :

AP, = p Pydt + oy B, dWy,

ou encore sous forme d’intégrale :

t t
P, 1, 9
log(=1) = — Zo%)d dW,.
Og(PO) {(MS 20-5) S_’_[JS s

A Torigine de ce modele, le processus o; est supposé constant et on dit qu’il représente la

volatilité de ;. On a deux cas : le premier est que o; et p; sont des processus déterministes les

I}
Py

log rendements (log(=+),t = 1,2, ...) dans une intervalle |t — 1, ¢] sont des variables aléatoires
indépendantes, d’une distribution normale, de moyenne et variance données respectivement

par :
t t

1
fiy = /(us — §af)ds et  Gl= /JgdWS,

—1 i—1
en d’autre terme, les variables ¢; = %(log(%) — [it), forment un échantillon i.i.d, d’une loi
normale standard centrée et réduite. Dans ce cas ; est appelée la "volatilité moyenne"

sur lintervalle |t — 1,¢]. Le deuxiéme cas, si o, et y, sont aléatoires, alors £, n’est pas né-

!'Le modeéle Black-Scholes est un modéle mathématique du marché pour une action, dans lequel le prix de
I’action est un processus stochastique.

18



Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

cessairement gaussien. De plus, si I'unité du temps est petite, alors on peut dire que ¢, est
d’une distribution approximativement normale, de méme que les processus o; et p; sont ap-
proximativement constants, on peut les remplacer donc par &, et i; respectivement. Pour
simplifier les notations, on prend fi; = 0, ce qui revient & définir un modele de type (ARCH,
GARCH,...), d'un processus a volatilité stochastique o; et un processus centré réduit (¢;);. Un
des apports de ces modeéles hétéroscédastiques, était donc de mieux s’ajuster aux données,

en particulier aux données financiéres. Pour cela, on pose :

X, =: log( ), t=1,2, ...

Py

P, désigne : les prix d’indice, prix d’actions,... etc. Notre étude sera donc basée sur les
caractéristiques de la série temporelle (X;);, dont le modeéle souhaitable pour la représenter

est de type hétéroscédastique : ARCH, GARCH,...

La figure Fig[2.T] présente la série des rendements des cours de cloture quotidiens de I'indice
boursier CAC 40 (France). Les données sont échantillonnées pendant les heures ouvrables,

c’est-a~dire que le fins de semaine et les jours fériés sont omis, entre 1991 et 1998.

©
C)__
O_
£ N
5 2
o
EN_
% o _|
c O
) [
m —
o'}
o
clj I I

I ! ! ! !
1992 1993 194 1995 1996 197 1998
Temps

F1G. 2.1 — Série des rendements de 'indice boursier CAC 40 : France,1991-1998.
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Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

2.1.2 Aplatissement et asymetrie

Les observations de la série temporelle X; ont une distribution, qui est souvent supposée
normale (Gaussienne). Cependant, les études empiriques (voir : [13] pages 9-12), de prati-
quement toutes les séries financiéres montrent que ce n’est pas tout a fait correct. Une facon de
quantifier cette propriété est de regarder I'aplatissement des distributions. L’aplatissement
est une mesure dans laquelle les données observées se situent pres du centre d’une distribution

ou dans les queues :

e Une distribution platykurtique a une valeur d’aplatissement inférieure a celle d’une distri-

bution normale standard.

e Une distribution leptokurtique a une valeur d’aplatissement supérieure a celle d’une distri-
bution normale standard. Une distribution est leptokurtique si elle a une queue lourde

ou de type-Pareto.

Cette derniére caractéristique est courante dans les données de séries chronologiques sur les
prix, les taux et les rendements observés. Cela implique qu’il y a dans les séries financiéres
une probabilité plus élevée d’événements extrémes que dans les données normalement distri-
buées. La figure Fig[2.2] suivante présente une comparaison entre les queues de distributions :

Exponentielle, Normale et de Pareto.

1-F(x)

0 5 0 5 D
X

00 02 04 06 08 1.0

Fi1G. 2.2 — Queues de distributions Exponentielle, Normale et de Pareto.
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Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

Définition 2.1.1 (Kurtosis) La kurtosis notée k de Fisher est défini comme suit (pour la

série temporelle Xy, t =1,...,n) :
p=t-s=tos o w=E|(X -], w=EX)

Cette mesure d’aplatissement n’existe que si le quatriéme moment existe et fini. L’aplatis-
sement est une forme normalisée du quatriéme moment central d’une distribution. Dans
I’aplatissement de Fisher, le chiffre trois est soustrait pour donner & la distribution normale

le kurtosis zéro (la distribution est mésokurtique).

Remarque 2.1.1 En supposant que X; ~ N(0,1), les quatrieme et deuziéme moments cen-

traux sont donnés par :
T
—E[(X - =EX* :—/t4e_t2/2dt:3

iy = E[(X - n)*] = V(X) = 1,
ce qui montre que ’aplatissement de Fisher pour les distributions normales est nul.

Remarque 2.1.2 Le moment central de degré k est estimé par :

IR ok

Dans les cas ci-dessus, nous avons les définitions suivantes :

> distributions platykurtiques : kK < 0
> distributions leptokurtiques : k > 0 (aplatissement excessif)

> distributions mésokurtiques : Kk = 0

Définition 2.1.2 (Skewness) Les observations de la distribution empirique de X; montrent
souvent que la distribution est leptokurtique. Une autre propriété qui s’écarte de la distri-

bution gaussienne si souvent supposée est que la distribution empirique n’est pas symétrique.
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Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

L’asymétrie de Fisher (le type d’asymétrie le plus courant, généralement appelé simplement
asymétrie) est définie par :
s = skewness = coefficient d’asymetrie =

sl
3/27
NQ/

/2

ou g est le troisiéme moment central et ué est l’écart type.

Remarque 2.1.3 Une valeur d’asymétrie négative indique que les données ont une distri-
bution asymétrique vers la gauche. Cela signifie que la queue gauche est plus lourde que la
queue droite dans la distribution. Respectivement, une valeur d’asymétrie positive indique une

distribution asymétrique o droite avec une queue droite plus lourde que sa queue gauche.

2.2 Propriétés principales des séries de rendements

e "Stationnarité" : Les processus stochastiques P; associés aux prix d’actif sont généralement
non stationnaires au sens de la stationnarité du second ordre, tandis que les processus
associés aux rendements sont compatibles avec la propriété de stationnarité au second
ordre.

2

" : La série r; associée aux carrés

e "Autocorrélations des carrés des variations de prix
des rendements présente généralement de fortes auto-corrélations tandis que les auto-
corrélation de la série 1y = log(%) sont souvent trés faibles (hypothése de bruit blanc).
L’absence d’auto-corrélation des rendements renvoit & la notion d’efficience (voir, [7]

pour plus de détailles).

e "Queues de distribution épaisses" : L’hypothése de normalité des rendements est générale-
ment rejetée. Les queues des distributions empiriques des rendements sont généralement
plus épaisses que celles d’une loi gaussienne. On parle alors de distribution leptokur-
tique dont le coefficient d’aplatissement (kurtosis) est plus grand que 3, celle de la

distribution normale.

e "Clusters de Volatilité" : On observe empiriquement (voir : [II] page 8), que de fortes
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variations des rendements sont généralement suivies de fortes variations. On assiste

ainsi & un regroupement des extrémes en cluster ou paquets de volatilités.

e " Queues épaisses conditionnelles" : Méme une fois corrigée de la volatilité clustering (ex :
avec ARCH), la distribution des résidus demeure leptokurtique méme si la kurtosis

est plus faible que dans le cas non conditionnelle.

o "Effet de levier" : Il existe une asymeétrie entre I'effet des valeurs passées négatives et ’effet
des valeurs passées positives sur la volatité des cours ou de rendements. Les baisses de
cours tendent a engendrer une augmentation de la volatilité supérieure a celle induite

par une hausse des cours de méme ampleur (voir [I1] pages 9-10).

e "Saisonnalité" : Les rendements présentent de nombreux phénomeénes de saisonnalité (effets

week end, effet janvier etc..).

e "Asymétrie perte/gain" : La distribution des cours est généralement asymeétrique : il y a

plus de mouvements forts a la baisse qu’a la hausse.

2.3 Processus ARCH

2.3.1 Rappels de probabilités

Soit un couple de variables aléatoires continues (X, Y), de dentsité f(.,.). Soit fy(.) la densité

marginale de Y. La densité conditionnelle de X sachant que Y = y est définie par :

fxiy=y(z,y) = ff<yy>) si fy(y) >0

L’espérance conditionelle est donc I’espérance par rapport a cette loi :

EX|Y =y = / £ fxy—y( y)de
R
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La variance conditionnelle est :
2 _ _ 2 _ I P
at—V(Xt|ft,1)—E[X |Y—y}—E[X|Y—y]

Soit F;_1 Pensemble engendrée par les observations {X; 1, X; o,...} précédant linstant ¢

(Filtration naturelle). On a :
EX; | Fs|=X;, Vt<s

E[X, | F] = E[E(Xy|F)|F:], Vr<s

et en particulier E[X;| = F[E(X|Fs)].

2.3.2 Notions et propriétés

Définition 2.3.1 Un modéle X, est dit autoregressif conditionnellement hétéroscédastique

d’ordre 1 qu’on note par ARCH (1), s’il admet l’écriture suivante :
Xy =05, of =E[X}|Fi1] = a0+ an X7,

pour tout t € Z et ag > 0, ay > 0, des constantes données et €; un bruit blanc centrée et

réduite.

Remarque 2.3.1 On suppose souvent que les variables €; sont indépendantes de la filtration

Fi_1 et que oy dépend de X;.

Propriété 2.3.1 Le modéle ARCH(1) admet les propriétés suivantes :

1) X, est hétéroscédastique conditionnellement & son passé :
var(Xy| Fio1) = ap + o X7 5.

2) De variance constante : var(X;) = ag + aqvar(X;_1).
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Preuve. Notons que les moments conditionnels d’ordre 2 et 4 du processus X; ~ N (0,1)

sont liés :

BIX{ | Fioa] = 3(E[X7 | Fia))?

Il suffit d’appliquer la décomposition de la variance et la variance conditionnelle comme

suit : pour tout X, € L? :

var (Xi| Fi1) = BIXF|Fio] — E[Xo| Fooa]”.

var(Xy) = var(E[X¢|Fi-1]) + Evar(X¢|Fi-1)]. (2.1)

Pour la preuve de (1), utilisons (2.1)), on a

var(Xy) = var(E[Xy|Fi—1]) + Elvar(Xy|Fi-1))
= E(E[Xi|Fia] — EE[Xy|Fiea])® + E[E[X}|Fioa] — E[X|Fia]?]
= E(E[Xi|Fea]?) — B[X)))* + B[X]] - E[E[X|F-1]’]
= E(E[Xi|Fe]’) + E[X{)* — 2E[Xy| Fi ] B[] + E[XP] — E[E[X| Fea)’]
= BIX)" = 2B[X,| Fia | B[X] + E[X]

— BIX?] - E[X,)”

var(Xy| Fio1) = Ele} (a0 + a1 X} )| Fio1] — Eled*Eloy| Fioa)?

= E[E?]E[O[O + &1Xt2_1|ﬂ_1] —0= Qg + OletQ_l = 0't2.

Pour le deuxiéme point, on a

var(Xy) = var(E[X|Fi-1]) + Elvar(X¢|Fi-1)]

= var(0) + Elag + o X2 1] = g + aqvar(X,_y).
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Remarque 2.3.2 Sous-hypothése de stationnarité (i.e. var(X;) = var(X;-1)), on a :

var(X;) = il )

1—051

pour que cette variance non-conditionnelle existe, il suffit donc que : oy €]0, 1].

Définition 2.3.2 Un processus ARCH,, est défini par :

2 2 2 . 2
X, = 046, avec op = ag + o X{ 1+ ... + @, X ou g | Fooy ~ N(0,07).

t—p

Remarque 2.3.3 La variance condionnelle dépend du temps : si les valeurs précédentes sont
grandes (en valeur absolue), la variance sera grande, et inversement. Ainsi, si on observe
un choc dans la série (valeur anormalement grande), elle sera suivi d’une période de haute

volatilité, dont la durée dépend de l'ordre p du modéle ARCH. La figure Figl2.3 suivante est

une représentation graphique d’un modéle ARCH (2).

0.002 0.004

0.000
I

X()

-0.002
I

-0.004

Tenps

F1a. 2.3 — Représentation graphique d’un modéle ARCH (2), n = 1000.

2.3.3 Propriétés des processus ARCH

Si X; est un processus ARC'H, alors :

E[Xt]:OGtE[Xt’thl]:O
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p
V(Xy) = a—(;) st Zai <1

1—> q i=1
i=1
V(Xt | thl) =EB [th | «7:t71} = Qo+ Oélth_l + ...+ Osztz_p = th.

p
Propriété 2.3.2 La condition suffisante de stationnarité d'un ARCH (p) est > a; < 1.
i=1

Proposition 2.3.1 On peut montrer également, ce qui peut étre intéressant pour détecter
un ARCH en pratique, que la distribution d’un processus ARCH a :

i) un skewness nul (moment centré d’ordre 3) : la distribution est donc symétrique,

i1) un kurtosis (moment centré d’ordre 4) supérieur a 3 : la distribution est donc plus

applatie qu’une gaussienne.

2.3.4 Processus GARCH et propriétés

Définition 2.3.3 On dit qu’un modéle X, est autorregressif conditionnellement hété-

roscédastique généralisé (GARCH (1,1)), s’il admet ’écriture suivante :
X, =08, o0r=ap+aX}, +pol |,

pour tout t € Z et ap, o et 3 des constantes positives données avec o2 est Fy-mesurable, (;);

est un bruit blanc telle que
E[gt‘ftfl] == 0, FE |:€§|ft,1:| =1.

Propriété 2.3.3 Le modéle GARCH (1,1) a les propriétés suivantes :

1) X, est hétéroscédastique conditionnellement o X, ; :
var(X|Fio1) = ap + aX? | + Bol | = o7,
2) var(X;) = ap + (o + B)var(Xi—1).
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Preuve. 1) On a

V(X | Fir) = E[X{|Fia] = E[X| Fia]®

= Elo?e?|Fi1] — Eloe| Fioa)® = ao + aX? | + Bol | = o}

2) De plus,
var(X;) = var(E[X| Fi_1]) + Elvar(Xy|Fi_1)]
=var(0) + Elag + aX}? | + Bot || Fi1).
Comme,
E[X} | Fia] = Blof g1 Fia] = Elof|Fia] = var(Xe),
donc,

var(X;) = ap + (o + f)var(X,_q).
Sous hypothese de stationnarité, (i.e. var(X;) = var(X;_1)), ce qui implique que :

(&%)

var(X;) = T“ard)

pour que cette variance existe, il faut donc que : a4+ < 1. m

Définition 2.3.4 Un processus GARCH, , est défini par :
X; = oey;  avec 0f =ap+ar XP |+ ..+ apr_p R i chrf_q

ou

e | Fioi= X1, X490, ... ~N(0,07)

avec ag > 0, a; > 0 pouri =1,....p et B; >0 pour j=1,...,q.
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Remarque 2.3.4 Un GARCH, est un ARCH,. De plus, un processus GARCH peut étre
vu comme un processus ARCH d’ordre infini, et peut ainsi représenter formellement de fagon

plus parcimonieuse un processus ARC'H comprenant un nombre élevé de paramétres.

Si X, est un processus GARCH,, 4, alors :

E[X)]=0, E[X;|F_1]=0

Cov(Xs, Xeyn) =0, VA >0 et Cov(Xy, Xeyn | Fro1) = 0.

Remarque 2.3.5 Le modéle ARCH (p) est une forme restreinte du modéle GARCH (p,q),

avec comme restriction ¢ = 0. On réécrit I’équation (0?) avec les notations :

¢(L) = (L) + ¥(L) et Zy = X} — o7,

on trouve

ol =ap+ (L)X +V(L)o? = ap + (L)X? — U(L)Z,,

d’ou

(1=9(L)Y: =a+ (1 -¥(L))Z,

ce qui implique que Y; = X? admet la représentation d’un modéle ARM A, voir eq. .

Propriétés 2.3.1 Soit X; un processus GARCH, ,, et soit m = max(p,q).

- Le processus X? admet une représentation ARMA(m, q).

- Pour identifier un GARCH,,,, on identifiera tout d’abord le processus ARMA(m,q) qui
modélise X?.

- Pour identifier p dans le cas ou m = q(p < q), il faut effectuer des tests de significativité
des coefficients ay, ..., aq du processus ARM A(m, q).

- Pour les conditions de stationnarité, on peut citer a titre d’exemple [3] et [1]).
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Proposition 2.3.2 Si le processus X; satisfait une représentation GARCH (p,q) condition-

nellement gaussienne, telle que :

q p
Xy = ouer, avee V(Xy | Fiq) = a+ ZO"'XtQ—i + Zﬁﬂf_i

i=1 j=1

ol g; désigne bruit blanc faible gaussien. Alors,

(1) la loi marginale de Xy a des queues plus épaisses qu’une loi normale (distribution leptokurtique) :
E[X{] > 3[B(X?)]’

(7i) son coefficient d’excés de kurtosis peut s’exprimer sous la forme suivante :

o BIX o JVIE(XE | Fi)

E(X7P? BE(X?)?

2.4 Estimation et choix de modéle

Quand on est on face du probléme d’justement d’un modeéle hétéroscédastiques aux données,
la premiére étape est de choisir 'ordre (p,q) et la classe-type du modele a utiliser. Géné-
ralement, pour le choix du modeéle, 'approche le plus utile est d’estimer un modéle, faire
une validation et passer a d’autres modéles,... Ainsi de suite jusqu’a ce que nous arrivions
a la classe préférable. Une démarche inspirée (voir :[9]) de celle de Box et Jenkins, pour les
modeles ARIM A, qui s’appuit sur l'identification a priori des parameétres p et ¢ en utilisant

des méthodes qui ne nécessitent pas l’estimation des autres parameétres (o, o et 3).

L’estimation des parameétres de ces modeles, est généralement fondée sur la méthode du
maximum de vraisemblance notée MV. L’optimisation est effectuée en supposant que la

suite €; est un bruit blanc faible et gaussien, centré et de variance unité.
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Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

Définition 2.4.1 La fonction de log-vraisemblance associée a un échantillon de T observa-
tions (Y1, Ya, ..., yr) de Yy sous Uhypothése de normalité de la loi conditionnelle de Y; sachant
Y. 1 s’éerit :

T T

log L(0) = —% log(2m) — %Zlog(“tz(e)) a %Z%

t=1

dans ces motations la fonction o%(0) désigne la variance conditionnelle et donc il n’y a pas

liew de 'élever au carré.

Définition 2.4.2 Les estimateurs du MV sous l’hypothése de normalité, notés é, des para-

meétres 0 € R¥, satisfont un systéme non linéaire & k équations :

dlog L(6) d9?log L(0)
T |9:é: 0 et T |9:é <0 (22)
avec
dlogL(6) | 1 1 902(6) L & [y ()] 902(0)
a0 lo—o= _575121”?(9) 00 |0:9‘ +5t121 o4 (0) 00 |9:é
T R
1 —m(0) [ Ome(0)
HY (ol 50

Remarque 2.4.1 On peut montrer que ce systéme peut se décomposer en deux sous systémes
lorsque les paramétres 0 interviennent de facon séparée dans l’écriture de l’espérance et de
la variance conditionnelle. Ainsi, si 'on a 8 = (af) ot « n'apparait que dans l’espérance
conditionnelle et 3 dans la variance conditionnelle, on peut décomposer ce systéme en deux

sous systéme puisque :

Olog L(c) | _ <~ |y —mu(a) | dmy(a)
————@rij[ ] 7 o

Ja =g IR0
dogL(B) | _ I~ 1 903(B),  I~[p—ml@) 902(3) |
I S ) D Tl ) D

Revenant maintenant au modeéle GARCH (1,1), comme nous ne connaissons pas la vraie

distribution de ce modéle, on doit utiliser les faits que la ditribution conditionnelle est normale
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Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

et que le bruit ¢; suit une loi gaussienne centré réduite, a savoir :

X
Xy ’ Fia NN(()?O-?) ) —~ <07 1)

Oy

L’estimateur du maximum vraisemblance des parameétres d’'un modele GARCH(1,1), est
non linéaire et peut étre obtenu en résolvant les conditions de premier ordre . Le log-
vraisemblance du modéle se calcul généralement & partir de la distribution conditionnelle.
Pour T' observations (X1, X, ..., X7 ), le log vraisemblance d’'un modéle GARCH(1,1) du
paramétre 6 = (g, a, 3)T se calcul donc, & partir du produit de toutes les densités condi-

tionnelles de X; :
T

Ly(0) =) 1(6) , L(0)=log f(=

t=1

Xy

Ot

)7

f- :désigne la densité de ;, qui vaut dans le cas gaussien N (0, 1) :

X, 1 ~1 /X’
fa(z)—mexp 7(2) .

D’ou :
~1 1(X:\?
1) = 5 tog(2m) — 3 1ox(e) - 5 ()
Ot
Le log-vraisemblance par rapport & ¢ vaut donc
T 2
-1 1 1 /X,
Ly () = —log(271) — = log(c?) — = [ =
+(0) = 3| 5 toator) — 3 oste?) 2(@)]
T T
=5 log(2m) — = Zlog (g +aX? | + Bo? ) Z (g +aX? |+ Bo? )t

= =1

Remarque 2.4.2 La méthode de mazximum vraisemblance pose un probléme concernant la
valeur initiale du processus de volatilité o, quand on veut mazximiser Lr(6). Le processus o,
dépend a la fois de X;_1 et de o,_1. Or, si la premiére observation a lieu au tempst =1, les

valeurs Xy et oy vont étre spécifiées, donc par récurrence o; est calculée.

Cette méthode donne des estimateurs consistants, la matrice des variances covariances égale
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Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

a l'inverse de la matrice d’information. Par définition, la matrice d’information notée I7(9)

est donnée (voir, [10, paged4]) par :

Ip(6) = B [aLge(e) 8%@} _ 5 [a;ézge@] (2.3)

Dans le cas d’'un modeéle GARCH(1,1) gaussién,

T

OLr(0) Ol (0)
0 =2

avec

oo o (-1 1 oo 1 X\
0 _ae<2 log(2m) — 5 log(o7) =5 |

—1 do? 1 X?29do? 1 [ X} do?
= b oLl St ) 2
202 00  20% 0 00 207 2 00

0%

2
Oo;

Pour calculer la matrice d’information sous 1D les valeurs passées de o7 et celles de T

doivent étre spécifiées :

. Oo}, dol, Do}
e Tag 0 ag )

Une approche qui est largement utilisé est d’estimer la matrice d’information I7(0) par le

Hessian, a savoir :
0L7(9)

_[T(Q) ~ H := —W,

OLT(0)
o0

la valeur de est nulle quand ¢ maximise Lz(.), ce qui indique que I'approximation de

I'espérance dans ([2.3)) par les valeurs observées des dérivées d’ordre deux est toujours vérifiée,

si aucune des contraintes sur les paramétres ne parait :

a>0,a>0, >0 e a+p<l1.
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Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

2.5 Prévisions

L’un des applications importantes de la modélisation GARCH de la volatilité est le calcul

des prévisions. Soient X7, X, ..., X,, n—observations données de la série X, :
X, = 0wy, avec 02 =g+ a1 X? | + Bio?
t = Oty t — o 141 19¢—1

ou

&t ‘ Fiq ~ N((), 1)

avec ag > 0, a; > 0 et 57 > 0.

En supposant que les données jusqu’au temps n sont disponibles. La prévision d'une valeur
future de la volatilité 0,4, = 0, (h) d’horizon h pour la série X; est inconnue, mais elle est

estimée par la quantité
‘372L+h =F (0-721+h|ft—1) = Qqp + Q1X§+h—1 + 51&3+h—17
Pour I’horizon h =1 :
Oni1 = E (01| Fic1) = ap + alXZ + 5162 = ag + a1 X2 + Bio?

car dans ce cas X2, 62 sont connues est elle prisent respectivement les valeurs : X2, o2.

Pour h quelconque, on a X; = 0,6, donc
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Chapitre 2. Volatilité stochastique : ARCH

cela implique,

2 2 2 2
Opin = Qo+ 01 (O-n+h71€n+h71) + 51051 h1

o 2 2 2 2 2

= Qo+ a1 (0n+h715n+h71) + B0y 1 T 0y — 10,

=ap+ (o1 + B1) Ui+h71 +a (éi+h—1 - 1) 072L+h71‘

Maintenant, sachant que F (2 | F;_;) = 1, alors

6121+h =L (Ufm-h‘}—t—l) = ap + (a1 + B1) &121+h—1a

puisque E (2, ; — 1| F1) = 0.
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Chapitre 3

Application

Nous présentons et étudions dans ce dernier chapitre, une application sur des données réelles
d’une série financiére de ’évolution du prix de pétrole (Série mensuel du pétrole brut ($ par
baril), du janvier 1986 au janvier 2006). Cette information est tirée de : data(oil.price) au
format : séries temporelles avec 241 observations de 1986 a 2006 : 22,915,412,612, 815, 4...,
du package TSA en logiciel R [4]. Les fonctions R utilisées dans cette étude pratiques sont

extraites des packages R suivants :tseries, TSA, fGarch, cvar et datasets.

3.1 Présentation des données

Les séries de prix du pétrole sont constituées d’un ensemble de prix déterminés par les opéra-
teurs du marché pétrolier, concernant principalement sa valeur propre, mais aussi sa valeur
spéculée a différents termes. Le graphique Figf3.1], présente le prix au comptant mensuel du

pétrole brut (USD par baril), 01/1986-01/2006.

La figure Figl3.2] représente I’évolution de la série des rendements de le prix au comptant
mensuel du pétrole brut, de la période allant du 01/1986 au 01/2006. L’axe des abscisses

présente le temps et 'axe des ordonnées présente le rendement de I'indice journalier.
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F1a. 3.1 — Prix mensuel du pétrole brut, (USD par baril) : 1986 - 2006.
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Fi1c. 3.2 — Rendements de prix mensuel du pétrole brut, (USD par baril) : 1986 - 2006.

Les différentes statistques de la série étudiée sont présentés dans la table Tab[3.1] suivante.
Nous remarquons par exemple que la x = 3.2281 > 0, la distribution des rendements est

donc leptokurtiques.

Statistique | Valeur

Minimum —2.7417

Moyenne 0.0044

Maximum 4.8450

kurtosis(k) | 3.2281

skewness(s) | —0.0552

TAB. 3.1 — Statistiques de la série des rendements mensuel du pétrole brut
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Chapitre 3. Application

3.2 Tests et validation du modéle

3.2.1 Test de ’hypothése de normalité

Les premiéres études sur la loi de probabilité des rendements ont été basées sur la loi
normale. L’objet de cette section est donc de tester cette hypothése de normalité soit qu’on

I’accepte ou on la rejette. Notons par

b
B

X; = log( ), t=1,..,n=241

la série des rendements, avec P, est le prix mensuel du pétrole brut.

L’hypothése de normalité & tester est la suivante :

HO:XtNN(u,a2).

Graphiquement, la figure Figl3.3 illustre que I'ACF (fonction d’autocorrélation empirique)
de la série de rendements est différent de celle des erreurs dont la loi est supposée normale,
ce qui signifie que ’hypothése nulle de normalité est rejetée, donc la série des rendements

n’est pas un bruit blanc.

Eps X0
...................................... N
o o
—
o
n FEE N
o -
O‘ o
5 5 |l LAl ]y |
Q o | | O
2 2 ‘ |‘ ‘ 2 o | | iy
o
o | ‘ ‘
o |
S ‘ ‘
—
o S
— _1 e
S
------- I---------I--------I--------I------ T T T
5 10 15 20 05 10 15
h h

Fic. 3.3 — Autocorrélogramme des rendements et des erreurs.
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Chapitre 3. Application

Théoriquement, pour tester ’hypothése de normalité de la série (X;);, on utilise le test de
Jarque-Bera (1984) (Voir :[15] page 95). Ce test statistique permet de vérifier la normalité de
la distribution d’un échantillon (X, t = 1,..., N ), il est basé sur les estimateurs empiriques
des coefficients d’aplatissement et d’asymétrie. Le test de Jarque-Bera (voir [12]) confirme
donc, que si la distribution de I’échantillon est normale, alors la statistique JB :

1
JB:%(32+Z(/£—3)2)

suit asymptotiquement une loi de khi deux a 2 degré de liberté. Ainsi, si JB > x%__(2), on

rejette ’hypothése Hy de normalité au seuil a.

Dans notre cas, la kurtosis vaut 3.2281 et le skewness -0.0552. La statistique de Jarque &
Bera vaut alors 26.633, qui est supérieur au quantile du x? & deux degré de liberté au seuil
a = 0.05, soit 5.991. L’hypothése de normalité est donc fortement rejetée au seuil a = 0.05.
La p — value = 1.65 x 107 de test de Jarque-Bera inferieur a 0.05, on rejette fortement

donc 'hypothése Hy de normalité.

3.2.2 Estimation et choix de modéle

Nous suivant la procedure décrite dans le deuxiéme chapitre, la série de rendements est de

type ARCH : X, := 0,¢4.

L’estimation des parameétres des modeles, est fondée sur la méthode du maximum de vrai-
semblance MV. L’optimisation est effectuée en supposant que la suite des erreurs ¢; est de
loi normale : &, ~ N (0,1). Pour Iidentification du modéle, il suffit de comparer le critére

d’information d’Akaike (notée AIC) des modeles :

ARCH(p), GARCH(p,q) pourp=1,2,3
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Le tableau Tab[3.2] donne les différentes valeurs AIC des modeles estimés, on choisit alors le

modele avec ’AIC le plus faible.

/ [ ARCH(1) | ARCH(2) | ARCH(3) | GARCH(1,1) | GARCH(2,1) | GARCH(3,1)

AIC | —534.30 —534.19 —532.27 —539.56 —536.23 —529.19

TAB. 3.2 — Différentes valeurs AIC des modeéles estimés

Dans notre cas, on remarque que le modéle qui réalise I’AIC le plus petit est le modele
GARCH(1,1), dont on a AIC' = —539.56. On conclus, que le modeéle retenu est le modele

GARCH(1,1), qui admet I’écriture suivante :

— 2. 2 2
Xy =05y, 0 =ap+aX; |+ Po;_q,

g, a et 3, des constantes vérifiant les contraintes suivantes :

>0, a>0, >0 e a+p<1, (3.1)

avec oy est F;_1-mesurable, €, est un bruit blanc.

Grace a la puissance de calcul des ordinateurs actuels, il est possible de minimiser effective-
ment le log-vraisemblance de facon numérique. Pour I'instant, le calcul des estimateurs du
modele sous les contraintes (3.1]) sera effectué en utilisant le logiciel R, qui réalise ce type de

calcul de maniére automatique. Le modeéle retenu est donc un GARCH (1, 1) de parameétres :

ap =0.0013 , a=0.1655 et [ =0.6291

On remarque que la somme o 4+ § = 0.7946 < 1, donc la condition de la stationnarité du

modele est vérifie.

La volatilité (variance conditionnelle) du modeéle est estimer par :

o2 = 0.0013 + 0.1655X7 , + 0.629107 ;.
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3.2.3 Test de significativité des parameétres

Pour tester la signification des parameétres du modeéle, nous utilisons le test de student, comme
suit :

Les hypotheses a tester sont :

La statistique de test Student est

b est le parameétre a tester, b sont estimateur, ; est I’écart-type de b. On accepte Hy si
IT| <ti-a(n—3), avec t;_a(n — 3) le quantile de loi de Student a (n — 3) degrés de libertés.

On a les statistiques de Student des parameétres ag, «, [ respectivement sont :
Th, =181, T,=245 Tz=424

au seuil o = 0.05 on a

t1_a(238) = 1.97.

On rejette donc ’hypothése Hy pour les deux paramétres «, S du modéle :
Hi:a#0 et Hi:8#0

ce qui signifie leurs signification. Pour le parameétre ag, on a la p — value = 0.06 > 0.05. Le

parametre o est faiblement significatif (& 93% seulement).
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3.3 Prévisions

Soient X, Xs, ..., X, les n—observations (n = 241) de la série des rendements étudiée X

dont le modéle est

X, := 6,5, avec 67 = 0.0013 + 0.1655X7 ; + 0.629167 ;.

La prévision d’une valeur future X,,, = X,, (k) d’horizon h de la série X, est inconnue, mais

elle est estimée par la quantité

Ko = 21/0.0013 +0.1655.X7 , +0.629157 ,,

avec 'intervalle de confiance a (1 — a) % :

A

XrnJrh = Xn+h + &htl,%(n — 3)

Dans le tableau Tab[3.3], nous donnons les valeurs prédites de la série des rendements X; avec

I'intervalle de confiance (1.C') & 95% des 12 mois de 'année 2007 :

ho| X |IC

1 | —0.014 | [~0.145,0.148]
2 [0.076 | [—0.149,0.141]
3 [0.044 | [<0.146,0.150]
4 | —0.154 | [<0.159, 0.148]
5 10022 | [—0.149,0.157]
6 | 0.140 | [—0.149,0.155]
7 (0011 |[—0.148,0.147]
8 [0.131 | [—0.152,0.148]
9 [0.048 | [<0.138,0.140]
10 | —0.062 | [—0.149, 0.156]
11 | —0.116 | [~0.153,0.153]
1210.039 | [-0.153,0.153]

TAB. 3.3 — Prévisions des rendements et intervalle de confiance
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Conclusion

Ce mémoire donne une idée générale des séries chronologiques, en particulier les modéles

ARCH qui modalisent les séries financiéres présentant une volatilité stochastique.

En conclusion, les séries chronologiques financiéres présentent souvent des caractéristiques
bien connues. Les modéles ARCH capturent avec succés ces propriétés, cela a conduit a
lutilisation de distributions non normales et des modéles non linéaires pour une bonne mo-

délisation de la volatilité stochastique.

Depuis que Bollerslev a introduit le modéle GARCH, de nouveaux extensions ont été pro-
posés, par exemple le GARCH exponentiel (noté EGARCH ), le GARCH avec seuil (noté
TGARCH) et autres, avec différentes caractéristiques, avantages et inconvénients. Il sera

donc intéressant d’étudier ces extensions dans des travauz futurs.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

Espérence mathématique (Moyenne).
Variance mathématique.

Covariance mathématique du couple (X,Y).
Auto — covariance de X;.

Auto — corrélation de X;.

Filtration.

Par dé finition.

Loi normale centrée et réduite.

Série temporelle.

Espérance conditionnelle par raport a F;.

Variance conditionnelle par raport a F;.
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Annexe : Abréviations et Notations

1.C . Intervalle de con fiance

AR . Modele autoregressif

MA . Modele moyenne mobile

ARMA : Modeéle auto — régressif moyenne mobile

ARIMA : Modéle ARMA — Integré

ARCH : Modele Autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques

GARCH : Modele Autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques Généralisé
K . Kortisos.

s . skewness.

AIC . Critere d'information d’Akaike.

JB . Statistique de Jarque — Bera

XHh . Modele de prévision

P . Prixz dlun action

R, : Rendement
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Résumé

Dans ce mémoire, nous donnons un apercu sur la volatilité stochastique
et les modéles ARCH, qui sont largement utilisés pour modéliser et prédire
la volatilité conditionnelle des séries chronologiques financiéres. Cette
volatilité stochastique trouve de nombreuses applications dans la
modélisation des rendements financiers, I'évaluation des options, la
gestion des risques et la prévision de la volatilité. Nous présentons
également une étude empirique utilisant des données réelles de la série
financiere de I'évolution des prix du pétrole.

Abstract

In this memory, we provide an overview on stochastic volatility and ARCH
models, which are widely used to model and predict the conditional
volatility of financial time series. This stochastic volatility finds many
applications in modeling financial returns, option pricing, risk management,
and volatility forecasting. We also present an empirical study using real data
from the financial time series of the evolution of oil prices.
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