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Introduction

Connaissez-vous les queues de distributions ? Ces régions souvent négligées des

statistiques qui pourtant peuvent causer de grandes surprises lorsqu�on les explore ?

Si vous êtes curieux de comprendre comment prédire les évènements les plus ex-

trêmes, alors ce mémoire est pour vous. Préparez-vous à découvrir des outils sta-

tistiques avancés et des exemples concrets pour appréhender les corps gras de ces

distributions. L�estimation des queues de distributions est l�un des domaines les plus

importants de la statistique. Il s�agit d�un domaine qui a une longue histoire, qui a vu

de nombreuses percées et qui est toujours en évolution aujourd�hui et avant de plon-

ger dans les détails de l�estimation des queues de distributions, il convient de donner

un aperçu historique de la question. Au �l des siècles, le calcul des probabilités s�est

développé et a donné naissance à de nouvelles branches de la statistique. Ce n�est

que dans les années 1920 que la distribution des queues a commencé à intéresser les

scienti�ques.

Les queues de distributions sont importantes dans de nombreuses applications pra-

tiques, car elles peuvent concerner des phénomènes rares mais critiques tels que

les crises �nancières, les maladies rares, etc. Où l�estimation de ces queues est une

branche de la statistique qui s�intéresse aux cas où les observations extrêmes de la

distribution font l�objet d�une analyse particulière.

Au terme de ce mémoire, nous pourrons répondre aux questions suivantes :

1. Comment prédire le comportement des valeurs extrêmes de la variable étudiée ?
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2. Comment estimer la probabilité d�un évènement extrême ?

3. Comment est estimée les queues de distributions en cas de manque de données ?

4. Comment utiliser les résultats pour prendre des décisions éclairées et réduire

les risques ?

Nous exposons notre travail en quatre chapitres. Le premier chapitre présente les

statistiques d�ordre, qui sont la base de l�estimation des queues de distributions. Le

deuxième chapitre traite la théorie des valeurs extrêmes, qui fournit une approche

alternative pour estimer les évènements rares, ainsi que certaines méthodes courantes

pour estimer l�indice de queue et pour estimer les quantiles extrêmes, et la �n de

ce chapitre, nous parlerons de certaines méthodes pour déterminer le nombre de

valeurs extrêmes. Le troisième chapitre traite les données incomplètes et des manières

possibles d�en tenir compte lors de l�estimation des queues de distributions. En�n, le

dernier chapitre met en pratique ces méthodes sur des données réelles, permettant

de mesurer leur e¢ cacité et leur pertinence dans un contexte concret.

2



Chapitre 1

Statistique d�ordre

Dans certaines études, on rencontre souvent des valeurs très grandes ou très petites

qui a¤ectent l�étude, où l�échantillon est réordonné pour faciliter l�identi�cation de

ces valeurs qui est appelée les valeurs extrêmes. Dans ce chapitre, nous parlerons

simplement sur la statistique d�ordre qui joue un rôle important dans la théorie des

valeurs extrêmes.

1.1 Dé�nition de la statistique d�ordre

Dé�nition 1.1.1 On appelle statistique d�ordre associée à l�échantillon (X1; :::; Xn)

la suite ordonée (au sens croissant) notée (X1;n; :::; Xn;n); tel que

X1;n � � � � � Xn;n:

�Mettons un vecteur de rangs (R(1); :::; R(n)) avec

R(m) =
nX
k=1

1IfXm�Xkg:

� Le rang de Xm égal à k c�est à dire Xm = Xk;n; cela peut être écrit en terme

3



Chapitre 1. Statistique d�ordre

mathématique comme suit :

fR(m) = kg = fXm = Xk;ng; avec m = 1; :::; n et k = 1; :::; n:

� (r(1); :::; r(n)) sont des permutations de valeurs f1; :::; ng correspondant (R(1); :::; R(n)):

On a donc : (X1;n; :::; Xn;n) = (X�(1); :::; X�(n)) tel que �(r(k)) = k:

Théorème 1.1.1 Soit X1; :::; Xn des variables aléatoires (v.a) indépendantes et de

fonction de répartition F: Soit U1; :::; Un des v.a indépendantes de loi uniforme [0; 1] ;

alors (F�1(U1;n); :::; F�1(Un;n)) à même loi que (X1;n; :::; Xn;n) et si F continue, alors

(U1;n; :::; Un;n)
D
= (F (X1;n); :::; F (Xn;n)) p:s:

La distribution de la statistique d�ordre permet de déterminer la probabilité q�une

valeur soit valeur extrême, d�autre part sa densité permet de calculer les valeurs

les plus extrêmes possibles. Dans la partie suivante, nous verrons la loi de : la 1�ere

statistique d�ordre (X1;n = min (X1; :::; Xn)); la dernière statistique d�ordre (Xn;n =

max (X1; :::; Xn)) et la i�eme statistique d�ordre Xi;n:

1.2 Loi de la statistique d�ordre

Soit X1; :::; Xn une suite des v.a�i.i.d, de fonction de répartition FX et de densité

fX : On note par FX1;n ; FXn;n ; FXi;n les distributions des v.a�s X1;n; Xn;n et Xi;n

respectivement et fX1;n ; fXn;n ; fXi;n les densités correspondantes.
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Chapitre 1. Statistique d�ordre

1.2.1 Loi de X1;n

Distribution de X1;n

Nous avons

FX1;n(x) = P (X1;n � x) = P (min(X1; :::; Xn) � x)

= 1� P (min(X1; :::; Xn) > x) = 1� P (X1 > x; :::; Xn > x):

Car les v.a sont indépandentes et de même loi FX alors

FX1;n(x) = 1�
nY
i=1

P (Xi > x) = 1� (P (X > x))n = 1� (1� FX(x))n:

De plus, on sait que la densité fX(x) =
@FX(x)
@x

alors, la densité de X1;n est donnée

par : fX1;n(x) = nfX(x)(1� FX(x))n�1:

1.2.2 Loi de Xn;n

Distribution de Xn;n

De la même façon de X1;n on trouve la distribution de Xn;n :

FXn;n(x) = P (Xn;n � x) = P (max(X1; :::; Xn) � x)

=
nY
i=1

P (Xi � x) = (FX(x))n:

La densité correspondante est donnée par : fXn;n(x) = nfX(x)(FX(x))
n�1:

5



Chapitre 1. Statistique d�ordre

1.2.3 Loi de Xi;n

Distribution de Xi;n

Nous avons

FXi;n(x) = P (Xi;n � x) = P ([nk=ifk(Xk � x) \ (n� k)(Xk > x)g)

=

nX
k=i

P (k(Xk � x) \ (n� k)(Xk > x))

=

nX
k=i

Ckn(P (Xk � x))k(P (Xk > x))
n�k

=
nX
k=i

Ckn(FX(x))
k(1� FX(x))n�k:

� Passons maintenant à la formule de la densité de Xi;n :

Il existe i� 1 de Xi sont inférieurs à x et une seule Xi entre x et x+ dx et n� i sont

supérieurs à x; donc on trouve :

P (x � Xi;n � x+dx) =
n!

(i� 1)!(n� i)!P (Xi � x)i�1P (x � Xi � x+dx)P (Xi > x)
n�i;

et par conséquent on a :

fXi;n(x) = lim
dx!0

P (x � Xi;n � x+ dx)
dx

= nCi�1n�1(FX(x))
i�1fX(x)(1� FX(x))n�i:

L�étude de la distribution et de la densité de la statistique d�ordre dans la théorie

des valeurs extrêmes permet de développer des modèles mathématiques pour prévoir

la probabilité d�occurrence de valeurs extrêmes, ces modèles peuvent être appliqués

dans divers domaines, (tels que la �nance et l�assurance) pour une aide précieuse dans

la prise de décisions éclairées. Cependant, la distribution dont nous avons traité dans

cette section est une distribution dégénérée (i.e : lorsque n!1 la limite de F soit

0 ou 1), et cela ne nous donne pas d�informations sur la distribution des valeurs
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Chapitre 1. Statistique d�ordre

extrêmes. La question est donc de savoir quelle est la distribution non dégénérée des

valeurs extrêmes ?, sa réponse est dans le deuxième chapitre2:1:

1.3 Fonction de densité de probabilité conjointe

On dé�nie la densité de (X1;n; :::; Xn;n) par

f(X1;n;:::;Xn;n)(x1;n; :::; xn;n) = n!
nY
i=1

f(xi) tel que xi 2 R pour i = 1; : : : ; n:

Distribution du couple (Xi;n; Xj;n)

Soit X1; :::; Xn une suite de v.a�i.i.d de distribution FX et de densité fX(x):

Pour 1 � i < j � n on a : F(Xi;n;Xj;n)(x; y) = P ((Xi;n � x) \ (Xj;n � y)):

� 1er cas : si x � y alors, F(Xi;n;Xj;n)(x; y) = P (Xj;n � y) = FXj;n(y):

� 2�eme cas : x < y

C�est à dire au moint j de X1; :::; Xn sont inférieurs à y et au moint i de X1; :::; Xn

sont inférieurs à x. Alors,

F
(Xi;n;Xj;n)

(x; y) =
nX
k=j

kX
s=i

P (s de (X1; :::; Xn) � x et k de (X1; :::; Xn) � y):

=
nX
k=j

kX
s=i

n!

s!(k � s)!(n� k)!(FX(x))
s(FX(y)� FX(x))k�s(1� FX(y))n�k:

La densité correspondante est donnée par :

f(Xi;n;Xj;n)(x; y) =
n!fX(x)fX(y)

(i�1)!(j�i�1)!(n�j)!(FX(y)� FX(x))
j�i�1

�(FX(x))i�1(1� FX(y))n�j:

� Il est possible de calculer la densité de (Xi;n; Xj;n) à partir de la densité de

(X1;n; :::; Xn;n) et ça par calculer l�integral de f(X1;n;:::;Xn;n) par rapport à (X1;n; :::; Xi;n);
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Chapitre 1. Statistique d�ordre

(Xi+1;n; :::; Xj�1;n) et (Xj+1;n; :::; Xn;n) (pour plus de détailles voir la réf [1, pages

[16-17]).

1.4 Densité conditionnelle

La densité conditionnelle de Xi;n sachant que Xj;n = y est donnée par :

f(Xi;n=Xj;n)(x=y) =
f(Xi;n;Xj;n)(x; y)

fXj;n(y)

=

8>>>><>>>>:
(j�1)!

(i�1)!(j�i�1)!(FX(x))
i�1fX(x)

�(FX(y))1�j(FX(y)� FX(x))
j�i�1

si x < y

0 sinon

1.5 Moments de la statistique d�ordre

Soit X1; :::; Xn une suite de v.a de distribution F et U1; :::; Un de loi uniforme (0; 1) :

Le moment d�ordre m de la statistique d�ordre Xi;n est donné par

E(Xm
i;n) =

Z
R
xmfXi;n(x)dx:

Il peut être écrit d�une autre manière en fonction de Ui;n; d�après le théorème 1:1:1

E(Xm
i;n) = E((F

�1(Ui;n))
m) =

Z 1

0

n!

(i� 1)!(n� i)!(F
�1(u))mui�1(1� u)n�idu;

et le moment d�ordre m de la statistique d�ordre Ui;n est donné par

E(Umi;n) =

Z
R
umfUi;n(u)du =

Z 1

0

n!

(i� 1)!(n� i)!u
m+i�1(1�u)n�idu = B(i+m;n� i+ 1)

B(i; n� i+ 1) :
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Chapitre 1. Statistique d�ordre

Après la simpli�cation on trouve :

E(Umi;n) =
n!(i+m� 1)!
(n+m)!(i� 1)! :

Existence de moment de statistique d�ordre

Théorème 1.5.1 Soient X1; : : : ; Xn un échantillon de taille n de v.a X de loi F

continue et X1;n; : : : ; Xn;n les statistiques d�ordre associées. Soit k un entier stricte-

ment positif. Si X admet un moment d�ordre k; alors pour tout i = 1; : : : ; n; la i�eme

statistique d�ordre Xi;n admet aussi un moment d�ordre k: (La réciproque est fausse).

1.6 Convergence de la statistique d�ordre

Soit p 2 ]0; 1[ : Supposons que F est continue et qu�il existe une seule solution xp

à l�équation F (x) = p: Soit (kn; n � 1) une suite d�entiers tel que 1 � kn � n et

lim
n!+1

kn=n = p: Alors

Xkn;n
p:s�! xp lorsque,n! +1:

� Si p = 1 : Xkn;n
p:s�! wF = inf fx; F (x) = 1g :

� Si p = 0 : Xkn;n
p:s�! �F = sup fx; F (x) = 0g :

Preuve. Soit x 2 R �xé. Sn =
nX
i=1

1IfXi�xg:

On a fXk;n � xg = fk � Sng alors fXkn;n � xg = fkn � Sng = f1 � Sn
kn
g:

D�après la loi forte des grands nombres on a Sn
p:s�! np1 tel que p1 = F (x); alors

Sn
n

p:s�! p1; ce qui emplique Sn
kn

p:s�! p1
p
= F (x)

p
:

Donc

P (
Sn
kn
� 1) = P (Xkn;n � x) =

8><>: 0 si F (x) � F (xp)

1 sinon
=

8><>: 0 si x � xp

1 sinon

9



Chapitre 1. Statistique d�ordre

Alors Xkn;n
p:s�! xp:

1.7 Représentation de Rényi

Soit (U1; : : : ; Un) un échantillon suit la loi uniforme sur [0; 1] et (U1;n; : : : ; Un;n) la

statistique d�ordre associée, et soit E1; : : : ; En+1 un échantillon de taille n+1 suit la

loi exponentielle de paramètre 1; alors :

fUi;ngi=1;:::;n
D
=
n

Si
Sn+1

o
i=1;:::;n

; avec Si = E1 + : : :+ Ei; i = 1; : : : ; n+ 1

Ce qui implique

fXi;ngi=1;:::;n
D
=
�
F�1(Ui;n)

	
i=1;:::;n

D
=

�
F�1(

Si
Sn+1

)

�
i=1;:::;n

:

1.8 Fonctions linéaires des statistiques d�ordre

Les fonctions linéaires des statistiques d�ordre (appelées aussi L-statistiques) sont

écrites sous la forme de la statistique suivante : Ln =
nX
i=1

ai;nXi;n; avec ai;n une suite

de constantes. Ces fonctions donnent une bonne estimation des paramètres d�échelle

et de position et lorsqu�elles sont utilisées comme un estimateur, on les appelle L-

estimateur.

On suppose ai;n = 1
n
J( i

n+1
) où J(u) est la fonction de poids associée tel que u 2 [0; 1] :

Donc

Ln =
1

n

nX
i=1

J(
i

n+ 1
)Xi;n:

10



Chapitre 1. Statistique d�ordre

Propriétés asymptotiques de Ln

Théorème 1.8.1 Supposons que EjXj3 < +1; tel que X représente la v.a de po-

pulation avec une distribution F:

Soit la fonction de poids J(u) bornnée et continue en tout point de discontinue de

F�1(u): De plus supposons jJ(u) � J(v)j � Cju � vj�+ 1
2 tel que C constant, � > 0;

0 < u < v < 1; sauf pour un nombre �ni de valeurs de u et v. Alors, on a les résultats

suivants :

(i) lim
n!1

p
n(E(Ln)� �(J; F )) = 0;

(ii) lim
n!1

nV ar(Ln) = �
2(J; F );

(iii)
p
n(Ln � �(J; F ))

D! N (0; �2(J; F ));

avec

�(J; F ) =

Z
R
xJ(F (x))dF =

Z 1

0

J(u)F�1(u)du:

�2(J; F ) = 2

ZZ
�1<x<y<+1

J(F (x))J(F (y))F (x)(1� F (y))dxdy:

Distribution asymptotique de la moyenne tronquée

La moyenne tronquée est une importante L-statistiques qui est considérée comme

une méthode de calcul de moyenne qui supprime un petit pourcentage des valeurs

extrêmes supérieurs ou inférieurs ou les deux. Sa fonction de poids peut être exprimée

par

J(u) =

8><>: (p2 � p1)�1 0 � p1 < u < p2 � 1:

0 sinon.

Si F�1(u) continue en p1 et p2; on peut appliquer le théorème 1:8:1.

Maintenant, nous commençons par quelques notations, puis énonçons un résultat

plus général pour la moyenne tronquée qui est obtenue par Stigler (1973b):

11



Chapitre 1. Statistique d�ordre

Pour 0 � p1 < p2 � 1; la L-statistique donnée par :

Sn =
1

[np2]� [np1]

[np2]X
i=[np1]+1

Xi;n;

est appelée la moyenne tronquée, où les proportions p1 et (1 � p2) représentent la

proportion de l�échantillon tronqué aux deux extrémités. Soit

� = F�1(p1)� F�1(p1�); � = F�1(p2)� F�1(p2�);

avec � et � représentent les amplitudes du saut de F�1 aux proportions de tronquée.

Introduire une distribution H obtenue en tranquant F comme suit :

H(x) =

8>>>><>>>>:
0 x � F�1(p1)

F (x)�p1
p2�p1 F�1(p1) � x < F�1(p2�)

1 x � F�1(p2�)

Théorème 1.8.2 Soit 0 < p1 < p2 < 1 et n! +1. Alors

p
n(Sn � �H)

D! W; (1.1)

où la v.a limite peut être exprimée comme

W =
1

p2 � p1
�
Y +

�
F�1(p1)� �H

�
Y1 +

�
F�1(p2)� �H

�
Y2 � �max(0; Y1) + �max(0; Y2)

	
;

avec

Y ! N (0; (p2 � p1)�2H); �H la moyenne de H; �2H la variance de H et le vecteur

12



Chapitre 1. Statistique d�ordre

aléatoire (Y1; Y2) est normal bivarié tel que

E(Yi) = 0;V ar(Yi) = pi(1� pi); i = 1; 2:

Cov(Y1; Y2) = �p1(1� p2):

De plus, Y et (Y1; Y2) sont multuellement indépendants.

1.9 L-moments

Les L-moments sont des L-statistiques, ont été introduit et extrait de Silitto (1951):

Elles sont utilisées comme les méthodes d�estimation des moments habituelles tels

que les estimations basées sur celle-ci sont obtenues de la même manière que dans

la méthode des moments. Les L-moment permettent de distinguer le comportement

des données hydrologiques asymétriques (hydrologie des eaux de surface, hydrologie

des précipitations extrêmes).

Dé�nition 1.9.1 SoitX une v.a.de taille n d�une distribution F et soitX1;n; : : : ; Xn;n

la statistique d�ordre associée de (X1; : : : ; Xn). Le r�eme L-moment est dé�ni par :

�r =
1

r

r�1X
k=0

(�1)kCkr�1E(Xr�k;r);

et les quatres premiers L-moments théoriques sont

�1 = E(X1;1):

�2 =
1

2
E(X2;2 �X1;2):

�3 =
1

3
E(X3;3 � 2X2;3 +X1;3):

�4 =
1

4
E(X4;4 � 3X3;4 + 3X2;4 �X1;4):

Avec,

13
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� �1 est une mesure de position.

� �2 est une mesure de dispersion ou d�échelle.

� �3 est une mesure de skewness.

� �4 est une mesure de kurtosis.

Les rapports théoriques des L-moments

Les rapports théoriques des L-moments sont des quantités sans dimension et écrites

sous la forme suivante :

�2 =
�2
�1
(coi¢ cient de L-variation).

�3 =
�3
�2
(L-skewness).

�4 =
�4
�2
(L-kurtosis).

1.10 Estimateur de la fonction quantile

L�estimateur de la fonction quantile qui est donnée par

Q(u) = F�1(u) = inffx 2 R; F (x) � ug; u 2 ]0; 1[ ;

est dépendent de l�ordre des observations dans un échantillon, en même temps il est

utilisé pour estimer les quantiles et les valeurs extrêmes d�une distribution inconnue

telles que la valeur à risque (VaR). L�estimateur empirique correspondant à Q est

Qn(u) =

nX
i=1

Xi;n1If i�1
n
<u� i

n
g = X1;n +

nX
i=2

(Xi;n �Xi�1;n)1If i�1
n
<ug; (1.2)

14
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et l�estimateur lissé de Q est donné par

~Q(u) =
nX
i=1

Xi;n

Z i
n

i�1
n

1

h
k(
u� y
h

)dy;

avec k un noyau et h le paramètre de lissage. Falk (1984) a montré que le com-

portement asymptotique de ~Q est plus performant que celui du quantile empirique

Qn: Sheater et Marron (1990) [15] ont donné une expression de l�erreur au moyenne

quadratique asymptotique de ~Q comme suit :

Théorème 1.10.1 Supposons que Q00(u) est continue au voisinage de u et k est

une densité à support compact, symétrique par rapport à 0: Alors, si F n�est pas

symétrique ou F symétrique mais u 6= 1
2
; on a

MSE( ~Q(u)) =
u(1� u)

n
(Q0(u))2+

h4

4
(Q00(u))2�22(k)�2

h

n
(Q0(u))2�(k)+o(

h

n
)+o(h4):

Si F est symétrique et u = 1
2
; alors

MSE( ~Q(u)) =
1

n
(Q0(

1

2
))2(

1

4
� h�(k) + 1

nh
R(k)) + o(

h

n
) + o(

1

(nh)2
);

où

R(k) =

Z
R
k2(x)dx; �2(k) =

Z
R
x2k(x)dx:

�(k) =

Z
R
xk(x)k(�1)(x)dx; avec k(�1) la primitive de k:

1.11 Estimateur de la prime de réassurance ��;Ropt

La prime est une somme d�argent paye par l�assuré à la compagnie d�assurance en

contrepartie de prendre en charge des risques. Necir et al (2007) [14] proposent un

estimateur semi paramétrique de ��;R pour un indice d�aversion au risque �xé � � 1

15
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et un niveau de rétention optimal Ropt = F�1(1� �opt); avec �opt est un nombre réel

su¢ samment petit. Cet estimateur a été écrit sous la forme suivante

b��;R̂opt := (k=n)1=� �

1=̂(H) � �Xn�k;n; où b(H) < 1=�;
sous ces conditions : �opt = k=n et Ropt sera estimée par bRopt = Xn�k;n; avec 1 � k =

kn � n; tel que kn !1 et kn
n
!
n!1

0:

1.12 Estimateur de Hill

L�estimation de l�indice des valeurs extrêmes  est très important pour estimer la

queue de distribution. Il y a beaucoup d�estimateurs pour  écrits en termes de la

statistique d�ordre, parmi ces estimateurs est l�estimateur de Hill qui est dé�nie dans

la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.12.1 Soit X1; X2; : : : ; Xn une suite de v.a�i.i.d de fonction de répar-

tition F appartenant au domaine d�attraction de Fréchet avec un indice des valeurs

extrêmes  > 0; soit une suite d�entier k = kn ! +1 et k=n! 0 quand n! +1:

L�estimateur de Hill est dé�ni par la statistique :

bH := 1

k

kX
i=1

logXn�i+1;n � logXn�k;n avec 1 � k � n: (1.3)
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Chapitre 2

Introduction sur la théorie des

valeurs extrêmes

Les compagnies d�assurance et autres entreprises font face à de nombreux risques
considérés comme des valeurs extrêmes qui a¤ectent négativement ces entreprises et

conduisent à des crises. Pour cela, elles étudient et déterminent ces valeurs et estiment

la valeur après laquelle le risque se produit. Dans ce chapitre, nous parlerons sur

les notions fondamentales de la théorie des valeurs extrêmes telles que les domaines

d�attraction et les estimateurs de l�indice de queue, aussi les estimateurs des quantiles

extrêmes.

2.1 Théorie des valeurs extrêmes

Soit (Xi)i�1 une suite de v.a� i.i.d de fonction de répartition F: S�il existe deux

constantes de normalisation an > 0 et bn 2 R; telle que :

lim
n!1

FXn;n(anx+ bn) = lim
n!1

F n(anx+ bn) = H(x);8x 2 R; (2.1)
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la limite converge en distribution vers une loi non dégénérée H(x) (appelée loi des

valeurs extrêmes) et prend l�un des trois types de lois suivantes :

Fréchet : �(x) =

8><>: exp(�x�
1
 ) x > 0;  > 0

0 sinon.

Gumbel : �(x) = exp(� exp(�x)); x 2 R:

Weibull : 	(x) =

8><>: exp(�(�x)�
1
 ) x < 0;  < 0

1 sinon.

Fig. 2.1 �Lois des valeurs extrêmes(noir : Fréchet, rouge : Gumbel, bleu : Weibull)

Cela signi�e que le théorème des valeurs extrêmes est un analoge du théorème central

limite mais pour les phénomènes extrêmes tel que les constantes de normalisation

(le paramètre d�échelle an et le paramètre de position bn) jouent le rôle de l�écart-

type et l�espérance respectivement et le choix de ces constantes apparaît dans le

théorème suivant :

18
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Théorème 2.1.1 On peut choisir des constantes an > 0 et bn 2 R telle que 2:1 soit

véri�ée de la manière suivante

si H(x) = �(x) alors bn = 0; an = F
�1(1� 1

n
):

si H(x) = �(x) alors bn = F
�1(1); an = F

�1(1)� F�1(1� 1
n
):

si H(x) = 	(x) alors bn = F
�1(1� 1

n
); an = F

�1(1� 1
ne
)� F�1(1� 1

n
):

Remarque 2.1.1 La formule générale de H(x) s�appelle distribution généralisée des

valeurs extrêmes (GEVD) est dé�nie par :

H�;�;(x) =

8><>: exp(�(1 + (x��
�
))�

1
 )  6= 0; 1 + (x��

�
) > 0

exp(� exp(�(x��
�
)))  = 0; x 2 R

avec � : le paramètre de localisation, � : le paramètre d�échelle,  :l�indice de queue.

Dans ce cas les trois lois sont écrites sous la forme suivante :

�(x) = H0;1; 1

((x� 1));

�(x) = H0;1;0(x);

	(x) = H0;1;� 1

((x+ 1)); x 2 R:

Il est clair que cette distribution est écrite en termes des paramètres (�; � et ) ; ces

paramètres contrôlent l�aplatissement et l�asymétrie de H�;�;: Le coe¢ cient d�apla-

tissement K (appelé aussi le kurtosis) et le coe¢ cient d�asymétrie S (coe¢ cient de

Skewness) s�écrivent respectivement sous la forme :

K = �4
�22
; S = �3

�
3=2
2

;

avec �2; �3 et �4 sont les moments d�ordre respectifs 2; 3 et 4: Si le kurtosis est

supérieur à 3; on dit que la distribution à queue lourde. Mais ceci n�est valable que

dans le cas où les moments d�ordre 4 et 2 existent, et si le coe¢ cient d�asymétrie est
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supérieur à 0; on dit que la distribution asymétrique à droite.

Chaque type de distribution des valeurs extrêmes que nous avons vues au début

du chapitre est un domaine d�attraction pour de nombreuses distributions, si ces

distributions ont réalisé ce que nous verrons dans la section suivante.

2.2 Domaine d�attraction

Dé�nition 2.2.1 (domaine d�attraction maximum ) S�il existe des séquences

réelles an > 0 et bn 2 R tel que

lim
n!1

FXn;n(anx+ bn) = lim
n!1

F n(anx+ bn) = G(x);8x 2 R;

pour tout point de continuité x de G; on dit que la distribution F appartient au

domaine d�attraction maximum de G; et on écrit F 2 D(G):

Dans le tableau ci-dessous, nous verrons le domaine d�attraction de quelques lois

Domaine d�attraction Lois

Fréchet ( > 0) Pareto, Cauchy, Student, Log-gamma.

Gumbel ( = 0) Exponentielle, Normale, Log-normale, Gamma.

Weibull ( < 0) Beta, Uniforme.

Tab. 2.1 �Domaine d�attraction de quelques lois.

Théorème 2.2.1 Soit F une fonction de répartition et wF le point terminal. Sup-

pose que F 00(x) existe et F 0(x) positive pour tout x dans un voisinage gauche de wF :

Si

lim
t!wF

�
1� F (t)
F 0(t)

�0
= ;
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ou

lim
t!wF

(1� F (t))F 00(t)
(F 0(t))2

= � � 1;

alors F 2 D(H�;�;):

Proposition 2.2.1 F 2 D(H�;�;) ce qui est équivalente de

n �F (anx+ bn) !
n!1

� log(H�;�;); avec an > 0 et bn 2 R:

On a alors pour n � 1 la convergence en loi de (Xn;n � bn)=an vers une v.a de

fonction de répartition H�;�;:

Théorème 2.2.2 La fonction de répartition F est dans le domaine d�attraction de

la distrbution des valeurs extrêmes H ssi

1. Pour  > 0 : wF = +1 et

lim
t!+1

1� F (tx)
1� F (t) = x

� 1
 ; x > 0:

2. Pour  < 0 : wF < +1 et

lim
t!0

1� F (wF � tx)
1� F (wF � t)

= x�
1
 ; x > 0:

3. Pour  = 0 : wF peut être �ni ou in�ni et

lim
t!wF

1� F (t+ xf(t))
1� F (t) = e�x; x 2 R; où f est une fonction positive appropriée.

Remarque 2.2.1 Dans le théorème 2:2:2 la première limite signi�e que F 2 D(�);

la deuxième est équivalente à F 2 D(	) et la dernière est équivalente à F 2 D(�):
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Dé�nition 2.2.2 On dit qu�une fonction L est à variation lente si L(t) > 0 pour

t assez grand et si pour tout x > 0; on a

lim
t!1

L(tx)

L(t)
= 1:

Théorème 2.2.3 La fonction de répartition F appartient au domaine d�attraction

de la loi de Fréchet de paramètre  si et seulement si

F (x) = x�1=L(x); (2.2)

où L(x) est une fonction à variation lente.

Remarque 2.2.2 On dit que F est à queue lourde ssi 2.2 véri�e quand x ! 1;

 > 0:

Ce type de distribution satisfait pour tout x > 0; les deux conditions suivantes :

1. Condition du 1er ordre

lim
t!1

F (tx)

F (t)
= x�1=: (F à variation régulière à l�in�ni).

2. Condition du 2�eme ordre : 9� > 0 et A fonction tend vers à 0 et ne change pas

le signe au voisinage de 1 tel que

lim
t!1

�F (tx)= �F (t)� x�1=
A(t)

= x�1=
x� � 1
�

: (2.3)

Proposition 2.2.2 (Critère de Von Mises) Soit F la fonction de répartition d�une

loi de densité f

1. Si on a

lim
x!1

xf(x)

F (x)
=  > 0;

22



Chapitre 2. Domaine d�attraction

alors F appartient au domaine d�attraction de � de paramètre :

2. On suppose la loi de densité f strictement positive sur un intervalle (z; wF );

avec wF <1: Si on a

lim
x!w�F

(x� wF )f(x)
F (x)

=  > 0;

alors F appartient au domaine d�attraction de 	 de paramètre :

2.3 Distribution de Pareto généralisée

En e¤et, l�approche basée sur la GEVD ne prend en considération qu�une seule valeur

Xn;n; ce qui conduit à une perte d�informations contenues dans les autres grandes

valeurs de l�échantillon. Pour résoudre ce problème, une autre approche appelée POT

(Peak Over Threshold) a été trouvée pour toutes les valeurs extrêmes qui dépassent

le seuil u: Cette méthode repose sur le choix d�un seuil approprié pour étudier les

excès au-delà de ce seuil ( les excès sont les di¤érences positives entre les observations

et le seuil ). Un résumé de ceci est dans la �gure 2:2 suivante

Fig. 2.2 �Représentation graphique des excès.
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Théorème 2.3.1 (Balkema-de Haan-Pickands) Si F 2 D(H�;�;); alors il existe

une fonction de répartition des excès au-delà de u noté Fu qui peut être uniformément

approchée par une loi de Pareto généralisée (GPD) tel que :

lim
x!wF

sup
0<x<wF�u

jFu(x)�G;�(x)j = 0;

avec G;�(x) la GPD et

Fu(x) =
F (x+ u)� F (u)

1� F (u) ; x 2 ]0; wF � u[ :

Dé�nition 2.3.1 (Distribution de Pareto généralisée) Pour � > 0; et  2 R;

la GPD est dé�nie par :

G;�(x) =

8><>: 1� (1 + 
�
x)�1= si  6= 0

1� exp(�x
�
) si  = 0

où, x � 0 si  � 0 et 0 � x � 
�
si  < 0:

Lorsque  > 0; c�est la loi Pareto, lorsque  < 0; nous avons la loi Bêta et  = 0

donne la loi exponentielle.

Les paramètres de la GEVD et la GPD sont des paramètres inconnus et pour lui

donner une valeur estimée, il existe de nombreuses méthodes, et ces estimateurs

peuvent être paramétriques comme l�estimateur du maximum de vraisemblance et

de L-moment. . . , semi paramétriques (l�estimateur de Hill. . . ) ou non paramétriques

comme l�estimateur de GLW. Nous allons maintenant passer pour prendre une idée

sur certaines de ces estimateurs.
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2.4 Estimation de l�indice de queue

2.4.1 Méthode du Maximum de Vraisemblance

L�estimateur du maximum de vraisemblance de � est dé�ni comme suit :

b� = argmax
�2�

l(X1; : : : ; Xn; �) = argmax
�2�

logL(X1; : : : ; Xn; �);

avec

L(X1; : : : ; Xn; �) =
nY
i=1

h�(Xi) est la fonction de vraisemblance.

On obtient l�estimateur de �̂ en résolvant le système suivant :

8><>:
@l(X1;:::;Xn;�)

@�
= 0:

@2l(X1;:::;Xn;�)
@�2

< 0:

Donc pour  6= 0 la fonction de log vraisemblance de la GEVD est égale à :

l(X1; : : : ; Xn; �) = �n log ��
nX
i=1

(1+(
Xi � �
�

))�1=�(1+ 1

)

nX
i=1

log(1+(
Xi � �
�

)):

On dérive l(X1; : : : ; Xn; �) par rapport à les paramètres �, � et ; et on obtient le

système suivant :

8>>>>>><>>>>>>:

� 1
�

nP
i=1

(1 + (Xi��
�
))�1�1= + (1 + )

nP
i=1

1
�+(Xi��) = 0:

�n� 1
�

nP
i=1

(Xi � �)(1 + (Xi��� ))�1�1= + (1 + )
nP
i=1

Xi��
�+(Xi��) = 0:

1


nP
i=1

((1 + (Xi��
�
))�1= + 1) log(1 + (Xi��

�
))�

nP
i=1

Xi��
�+(Xi��)(1 +  + (1 + (

Xi��
�
))�1=) = 0:
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Pour  = 0 la fonction de log vraisemblance est égale à :

l(X1; : : : ; Xn; �) = �n log � �
nX
i=1

exp(�Xi � �
�

)�
nX
i=1

Xi � �
�

;

avec le système correspondant suivant :

8>><>>:
n�

nP
i=1

exp(�Xi��
�
) = 0:

n+
nP
i=1

Xi��
�
(exp(�Xi��

�
)� 1) = 0:

Dans les deux cas le système est non linéaire pour lesquels aucune solution explicite

existe.

2.4.2 Méthode du L-moment

La méthode de L-moment a été utilisée comme la méthode du maximum de vraisem-

blance pour l�estimation des paramètres de distribution. Soit X1; : : : ; Xn un échan-

tillon de taille n � 1 d�une v.a X et X1;n; : : : ; Xn;n les statistiques d�ordre associées.

L�estimateur de L-moment est donné par :

lr = (C
r
n)
�1
X

: : :
X

1�i1<:::<ir�n

1

r

r�1X
k=0

(�1)kCkr�1Xir�k;n; avec r = 1; 2; : : : :

Les trois premières estimations sont écrites sous la forme suivante :

l1 =
1

n

X
1�i�n

Xi;n:

l2 =
1

n(n� 1)
XX

(
1�i<j�n

Xj;n �Xi;n):

l3 =
2

n(n� 1)(n� 2)
XXX

(
1�i<j<k�n

Xk;n � 2Xj;n +Xi;n):
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On peut écrire les L-moments sous forme de combinaisons linéaires en fonction de

moment de probabilité pondéré �k et �j; tout d�abord on dé�nie par :

Mi;j;k = E(X
iF j(1� F )k) =

Z 1

0

Q(u)(1� u)kujdu;

les moments pondéré de Weighted et �k; �j et P �r;k sous les formes suivantes :

�k =M1;0;k =
R 1
0
Q(u)(1� u)kdu:

�j =M1;j;0 =
R 1
0
Q(u)ujdu:

P �r;k = (�1)r�kCkrCkr+k:

Par conséquent les L-moments sont données par :

�r+1 = (�1)r
rX
k=0

P �r;k�k =
rX
j=0

P �r;j�j;

on trouve

�1 = �0; �2 = 2�1 � �0; �3 = 6�2 � 6�1 + �0;

donc l�estimateur de �r peut s�écrire comme suit :

lr = (�1)r�1
r�1X
k=0

P �r�1;kb�k = r�1X
j=0

P �r�1;j
b�j;

avec

l1 = b�0; l2 = 2b�1 � b�0; l3 = 6b�2 � 6b�1 + b�0:
Cette méthode a été utilisée pour extraire une estimation de l�indice de queue, ainsi

que les paramètres de position et d�échelle. Par exemple pour trouver b� et b� de la
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GEVD lorsque  = 0 on a

�j =

Z 1

0

(�� � log(� log u))ujdu

=
�

j + 1
� �

Z 1

0

log(� log u)ujdu;

en utilisant le changement de variable on trouve

�j =
1

j + 1
(�+ � (log (j + 1)� �)) ;

avec

� =

Z +1

0

exp (�w) log (w) dw = �0:57722;

ce qui implique

�1 = �0 = �� ��; �2 = 2�1 � �0 = � log (2) ;

donc on trouve :

b� = l2= log (2) ; b� = l1 + b��:
2.4.3 Estimateur de Pickands

Dé�nition 2.4.1 Soit X1; X2; : : : ; Xn une suite de v.a�i.i.d de fonction de répar-

tition F 2 D(H);  2 R: Soit une suite d�entier k = kn ! 1 quand n ! 1:

L�estimateur de Pickands est donné par la statistique suivante :

bP = 1

log 2
log

Xn�k;n �Xn�2k;n

Xn�2k;n �Xn�4k;n
:
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Propriétés asymptotiques de l�estimateur de Pickands

Théorème 2.4.1 (Consistance faible) Soit X1; X2; : : : ; Xn une suite de v.a�i.i.d

de fonction de répartition F 2 D(H�;�;);  > 0: Soit (kn)n�1 une suite d�entiers tel

que 1 < kn � n: Si kn !1 et kn=n! 0 alors on a

bP p! ; quand n!1:

Théorème 2.4.2 (Consistance forte) Soit X1; X2; : : : ; Xn une suite de v.a�i.i.d

de fonction de répartition F 2 D(H�;�;);  2 R: Soit (kn)n�1 une suite d�entiers tel

que 1 < kn � n: Si kn !1 et kn
log(log(n))

!1 alors

bP p:s! ; quand n!1:

Normality asymptotique

Théorème 2.4.3 Sous des conditions additionnelles sur la suite intermédiaire kn et

la fonction de répartition F; on a :

p
k(bn � ) D! N (0; �2); quand n!1;

où

�2 =
2(22+1 + 1)

(2(2 � 1) log 2)2 :

2.4.4 Estimateur de Hill

Pour n � 1; soit X1; : : : ; Xn suite de v.a�i.i.d dé�nie sur un espace de probabilité

(
;A; P ); de fonction de distribution F: L�estimateur de Hill est utilisé pour les

distributions qui appartient au domaine d�attraction de Fréchet c�est à dire que

F = 1 � F la queue de distribution (appelée aussi la fonction de survie) de ce
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domaine est de forme 2.2.

L�indice des valeurs extrêmes  régit de la queue de distribution : lorsque  est grand,

la queue est épaisse (lourde). Nous avons vu son estimation dans le premier chapitre

1:12 et dans cette partie nous allons l�examiner la consistance et l�asymptotiquement

normal de cet estimateur.

Propriétés asymptotiques de l�estimateur de Hill

Théorème 2.4.4 (Cansistance faible) Soit X1; X2; : : : ; Xn un échantillon de v.a�

i.i.d de fonction de répartition F avec F 2 D(�) et  > 0: Soit (kn)n>1 une suite

d�entiers telles que 1 � kn � n; donc

si

8><>: kn !1

kn=n! 0
alors bH p! :

Théorème 2.4.5 (Consistance forte) Soit X1; X2; : : : ; Xn un échantillon de v.a�

i.i.d de fonction de répartition F avec F 2 D(�) et  > 0: Soit (kn)n>1 une suite

d�entiers telles que 1 � kn � n:

Si

8><>: kn !1
kn

log(log(n))
! 0

alors bH p:s! :

Normalité asymptotique

Théorème 2.4.6 Si la condition de 2�eme ordre 2.3 est satisfaite avec lim
n!1

p
kA(n=k) =

�; alors
p
k(bn � ) D! N ( �

1� �; 
2); quand n!1:
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2.4.5 Estimateur de GLW

L�estimateur de Hill a été généralisé par Csörgö, Deheuvels et Mason (CDM) à une

nouvelle classe d�estimateurs du noyau qui n�est utilisé que dans le cas où  > 0:

Groeneboom, Lopuhaä et de Wolf (2003) (GLW) ont introduit une modi�cation sur

l�estimateur CDM qui permet des valeurs négatives de  2 R.

Soit K(:) une fonction noyau véri�ant les conditions suivantes :

K (x) = 0; si x =2 [0; 1[ :

K est deux fois continument di¤érentiable sur ]0; 1] :

K (1) = K
0
(1) = 0:R 1

0
K (x) dx = 1:

Soit

bq(1)n;h := n�1X
i=1

(i=n)�Kh(i=n) log(Xn�i+1;n=Xn�i;n);

bq(2)n;h := n�1X
i=1

	h(i=n) log(Xn�i+1;n=Xn�i;n);

avec

� > 0; h > 0; Kh(u) := h
�1K(u=h);	h(u) :=

d

du
(u�+1Kh(u)); u 2 (0; 1] :

L�estimateur (GLW )
n;h est dé�ni comme suit


(GLW )
n;h := 

(CDM)
n;h � 1 +

q̂
(2)
n;h

q̂
(1)
n;h

;

où


(CDM)
n;h :=

n�1X
i=1

(i=n)Kh(i=n) log(Xn�i+1;n=Xn�i;n):

31



Chapitre 2. Domaine d�attraction

� Les propriétés de convergence forte sont traitées par Necir (2006) :

2.5 Estimation des quantiles extrêmes

On dé�nie la fonction quantile de queue par :

U(t) = Q(1� 1=t) = (1=F )�1(t); t > 1;

donc la fonction empirique de quantile de queue correspondante est :

Un(t) = Qn(1� 1=t);

avec Qn a été exprimé dans le premier chapitre (voir 1:2).

2.5.1 Estimateur des quantiles extrêmes d�une Pareto géné-

ralisée

On suppose qu�on ait trouvé un seuil u (assez élevé), la quantité Fu(y) =
F (y+u)�F (u)

1�F (u)

est une approche de G;�(y) d�après le théorème 2:3:1. On pose x = y+ u alors on a

F (x)� F (u)
1� F (u) ' G;�(x� u);

d�après la simpli�cation on trouve F (x) = F (u)G;�(x � u); donc pour estimer le

qunatile extrême xp; il faut estimé la queue de la distribution F: Comme F (u) = Nu
n
;

F (xp) = p et après un petit calcul, on trouve

bxp =
8><>:

b�b (( nNup)�b � 1) + u si  6= 0:

b� log(Nu
np
) + u si  = 0:
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2.5.2 Estimateur des quantiles extrêmes d�une GEV

1. Le cas où F = H�;�;; l�estimateur de quantile extrême xp est dé�ni par :

bxp = H�1b�;b�;b(1� p) =
8><>: b�� b�b [1� (� log(1� p))�b] si  6= 0:b�� b� log(� log(1� p)) si  = 0:

2. Le cas où F 2 D(H�;�;); il peut être estimée le quantile extrême (xp)p� 1
n
en

utilisant la proposition 2:2:1 comme suite :

F (anx+ bn) = �
1

n
log(H�;�;);

ce qui implique

F (anx+ bn) = 1�
1

n
(1 + (

x� �
�

))�
1
 :

On pose p = 1
n
(1 + (x��

�
))�

1
 ; alors

F (anx+ bn) = 1� p;

donc

anx+ bn = Q(1� p) = xp; avec x =
�


((np)� � 1) + �;

et par conséquence

bxp := ban( �̂b ((np)�b � 1) + �̂) +bbn:
Maintenant pour l�estimation de quantile extrême (xp)p< 1

n
nous utilisons un sous

séquance (n=k); où k = kn !1; n=k !
n!1

1 on obtient

bxp := ban=k( �̂b ((np=k)�b � 1) + �̂) +bbn=k:
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2.5.3 Estimateur de Weissman

Pour la classe de Fréchet ( > 0); l�estimateur de quantile d�ordre (1 � p) du type

Weissman prend la forme suivante :

bxWp := Xn�k;n(k=np)
b;

et l�estimateur de quantile extrême de Weissman pour l�estimateur de Hill est dé�ni

par :

bxHp := Xn�k;n(k=np)
bH :

L�estimateur bxPp du quantile d�ordre (1� p) lié au l�estimateur de Pickands est de la
forme suivante :

bxPp := Xn�k+1;n +
(k=np)bP � 1
1� 2bP (Xn�k+1;n �Xn�2k+1;n):

2.6 Choix du nombre optimal de statistiques d�ordre

extrêmes

On note que ce soit dans une estimation de l�indice de queue ou dans une estima-

tion de quantile extrême, on a besoin de connaître le nombre de statistiques d�ordre

extrêmes (noté k) pour pouvoir trouver une estimation de les deux. La méthode de

choisir cette dernière est toujours un problème di¢ cile même si la forme de l�estima-

tion est déterminée. Quand k est petit, la variance est grand et lorsque k est grand,

le biais petit, dans cette partie nous parlerons de quelques méthodes pour obtenir

kopt (qui détermine le point de départ de la queue de la distribution) a�n d�équilibrer

la variance et le biais.
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2.6.1 Méthode Graphique

Dans cette méthode consiste à tracer les points de coordonnées f(k; b(k)) : k =
1; : : : ; ng; où k représente un certain nombre de statistiques d�ordre (k a été sélec-

tionnée) et b désigne n�importe quel estimateur introduit dans la section 2:4. La
valeur de k devrait être prise, où le graphe est stable, nous allons expliquer cela dans

la �gure 2:3 :

Fig. 2.3 �Choix de k optimal pour l�estimateur de Hill.

Apparemment dans cette Figure, l�estimateur semble stable un k autour de 650:

2.6.2 Erreur moyenne quadratique

Dans cette méthode pour trouver kopt; l�erreur moyenne quadratique doit être mini-

misée. Donc le choix optimal de k se fait en résolvant le problème suivant :

kopt := argmin
k
MSE(b);
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avec

MSE(b) := E1(b � )2 = Biais(b)2 + V ar(b);
où E1 dénote l�espérance en ce qui concerne la distribution de la limite.

2.6.3 Procédures adaptatives

Approche de Hall et Welsh

Le processus de sélection k n�est pas facile pour cela, les procédures adaptatives ont

proposé de calculer bkopt pour kopt dans le sens
bkopt
kopt

p! 1; quand n!1:

Hall et Welsh (1985) [10] ont prouvé que l�erreur moyenne quadratique asymptotique

de l�estimateur de Hill est minimale pour

kopt �
 
c2� (�+ 1)2

2d2�3

!1=(2�+1)
n2�=(2�+1); avec � le paramètre de 2�eme ordre.

Si la fonction de répartition F satisfaite la classe de Hall (i.e : F à queue lourde qui

satisfaite la condition du second ordre où

F (x) = 1� cx�1=
�
1� dx��= + o

�
x��=

��
; quand x!1:

pour  > 0; � � 0; c > 0; d 2 R� f0g):

Mais ce résultat ne peut pas être utilisé directement pour déterminer kopt car �; c et

d sont inconnus, pour cela Hall et Welsh ont construit une estimation de kopt dé�nie

par : bkopt := b�0n2b�=(2b�+1);
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où b�0 :=
�����(2b�)�1=2

�
n

t1

�b� �bH (t1)��1 � �bH (s)��1
(b(H) (s))�1

�����
2=(2b�+1)

;

et

b� := �����log
�����
�bH (t1)��1 � �bH (s)��1

(bH (s))�1
����� = log t1t2

����� ;
avec

bkopt
kopt

p! 1 si ti = [n�i ] ; i = 1; 2 et s = [n�] pour 0 < 2� (1� �1) < � <

2�= (2�+ 1) < �1 < �2 < 1:

Approche de Reiss et Thomas

Soit b(i) des estimations du paramètre de forme  basées sur les i extrêmes supé-
rieurs. Choisir kopt la fraction d�échantillon optimal comme valeur qui minimise

1

k

kX
i=1

i� jb(i)�m�ediane (b(1); : : : ; b(k))j ;
avec 0 � � < 1

2
; un léger lissage de la série d�estimations améliore les performances

de la procédure pour les tailles d�échantillon petites et moyennes.

Fig. 2.4 �Choix de k avec l�approche de Reiss et Thomas (kopt=41).
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Données incomplètes

On rencontre souvent des données incomplètes en assurance (comme l�assurance-

vie) ou autre, et l�étude du comportement de la queue dans ce cas nécessite d�autres

méthodes que celles utilisées dans le cas des données complètes, dont nous avons

parlé dans le deuxième chapitre. La question est donc de savoir quels sont les types

de ces données et comment trouver dans ce cas une estimation de l�indice de queue

?

3.1 Données censurées

On dit qu�une donnée est "censurée" lorsqu�on ne peut pas l�observer complètement

la variable d�intérêt, on a seulement l�information que la variable est supérieure ou

inférieure à une certaine valeur, ou qu�elle est entre deux valeurs connues, mais on

ne connaît pas sa valeur exacte. Le premier cas est connu sous le nom de censure

à droite qui elle survient lorsque la valeur d�une observation est supérieure à un

seuil de censure connu, rendant l�observation encore plus extrême que ce que les

données peuvent révéler. Par exemple, dans une étude de survie des patients atteints

de cancer, cette censure survient lorsqu�un patient survit au-delà de la période de
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suivi de l�étude. Le second cas est la censure à gauche c�est l�inverse de censure à

droite. Par exemple, dans une étude de temps de réaction de conducteurs, la censure

à gauche peut survenir si le conducteur réagit trop rapidement pour être détecté

par le système de mesure. Le dernier cas est connu sous le nom de censure par

intervalle qui consiste à connaître les bornes d�intervalle dans lesquelles se trouve

la valeur observée, sans connaître cette valeur précise. Par exemple, si l�on étudie la

distribution des précipitations annuelles dans une ville, on peut avoir des observations

censurées en raison de l�incapacité à mesurer les précipitations en dehors de certains

intervalles de temps. Dans ce cas, la censure par intervalle se produirait lorsque

l�on connaît les bornes supérieures et inférieures des intervalles au sein desquels les

précipitations ont été mesurées. On peut résumé cela ci-dessous :

Censure à droite (C censure X à droite)

La durrée de survie X est inconnue et C v.a de censure avec C < X: Autrement dit,

soit X1; : : : ; Xn une suite de taille n � 1 d�une v.a X continue et soit C la v.a de

cencure, on observe alors :

Zi = min(Xi; C) = Xi ^ C; (3.1)

et

�i =

8><>: 1 X � C (X n�est pas censurée par C) :

0 X > C (X est censurée par C) :

Censure à gauche (C censure X à gauche)

Dans ce cas on observe :

Zi = max(Xi; C) = Xi _ C;
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et

�i =

8><>: 1 X > C (X n�est pas censurée par C) :

0 X � C (X est censurée par C) :

Censure par intervalle

Pour C1 < C2 on observe que C1 < X < C2 avec X inconnue et C1; C2 l�une est une

borne inférieure et l�autre est une borne supérieure.

3.2 Données tronquées

Il existe une autre donnée incomplète appelée donnée tronquée qui correspond à un

échantillonnage biaisé, où seules des données partielles ou incomplètes sont dispo-

nibles sur la variable d�intérêt. Comme la censure, même en troncature, il y a trois

types, comme suit :

1. Troncature à droite : seuls les individus dont la durée de l�évènement est

inférieure à un certain seuil sont inclus dans l�étude (X la variable intérêt n�est

observée que si X > Y avec Y la variable aléatoire de troncature droite).

2. Troncature à gauche : en raison de la structure de la conception de l�étude,

nous ne pouvons observer que les individus dont la durée de l�évènement est

supérieure à un certain seuil de troncature.(X la variable intérêt n�est observée

que si X < Y avec Y la variable aléatoire de troncature gauche).

3. Troncature par intervalle : quand une durée est tronquée à droite et à

gauche, on dit qu�elle est tronquée par intervalle.
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3.3 Estimation de la fonction de survie

3.3.1 Estimation sous données censurées

La fonction de survie peut être estimée dans le cas de données censurées par plusieurs

méthodes non paramétriques dont la plus courante est celle de Kaplan-Meier (1958)

[18]. L�idée survivre après le temps t c�est être en vie juste avant t et ne pas mourir

au temps t; était le début de l�estimateur de Kaplan-Meier qui est s�écrit sous la

forme

FKMn (t) :=
nY
i=1

�
1�

�[i;n]
n� i+ 1

�1IfZi;n�tg
; pour t < Zn;n; (3.2)

où
�
Zi;n; �[i;n]

�
1�i�n est les statistiques d�ordre associées à l�échantillon réellement

observé (Zi; �i)1�i�n dé�ni par 3.1.

3.3.2 Estimation sous données tronquées

Dans cette partie, nous présenterons l�estimateur de Woodroofe (1985) de la fonction

de queue qui seront présentés dans le cas de données tronquées. L�estimateur est

dé�ni par

F
(W )

n (x) := 1�
Y
i:Xi>x

�
exp

�
� 1

nCn (Xi)

��
; (3.3)

et

Cn (x) := n
�1

nX
i=1

1IfXi�x�Yig; tel que Y tronqué X à droite.
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3.4 Estimation de l�indice des queues sous don-

nées incomplètes

3.4.1 Estimation sous censure aléatoire à droite

La queue de la distribution de censure est supposée également varier régulièrement,

c�est-à-dire F 2 RV (�1=1) et G 2 RV (�1=2) alors pour tout x > 0

lim
t!1

F (tx)G(tx)

F (t)G(t)
= x�1=1x�1=2 = x�1= = lim

t!1

H(tx)

H(t)
; avec  =

12
1 + 2

;

et doncH 2 RV (�1=): La méthode d�estimation de  a été développée par Einmahl

et al (2008) [10] et l�estimateur donné :

b(c;:)Z;k;n :=
b(:)Z;k;nbp ; où bp := k�1 kX

i=1

�[n�i+1;n] l�estimateur de p = =1;

avec �[1;n]; :::; �[n;n] étant les � correspondant respectivement à Z1;n; :::; Zn;n et b(:)Z;k;n
pourrait être n�importe quel estimateur non adapté à la censure.

3.4.2 Estimation sous troncature aléatoire à droite

Soit (Xi; Yi); 1 � i � N; soit N � 1 copies indépendantes d�un couple (X; Y ) de

v.a positives indépendantes dé�nies sur un espace de probabilité (
;A; P ) ; avec les

fonctions de distribution marginale continue F et G respectivement. On Suppose que

X est tronqué à droite par Y; F 2 RV (�1=1) et G 2 RV (�1=2): Les fonctions

de distributions marginaux F � et G� correspondant au la distribution conjoint de

couple (X; Y ) sont donnés par :

F � (x) := ��1
Z x

0

G (w) dF (w) ; G� (y) := ��1
Z y

0

F (w) dG (w) ;
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avec � := P (X � Y ) =
R1
0
F (w) dG (w) la constante correspond à la probabilité de

l�échantillon observé qui est supposé non nul, sinon rien n�est observé.

Gardes et Stup�er (2015) ont utilisé la dé�nition de  pour construire l�estimateur

suivant :

b(GS)1

�
k; k

0
�
:=

b (k) b2 �k0�b2 (k0)� b (k) ;
où

b (k) := 1

k

kX
i=1

log
Xn�i+1;n

Xn�k;n
; b2 �k0� := 1

k0

k
0X

i=1

log
Yn�i+1;n
Yn�k;n

:

Mais Benchaira et al (2015) [11] ont vu dans l�analyse de valeur extrême qu�il est

inhabituel de traiter deux parties distinctes de l�échantillon simultanément
�
k 6= k0

�
et pour cela ils ont proposé un estimateur où k = k

0 �
au lieu de k=k

0 ! 1
�
donné

par :

b(BMN)
1 (k) :=

1

k

kP
i=1

log
Xn�i+1;n
Xn�k;n

kP
i=1

log
Yn�i+1;n
Yn�k;n

kP
i=1

log
Xn�k;nYn�i+1;n
Xn�i+1;nYn�k;n

:

Aussi en 2022 Mancer et al [12] ont proposé un estimateur semi-paramétrique de

l�indice de queue des données tronquées aléatoires dé�ni comme suit

b(MNB)
1 :=

kP
i=1

�
Gb�n (Xn�i+1;n)

��1
log (Xn�i+1;n=Xn�k;n)

kP
i=1

�
Gb�n (Xn�i+1;n)

��1 ;

où G� est un modèle connu paramétré la distribution G avec une densité g�; � 2 � �

Rd; d � 1 et b�n := argmax
�2�

nY
i=1

g� (Yi) =G� (Xi) :

Nous terminons cette partie avec la normalité asymptotique de b(MNB)
1 ; sous la condi-
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tion lim
n!1

p
kA(ak) = � <1; tel que ak = (F � (1� k=n))�1 on a

p
k(b1 � 1) D! N ( �

1� �1
; �2);

avec �2 := 2
�
1 + 1

2

��
1 +

�
1
2

�2��
1� 1

2

�3
:

3.5 Estimation des quantiles extrêmes sous don-

nées incomplètes

3.5.1 Estimation des quantiles extrêmes sous censure aléa-

toire à droite

Soit un échantillon aléatoire (Zi; �i) ; 1 � i � n; de copies indépendantes de (Z; �) ;

soit les notation suivants :

ba(c;:) := Zn�k;nM (1) (1� SZ;k;n) =bp;
SZ;k;n := 1�

1

2

 
1�

�
M (1)

�2
M (2)

!�1
et M (r) :=

1

k

kX
i=1

�
log

Zn�i+1;n
Zn�k;n

�r
:

Alors l�estimateur du quantile extrême qv := F�1 (1� v) sous censure aléatoire à

droite qui a été proposé par Einmahl et al en 2008 [8] est dé�ni par :

bqv := Zn�k;n + ba(c;:) ��1� FKMn (Zn�k;n)
�
=v
�b(c;:)Z;k;n � 1b(c;:)Z;k;n

;

avec FKMn l�estimateur de Kaplan-Meier 3.2.
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3.5.2 Estimation des quantiles extrêmes sous troncature aléa-

toire à droite

Benchaira et al (2016) [4] ont proposé un estimateur du quantile extrême d�ordre

(1�v) comme estimateur de type Weissman sous troncature aléatoire à droite donné

comme suit :

bqv := Xn�k;n

 
v

F
(W )

n (Xn�k;n)

!�b1
;

avec F
(W )

n est l�estimateur non paramétrique de Woodroofe 3.3 pour la distribution

de queue �F de la variable intérêt X:

3.6 Exemple sous données tronquées

L�application au jeu de données AIDS. Les données présentent les temps d�infection

et d�induction pour n = 5258 adultes qui ont été infectés par le virus VIH et ont

développé le SIDA au 30 juin 1986. La variable d�intérêt est le temps d�induction T;

et la date d�infectionM etM +T la date de déclaration de la maladie. L�échantillon

(T1;M1) ; : : : ; (Tn;Mn) sont prise entre 0 et 8 ( entre 01=04=1978 et 30=06=1986 avec

45



Chapitre 3. Données incomplètes

0 représente les trois premiers mois). On observe (T;M) si 0 � T +M � 8 on d�autre

terme si 0 �M � S = 8� T; donc on a troncature à gauche. On pose

X =
1

S + "
; Y =

1

M + "
;

pour que nous ayons une troncature à droite, avec " = 0:05. On peut ajuster F

et G par la loi de Fréchet de deux paramètres (i.e : H(a;r) (x) = exp(�arx�r); a >

0; r > 0; x > 0), donc F et G à queue lourde, et l�estimateur de a et r donne

par : ba = 0:004; br = 2:1: Ainsi, on peut considérer que G est connu et vaut G� =

H(ba;br); en utilisant l�algorithme de Thomas et Reiss on trouve : k = 19; Xn�k;n =

0:356; b(MNB)
1 = 0:917: et la valeur de l�estimateur de quantile extrême pour v = 1=2n

est : bqv = 0:061: Donc pour trouver la �n de la date d�indiction tend compensons dans
ce qui suit : P (X � bqv) = v et qui nous donne : P (T � 1=bqv � 8 + ") ce qui implique
que tend = 1=bqv � 8 + " = 8:4: Donc le temps de �n d�induction du SIDA est : 8 ans,
4 mois. [12]
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Simulation et applications

4.1 Simulation

En se basant sur des échantillons de tailles �nies, nous étudions ci-dessous la per-
formance de l�estimateur de la prime de réassurance et l�estimateur des quantiles

extrêmes de Weissman.

A cet e¤et :

� Nous générons un échantillon pour deux distributions ayant des queues lourdes, à

savoir les distributions de burr(; �) et Fr�echet().

� Nous choisissons une taille de l�échantillon N = 1000 et le nombre de valeurs

extrêmes (k = 100):

� Nous évaluons la performance des deux estimateurs à travers les courbes associés.

4.1.1 Estimateur de la prime

En utilisant le logiciel R, nous obtenons les courbes suivants :
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Fig. 4.1 �Le graphe de la prime pour les distributions de Burr et Fréchet.

Dans la �gure 4:1, la prime est tracée en termes de l�indice d�aversion au risque �;

aussi il est à noter que ce soit dans le cas de la loi de Burr ou la loi de Fréchet, plus

le � proche de l�inverse de l�indice de queue, plus la valeur de la prime est élevée.

Une autre remarque, plus la valeur de  est élevée, plus la prime augmente.

4.1.2 Estimateur de Weissman

D�après le logiciel R, nous obtenons la �gure 4:2. Dans ce graphe le quantile extrême

est tracé en termes de la probabilité p, et on remarque que lorsque p augmente, la

valeur de xp diminue, cela correspond au fait que lorsque le quantile tend vers à

l�in�ni, la probabilité d�un v.a plus grand que ce quantile, tend vers à 0:
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Fig. 4.2 �L�estimateur de Weissman pour les distributions de Burr et Fréchet.

4.2 Applications

Nous allons étudié deux bases de données :

� Pertes des incendies danoises (danish �re) dans la période de 03 janvier 1980 à 31

décembre 1990.

� Nombre de décès de Covid-19.

Danish �re : Dans l�histoire de l�assurance, les incendies danoises dans la période

de dix ans durant a marqué un tournant, tel que ces incendies ont causé d�énormes

pertes �nancières aux compagnies d�assurance, ce qui a conduit à remettre en cause

les techniques d�évaluation des risques utilisées par ces compagnies. La théorie des

valeurs extrêmes, qui vise à étudier les évènements extrêmes tels que les incendies

majeurs dans l�évaluation des risques et la tari�cation des assurances a été développée
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pour résoudre ces problèmes. Ainsi, les incendies danoises ont été la source qui a

poussé les compagnies d�assurance à développer de nouvelles stratégies pour mieux

comprendre, gérer et estimer les risques. Dans cette partie, nous allons modéliser la

distribution des grandes pertes on utilise la GEVD pour les données des incendies

danoises qui consistant en 2167 observations et ça sera après l�analyse de ces données.

Covid-19 : L�ensemble de données de Covid-19 comprend des données du 3 Juin

2020 sont extraites de la référence [6]. Dans cette partie, nous allons modéliser la

distribution de la queue des données des décès de Covid-19 on utilise la GPD.

Le but : Par le biais de la théorie des valeurs extrêmes, nous allons estimer la queue de

distribution de chacune de ces deux ensembles de données. Ceci nécessite l�utilisation

de certaines commandes et fonctions spéci�ques du langage R.

4.2.1 Détection de queue lourde pour les pertes des incen-

dies danoises

Fig. 4.3 �Histogramme des données des incendies danoises
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D�après la �gure 4:3, nous remarquons que les données sont asymétrique à droite

(positive skewness), et leurs coe¢ cient d�asymétrie est égal à S = 18:74983 (Il a

été calculé en utilisant le logiciel R). Cette asymétrique à droite est une indiquation

de la queue lourde, et dans ce cas la moyenne est supérieure à la médiane, cela est

illustré dans le tableau suivant :

Min 1st Qu Median Mean 3rd Qu Max

1:000 1:321 1:778 3:385 2:967 263:250

Tab. 4.1 �Statistiques des données des incendies danoises.

En plus, le tableau 4:1 représente la valeur minimale des données (Min = 1:000), le

1er quartile : 1:321; le 3�eme quartile : 2:967; et la valeur maximale 263:250:

Q-Q Plot :

Fig. 4.4 �Représentation graphique quantiles-quantiles pour les données danoises

Puisque la longueur des données est de 2167; il semble que l�on puisse en déduire

que la queue des données est plus lourde que l�exponentielle et la concavité dans la

�gure 4:4 est un signe de l�existance de la queue lourde.
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Le Kurtosis : A l�aide du langage R, nous avons trouvé le coe¢ cient d�aplatissement

K = 485:6461 > 3 ; donc la queue est lourde, et ceci d�après ce que l�on trouve dans

la partie théorique 2:1.

4.2.2 Modélisation de la distribution des grandes pertes

Nous allons modéliser la distribution des données "danish" à l�aide de la méthode

des blocs maxima. Les données sont divisées en 217 blocs, puis prend la plus grande

valeur de chaque bloc et étudions ensuite le comportement des valeurs obtenues.

Estimation des paramètres de la GEVD

1. Estimations par la méthode de maximum de vraisemblance (E.MV) et la mé-

thode L-moments (E.LM) :

P. de position b� P. d�échelle b� P. de forme b
MV 5:8088457 3:9712825 0:6501871

LM 5:9632150 4:3019387 0:5555336

Tab. 4.2 �E.MV et E.LM pour les données des incendies danoises.

2. Estimations de Hill et de Pickands :

Estimateur de Hill bH Estimateur de Pickands bP
P. de forme b 0:5953429 0:7223427

Tab. 4.3 �Estimateurs de Hill et Pickands pour les données des incendies danoises.
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3. Estimateur de GLW : b(GLW ) = 0:6320656:

D�après le tableau 4:2 et 4:3 et l�estimateur b(GLW ) on remarque que le paramètre de

la forme est de signe positif ce qui signi�e que la GEVD est de type Fréchet. Dans

l�étape suivante on va tester l�ajustement par la loi de Fréchet.

Test de Kolmogrov-Smirnov

Les hypothèses de test sont données par :

8><>: H0 : La queue suit la loi de Fréchet.

H1 : La queue ne suit pas la loi de Fréchet.

A l�aide du langage R, on trouve p� value = 0:3127; cette valeur est supérieure au

seuil de signi�cation � = 0:05; donc on accepte l�hypothèse H0 (c�est à dire la queue

suit la loi de Fréchet).

Représentaion graphique du modèle choisi

Fig. 4.5 �Représentation graphique de la densité théorique et la densité empirique.

On remarque que la �gure 4:5montre que la densité empirique (ligne noir) correspond

approximativement à la densité théorique (ligne bleu), donc on accepte que la queue
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est bien ajustée par la loi de Fréchet.

Une autre méthode est utilisée pour modéliser les queues lourdes de distributions

est appelée la méthode de POT. Ci-dessous, nous allons modéliser les données de

Covid-19 en utilisant cette méthode, après avoir véri�é que les données de Covid-19

ont une queue lourde.

4.2.3 Les propriétés typiques de la distribution à queue lourde

des données de Covid-19

Fig. 4.6 �Histogramme des décès du Covid-19.

Dans ce cas, nous remarquons la même remarque que nous avons remarquée pour

l�histogramme des données danoises 4:2:1: Dans le tableau suivant on va voir quelques

statistiques des données :

Moyenne Medianne Variance Skewness Kurtosis

Moy = 7670:121 Med = 1385 V = 347720455 S = 4:635261 K = 27:88347

La moyenne des données autour 7670:121 et la medianne égal à 1385 avec un grand

variance qui mesure la dispertion des données. Le coe¢ cient de Skewness est positif
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ce qui signi�e que la queue est étendue du côté des grandes valeurs (c�est ce que nous

remarquons dans la �gure 4:6), avec un kurtosis supérieure à 3 (indique que la queue

est lourde)

Le rapport du maximum sur la somme

Fig. 4.7 �Taux de moralité entre les di¤érents pays.

En augmentant la valeur de p, on réduit l�impact des pays ayant des nombres de

décès cumulés faibles et on donne plus de poids aux pays ayant des nombres de décès

cumulés élevés. Cela réduit la variabilité des taux de mortalité entre les di¤érents

pays. D�après la �gure 4:7 pour di¤érentes valeurs de p (1; 2; 3 et 4); nous pouvons

conclure que la queue lourde est une caractéristique de la distribution des taux de

mortalité.
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Coe¢ cient de Gini

En calculant le coe¢ cient de Gini, nous pouvons quanti�er l�inégalité de la répartition

des données. Dans ce cas le coe¢ cient de Gini égal à 0:9078399 proche de 1; cela

signi�e que les décès Covid-19 ne sont pas répartis uniformément dans la population.

On peut donc conclure que la queue de la distribution des données est à queue lourde.

Plot d�excès moyenne

Fig. 4.8 �Plot d�excès moyenne pour les données des décès de Covid-19.

I Le graphique 4:8 montre une forte augmentation de la moyenne d�excès du seuil

0 à environ 12000; qui a ensuite commencé à diminuer jusqu�à un seuil proche de

30000: Cependant, malgré cette diminution, la moyenne d�excès reste élevée.

I Les résultats montrent également une grande variation entre les pays, avec de

nombreux pays ayant des taux de moralité beaucoup plus élevés que d�autres. (Les

pays les plus touchés par la pandémie sont les EU, le Brésil et le Royaume-Uni, avec

des taux de moralité cumulés élevés).
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I On peut donc dire que la queue de la distribution des données est lourde.

Courbe de Lorenz

Fig. 4.9 �Courbe de Lorenz des décès cumulés de Covid-19.

On remarque dans la �gure 4:9 une forte déviation de la courbe par rapport à la

droite, ce qui signi�e que la répartition est inégale, c�est à dire que certains pays ont

été beaucoup plus touchés que d�autres par l�épidémie. Cette distribution inégale

indique qu�il existe une queue lourde.

4.2.4 Modélisation de la queue des décès cumulés de Covid-

19

Estimation des paramètres de la GPD

1. Estimations par les méthodes de (MV) et (LM) :
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P. d�échelle b� P. de forme b
MV 1752:153205 1:098218

LM 1752:1803805 0:7654415

Tab. 4.4 �E.MV et E.LM pour les données de Covid-19.

2. Estimations de Hill et Pickands :

Estimateur de Hill bH Estimateur de Pickands bP
P. de forme b 0:6725703 0:5590987

Tab. 4.5 �Estimateurs de Hill et Pickands pour les données de Covid-19.

3. Estimateur de GLW : b(GLW ) = 0:8330848:

Représentation graphique du modèle choisi

Fig. 4.10 �Modélisation de la queue des décès cumulés de Covid-19.
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Conclusion

L�estimation des queues de distributions est un domaine important et nécessite la
sélection de méthodes appropriées basées sur les caractéristiques de la distribution,

y compris la forme de la queue et l�échantillon disponible.

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons exploré plusieurs méthodes d�estimation des

queues de distributions, notamment dans le cas des données complètes : la méthode

de Hill, la méthode MV, la méthode GLW, etc et nous avons pris un petit aperçu

du cas des données incomplètes. Nous avons également examiné des applications

concrètes de ces méthodes à des données réelles, telles que des données d�assurance

et des données épidémiques.

On peut dire qu�il n�y a pas de méthode universelle pour estimer les queues de distri-

butions dans toutes les situations et chaque méthode a ses avantages et ses limites,

ainsi qu�il est préférable d�utiliser plusieurs méthodes pour obtenir une estimation

�able et précise. Les résultats obtenus peuvent également être utilisés pour prendre

des décisions éclairées sur la gestion des risques. Par exemple, en assurance, l�esti-

mation de la probabilité d�évènements extrêmes peut être utilisée pour déterminer

les primes, et aussi pour la pandémie de Covid-19, la méthode de modélisation des

valeurs extrêmes peut être utilisée pour étudier les conséquences �nancières et éva-

luer les stratégies de prévention, à cela s�ajoutent les erreurs d�estimation entraînant

des conséquences graves, notamment en cas d�e¤ets graves d�évènements rares.

En résumé, la modélisation des queues de distributions est une étape critique dans
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la compréhension des risques associés à la variable étudiée. Bien que les méthodes

GEVD et GPD présentent certains inconvénients (par exemple, la méthode GEVD

nécessite une grande quantité de données pour être �able, de plus, les données doivent

être de bonne qualité et doivent être distribuées de manière aléatoire et les résul-

tats obtenus par la méthode GEVD peuvent également varier fortement selon les

hypothèses de départ (distribution), quant à la méthode GPD elle peut être sensible

aux valeurs aberrantes, qui peuvent avoir un impact signi�catif sur les estimations.

La mauvaise sélection du seuil peut conduire à une erreur dans la modélisation des

valeurs extrêmes, et donc cela conduit à un impact sérieux sur les anticipations fu-

tures de la variable étudiée), le développement se poursuit dans ce domaine pour

permettre une meilleure compréhension et modélisation d�évènements extrêmes.
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Annexe A : Logiciel R

4.3 Qu�est-ce-que le langage R?

� Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique

utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques

aussi bien simples que complexes comme des modèles linéaires ou non-linéaires, des

tests d�hypothèse, de la modélisation de séries chronologiques, de la classi�cation,

etc. Il dispose également de nombreuses fonctions graphiques très utiles et de qualité

professionnelle.

� R a été créé par Ross Ihaka et Robert Gentleman en 1993 à l�Université d�Auckland,

Nouvelle Zélande, et est maintenant développé par la R Developement Core Team.

L�origine du nom du langage provient, d�une part, des initiales des prénoms des deux

auteurs (Ross Ihaka et Robert Gentleman) et, d�autre part, d�un jeu de mots sur le

nom du langage S auquel il est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

E(:) : Espérence mathématique.

Cov(:; :) : Covariance.

V ar (:) : Variance.

v:a : Variable aléatoire.

i:i:d : Indépendantes et identiquement distribuées.

R (m) : Rang de Xm:

F (x�) : P (X < x) :

1Ia : Indicatrice de a.

Xi;n : i�eme statistique d�ordre dans un échantillon de taille n:
p! : Convergence en probabilité.
p:s! : Convergence presque sur.

POT : Peak Over Threshold.

B (a; b) : Fonction bêta complète.

� (a) : Fonction gamma complète.
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I� (a; b) : fonction bêta incomplète.

J (:) : Fonction de poids.

[np] : Partie entier de np:

N (�; �2) : Loi normal de moyenne � et de variance �2:

MSE : L�erreur au moyenne quadratique.

GEVD : Distribution Généralisée des Valeurs Extrêmes.

D (G) : Domaine d�attraction maximum de G:

wF : Point terminal.

GPD : Distribution Généralisée de Pareto.

D! : Convergence en distribution.

EMV : Estimateur de Maximum de Vraisemblance.

U (:) : Fonction quantile de queue.

xp : Quantile d�ordre 1� p sous données complètes.

qv : Quantile d�ordre 1� v sous données incomplètes.

LM : L-Moment.

MV : Maximum de Vraisemblance.

E.MV : Estimateur de Maximum de Vraisemblance.

E.LM : Estimateur de L-Moment.
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RÉSUMÉ : 

Ce mémoire porte sur l’estimation de l’indice des valeurs   

extrêmes qui correspond aux trois domaines     

d’attraction, à savoir Gumble, Fréchet et Weibull. Nous 

présentons aussi quelques estimateurs de ce crucial 

paramètre aux cas des données incomplètes.  En outre 

nous exposons  des  méthodes d’estimation de la queue de 

distribution et les quantiles extrêmes associés. Nous 

terminons notre travail par  des simulations, en utilisant  

le langage R, avec des applications aux données réelles. 

Mots-clés : Estimation des queues, les valeurs extrêmes, quantiles 

extrêmes. 

 ملخص

 مجالات مع يتوافق الذي المتطرفة القيم مؤشر تقدير الأطروحة هذه تتناول

 بعض أيضًا نقدم. Weibull و Fréchet و Gumble وهي الثلاثة، الجذب

 ، ذلك إلى بالإضافة. الكاملة غير البيانات حالة في ةمهمال المعلمة هذه تقديرات

 ننهي. به المرتبطة المتطرفة والكميات التوزيع ذيل لتقدير طرق عن نكشف

 .حقيقية لبيانات تطبيقات مع ، R لغة باستخدام ، بالمحاكاة عملنا

 الكميات المتطرفة.  ،القيم المتطرفة ، تقدير الذيول :  مفتاحيةكلمات 

ABSTRACT 

We deal with the estimation of the extreme values index 

pertaining to the three domains of attraction, namely 

Gumble, Fréchet and Weibull. We also present some 

estimators of this crucial parameter in the case of 

incomplete data. Moreover, we expose some estimation 

methods for the distribution tail and its corresponding  

high quantiles. Finally, by using the R language, we 

provide a simulation study with applications to real data. 

KEYWORDS: Estimation of tails, extreme values, extreme quantiles. 
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