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Introduction générale

En mathématiques, un estimateur est une statistique permettant d’évaluer un para-
metre inconnu relatif & une loi de probabilité (comme son espérance ou sa variance).
Il peut, par exemple, servir a estimer certaines caractéristiques d’une population to-
tale & partir de données obtenues sur un échantillon. La définition et 'utilisation
de tels estimateurs constituent la statistique inférentielle. La qualité des estimateurs

s’exprime par leur convergence, leur biais, leur efficacité et leur robustesse.

Dans la littérature diverses méthodes ont été introduites et qui permettent d’obtenir
des estimateurs de qualités différentes. Les plus populaires sont la méthode des mo-
ments et celle du maximum de vraisemblance avec une légere préférence pour MV,

le fait permet la construction des estimateurs ayant de bonnes propriétés.

Dans le présent mémoire nous allons s’intéressé a 'application de la méthode du MV.
Particulierement, nous focalisons sur les limites de I'implémentation de la technique

en question sur ordinateur.

Pour comprendre et mettre au clair le probleme que nous avons abordé, la suite du
présent document est organisée comme suit :
— Dans le Chapitre 1, nous rappelons quelques notions sur la théorie de I'estimation

paramétrique.
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— Dans le Chapitre 2, nous allons présenter la méthode du maximum de vraisem-
blance qui sera appuyée par des exemples d’applications.

— Dans le chapitre 3, et qui forme notre contribution effectif dans ce mémoire, via des
exemples concrets nous avons expliqué pourquoi I'implémentation de la méthode

du maximum de vraisemblance n’est pas toujours possible.

Enfin, en plus de la conclusion générale et les perspectives présentées, le document

a été complété et enrichi par une liste bibliographique.



Chapitre 1

Introduction a la théorie

d’estimation paramétrique

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire dans un premier lieu quelques définitions
liées a la théorie d’estimation paramétrique. Par la suite, les criteres de mesure de la

qualité d’un estimateur seront abordés.

1.1 Quelques définitions

Dans cette section nous allons présenter quelques définitions qui nous permettront
de comprendre le langage de la théorie d’estimation en générale et ’estimation pa-

ramétrique en particulier.

Définition 1.1.1 (Variable aléatoire) Soit (2, A,P) un espace probabilisé. On ap-
pelle variable aléatoire X tout fonction fonction mésurable définie sur ) dans R et

on note :
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X:Q—=R.

Remarque 1.1.1 On peut distinguer dans la littérature et la pratique deux types
de wvariables aléatoires a savoir des variables aléatoires discrétes et des variables

aléatoires continues.

Définition 1.1.2 (Echantillon) Soit X une variable aléatoire sur un référentiel €.
Un échantillon de X de taille n est un n-uplet (X1, Xs...., X;,) de variables aléatoires

et identiquement distribuées de méme loi que X. La loi de X sera appelée loi mere.

Une réalisation de cet échantillon est un n-uplet de réels (x1, s, ...x,).

Définition 1.1.3 Un modeéle statistique est une description mathématique approxi-
mative du mécanisme qui a généré les observations, que [’on suppose étre un pro-
cessus stochastique et mon un processus déterministe. Il s’exprime généralement a
Uaide d’une famille de distributions (ensemble de distributions) et d’hypothéses sur
les variables aléatoires Xy, ..., X,,. Chaque membre de la famille est une approxima-
tion possible de F' : l'inférence consiste donc a déterminer le membre qui s’accorde

le mieux avec les données.

Définition 1.1.4 (Modéle paramétrique) Un modeéle paramétrique est un modéle ot
l’on suppose le type de loi de X est connu, mais qu’il dépend d’un parameétre inconnu,

de dimension n.

Exemple 1.1.1 Les modéles suivants Sont des modeéles paramétriques.

1. Le modéle gaussien {N (u,0?),pn € R,0% > 0} .

2. Le modéle exponentiel {e (\), A > 0}.
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1.2 Estimation parameétrique et estimateur

L’approche paramétrique suppose que les données sont issues d’une loi de probabilité
de forme connue dont seuls les parametres sont inconnus. L’objectif est de connaitre
une approximation de ces parametres. Cette "approximation” est appelée désormais,

dans le langage statistique, I’estimateur des parametres inconnus.

Définition 1.2.1 On cherche a connaitre un parametre 0 qui dépend de la lot de
X. Pour cela, on définit un estimateur comme une variable aléatoire mesurable par
rapport a un échantillon a n éléments de la variable aléatoire X. En d’autres termes,
un estimateur est une fonction qui fait correspondre a chaque réalisation possible
(1, T2y .oy Tp) de Uéchantillon X, ..., X,, a n éléments la valeur 0 que [’on nomme

“la valeur estimée” ou “estimation”.

~

O, = f (21,22, ey Ty) .

Formellement, un estimateur ne peut prendre qu'un nombre fixe n d’arguments. En
pratique, on considere généralement une suite d’estimateurs 0, pour chaque taille n
de I’échantillon, qu’on appelle également estimateur. Un estimateur ne doit évidem-
ment jamais dépendre de 6, il ne dépend que des observations empiriques c¢’est-a-dire

de la réalisation de 1’échantillon.

Exemple 1.2.1 Les paramétres d’une loi de normale p, 0* peut-étre estimés respec-

tivement

>
I
3=

n
PRE
i=1

et
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1.3 Propriétes d’un estimateur

1.3.1 Le biais d’un estimateur

Soit T,, désigne 'estimateur du parametre 6 et soulignons que tout estimateur 7,

peut donner lieu a I’écriture suivante :
E(T,) =0+ B(n,0),

ou B (n,0) est appelé le biais de T,,.
Ainsi, selon la fonction B (n, 6) en peut distinguer trois types d’estimateurs. Ci-dessus

les trois situations possibles illustrées par des exemples d’applications.

Définition 1.3.1 (Estimateur sans biais) On dit que T,, est un estimateur sans biais

de 0 si et seulement si :

B (n,0) =0,

c’est-a-dire

E(T,) = 0.

Exemple 1.3.1 Soit (X1, Xs, .., X)) un n-échantillon i.i.d. issu de la variable aléa-
toire X dont E(X) = m. L’estimateur empirigue X = 13" X, de m est un

estimateur sans biais. En effet, on a
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E(Y)zE(%iXJ :%iE(Xi):%nm:m.

Définition 1.3.2 (Estimateur avec biais) On dit que T,, est un estimateur avec biais

ou biasé de 0 si seulement si :

B(n,0) = E(T, — 0) = E(T,) — 0 £ 0,

c’est-a-dire

E(T,) # 0.

Exemple 1.3.2 Soit (X, Xo,..,X,,) un n échantillon, l'estimateur empirique S*

2

est un estimateur biaisé de o° et ceci le fait que

E(5?) :E(%ZXE—72> :%ZE(XE) -5 (X°)

= B () = B (1) = (V(X) + B*(X) = (V (X) + E* (X))

2
o
=o’4+m?—— —m’
n
2
o n—1
—2_ 2 _ o2 + o2
n n

Définition 1.3.3 (Estimateur asymptotiquement sans biais) On dit que ’estimateur

biaisé T, de 6 est un estimateur asymptotiquement sans biais si et seulement :

nh—{EoB (n,0) =0,
c’est-a-dire
lim E(T,) = 0.
n—oo
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Exemple 1.3.3 Soit (X;, Xa, .., X,,) un n-échantillon i.i.d. issu de la variable aléa-
toire X dont E(X) = m. L’estimateur empirique S* de 0® < oo est un estimateur

sans biais. En effet, d’aprés l'exemple ??varAvecBiais), on a

n—1

E(5%) = o® #0°. (1.1)

n

D’apres cette derniére équation, il est claire que lestimateur S? est un estimateur

avec biais mais asymptotiquement il est sans biais, car :

1.3.2 Estimateur convergent

Dans cette section nous allons introduire quelque types de convergence d’une suite de
variables aléatoires qui peuvent étre adopté a I’'étude de convergence d’un estimateur

T}, qui est lui aussi vu comme une suite de variables aléatoires.

Pour cela, considérant dans tout au long de cette section X,, une suite de v.a.

La convergence en loi

On note F,, et F' les fonctions de répartion de X, et X respectivement. on dit que

X,, converge en loi vers X et on note :

X, — X,

si la suivante limite a lieu :
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La convergence en probabilité

On dit que la suite (X,,), -, converge en probabilité vers X et on note X, B X sic
- n—o0

Ve >0, lim P (| X, — X| >¢) =0,
n—o0

Ou encore,

Ve>0,limP(|X,—-X|[<e=1
n—oo

Ainsi, on dit que T,, est un estimateur convergent de 6 si T,, tend vers 6 en probabilité

quand n tend vers oo c’est-a-dire
Ve >0, lim P (|T,, — 0] > &) =0,
n—oo

et on note

T, % 0.

n—oQ

La convergence presque siire

On dit que la suite (X,,),-,converge presque surement vers X et on note X, MX
- n— o0

p (v xat o x0)

n—oo

0

lim X, (w) = X (w)

n—oo

P(Vw: )zl,

Ve >0,) P (X, — X|>¢) < o0,

n=1

ou

c’est-a-dire la série converge.
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Remarque 1.3.1 On parle d’estimateur fortement convergent lorsqu’on a conver-

gence presque sure de cet estimateur.

Proposition 1.3.1 soit T}, un estimateur convergent du parametre 6, et soit ¢ une

fonction de R — R continue au point 0. Alors ¢ (T,,) est un estimateur convergent
de ¢ (0).
La convergence en EMQ

Introduisant d’abord la définition suivante :

Définition 1.3.4 (Erreur Quadratique Moyenne : EQM) On appelle erreur quadra-

tique moyenne d’un estimateur T,, par rapport a 6 la quantité :

EQM (T,,.0) = E [(T,, — 6)°]

avec V (T,,) est la variance de l'estimateur tandis que B (n, ) est son biais.

On dit que 'estimateur 7;, en moyenne quadratique si

lim EQM (T,,0) = 0.

n— o0

Proposition 1.3.2 Si un estimateur est sans biais ou asymptotiquement sans biais

et st sa variance tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, alors il est convergent en

EQM.
Exemple 1.3.4 L’estimateur X = % S Xi est un estimateur convergent de m =
E (X) en EQM, car :

1. X est un estimateur sans biais de m, (voir I’exzemple ,

10
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n

2. V(Y):V(%ZXZ-) =LY V(X)=2 et limZ =0.
=1

i=1 n—00

1.3.3 Choix d’un estimateur

Lors de 'estimation d’un parametre il est possible qu’on ait a notre disposition plus
d’un estimateur. Dans ce cas, il est de toute évidence de choisir le meilleur d’entre
eux. Les deux définitions suivantes nous fournissent un premier apercu sur sélection

d’un estimateur.

Définition 1.3.5 Soient T et T, deux estimateurs sans biais de 0, on dit que Ty est

plus efficace que Ty sl est préférable au sens de la variance c’est-a-dire
V(1) <V (13).

Définition 1.3.6 Soient T} et Ty deux estimateurs de 0, on dit que T est meilleur

(plus performant) que Ty au sens de 'EQM, si la variance c¢’est-a-dire
EQM (Ty) < EQM (13).

Exemple 1.3.5 Soit X;,.., X,, un n échantillon i.i.d et

T, = X1;X2

Ty =X 4 XX

deux estimateurs de m = E (X).

On a pour 17,

11
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et

Et pour T, on a :

et

By = B(FE2) = im0+ )
%(E (X)) + E(X2) = E (X))
m (1.2)
V(T) = V (#)
1 1
LV X V(X)) = 22V (X))
%. (1.3)
E (%iXZJF XIQXZ) = E(X) +1(E(X1) — B (X2))
E()
m  (voir exemple [1.5.1)), (1.4)

12
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2+”) o, (1.5)

On a d’une part, d’apreés et on remarque que les deux estimateurs T et Ty
sont des estimateur sans biais de m. D’autre part, d’apres et on'V (Ty) <

V (Ty),. Ainsi, on conclut que l'estimateur T est plus efficace que Uestimateur T.

1.4 Statistique exhaustive

Soit Xy, Xo, ....., X;, un n—échantillon d’une variable aléatoire X. On notera L(z1, z5....

la densité de (X7, X, ....., X;,) si X est une variable absolument continue, et la pro-

babilité conjointe P(X; = x; N .....X = x,) si X est une variable discrete.

La fonction L(z;0), considéré comme fonction de 6 seul, est appelé “vraisemblance”de

0.

Soit également, T" une statistique en fonction de X, Xo, .., X, de loi g(t;0).

Définition 1.4.1 La statistique T' sera dite exhaustive, sil'on a L(x,0) = g(t,0)h(z).

En d’autres termes si la densité conditionnelle de [’échantillon est indépendante du
parameétre 0.

P(X =xz/T =1) ne dépend pas de 0.

La définition ci-dessous signifie qu'une fois T" est connu, aucune valeur de I’échantillon

13
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ni aucune autre statistique ne nous apportera de renseignements supplémentaire sur

0 :

Exemple 1.4.1 Soit X une v.a qui suit la loi de Poisson de parametre 0, soit

(21, ..,x,) une réalisation d’un n—échantillon iid, et soit la statistique

T = z": X;.
=1

On montre que la statistique T est une statistique exhaustive pour 6.

On a :
P(Xy,.., X,,T=t)
P(T =1)

P(X1,.,X,/T=t)=
La statistique T' suit une loi de Poisson de parametre nf, alors

exp (—nd) (nd)’

P(T=t)= ; ,
et
P(xy,..,x,, T =t) = P(xl,..,xn_hT—nz:l%’)
" (exp (—0) ()™ exp (=0) ()7 Z=r
11( (2:)! ) (T =320 )]
_ exp (—nb) (Q)t

(@) (@2)! (@) (T = 3205 @)

d’ou

t!

(@) (@)l (2-1)! (T = 205 )

La probabilité conditionnelle ne dépend pas de 0, donc T est bien une statistique

P(zy,....,x, /T =1t) =

exhaustive pour 6.

14
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Dans 'exemple ci-dessus, on a vu que le calcul de la probabilité conditionnelle est

loin d’étre immédiat. Le théoreme va nous simplifier la tache.

1.4.1 Théoréeme de factorisation

Soit un n-échantillon d’une variable aléatoire X. On note L (x,0) la densité jointe

de X = (x1,..,2,), elle est appellée fonction de vraissemblance de 6 € © (ouvert de

RY d > 1).

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de factorisation) La statistique T (X) est une statis-
tique exhaustive pour 0 si et seulement s’il existe deux fonctions mesurables g et h a

valeurs positives dans R, telle que la densité jointe se met sous la forme :

L(xz,0)=h(x)xg(T(x),0),0 € O,z € R",

o

[ [ (x:,0), siX est absolument continue ;
L(z,0)=4q "%
II P (z;,0), siX est discrete.

s
Il
—

avec 8 € ©, x € R", g (T (z),0) est la densité de la statistique T' et h (x) ne dépend

pas de 6.

Exemple 1.4.2 Soit X ~ U[0,0] ,0 >0, et X = (xy,..,x,) un échantillon,

T = sup x;.

1<i<n

15
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D’aprés le théoréeme de factorisation, la statistique T est exhaustive car :

%, si0<x<@;
f(z,0)=

0, sinon.

L(X,H):Hf(xi,e)zein.

i=1

La fonction de répartition de T :

0, sit<0;
G(t0)=1 (H)", sio<t<0;
1, sit>0.

Par conséquent, la densité de T' est donnée par :

—1 .
ni (5)" =t si0<2<0;

0, SInomn.

On constate que

ne dépend pas de 6.

Remarque 1.4.1 Le principe de factorisation nous donne un moyen de reconnaitre
st une statistique est erhaustive, mais ne permet pas de la construire ou méme de

savoir s’il en existe une.

1.4.2 Théoréeme de Darmois

Soit X une v.a. dont le domaine de définition ne dépend pas de 6. Le théoreme

de Darmois stipule que une condition nécessaire et suffisante pour que 1’échantillon

16
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(X1, X, .., X,,) admette une statistique exhaustive est que la densité f(z,0) de la

variable aléatoire X appartienne a une famille exponentielle.

La définition suivante nous mis au claire la notion "loi de famille exponentielle”.

Définition 1.4.2 On appelle famille exponentielle a parameétre 6 toute loi de proba-

bilité (discréte ou continue) dont la vraisemblance peut se mettre sous la forme :

F(2:0) = exp [a(0)B(z) + v(0) + (x)] SiTE Y

0 sinon

— «a est une fonction deuz fois différentiables a valeurs dans R, d > 1.
~ B est une fonction mesurable a valeurs dans R, d > 1.
— v est une fonction réelle deux fois différentiables et ne dépend pas de x.

— 0 est une fonction borélienne ne dépend pas de 6.
Exemple 1.4.3 Soit X v.a suit une loi v de parametre 0 inconnu alors :

f (2.0) = ﬁexp (—) 201

~ exp [m (r 2 e (=) xe_l)}
— exp[=InT(6) = + (6 — 1) In ()

tel que T' (0) est la fonction gamma définie par

Alors,
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et on a l'application
i=1 i=1

est bijective et continument différentiable pour tout i. Donc, la statistique exhaustive

est :

1.5 Estimateur efficace

Précédemment nous avons abordé le probleme du choix d’un estimateur lorsque plu-
sieurs statistiques ont été proposées. Dans cette section nous allons introduire deux
nouvelles notions (Information de Fisher et Borne de Fréchet) qui nous permettra de

vérifier si un estimateur 7" est efficace ou non.

1.5.1 Information de Fisher

Définition 1.5.1 On appelle quantité d’information de Fisher I, (0) apportée par

un n échantillon sur le parameétre 0, la quantité positive ou nulle suivante :

o) - g (200 w6)

n
L(zy,x9,...;xn;0) = Hf (X;,0).
i=1
Pour beaucoup de modele statistique le développement de expression (3.8) en sa

forme brute est tres complexe. Le théoréeme suivant nous fournis une version équiva-

lente & l'expression (3.8) dont le développement est moins complexe.

Théoreme 1.5.1 Si le domaine de définition de X ne dépend pas du parametre 6

18
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alors :

ho) = B[P0

2
E [6 lnL(zX,Q)] '
o0

Exemple 1.5.1 Soit X une v.a tel que X ~ N (m,d?) alors on a :

L(@.0) = e (=3 (52)°).
InL (2,6) = —3In(27) — In (o) — § (£32)°,

OlnL(z,0) _ 1
om = o2 (t—=m),
PInL(zf) 1

L Omz2 = 752

Ainsi, information de Fisher pour cette v.a est donnée par :

I(m)= —E (M) _ L

om?2 o2

Propriétés de 'information de Fisher

La quantité d’information de Fisher vérifiée les propriétés suivantes :

1. La positivité : On a
1, (6) = V (S (X,0)) > 0, V0.

2. L’additivité : Une autre propriété fondamentale de I'information de Fisher
est son additivité. L’information résultant de deux variables aléatoires indé-
pendantes est la somme de leurs informations de Fisher. Soient X, Y deux v.a
indépendantes. On note Ix (0) et Iy () les informations au point € respective-

ment fournit par X, Y. L’information I xy) (#) au point § du couple (X,Y)
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peut étre quantifier par :

I(X7y) (6) — IX (9) —|— Iy (0) .

1.5.2 Estimateur sans biais de variance minimale

Il existe plusieurs théoremes qui montrent que ’estimateur de variance minimale est

lié a 'existence d’une statistique exhaustive.

Théoréme 1.5.2 (unicité) S’il existe un estimateur de 6 sans biais de variance

minimale, il est unique.

Théoréme 1.5.3 (Rao-Blackwell) Soit T un estimateur sans biais de 6 quel-

conque et U une statistique exhaustive pour 0. Alors

T* = E(T/U),

est un estimateur sans biais de 6 au moins aussi bon que T.

Théoreme 1.5.4 S'il existe une statistique exhaustive U de 0, alors ’estimateur T

sans biais de 0 de variance minimale est unique et ne dépend que de U.

1.5.3 Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao(FDCR)

Le résultat suivant nous indique que la variance d’un estimateur ne peut étre in-
férieure a une certaine borne, qui dépend de la quantité d’information de Fisher
apportée par 1’échantillon sur le parametre 6 : Si le domaine de définition de X ne

dépend pas de 6, on a pour tout estimateur 71" sans biais de 6 :
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et si T est un estimateur sans biais de k () :

ou k est une fonction dérivable.

Définition 1.5.2 On dit que T est un estimateur efficace si :

1. T est un estimateur sans biais de 0 et

1.5.4 Théoréeme sur 'efficacité

La borne de Cramer-Rao ne peut étre atteinte que si la loi de X appartienne a la

faille exponentielle :

f(2,0) = exp B (x) o (0) + 0 (x) + ()]

car 1" est nécessairement exhaustive pour #.donc, il n’existe qu'une seule fonction

k (0) qui puisse étre estimée efficacement :

(0
h(6) = _Z/<(9)>’
I'estimateur de h () est :
1 n
T, = E Z B (Xl)



Chapitre |T| Introduction a la théorie d’estimation paramétrique

la variance minimale est

Conclusion

Dans la pratique, lorsque on dispose d’un modéle paramétrique f(z,0), le probleme
est celui de I'estimation du parametre 6 grace a laquelle le modele en question sera
entierement connu. Il existe plusieurs facons de construire un estimateur pour ce
parametre. Les plus populaires sont la méthode des moments et celle du maximum

de vraisemblance.

Dans le chapitre qui suit, nous allons s’intéresser a la méthode du maximum de

vraisemblance pour l'estimation d'un parametre.
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Chapitre 2

Estimation par maximum de

vraisemblance

Introduction

Le présent chapitre est consacré a ’application de la méthode du maximum de vrai-
semblance pour 'estimation des parametres de quelques lois usuelles. En effet, pour
comprendre au mieux le mécanisme de construction des estimations via la méthode
du maximum de vraisemblance et de vérifier leurs qualité, des exemples détaillé ont
été présentés. Et ceci toute en considérant le cas de variables aléatoires discretes et de
variables aléatoires continues, a savoir : ’estimation des parametres de la loi Normale
et la loi Exponentielle pour le cas de variables aléatoires continues et 1’estimation
des parametres de la loi de Bernoulli et de la loi de Poisson pour le cas de variables

aléatoires discretes.

23



Chapitre |§| Estimation par maximum de vraisemblance

2.1 Méthode "maximum de vraisemblance”(M.V)

En statistique, l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV') est un esti-
mateur statistique utilisé pour inférer les parametres de la loi de probabilité d’un
échantillon donné en recherchant les valeurs des parametres maximisant la fonction
de vraisemblance. Cette méthode a été développée par le statisticien Ronald Aylmer
Fisher en 1922 [1l [§]. Cette méthode est la plus utilisée en pratique. Elle est opti-
male et asymptotiquement efficace lorsque la taille de ’échantillon est assez grande

(n > 30), ou elle fournit des estimateurs de trés bonne qualité.

2.2 Définitions

Définition 2.2.1 Soit L(x;0) la fonction de vraisemblance de l'échantillon x =
(x1,x9,...,xy,) issu de la variable aléatoire X calculée au point x en fonction de

0 donnée par :

n

L(x1, 22,0203 0) = [ [ f (2:,0) . (2.1)

i=1
Définition 2.2.2 L’estimateur du mazimum de vraisemblance (EMV') pour 0 est
la statistique 0 telle que :

~

L(z;0) = max L(z;6), (2.2)

avec L(x;0) est donné par[2.1]

Autrement dit, le principe de cette méthode est de trouver un estimateur 0 qui maxi-

mise la fonction de vraisemblance L(x;0).

Remarque 2.2.1 Mazimiser la fonction L(x;0) revient 4 mazimiser In L(x;0),

(c.a.d elles atteignent leurs maximum au méme point), Donc il est plus commode
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de mazimiser In L(x;0).

f = arg max L(z;0) = arg Iglea@X(ln L(x;0)).

Il s’agit de trouver un estimateur de #, qui maximise la fonction de vraisemblance
de Déchantillon. la valeur 6 qui maximise L(z;0) serait un bon estimateur car elle
donne la plus grande probabilité pour cet échantillon. Si le domaine de X ne dépend
pas de 6 et si la fonction de vraisemblance est deux fois differentiable (dérivable) par

rapport a #, alors 0 est une solution du systeme suivant :

2 In(L(z,0)) — 0, (pour trouver 6) 23)
55z n(L(r;0)) s < 0 (pour assurer l'existence du max (In L(x;0))

2.3 Exemples usuels d’EMYV

Quand les observations sont toutes discretes( respectivement touts continues), on ap-
pelle fonction de vraisemblance de I’échantillon x1, xs, ..., x,,, la fonction de parametre

0 :

P(Xi=xy,...X,=x,;0), siles X; sont des v.a discretes, (2.4)

fxi X0 x, (T1, T2, ., 203 0),  siles X; sont des v.a continues.

L’objectif de la présente section est présenté quelques exemples d’application de la

méthode en question dans le cas de variables discretes et continues.
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2.3.1 Cas de variables discretes

On appelle fonction de vraisemblance de I’échantillon z = (1, xs, ..., ;) issu d’'une

variable aléatoire discrete X, la fonction de 6 définie par :
L (1'1,3327 ,l’n,e) =P ((Xl = l'1> N (XQ = .fL'Q) N...N (Xn = xn)) s

sous 'hypothese que les X; soit i.i.d, alors L(z;6) peut étre réécrite comme suit

Loi de Poisson

Soit I’échantillon 1, x», ..., x,, avec n- réalisation issues d’une v.a de la loi de Poisson

dont la densité est :
x;

| €xp (_)\) )

Z;:

avec r; € Net A > 0.

La fonction de vraisemblance s’écrit alors :
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étant donné que la vraisemblance est positive, on considere son logarithme népérien :

=1
= —)\n+21n <x |>
i=1 v

=—-\n+ iﬂfiln)\ - iln(xi!)
i=1 i=1

InL (21,22, ...,x,;\) = Inexp (—An) + In (H '>

La dérivée premiere s’annule quand

OInL(x1, 9, ..., Tp; N)

=0
oA\ ’
D i1 Ti
_ i= - 0
n -+ 3 ,
L S
ey
La dérivée seconde s’écrit :
2InL ey T A "o
0%1In (xl,xg, , T A) _ _21:2155 < 0,vA
oA\ A

Donc A donnée par 1D est un extremum maximal.

L’estimateur )\ est-il sans biais ?

= 2B = SE@)

27
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D’ou A est un estimateur sans biais.

Est-ce que ’estimateur )\ est convergent ?

WM::V<%§¥J’

ainsi

hmV@zhmi:0

n—oo n—oo N,

Le fait que V(S\) tend vers 0 lorsque n tend vers 'infinie alors A est convergent.

Est-ce que I'estimateur )\ est efficace? En statistique, la borne Cramér-Rao
exprime une borne inférieure sur la variance d’un estimateur sans biais, basée sur
I'information de Fisher. Elle est aussi appelée borne de Fréchet-Darmois-Cramér-Rao
(ou borne BIC'R) en I’honneur de Maurice Fréchet, Georges Darmois, Harald Cramér
et Calyampudi Radhakrishna Rao voir [4]. Elle énonce que 'inverse de 'information
de Fisher I(\), d'un parametre A, est un minorant de la variance d’un estimateur

sans biais de ce parametre (noté \).

BICR = L

I(A)
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ou

B 0*log L(z1,x2. xn \)
0 - (Pstinn s

BICR = V().

Donc A est un estimateur efficace, le fait qu’il est sans biais donc ¢’est un estimateur

"MV UE”(sans biais de variance minimale).

Loi de Bernoulli

Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli de parametre p(0 < p < 1), on note

X ~ Ber(p).

La densité de probabilité de X est

P(X=x2)=p"(1-—p)'™", Vze{01} etVpel01]

On suppose que p inconnue, soit (x1, Zs, ..., z,,) un n-échantillon (i.i.d). La fonction

de vraisemblance de 1’échantillon est donnée comme suit :
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L(x1,x9,...,xn;p) = HP (X; = z4,p),
i=1
=[] @—p) " =p==m (1= )=
i=1

=p°(1—p)"°, tel que s = le
i=1

Calculons la dérivée premiere par rapport a p :

OL (21, %2, ..., Tn; P)

— 07
dp
= spt(1—p)" " —p*(n—s)(1— p)n_s_l =0,
= sp (1=p)" T =p(n—s)(1-p)" ",
= s(l—p)=pn-ys),
= s=pn,
donc
R
p=—- Ty,
n
=1
alors
p=X.

Dans le but de vérifier que p est un extremum maximal, on calcule la dérivée seconde

de L(x;p) par rapport a p :
O?L (z1, T2, ..., Tp; p) s n—s

SRR U )
op? P (p—1)°
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p p

Le fait que s > 0 et n — s > 0, alors on constate que l'inégalité suivante est vraie :

O?L (z1, 22, ..., Tp; p)
op?

<0

Donc la fonction de vraisemblance est maximale au :

p=2X.

Il est a souligner qu’avec méme démarche suivie dans 'exemple d’estimation du

parametre de loi de Poisson, on peut montrer ce qui suit :

BG) = » (26)
v = AP .1
I 29
BICR = p<1n_p) (2.9)

D’apres ces résultats on constate que p = % S, ; est un estimateur
1. sans biais,
2. convergent
3. et de variance minimale (car BICR = V(p)).

Ainsi on conclut que 'estimateur p est un estimateur efficace de p.
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2.3.2 Cas de variables continues

On appelle fonction de vraisemblance de v.a continue X de réalisation x = (x1, 22, ..., z,),

la fonction de 0 :

avec f (z;,0) est un densité de probabilité de la v.a X.

Loi Exponentielle

Soit X une v.a de densité exponentielle de parametre A > 0. On note X ~ ¢ ()

dont la densité est :

Lexp (%), siz>0
O R EICE
0. sinon

Soit x1, T, ..., T, un n-échantillon (n-réalisations) issue d’une v. a de loi exponentielle
de parametre A\ inconnue. Pour estimer A par la méthode EMV | construisant d’abord

sa fonction de vraisemblance.

L<$1,$2,...,$n;)\) = Hf(xz)_HieXp<—%>

a

In L («Tl,l’g, coos Ty A) = —nln (A) — —Zi:l :L'i.
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Calculons la dérivée premiere par rapport a A :

Ol L (zy,29,....0,;A) —n N Yo 0
O\ A A2
S o n
A
1< -

Pour assurer que le point obtenu est un extremum maximal, calculons la dérivée

seconde par rapport a A :

O?In L (z1, 29, ..., Tp; \) _n 250w
% wx N Ny
On constate que
321nL(x1,x§,...,xn;/\) _ :_721 < 0.
o\ A=X X

Par conséquent A est un extremum maximal, dont ’expression est :

A=X.

Il est a souligner qu'avec méme démarche suivie dans ’exemple d’estimation du

parametre de loi de Poisson, on peut montrer ce qui suit :

E\) = A (2.10)
. 22
V() = = :
(A) — (2.11)
R A2
VA = D=0 212
A2
BICR = (2.13)
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D’apres ces résultats on constate que A est un estimateur
1. sans biais,
2. convergent
3. et de variance minimale (car BICR = V())).

Ainsi on conclut que 'estimateur X est un estimateur efficace de .

Loi Normale

On suppose que X ~» N (m, c?), sa densité est

Considérons d’abord ’estimation de m :

La fonction de vraisemblance est définit a partir de la densité f comme suit :
L(xy,29,...;xp;m) = Hf (x;,m) .

La vraisemblance qu'une population de moyenne m et de variance o2, généré a partir

d’un échantillon observé, s’avere donc étre définie par :

nvncor- [ e (5]
()

Ensuite, on a le logarithme de la vraisemblance :

N | —

3

2
I L (24,2, 2 m) = —nln (927 ) - Z(IZ m).
. o

=1

DN | —
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La dérivée premiere est donnée comme suite :

OlnL (21, 22,...,00,m) “xi—m
om _Z o2

=1

Ainsi, m est déterminé par I’équation suivante :

n

S E 03 (wmm) =0
=1 =1
i=1

=m =

I | = |

L’estimateur 7 = = >~ | #; de la moyenne d’une loi normale est

1. sans biais,

2. convergent

3. et de variance minimale (car BICR = V(p)).
4. est un estimateur efficace

Et ceci le fait que :

E(m) = m
m
Vin) = 2
(i) =
BICR =
n

Considérons maintenant PEMYV de o2 :

Soit toujours

g

n 2
s o) 155 (55

=1

=~ ZIn (o?) ~In (V2r) -

N —
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L’équation de In- vraisemblance est :

OlnL (xy,x9,..,0,;m;0%) —n +Z (:10,-—m)2

0o 202 204
=1
L’EMV de 62 est déterminé, ainsi, par 1’équation suivante :
- = (7, —m)’ =
— Mt (0= —no’+ z; —m)? = 0.
202 — 204 ;< ! )

Donc on remplace par sa valeur devient :

62 = 1 Z (z; —m)>. (2.17)

i=1
D’apres 'estimateur ([2.17) on constate que deux situations sont envisageables, a sa-

VOIT :

1. la moyenne m est connue : dans ce cas 62 un estimateur sans biais et convergent

de 2.

2. la moyenne m est inconnue : dans ce cas m doit étre substitué par son estima-

teur et 'expression ([2.17)) sera réécrite sous la forme
5% = li(ggi—Y)z, (2.18)
i3

et ce dernier est un estimateur biaisé et convergent de 2. Il est asymptotique-

ment sans biais.
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Conclusion

Les exemples d’application de la méthode du maximum de vraisemblance présentés
dans ce chapitre nous laissent croire qu’il ne réside aucune difficulté dans I'implémen-
tation de la méthode en question. Malheureusement ceci n’est pas toujours le cas. En
effet, il suffit d’envisager d’estimer les parametres du modele de Weibull ou Gamma
pour se rendre compte de 'existence de difficulté de construction des estimations a
I’aide de la méthode du maximum de vraisemblance. Certes le probleme qu’on ren-
contre dans les deux modeles précédent (Weibull et Gamma) peut étre surpassé a
I'aide de 'outil informatique (logiciels). Cependant, le recours a l'outil informatique
n’est pas toujours une solution. La justification de ce dernier fera ’objet du chapitre

suivant.
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Chapitre 3

Implémentation de la méthode

MYV sur ordinateur

Introduction

Dans ce chapitre a travers des exemples d’application nous allons montrer le pro-
bleme de la mise en [Juvre de la méthode du maximum de vraisemblance sur 'ou-
til informatique. Plus précisément en prenant la loi normale et la loi exponentielle
comme exemples illustratifs nous allons montrer que I'implémentation de la méthode
de vraisemblance sur machine dépend des parametres de la loi considéré et la taille
de I’échantillon, particulierement nous allons montrer que I'application n’est possible

dans certaines situations.
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3.1 Position du probleme I'implémentation de la

méthode

Pour la plupart des lois de probabilité usuelles, I'estimateur du maximum de vrai-
semblance est défini d’une facon unique, et se calcule explicitement. Sur le plan
théorique, il présente de nombreux avantages. Sous des hypotheses vérifiées par de
nombreux modeles courants, on démontre qu’il est asymptotiquement sans biais
et convergent. Cependant, dans le cadre de lois non usuelles c’est-a-dire dans le
cadre de lois générales, la construction (I'obtention) de la statistique du parametre
00 € Q C R? d > 1) manuellement (théoriquement) n’est pas toujours évidente
d’ol, pour la mise en ceuvre de cette technique, le recours a ’outil informatique est

inévitable. Ainsi, on dispose de deux possibilités pour faire face a ce dernier probleme.

1. dans le cas ou le calcul des deux premieres dérivés de la vraisemblance L(z, 6)
par rapport a 0 de 'échantillon z = (x1, zs, ..., z,,) est possible(existe), on peut
utiliser les algorithmes des résolutions des systemes d’équations non linéaires
(pour plus de détails sur ces algorithmes le lecteur peut se référer par exemple

aux [3, 2]), ou le systeme a résoudre est :

OL(x,0
M:(), pour k=1,2,...,d. (3.1)
00y
Par la suite de vérifier, via la dérivée seconde de L(x,#) par rapport a 6, que
la solution du systeme (i3.1]) représente bien un point maximum.
Ce probleme peut étre rencontré méme dans le cas de modeles usuels. En effet,

I’estimation des parametre du modele Gamma et Weibull en est une preuve. A

titre illustratif, soit I’exemple du modele de la loi weibull suivant :
Exemple 3.1.1 (Estimation du paramétre de la loi Weibull)

Supposons que nous disposons d’un n-échantillon x1, x, .., x, i.i.d, issue d’une
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loi de Weibull dont la fonction de répartition et la fonction de densité sont

respectivement données comme suite :

F(z) = exp(—12”). (3.2)

f(z;0) = 2% exp(—2?). (3.3)

La vraisemblance de [’échantillon est :

L(zy, 9, ..,2,;0) = 0" Hx?_l exXp (_ Zﬁ) )
i=1 i=1

En introduisant le logarithme, expression précédente peut étre réécrite comme

suite :

InL(z;0) =nlnd + (6 — 1)Zlnxi —Zw?.

i=1 i=1

Apres la dérivation de In-vraisemblance par rapport a 0 on obtient :

OlnL(z;0) n & S
0 = 5+izllnxi—izlxi Inz;.

Ainsi Uestimateur 6 du parameétre 0 est déterminé par la résolution l’équation

sutvante :

=0 = n . (3.4)

(20 — 1) Inx;

-

=1

D’apres l’équation , on ne peut pas obtenir une forme explicite pour l’esti-

mateur de 6. Il est claire qu’elle n’est pas linéaire, elle ne peut donc se résoudre
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que numériquement par approximations successives (par exemple la méthode du
point fize).

2. Dans certaines modeles I'expression de la premiere dérivée, de la vraisemblance
de I’échantillon, est tres complexe. Dans ce cas il est préférable d’utiliser di-
rectement les algorithmes d’optimisation pour la rechercher du maximum de
L(z;0). Ci- dessous un exemple illustratif.

Exemple 3.1.2 (Estimation du paramétre de lissage)
Dans 'estimation a noyau d’une densité [5, [0, [7], Uestimateur du paramétre

de lissage h par la méthode du maximum de vraisemblance est défini par :

h = arg mhxlj filzi,h), (3.5)

avec

filwi,h) = m Zn: K (x;xf) (3.6)

=L
ot h = h(n) est appelé paramétre de lissage et la fonction K est appelée noyau.
D’apres ['expression il est claire que l'expression de sa dérivée est tres

complexe, car on a affaire a la dérivation du produit de n fonctions.

Cependant, I'implémentation des deux solutions précédentes sur ’outil informatique
(les logiciels de calculs) n’est pas toujours réalisable. Ceci est di a la précision
des calculs de logiciels utilisés. En effet, 'outil informatique ne peut prendre en
considération des valeurs hors de I'intervalle | — 103%9; —10324[ U ]1073%4; 103%%[, ou
les valeurs de l'intervalle [—1073%%; 1073*1] sont considérées comme un zéro absolu,
tandis que les valeurs supérieur ou égale en valeurs absolue & 103 sont consi-
dérées infini (£o0). Or L(x,0) peut prendre des valeurs en d’hors de lintervalle
] — 10399; —1073%4[ U ]107324; 1039, ce qui signifier que I'implémentation de la mé-
thode MV n’est pas possible dans ce cas. La figure[3.I] présente un exemple illustratif

de la précisions du logiciel Matlab et le logiciel R.
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4\ MATLAB 7.12.0 (R2011a)
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
S| % WE® 9 ™| $rf ) | @ | Current Folder:| C:\Program Files\MATLAB\R2011a\bin
Shortcuts [#] How to Add (2] What's New
>> a=300:10:350

a =
300 310 320 330 340 350

>> x=10."-a

R RGui (64-bit)
Fichier Edition Voir Misc Packages Fer

[=]=] [e]c] @] [&]

> 10*-310
[1] 1le-310
> 10*-320
[1] 9.999889e-321

. = > 10~-322
[1] 9.881313e-323
1.0=-300 * > 10~-323
[1] 9.881313e-324
1.0000 0.0000 0.0000 0 0 0 > 10~-324
[11 o
>> a=320:325 > 10°-325
) [11 o
a= Résulat Matlab >
> 10~310
320 321 322 323 324 325 [1] Inf
R > 10~309 ,
»> x=10."-a [1] Inf Résulat R
x = > 10~308
[1] 1le+308
1.0e-320 * > 107307
[1] 1le+307
1.0000 0.0998 0.0099 0.0010 0 0 > 107306
[1] 1e+306
Jx > >
4\ MATLAB 7.12.0 (R2011a)
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
S| ¥ Wm0 ™ @ f E) | @ | CurentFolder:| C:\Program Files\MATLAB\R2011a\bin v @
> Shortcuts 2] How to Add [#] What's New
>> a=300:310
a =
300 301 302 303 304 305 306 307 308 308 310 ,
Résulat Matlab
>> x=10."a
x =
1.0e+308 *
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 0.0100 0.1000 1.0000 Inf Inf

ﬁ$>>|

FI1GURE 3.1 — Précision des calculs sous le logiciel Matlab et le logiciel R.
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3.2 Exemples illustratifs du probleme

3.2.1 Example 01 : Cas de la loi Normale

Soit X ~ N (m,0?). Il est aisé de vérifier que pour tout z, m et o > 0 I'inégalité

suivante est vraie.

£ () 1 1 (x - m) 2 - 1
x) = exp | —= < )
V2mo? 2 o V2mo?
Ainsi, la vraisemblance associée a un n-échantillon issu de la v.a X peut étre majoré

comme suit :

1 \" 1 © ) 1 \"
L(xi,....,x;m) = exp | ——= Ti—m < = B,.
(21 ) (a 27T> p( 202 < 1< ) ) (a 27r>

(3.7)

Si on suppose que #% < 1, c’est-a-dire o > \/Lz? alors en fur et a mesure que la
taille de I’échantillon augmente la borne B,, se rapproche de zéro (voir figure a

gauche). Par conséquent,

Vn>ng B, <107 = L(zy,...,2,;m) < 10732

tel que

| 324 In(10)
o= [ln (a 271')] L

avec |A] est la partie entiere inférieure de A (exemple : [10.95] = 10). Et dans ce

cas, bien évidement sur machine,

B,=0= L(zy,....,x,;m)=0.
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Le constat ci-dessus se traduit par la recherche d’un maximum d’une fonction nulle
sur tout son domaine de définition, et ceci n’a aucun sens. Par conséquent, I'obten-
tion de 'estimateur recherché n’est pas possible. Autrement dit, si on dispose d’un
échantillon, issu d'une loi normale de moyenne m et d’écart-type o > \/%7, de la

taille est supérieure a ng, alors le recours a 1’outil informatique pour la recherche du

maximum de vraisemblance en sa forme brute est en vain.

3.2.2 Example 02 : Cas de la loi Exponentielle

Pour appuie le constat de 'exemple précédent introduisant un deuxieme exemple

dans lequel nous considérons le modele exponentielle.

Soit X ~~ FExp(\ > 0) dont la densité est définie par

Xexp(—x), siz >0

[z ) =
0. sinon
Il est aisé de vérifier que
Fla ) = ~ex (—f)<1vx>o (3.8)
A EXEP TN =T '

Considérant maintenant xi, xs, ..., z, un n-échantillon issue d’une v.a. de loi expo-

nentielle de parametre A\ inconnue. De ’équation (3.8]) on a

1 ; 1
f(z) = 3, ¢XP <——) < 1 pour 1=1,2,....n.

Ainsi, la vraisemblance associée a un n—échantillon issu de X peut étre majoré

comme suit :
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n
>
=1

- 1\"
- < | = =B,.
1= ()

Si on suppose que % < 1, c’est-a-dire A > 1, alors on peut constater qu’en fur et a

1
L(xy, .,z \) = 7 OXP

mesure que la taille de ’échantillon augmente la borne B, décroit et se rapproche

de zéro (voir figure [3.3] & droite). Par conséquent, I’écriture suivante aura lieu

Vn>ng B, <107 = L(xy, ..., 2, \) < 1073,

tel que

- 52

En guise de conclusion, on ne peut implémenter cette technique pour des échan-
tillons de taille n > ng, ceci le fait que sur machine on a ce qui suit : B, = 0 =

L(xy, ...,z A) =0, et cela VA > 0.

Remarque 3.2.1 Dans la pratique L (x4, ..., x,;0) peuz prendre la valeur zéro (au
sens loutil informatique) méme pour des échantillons de taille inférieure a ng car

L(zy,...,x,;0) < B,.
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" Editor - C:\Users\DELL\Desktop\ApplicationVraiessemblance\borneExp.m " Editor - C:\Users\DELL\Desktop\ApplicationVraiessemblance\borneNorm
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window

DEB ¥R (LD HedB-BNEH $BI0 (LD - ek
|

BB -0 [+ |+ x[aaX|0 BOE| -0 |+ |+ x| KE(0,
1 function borneExp () 1 function borneNormal ()

2 - mu=.21:.005:.25; 2 - sigma=0.45:0.02:.55;

3 - M=length (mu) ; 3 - M=length(sigma) ;

4 - n=30:40; 4 - n=30:100;

5= N=length(n); 5 - N=length(n) ;

6 - B=zeros(N,M); 6 — B=zeros (N,M);

7- for j=1:M 7 - for j=1:M

3 - for i=1:N 8 - for i=1:N

2= B(i,j)=(mu(j)).*n(i); 9 - B(i,j)=1/(sigma(j) *sqrt(2*pi)
10 - end 10 - end
11 - end 11 - end
12 - plot(n,B) 12 - plot(n,B)
13 - | xlabel('n") 13 - | xlabel('n")
14 - ylabel ('L n(X i,\mu)") 14 - ylabel ("L n(X_i,\mu)")
15 15
16 - endl 16 - end

17

F1GURE 3.2 — Code source programme Matlab implémenter pour le calcul de borne
de majoration de la fonction de vraisemblance : cas de loi normale (& droite) et cas
de loi exponentielle (a gauche)

Variation de la borne de majoration de la fonction de vraisemblance: Variation de la borne de majoration de la fonction de vraisemblance:
Cas loi normale X107 Cas loi exponnetielle.
003 T T T 9 T T T T
Cas 6=045 Cas 3=0210
Cas 2=0215 ||
. Cas 6=047 I Cas 1=0.220
. ——Cas 6=049 Cas 7.=0225 ||
Cas 6=0.51 Cas 2.=0.230
— Cas 6=053 Cas %.=0235
002 i ——— Cas %=0240 ]
— Cas 0=055 Cas 2=0245
g = ———— Cas %=0250 H
5= 0015 1 1 %
v: ._]I:' .
4
001 |- 8 4
0,005 - 8
! L L L L L
30 90 100 34 35 36 37 38 39 40

F1GURE 3.3 — Exemples de variation de la borne de majoration de la fonction de
vraisemblance : cas de loi normale (& gauche) et cas de loi exponentielle (& droite)
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3.2.3 Exemple 03 : Illustration par simulation

Dans cette section nous allons présenter quelques exemples de la variation de la
fonction de vraisemblance en fonction de la taille de I’échantillon et le(s) parametre(s)

du modele considéré.

Pour répondre a notre objectif nous avons considéré 3 lois a savoir la loi normale
de parametres m et o2, la loi exponentielle de parametre A, la loi de Poisson de

parametre \.

Pour les calculs numériques nous faisons varier la taille de ’échantillon et nous avons
fixé le reste des parametres, comme suit :

— Cas de loi normale : 0 =2 et m=0et n € {10,11,...,15};

— Cas de loi exponentielle : A = 3 et n € {15,16,...,20};

— Cas de loi de Poisson : A =3 et n € {10,11,...,15};

Les résultats graphiques obtenus pour ces derniers parametres sont présentés dans

les figures [3.4] respectivement pour normale, exponentielle et Poisson.

D’apres les résultats graphiques on constate que pour les trois modeles retenues
le maximum de la vraisemblance (qui correspond au point de l'estimateur) décroit
en fur et a mesure que la taille de ’échantillon augmente. Ceci signifie que pour
chacun des trois modeles il existe une taille d’échantillon n0 pour laquelle la valeur
du maximum de leurs fonctions vraisemblances est inférieure ou égale a 1073?*. Par
conséquent, pour tous autres échantillons de taille supérieure a ng la valeur de la
vraisemblance est considérée sur machine nulle (un zéro absolu) pour toute valeur

du parametre recherché d’ou la recherche du maximum est impossible.
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x107° x10™°
3r n=10 3r
N )
o g
2 4
4 =
- X
=
. ) o , , . . .
2 25 10 1 12 13 14 15
m (la moyenne) n (La taille de Péchantillon)

FI1GURE 3.4 — Exemples de variation de la fonction de vraisemblance et son Max :
cas de loi normale

x10~ x10~

n=15
n=16
n=17
n=18 2r
n=19
n=20

n

L (X,2)

05

] 0 I I I I
1.6 15 16 17 18 19 20
n (la taille de I’échantillon)

FIGURE 3.5 — Exemples de variation de la fonction de vraisemblance et son Max :
cas de loi exponentielle

x107"° 10"

n

LX)

08

Max(L (X, 1))

06

04

02

L L L )
5 10 " 12 13 14 15
A n (la taille de I"échantillon)

FIGURE 3.6 — Exemples de variation de la fonction de vraisemblance et son Max :
cas de loi de Poisson
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons illustré via des exemples concrets le probleme d’implan-
tation de la méthode du maximum de vraisemblance sur l'outil informatique qui
est engendré par la précision limitée des calculs su 'outil informatique. De plus, les
exemples traité montrent qu’en fur est a mesure que la variance de 1’échantillon et /ou
la taille de I’échantillon plus la chance que la méthode est applicable sur ordinateur

se réduit.
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La vraisemblance est une des idées de base de la statistique. Elle donne un cadre

général et tres puissant pour traiter toutes sortes d’application, en particulier pour :

1. trouver les estimateurs dont la variance est la plus petite possible dans les

grands échantillons,

2. et construire des tests puissants.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au cadre pratique de la méthode du
maximum de vraisemblance. Plus précisément, aux contraintes de 'implémentation
de cette technique sur ordinateur. Pour atteindre notre objectif, un rappel sur les
notions de bases de la théorie d’estimation paramétrique a été exposé en premier
lieu. Par la suite, nous nous somme concentrée sur le principe de construction d'un
estimateur a 'aide de la méthode du maximum de vraisemblance. En effet, pour
mieux comprendre le mécanisme de la méthode en question et de vérifier la qualité
des estimations qu’elle nous fournit, nous l’avons appliquée sur quelques modele
usuels (loi normale, loi exponentielle, loi binomiale et loi de Poisson). Les exemples
traités nous laissent croire que la méthode est tres efficace car elle nous fournit des

estimations de tres bonne qualité.

Cependant, I'analyse approfondie de la méthode montre d'une part que la construc-

tion de la statistique du parametre recherché n’est pas toujours évidente. D’autre
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part, le recours a l'outil informatique pour surpasser cette derniere difficulté n’est
pas toujours possible. En effet, nous avons montrée a base de quelque exemple (loi
normale, loi exponentielle et loi de Poisson) que si nous considérant la forme brute de
la fonction vraisemblance et que la variance de I’échantillon dont dispose est considé-
rable notamment pour de grandes tailles d’échantillon le recours a I’outil informatique
est en vain. Ceci peut étre justifié par le fait que, sous les conditions précédentes, le
maximum de la fonction de vraisemblance se rapproche de zéro (indépendamment

0—324

du parametre recherché) et y a de forte chance qu'il sera inférieur a 1 que les

logiciels considerent comme un zéro absolu.

Enfin, il sera intéressant de compléter le présent travail en :

° Elargissant notre analyse a d’autres modeles et d’autres champs d’application de
la vraisemblance (tests, régression,...) pour mieux comprendre le probleme afin

de dégager d’éventuelles solutions.

e Analysant le cas de log-vraisemblance, pour vérifier au quel point I'introduction
de la fonction logarithme peut élargir le domaine d’application de la méthode

de vraisemblance sur ordinateur.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons essayé d’illustrer a travers des exemples concrets le pro-
bleme d’implantation de la méthode du maximum de vraisemblance (MV) en sa
forme brute sur les logiciels, engendré principalement par la précision des calculs
limitée de ces derniers. En effet, les exemples exposés montrent que la possibilité de
I'implémentation de la méthode du MV sur ordinateur dépend de la variance et de
la taille de ’échantillon dont on dispose. Ou la possibilité de I'implémentation se ré-
duit, en fur et & mesure que la variance de 1’échantillon et/ou la taille de I’échantillon

augmente.

Mots clés : Estimation, vraisemblance, logiciels, précision.

Abstract

In this work, we have illustrated through concrete examples the problem of imple-
menting the maximum likelihood (ML) method in its raw form on software, generated
mainly by the limited precision of the latter’s calculations. Indeed, the examples pre-
sented show that the possibility of implementing the ML method on a computer
depends on the variance and the size of the sample available. Where the possibility
of implementation decreases, as the sample variance and/or sample size increases.

Key words : Estimation, likelihood, software, precision.
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principalement par la précision des calculs limitée de ces derniers. En
effet, les exemples exposés montrent que la possibilité de
I'implémentation de la méthode du MV sur ordinateur dépend de la
variance et de la taille de 1'échantillon dont on dispose. Ou la possibilité
de l'implémentation se réduit, en fur et a mesure que la variance de
I'échantillon et/ou la taille de I'échantillon augmente.

Mots clés : Estimation, vraisemblance, logiciels, précision.

Abstract

In this work, we have illustrated through concrete examples the problem

of implementing the maximum likelithood (ML) method in its raw form
on software, generated mainly by the limited precision of the latter's
calculations. Indeed, the examples presented show that the possibility of
implementing the ML method on a computer depends on the variance and
the size of the sample available. Where the possibility of implementation
decreases, as the sample variance and/or sample size increases.
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