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Notations et symbols


 : Ensemble fondamentale.

P(E) : L�ensemble de partie de E.

F : Tribu d�événements sur 
.

(
;F) : Esoace probabilisable.

(E; E) : ESpace mesurable.

(
;F ; P ) : Espace probabilité.

(
;F ; (Fn)n�0; P ) : Espace de probabilité �ltré.

Ac : Complémentaire de A.

? : L�ensemble vide.

v.a : Variable aléatoire

PA : Loi de probabilité conditionnelle.

BR : La tribu borélienne de R.

1A : Indicatrice de A, dé�nie par : 1A (x) =

8><>: 1; x 2 A;

0; x =2 A:

E [X] : Espréance de variable aléatoire.

N;R : Ensemble des nombres naturelles réels respectivement.

�(A) : La tribu engendré par A

C : Ensemble de fonction dérivable et dont la premiér dérivée est continue.
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C2 : Ensemble de fonction dérivable et dont la dérivée seconde est continue.

Cb : Ensemble des fonctions b fois continuement dérivables.

i.e : C�est -à-dire.

Rd : Espace réel euclidien de dimension d.

L2 : L�espace des variables aléatoires de carré intégrables.

L1; Lp : L�espace des variables aléatoires intégrables (resp. p-intégrables).

resp : Respectivement.

S ^ T : Min(S; T ):

S _ T : Sup(S; T ):

p:s : Presque sûrement.

P � p:s : Presque sûrement pour la mesure de probabilité P .

TCL : Théorème Central Limite.

hSni : Variance quadratique (crochet stochastique) de S.
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Introduction

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable, c�est-à-dire d�un jeu où

le gain que l�on peut espérer faire en tout temps ultérieure est égal à la

somme gagnée au moment présent. En probabilités, On appelle donc martingale

un processus stochastique (Xn)n tel que l�espérance conditionnelle E[Xm j Xn]

est ègale à Xn pour tout m � n. Les martingales, ainsi que leurs variantes les

sous-martingales et les sur-martingales jouissent de nombreuses propriétés qui les

rendent très utiles dans l�ètude de processus stochastique plus généraux. L�étude

des martingales qui est proposée ci-dessous repose très fortement sur l�algèbre des

espérances conditionnelles.

Le principe de Lindenberg, méthode issue de l�article [11], reprise par [15], est

à l�origine une méthode pour démontrer le théorème Central Limite, sans avoir

recours aux outils dérivant de l�analyse de Fourier. Le théorème Central Limite

est fondamentalement une preuve d�une convergence en loi. Ainsi, ce qui va nous

intéresser, c�est d�étudier des convergences du type :

E(f(Sn)) !
n!1

E(f(Y )); (1)

où

Sn =
1p
n

nX
k=1

Xk (2)

1
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est la somme qui nous intéresse dans ce théorème, dont on spéci�era tout au long

de ce rapport les hypothèses plus précisément, et

Y =
1p
n

nX
k=1

Yk (3)

suit une loi normale centrée réduite que l�on peut écrire comme somme de lois

normales centrées réduites indépendantes par stabilité de la loi normale.

Posons Zi = (X1; : : : ; Xi; Yi+1; : : : ; Yn);Zn = X:

jE(f(Sn))� E(f(Y ))j =
�����
nX
k=1

E
�
f(

Zip
n
)� f(

Zi�1p
n
)

������ : (4)

L�idée principale sera donc, par un développement de Taylor, de contrôler l�erreur

E
�
f( Zip

n
)� f(Zi�1p

n
)
�
:

Cette méthode s�étend remarquablement bien à des théorèmes de convergence

beaucoup plus forts que le théorème Central Limite, et avec des hypothèses moins

restrictives que, notamment, l�identique distribution des variables. En particulier,

[6] donne une majoration de la quantité jE(g(f((X1; : : : ; Xn)))� E(g(f((Y1; : : : ; Yn)))j,

qui permet d�étendre les résultats de convergence à bien plus que seulement des

sommes de variables aléatoires.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le permier chapiter est notion de base de probabilité et rappel générale sur les

processus stochastique. Dans le deuxième chapiter nous auvons étudié les mar-

tingales, et dans troisième chapitre nous avons dé�ni théorème central limite et

principe de Lindenberg, et nous avons appliqué ce théorme sur martingale sous

condition Lindenberg.
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Chapitre 1

Généralités

Le but de ce chapiter est de fournir des dé�nitions de base et les résultats

principaux a�n de les utiliser dans les chapitres suivants.

1.1 Tribu

Dé�nition 1.1.1 (Tribu) Soit E un ensemble. On dit que F � P(E) est une

tribu ( ou une �-algèbre ) si :

� E 2 F ;

� 8A 2 F ; Ac 2 F ;

� 8n � 0; An 2 F =)
[
n�0

An 2 F :

Dé�nition 1.1.2 (Tribu engendrée) On appelle tribu engendrée par une classe

de parties A de 
 la plus petite tribu sur 
 contenant A; et on note �(A): Elle

est l�intersection de toutes les tribus contenant A:

3



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

1.2 Espace probabilité

Dé�nition 1.2.1 On appelle probabilité dé�nie sur (
;F) une application P de

F dans [0; 1] telle que :

1. P (
) = 1:

2. Pour toute ensemble dénombrable d�événements A1; A2; :::; An;de F deux á

deux disjoints (incompatibles) :

P (
[
i2N�

Ai) =
nX
i=1

P (Ai):

Le triplet (
;F ; P ) s�appelle espace probabilisé.

Proporiétés élémentaires des probabilité

Tout probabilité P sur (
;F) véri�e les propriétés suivantes :

1. P (?) = 0:

2. 8A 2 F ; P (Ac) =1� P (A):

3. 8A;B 2 F : si A � B alors P (A) � P (B):

4. 8A;B 2 F : P (A [B) =P (A) + P (B)� P (A \B):

5. 8A1; :::; An 2 F ; P (
[
i

Ai) �
X
i

P (Ai):

6. Si (An) est un suite croissante d�événements de F , alors la suite (P(An))n2N

est covergente et

P (
[
n�0

An) = lim
n!+1

P (An):

7. Si (An) est un suite décroissante d�événements deF , alors la suite (P(An))n2N

4



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

est covergente et

P (
\
n�0

Bn) = lim
n!+1

P (Bn):

1.3 Variable aléatoire

Dé�nition 1.3.1 Tout application mesurable X d�un espace probabilité (
;F ; P )

dans un espace (E; E) dé�nit une variable aléatoire X véri¢ e donc la propritété

de muesurabilité

8B 2 E : X�1(B) 2 F :

Théorème 1.3.1 La mesure PX dé�nie sur (E; E) par

8B 2 E : PX(B) = P (X�1(B));

est la probabilité image P par X dé�nie sur (E; E):

Dé�nition 1.3.2 Soit (
; F) un espace mesurable, une variable aléatoire réelle

X est une application mesurable de (
; F) dans R (donc telle que X�1(A) 2

F ;8A 2 BR). Une constante est une variable aléatoire de même qu�une fonction

indicatrice d�ensemble de la tribu F :

Dé�nition 1.3.3 (Fonction de répartition) Soit X une variable aléatoire à

valeurs réelles, on dé�nit :

FX(x) = P (X � x); 8x 2 R:

Propriètè 1.3.1 Soit (Xn)n2N une suite de variables aléatoires réelles, et X une

varaible aléatoire réelle de fonction de répartition FX et A l�ensemble de ses points

5



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

de discontinuité. Alors

�
8x =2 A;FXn(x) !

n!1
FX(x)

�
) Xn

Loi!
n!1

X:

Dé�nition 1.3.4 Notons C l�ensemble des fonctions uniformément continues et

bornées sur R, et notons C2 l�ensemble des fonctions deux fois dérivables telles

que f; f 0; f 00 2 C:

Propriètè 1.3.2 Soit (Xn)n2N une suite de variables aléatoires à valeurs dans R,

telle que :

8f 2 C2; E(f(Xn)) !
n!1

E(f(X)):

Alors Xn
Loi!
n!1

X:

Preuve. Soit y un point en lequel FX est continue. Fixons " > 0, il existe � > 0

tel que :

FX (y + �)� FX (y � �) < ":

Construisons alors f et g deux fonctions de l�espace C2 telles que :

- 0 � f (x) � g(x) � 1;

- f(x) = 1 si x � y � �;

- f(x) = 0 si x � y;

- g(x) = 1 si x � y;

- g(x) = 0 si x � y + �:

On a alors par construction :

FX (y � �) � E (f(X)) � FX(y) � E(g(X)) � FX (y + �) :

6



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

et également 8n 2 N :

E (f(Xn)) � FXn(y) � E(g(Xn)):

Or par hypothése, E(f(Xn)) !
n!1

E(f(X)) et E(g(Xn)) !
n!1

E(g(X)); donc :

E(f(X)) � lim inf FXn(y) � lim supFXn(y) � E(g(X));

et donc

FX(y)� " � lim inf FXn(y) � lim supFXn(y) � FX(y) + ":

Ceci étant vrai pour tout " > 0, on a �nalement :

FXn(y) !
n!1

FX(y);

et ce pour tout y =2 A. Ainisi, par la propriété 1:3:1, on a bien Xn
Loi!
n!1

X:

Ce résultat s�apparente à un résultat de densité, puisque �nalement on a montré :

h
8f 2 C2;E(f(Xn)) !

n!1
E(f(X))

i
,
h
8f 2 Cb;E(f(Xn)) !

n!1
E(f(X))

i
:

1.4 probabilité conditionnelle

Dé�nition 1.4.1 soit (
;F ; P ) un espace probabilisé et A un événement de pro-

babilité non nulle. On dé�nit une nouvelle probabilité sur (
;F), appelée proba-

7



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

bilité conditionnelle sachant A; en posant pour tout B 2 F ; la probabilité notée

P (BnA) dé�nie par

PA(B) = P (BnA) = P(A \B)
P (A)

:

On peut facilment voir que l�on a

8B 2 F ; P (A \B) = P (A)P (BnA)

cela se généralise en

P (
n\
i=1

Ai) = P (A1)P (A2nA1)P (A3nA1 \ A2):::P (AnnA1 \ ::: \ An�1)

De plus, si P (Ac) > 0 alors

8B 2 F ; P (B) = P (A)P (BnA) + P (Ac)P (BnAc)

et on en déduit la formule de Bayes permettant d�inverser les conditionnements :

Si P (B) > 0; P (AnB) = P (A)P (BnA)
P (A)P (BnA) + P (Ac)P (BnAc) :

Il est possible de généraliser ces dernières relations lorsqu�on considère une parti-

tion dénombrable (An)n2N de 
, (Ak \ Al = ?;[nAn = 
 et P (An) > 0) :

8B 2 A; P (B) =
X
n�0

P (An)P (BnAn) (formule des probabilitités totales)

P (AnnB) =
P (An)P (BnAn)P
n�0 P (An)P (BnAn)

(formule de Bayes)

8



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

1.5 Indépendance

Dé�nition 1.5.1 Deux sous-tribus F1 et F2 sont indépendantes si

P(A \B) = P(A)P(B);8A 2 F1;8B 2 F2:

Dé�nition 1.5.2 Un varialbe aléatoire X est indépendante d�une sous-tribu G si

les tribus �(X) et G sont indépendantes.

Proposition 1.5.1 La variable aléatoire X est indépendante de sous-tribu G si

et seulement si

P fB \ (X � x)g=P (B)P (X � x);8x 2 R;8B 2 G:

Deux variables (X; Y ) sont indépendantes si les tribus �(X) et �(Y ) sont indé-

pendantes.

Dé�nition 1.5.3 On dit que n événements A1; :::; An sont indépendants si, pour

tout sous-ensemble non vide fj1; :::; jpg de f1; :::; ng ; on a

P (Aj1 \ ::: \ Ajp) =P (Aj1):::P(Ajp):

Remarque 1.5.1 Cette dé�nition n�est pas une équivalence, i.e il ne su¢ t pas

que l�on ait

P (A1 \ ::: \ An) = P (A1):::P (An)

Pour dire que les événements Ai et Aj sont indépendants.

Remarque 1.5.2 A et B indépendants si et seulment si P (AnB) = P (A):

9



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

1.6 Espérance conditionnelles

Dé�nition 1.6.1 (Espérance) Soit X une variable aléatoire dé�nie sur l�es-

pace probabilité (
;F ; P ), on appelle espérance de X l�intégrale de Lebsgue de X

relativement à la mesure P , et on note E [X] ; tel que

E [X] =
Z



X(!) dP:

Espérance conditionnelles par rapport à une tribu

Soit (
;F ; P ) une espace de probabilité et soit X une v.a dé�nit sur cet espace.

Soit G une sous tribu de F .

Dé�nition 1.6.2 On appelle l�espérance conditionnelles de la variable aléatoire

X sachant G est l�unique variable aléatoire et on la note E (X j G) tel que :

1. E(X j G) est G-mesurable

2.
Z
A

E (X j G) dP =
Z
A

X dP; 8A 2 G:

Remarque 1.6.1 c�est l�unique (à une égalité P �p:s prés) variable G-mesurable

telle que

E [E (X j G)Y ] = E (XY ) ;

pour tout variable Y; G-mesurable bornée.

Espérance conditionnelle par rapport à une variable aléatoire

Soit (
;F ; P ) une espace probabilité �xé et donné. Soient X; Z deux v.a dé�nies

sur cet espace. Soit G la tribu engendré par Z (i.e G = �(Z)).

10



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Dé�nition 1.6.3 On appelle l�espérance conditionnelle de X schant Z est une

variable aléatoire dé�nie comme l�espérance conditionnelle de X par rapport la

tribu G (i.e E (X j G)) on la note E (X j Z) : Telle que E (X j G) est une fonction

de Z (i.e E (X j Z) est une v.a mesurable par rapport la tribu engendrée par Z).

L�espérance conditionnelle E (X j Z) est caractérisée par :

1. C�est une variable �(Z) mesurable.

2.
Z
A

E (X j Z) dP =
Z
A

XdP; 8A 2 �(Z):

Propriétés de l�espérance conditionnelle

Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité donné, et soit G une sous tribu de F .

Soient X et Y deux v.a de�nies sur (
;F ; P )

1. Soit a et b deux constantes tel que : E(aX+bY j G) = aE(X j G)+bE(Y j G)

(Linéarité).

2. Soit X et Y deux v.a telles que X � Y , alors E(X j G) � E(Y j G)

(Croissance).

3. Si X est G-mesurable, alors E(X j G) = X:

4. Si Y est G-mesurable, alors E(XY j G) = Y E(X j G):

5. E [E (X j G)] = E(X):

6. Si X indépendante de G, alors E(X j G) = E(X):

7. Si X une v.a telle que X 2 Lp(
;F ; P ); 8p � 1:Alors kE(X j G)kLp(
;F ;P ) �

kXkLp(
;F ;P ) :

8. Si G et H sont deux tribus telle que H � G; alors

E(E(X j H) j G) = E(E(X j G) j H) = E(X j H):

11



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

9. Si � est une application convexe et mesurable, E [�(X) j G] � �(E [X j G])

(Inégalité de Jensen).

1.7 Convergence d�une suite de variable aléa-

toire

Dé�nition 1.7.1 soit X et (Xn)n�1 des variables aléatoires à valeurs dans Rd

dé�nies sur un même espace de probabilité (
;F ; P ):

1. On dit que la suite (Xn)n�1 converge persque sûrement versX (Xn

p:s!
n!+1

X);

si

P (

�
! 2 
 : X(!) = lim

n!+1
Xn(!)

�
) = 1:

2. Si p > 0; on dénote Lp(
;F ;P) l�ensemble des variables aléatoires X telle

que E( jXjp) < +1; on dit que la suite (Xn)n�1 converge dans Lp vers X

(Xn
Lp!

n!+1
X); si

lim
n!+1

E [jXn �Xjp] = 0:

3. On dit que la suite (Xn)n�1 converge en probabilité vers X (Xn
P!

n!+1
X),

si

8" > 0; lim
n!+1

P (jXn �Xj > ") = 0:

4. On dit que la suite (Xn)n�1 converge en loi vers X (Xn
L!

n!+1
X); si pour

toute fonction continue bornée f : Rd ! R :

lim
n!+1

E [f(Xn)] = E [f (X)] :

Proposition 1.7.1 � La convergence presque sûre ou dans Lp implique la conver-

12



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

gence en probabilité.

� La convergence en probabilité (ou presque sûre, ou dans Lp) implique la conver-

gence en loi.

� De toute suite qui converge en probabilité il est possible d�extraire une sous -suite

qui converge presque sûrement.

� La convergence dans Lp implique la convergence en Lq pour tout q � p:

� Si (Xn)n�1 converge en probabilité ( ou presque sûrement ) vers X et qu�il

existe p � 1 tel que la famille jXnjp soit uniformément intégrable, alors (Xn)n�1

converge dans Lp vers X:

Dé�nition 1.7.2 (convergence étroite) Soit (�n)n2N une suite de mesure de

probabilités sur R. Elle converge étroitement vers � mesure de probabilité sur R

si seulement si :

8f 2 Cb(R);
Z
R
f(x)�n(dx) !

n!1

Z
R
f(x)�(dx);

où Cb(R) désigne l�ensemble des fonctions continues bornées de R dans R.
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Chapitre 2

Martingales

Dans ce chapiter, notre objectif est d�explorer le concept de martingale, qui joue

un rôle central en probabilités et en statistiques.

La théorie des martingales vise à fournir les outils mathématiques nécessaires pour

le calcul des prix des options, notamment les concepts de martingale, de temps

d�arrêt et de théorème d�arrêt et de convergence.

2.1 Dé�nition et propriétes

Dé�nition 2.1.1 (Filtration) soit (
;F ; P ) un espace de probabilité. Une �l-

tration est une famille F = (Fn)n�0 croissante de sous tribu de F :

F0 � F1 � ::: � Fn � ::: � F :

On appelle l�espace (
;F ; (Fn)n�0; P ) un espace de probabilité �ltré.

Dé�nition 2.1.2 (Processus stochastique) Une processus stochastique (Xt)t2T

est une famille de variable aléatoire dé�nit sur espace de probanilité (
;F ; P ) tel

14
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que l�indice t est souvement interprété comme temps.

- Si T � N on dit que le precessus est temps discret.

- Si T � R on dit que le precessus est temps continue.

Dé�nition 2.1.3 (Processus adapté) Soit (Xn)n2N un processus sur (
;F ; P ).

On dit que le processus est adapté à la �ltration (Fn)n�0 si Xn est Fn-mesurable

pour tout n 2 N:

Dé�nition 2.1.4 (Processus prévisible) On dit qu�un processus (Xn)n2N est

prévisible (pour la �ltration (Fn)n�0) si Xn est Fn�1-mesurable pour tout n 2 N.

Dé�nition 2.1.5 (Inégalité de Jensen) Soit ' une fonction convexe de R vers

lui même et X une v.a réelle telles que X et '(X) soient intégrables. On a alors :

' (E (X)) � E (' (X)) :

Dé�nition 2.1.6 Un processus stochastique (Xn)n2N est une martingale (resp.

sur-martingale, resp. sous-martingale) par rapport à la �ltration (Fn)n2N si :

(i) (Xn)n2N est F-adapté (i.e Xn est Fn mesurable pour tout n) ;

(ii) 8n 2 N; E [jXnj] < +1 (i.e Xn est intégrable) ;

(iii) 8n 2 N; E [Xn+1=Fn] = Xn, (resp. E [Xn+1=Fn] � Xn, resp. E [Xn+1=Fn] �

Xn).

Remarque 2.1.1 1. La condition (iii) est équivalente à E [Xn+1 �Xn=Fn] =

0; ou bien

8A 2 Fn;E [Xn+11A] = E [Xn1A] :

2. Le processus X = (Xn)n2N est une sous-martingale si seulement si le pro-

cessus �X = (�Xn)n2N est une sur-martingale.

15
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Proposition 2.1.1 soit (Xn)n2N une martingale (resp. une sous-martingale) et

' : R �! R convexe (resp. convexe croissante) telle que '(Xn) soit intégrable

alors ('(Xn))n�0 est une sous-martingale.

Preuve. D�aprés l�inégalité de Jensen on a :

E ['(Xn+1)=Fn] � ' (E [Xn+1=Fn]) = '(Xn)

si (Xn)n2N est une martingale. De même,

' (E [Xn+1=Fn]) � '(Xn):

Propriètè 2.1.1 (propriétés des martingales)

1. Le processus X = (Xn)n2N est une martingale si seulement si, elle à la fois

une sous-martingale et une sur-martingale.

2. Si (Xn)n2N est une F-martingale (resp. F-sur martingale, F-sous martin-

gale) alors, la suite des réels (E(Xn))n2N est constante (resp. décroissante,

croissante). En e¤et : 8n 2 N;

E [Xm+1=Fn] = Xn =) E [E [Xm+1=Fn]] = E [Xn]

=) E [Xm+1] = E [Xn] :

3. 8n;m 2 N tel que n � m;E [Xm=Fn] = Xn:

16
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En e¤et :

E [Xm=Fn] = E [[Xm=Fm�1] =Fn]

= E [Xm�1=Fn]

= E [[Xm�1=Fm�2] =Fn]

= E [Xm�2=Fn]
...

= E [Xm+1=Fn] = Xn:

- Si m � n;E [Xm=Fn] = Xm:

Proposition 2.1.2 (Décomposition de Doob) Toutes F-sous martingales (Xn)n2N

s�écrit de façon unique de forme :

Xn =Mn + An:

Où (Mn)n2N est une F-martingale et (An)n2N est un processus croissante et pré-

visible tels que : A0 = 0:

Preuve. Soit X = (Xn)n2N une F-sous martingale, on dé�nit A0 = 0 et 8n 2 N�,

An+1 = An + E [(Xn+1 �Xn) =Fn] :

Par construction, (An)n2N est un processus croissante et prévisible car 8n 2 N,

An+1 est Fn-mesurable et

An+1 � An = E [(Xn+1 �Xn) =Fn] � 0:

17
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De plus

E [Mn+1=Fn] = E [(Xn+1 � An+1) =Fn]

= E [Xn+1=Fn]� An+1

= E [Xn+1=Fn]� An � E [(Xn+1 �Xn) =Fn]

= E [Xn+1=Fn]� An � E [Xn+1=Fn] +Xn

= Xn � An

=Mn:

On va montrer l�unicité : La décomposition est unique car : si, Xn =Mn + An =

M 0
n + A0n; on a : A0 = A00 = 0 et

A0n+1 � A0n = (Xn+1 �M 0
n+1)� (Xn �M 0

n)

= (Xn+1 �Xn)� (M 0
n+1 �M 0

n):

et

An+1 � An = (Xn+1 �Xn)� (Mn+1 �Mn):

D�où, en conditionnant par Fn

E
��
A0n+1 � A0n

�
=Fn

�
= E

��
Xn+1 �Xn

�
=Fn

�
= E [(An+1 � An) =Fn] :

Donc A0n+1 �A0n = An+1 �An d�où A0n = An 8n 2 N� et par suite M 0
n =Mn

8n 2 N

Mn = Xn � An; M
0
n = Xn � An:

18



CHAPITRE 2. MARTINGALES

2.2 Martingales de carré intégrable

Dé�nition 2.2.1 Un processus (Xn)n2N est dit de carré intégrable, ou simplement

dans L2, si E [X2
n] < +1 pour tout n 2 N.

Dé�nition 2.2.2 Soit (Xn)n2N une martingale de carré intégrable. Alors il existe

un unique processus croissant et prévisible, intégrable et issu de 0, applé la varia-

tion quadratique de (Xn)n2N et noté ([X; X]n)n2N, tel que le processus (X2
n � [X;

X]n)n2N soit une martingale.

La variation quadratique admet la représentation suivante : [X; X]0 = 0 et pour

tout n 2 N�,

[X;X]n =
nX
i=1

E [(Xi �Xi�1) =Fi�1] :

Dé�nition 2.2.3 (Transformation prévisible d�une martingale) Soit (Xn)n2N

un martingale et soit (An)n2N� un processus prévisible. La transformation prévi-

sible da la martingale (Xn)n2N par le processus (An)n2N� est dé�nie par le processus

donné par ~X0 = X0 et

~Xn := ~X0 +

nX
i=1

Ai (Xi �Xi�1) ; n 2 N�:

Si la variable aléatoire An sont bornées, alors ( ~Xn)n2N est une martingale.

Théorème 2.2.1 (Variation quadratique d�une transformation prévisible)

Soit ( ~Xn)n2N la transformation prévisible d�une martingale de carré intégrable

(Xn)n2N par le processus prévisible (An)n2N�, supposé borné. Alors on a la formule
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suivante : pour tout n 2 N�,

h
~X; ~X

i
n
=

nX
i=1

A2i ([X; X]i � [X; X]i�1):

Preuve. On a [ ~X; ~X]0 = 0 par dé�nition et pour tout n 2 N,

[ ~X; ~X]n =
nX
i=1

E
��
~Xi � ~Xi�1

�2
=Fi�1

�
=

nX
i=1

E
�
A2i (Xi �Xi�1)

2 =Fi�1
�

=
nX
i=1

A2iE
�
(Xi �Xi�1)

2 =Fi�1
�

=
nX
i=1

A2i ([X; X]i � [X; X]i�1) ;

car le precessus (An)n2N� est prévisible, d�où résultat désiré.

2.3 Théorèmes d�arrêt

Dé�nition 2.3.1 Un temps d�arrêt T est un variable aléatoire à valeurs dans

N [ f+1g telle que pour tout n 2 N

fT � ng = f!�T (!) � ng 2 Fn:

Proposition 2.3.1 Soient S et T deux temps d�arrêt. Alors, S + T , S ^ T et

S _ T sont des temps d�arrêts.

En particulier, pour k 2 N, T + k, T ^ k et T _ k est un temps d�arrêt borné.

Plus généralement, si (Tk)k�0 est une suite de temps d�arrêt, alors inf Tk et supTk,

lim inf Tk et lim supTk sont aussi des temps d�arrêts.
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Preuve. Soit n 2 N

fS + T = ng =
[

0�k�n

fS = kg \ fT = n� kg 2 Fn:

fS ^ T � ng = fS ^ T > ngc = (fS > ng \ fT > ng)c = fS � ng[fT � ng 2 Fn:

fS _ T � ng = fS � ng \ fT � ng 2 Fn:

et

finf Tk � ng =
[

0�k�n

fTk � ng 2 Fn:

flim inf Tk � ng =
[
m2N

\
k�m

fTk � ng 2 Fn:

Dé�nition 2.3.2 Si T est un temps d�arrêt, on appelle tribu des évenements

interieurs à T et la tribu suivante :

FT = fA 2 F1 : 8n 2 N; A \ fT = ng 2 Fng où F1 = �

 [
n�0
Fn

!
:

Proposition 2.3.2 Soit S et T deux temps d�arrêt. Alors :

S � T =) FS � FT :

Preuve. Soit A 2 FS: Alors :

A \ fT = ng = A \
n[
k=0

fS = k; T = ng =
n[
k=0

(A \ fS = kg \ fT = ng) 2 Fn:

car si k � n; A \ fS = kg 2 Fk � Fn:
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Théorème 2.3.1 (Théorème d�arrêt borné)

Soient (Xn)n2N une martingale (resp. une sous-martingale, une sur-martingale)

et T une temps d�arrêt (pour la même �ltration) borné. Alors on a

E [XT ] = E [X0]

(resp. E [XT ] � E [X0] ;E [XT ] � E [X0]):

Preuve. Comme T est borné, il existe N � 1 tel que 0 � T � N d�oùXT^N = XT

XT = XT^N = X0 +
N�1X
k=0

1fk<Tg(Xk+1 �Xk):

Or pour chaque k = 0; 1; :::; N � 1; on a :

E
�
1fk<Tg(Xk+1 �Xk)

�
= E

�
E
�
1fk<Tg(Xk+1 �Xk)=Fk

��
= E

�
1fk<TgE [(Xk+1 �Xk)=Fk]

�
:

Maintenant, si X est une martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale), on

a

E [(Xk+1 �Xk)=Fk] = 0 (resp � 0; resp � 0):

d�où

E
�
1fk<Tg(Xk+1 �Xk)

�
= 0 (resp � 0; resp � 0):

22



CHAPITRE 2. MARTINGALES

par suite,

E [XT ] = E [X0] +

N�1X
k=0

E
�
1fk<Tg(Xk+1 �Xk)

�
= E [X0] (resp � E [X0] ; resp � E [X0]):

2.4 Inégalités maximales de Doob

Théorème 2.4.1 (Ingalité maximales de Doob) Soit (Xn)n2N une sous-martingale

positive. Alors pour tout n 2 N,

P ( sup
0�k�n

Xk � �) �

E

24Xk1(
sup

0�k�n
Xk��

)
35

�
� E [Xn]

�
; � > 0:

Par ailleurs, si (Xn)n2N a tous ses éléments dans Lp, où p � 1, alors pour tout

n 2 N,

P ( sup
0�k�n

Xk � �) � E [Xp
n]

�p
; � > 0:

En�n, si (Xn)n2N une sur-martingale positive, on a

P ( sup
0�k�n

Xk � �) � E [X0]

�
; � > 0:

Théorème 2.4.2 (Inégalité de Doob Lp) Soit p > 0. Supposons que (Xn)n2N soit

une sous-martingale positive telle que Xn 2 Lp pour tout n 2 N. Alors pour tout
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n 2 N,

E[( sup
0�k�n

Xk)
p] � ( p

p� 1)
pE [Xp

n] :

L�inégalité de Doob la plus utilisée est celle pour l�espace L2, c�est-à-dire

E[ sup
0�k�n

jXkj2] � 4E
�
X2
n

�
; n 2 N:

2.5 Convergence des martingales

Théorème 2.5.1 Soit (Xn)n2N une martingale bornée dans L2, i.e.

sup
n2N

E
�
X2
n

�
< +1:

Théorème 2.5.2 soit (Xn)n2N une martingale de carré intégrable. Si l�on a [X;X]1 <

+1 p.s la martingale (Xn)n2N est p.s convergente.

Théorème 2.5.3 soit (Xn)n2N une sous-martingale bornée dans L1, i.e

sup
n2N

E [jXnj] < +1:

Alors le processus (Xn)n2N est p.s convergent.

Théorème 2.5.4 Étant donné p > 1, soit (Xn)n2N une martingale bornée dans

Lp, i.e

sup
n2N

E [jXnjp] < +1:

Alors le processus (Xn)n2N converge dans Lp vers une v.a X1 2 Lp:
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2.6 Le cas de convergence L1

Dé�nition 2.6.1 Une la famille de v.a (Xi)i2I est dite uniformément intégrable

si,

lim
a!+1

sup
i2I
E
�
jXij 1fjXij>ag

�
= 0:

Une telle famille est nécessairement bornée dans L1.

Proposition 2.6.1 Soit (Xn)n2N une suite de variables aléatoires intégrables qui

converge en probabilité vers X. Alors il y a équivalence entre

(i) La suite (Xn)n2N converge vers X dans L1.

(ii) La suite (Xn)n2N est uniformément intégrable.

Théorème 2.6.1 Soit (Xn)n2N une martingale. Les trois conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) La suite Xn converge vers X1 p.s et dans L1:

(ii) Il exicte une v.a Y intégrable telle que Xn = E [Y j Fn] pour tout n 2 N:

(iii) La suite (Xn)n2N est uniformément intégrable.
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Chapitre 3

Thérorème Central Limite,

condition de Lindenberg,

martingales

Dans ce chapitre, nous allons étudier le théorème central limite avec la condi-

tion de Lindenberg pour les martingales. L�objectif principal est d�analyser le

comportement asymptotique des sommes de variables aléatoires indépendantes,

en mettant l�accent sur les martingales.

3.1 Théorème Central Limite et principe de Lin-

denberg
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LINDENBERG, MARTINGALES

3.1.1 Opérateur de convolution

Dé�nition 3.1.1 Posons quelle que soit la variable aléatoire Z réelle :

TZ : C ! C

f 7�! (x 7�! E(f(Z + x)))

TZ est un opérateur linéaire bien dé�ni de C dans C puisque d�une part :

8x 2 R;E(f(Z + x)) � kfk ;

donc kTZ(f)k � kfk et d�auter part :

8x; y 2 R; jTZ(f)(x)� TZ(f)(y)j � sup
z
jf(x+ z)� f(y + z)j ;

donc TZ(f) est bornée et uniformément continue. De plus, TZ1TZ2 = TZ1+Z2 ;

d�après le théorème de Fubini. En particulier TZ1 et TZ2 commutent, ce qui donne

la propriété suivante.

Propriètè 3.1.1 L�opérateur T dé�ni précédemment véri�e :

(T nZ1 � T nZ2)(f)
 � n k(TZ1 � TZ2) (f)k :

Propriètè 3.1.2 (Stabilité de la loi normale) Soit (Yn)n2N une suite de va-

riables aléatoires indépendantes et suivant toute une loi normale N (0; 1) et soit

Zn =
1p
n
Yn: Alors :

TY = T nZn :
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Ce résultat découle directement du calcul du produit de convolution de deux lois

normale : si l�on prend deux variables aléatoires indépendantes X et Y avec X  

N (0; �) et Y  N (0; �) ; alors

X + Y  N (0;
p
�2 + �2):

3.1.2 Preuve du TCL

Théorème 3.1.1 (Central Limite) Soit (Xn)n2N une suite de variables aléa-

toires réelle indépendantes et identiquement distribuées, centrées réduites. Alors

1p
n

nX
k=1

Xk
Loi!
n!1

N (0; 1) :

Preuve. Posons X = X1 et � = 1p
n
: Notons Sn =

nX
k=1

�Xk:

Première étape : Réduction du problème

A l�aide de la propriété 1:3:2, il su¢ t de montrer qu�en notant Y une variable

aléatoire suivant une loi normale N (0; 1) :

8f 2 C2; E(f(Sn)) !
n!1

E(f(Y )):

Soit donc f 2 C2. Par récurrence, on a donc que TSn = T n�X , et donc par les

propiétés 3:1:1 et 3:1:2 :

jE(f(Sn))� E(f(Y ))j = jT n�X(f)(0)� T n�Y (f)(0)j

� kT n�X(f)� T n�Y (f)k

� n k(T n�X � T n�Y ) (f)k (3.1)
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Deuxiéme étape : Développement de Taylor

Puisque f est classe C2 sur R, on peut écrire la formule de Taylor avec reste

intégral entre a et a+ x réels :

f(a+ x) = f(a) + xf 0(a) +

Z a+x

a

(a+ x� t)f 00(t)dt

Que l�on préfèrera écrire :

f(a+ x) = f(a) + xf 0(a) +
1

2
x2f 00(a) +

Z a+x

a

(a+ x� t)(f 00(t)� f 00(a))dt

Fixons " > 0. Puisque f 00 est uniformément continue, il existe � > 0 tel que :

8a 2 R; jxj < � ) jf 00(a+ x)� f 00(a) � "j :

Mais pour toute variable aléatoire Z réelle de moyenne nulle et de variance �2, on

a :

TZ (f) (a) =

Z
R

�
f(a) + zf 0(a) +

1

2
z2f 00(�a;z)

�
PZ (dz)

= f(a) +
�2

2
f 00(a) +

Z
R

�Z a+z

a

(a+ z � t) (f 00(t)� f 00(a))dt

�
PZ (dz) :

(3.2)

Notons temporairement : R(a; z) =
R a+z
a

(a + z � t) (f 00(t) � f 00(a))dt: Le dernier

terme de 3.2 se majore ainsi :

����Z
R
R(a; z)PZ (dz)

���� � ����Z
jzj<�

R(a; z)PZ (dz)

����+ ����Z
jzj��

R(a; z)PZ (dz)

����
�
Z
jzj<�

1

2
z2PZ (dz) + kf 00k

Z
jzj��

z2PZ (dz) ;
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donc �nalement :

����Z
R

�Z a+z

a

(a+ z � t) (f 00(t)� f 00(a))dt

�
PZ (dz)

���� � �2

2
"+ kf 00k

Z
jzj��

z2PZ (dz) :

(3.3)

Troisiéme étape : Majoration de 3.1

Lorsque l�on applique cette formule pour �X et �Y , cette dernière intégrale s�écrite

(si Z désigne maintenant X ou Y ) :

Z
jzj��

z2P�Z (dz) = �2
Z
jzj��

p
n

z2PZ (dz) ;

| {z }
!

n!1
0

puisqueX et Y ont des variance 1, et donc en particulier celle intégrale est majorée

par �2" pour n su¢ samment grand. Finalement, on a pour n assez grand :

T�X (f) (a)� T�Y (f)(a) = f(a) +
�2

2
f 00(a) +

Z
R

�Z a+z

a

(a+ z � t) (f 00(t)� f 00(a))dt

�
PX (dx)

�
�
f(a) +

�2

2
f 00(a) +

Z
R

�Z a+z

a

(a+ z � t) (f 00(t)� f 00(a))dt

�
PY (dy)

�
;

d�où, en injectant (3:3) :

k(T�X � T�Y ) (f)k � 2
�
�2

2
"+ kf 00k

Z
jzj��

z2PZ (dz)

�
� �2"(1 + 2 kf 00k):
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Finalement, on a pour n assez grand

jE (f (Sn))� E (f (Y ))j � n k(T�X � T�Y ) (f)k

� n�2"(1 + 2 kf 00k)

� "(1 + 2 kf 00k):

Et donc ceci étant valable quel que soit " > 0, on a bien E (f (Sn)) !
n!1

E (f (Y )) :

pour conclure, ceci est vrai quelle que soit f 2 C2, et par propriété 1:3:2,

Sn
Loi!
n!1

N (0; 1) :

3.2 Cas non identiquement distribué

Dans toute suite, on considère désormais une suite de variable aléatoire (Xn)n2N

indépendantes, de moyenne nulle, et notons V(Xn) = a2n > 0: On noté également :

sn =

 
nX
i=1

a2i

! 1
2

:

Dé�nition 3.2.1 (Critère de Lindenberg) La suite (Xn)n2N véri�e le critére

de Lindenberg si seulement si :

8� > 0; lim
n!1

1

s2n

nX
i=1

Z
jxj��sn

x2PXi (dx) = 0:
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3.2.1 Lemmes intermédiaires

Propriètè 3.2.1 Si (Xn)n2N et (Yn)n2N sont deux suites de variables aléatoires,

alors

kTX1TX2 : : : TXn (f)� TY1TY2 : : : TYn (f)k �
nX
i=1

kTXi (f)� TYi (f)k :

Propriètè 3.2.2 Soit (Xn)n2N une suite de variables aléatoires indépendantes

de moyenne nulle et de variance a2n, et (Yn)n2N une suite de variables aléatoires

indépendantes et de même distribution qu�une variable Y de moyenne nulle et

de variance 1. Alors si (Xn)n2N véri�e le critère de Lindeberg, (anYn) le véri�e

également.

3.2.2 Théorème de Lindenberg

Théorème 3.2.1 Soit (Xn)n2N une suite de variables aléatoires indépendantes.

Si (Xn)n2N véri�e le critère de Lindenberg, alors :

 
nX
i=1

a2i

!� 1
2 nX
i=1

Xi
Loi!
n!1

N (0; 1):

Preuve. Soit Sn = (
Pn

i=1 a
2
i )
� 1
2
Pn

i=1Xi; et notons � = 1
sn
= (
Pn

i=1 a
2
i )
� 1
2 : On

note TSn = T�X1 : : : T�Xn ; et Y  N (0; 1):
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La preuve se déroule comme celle du théorème central limite, en écrivant au départ,

pour f 2 C2 :

jE (f (Sn))� E (f (Y ))j = jT�X1 : : : T�Xn (f) (0)� T�a1Y : : : T�anY (f) (0)j

� kT�X1 : : : T�Xn (f)� T�a1Y : : : T�anY (f)k

�
nX
i=1

kT�Xi(f)� T�aiY (f)k ;

d�aprés la propriété 3:2:1.

On a pour n assez grand :

nX
i=1

kT�Xi(f)� T�aiY (f)k �
nX
i=1

�
�2a2i "+ kf 00k

�Z
j�xij��

�2x2iPXi(dxi) +

Z
ai�jyj��

�2a2i y
2PY (dy)

��
:

Par hypothèse, (Xn)n2N véri�e le critère de Lindenberg, et donc par la propriété

3:2:2, (anYn) aussi (où Yn � N (0; 1)), ce qui signi�e que

1

s2n

nX
i=1

Z
jxij�sn�

x2iPXi(dxi) !
n!1

0 et
1

s2n

nX
i=1

Z
aijyij�sn�

a2i y
2PY (dy) !

n!1
0:

Les conclusions sont les même et l�on obtient :

Sn
Loi!
n!1

N (0; 1) :
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3.2.3 Tableaux tariangulaire

Dé�nition 3.2.2 (Xn;i)1�i�rn;n2N est appelée tableau tariangulaire dès que les va-

riables de chaque étage (Xn;i)1�i�rn sont indépendantes, où pour tout entier n,

rn 2 N�:

Théorème 3.2.2 Soit Sn =

 
rnX
i=1

a2n;i

!� 1
2 rnX
i=1

Xn;i; où (Xn;i) est un tableau trian-

gulaire, dont les variables sont de variance a2n;i, et véri�ent le critère de Lindenberg

étendu :

8� > 0; lim
n!1

 
rnX
i=1

a2n;i

!�1 rnX
i=1

Z
jxj��sn

x2PXn;i (dx) = 0:

Alors Sn
Loi!
n!1

N (0; 1) :

Preuve. Une preuve de ce théorème est exposé dans [2], mais utilise les fonctions

caractéristiques. Montrons brièvement que la preuve précédente s�adapte très bien

dans ce cas.

Reprenons les étapes clés de la démonstaration, avec f 2 C2, " > 0 et � > 0

choisi par uniforme continuté de f 00, et en notant � = 1
sn
:

jE (f (Sn))� E (f (Y ))j �
rnX
i=1

T�Xn;i(f)� T�an;iY (f)


�
rnX
i=1

"
�2a2n;i"+ kf 00k

 Z
j�xij��

�2x2iPXn;i(dxi) +

Z
an;i�jyj��

�2a2n;iy
2PY (dy)

!#

� "(1 + 2 kf 00k);

pour n assez grand, grâce au critère de Lindenberg étendu. Les conclusions sont

les mêmes et �nalement, on obtient :
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Sn
Loi!
n!1

N (0; 1) :

3.3 TCL, condition de Lindenberg, martingales

Soit (Xn)n�1 une suite de variables aléatoires réelles de carré intégrable centrées.

On note, pour tout n � 1; Sn = X1 + : : : + Xn; s
2
n = E [S2n] et on pose si besoin

S0 = 0: L�objectif est d�obtenir le TCL sous la condition de Lindenberg

8" > 0; 1

s2n

nX
k=1

E
�
X2
k1jXkj>"sn

� n!1! 0: (3.4)

3.3.1 Variables indépendantes

On suppose dans ce paragraphe que les (Xn)n�1 sont indépendantes et on note,

pour n � 1; bn = s�2n max
1�k�n

E [X2
k ] :

Théorème 3.3.1 Soit (Xn)n�1 une suite de variables aléatoires réelles de carré

intégrable centrées. La condition de Lindenberg 3.4est vér�ée si et seuement si

lim
n!+1

bn = 0 et (Sn=sn)n�1 converge en loi vers N de loi gaussienne centrée réduite.

Nous allons en fait démontrer une généralisation de ce résultat aux cas des

tableaux de variables indépendantes.

Soient (pn)n�1 une suite d�entiers strictement positifs et pour tout n � 1; Xn;k; 1 �

k � pn des variables aléatoires réelles de carré intégrable centrées. On note, pour

tout n � 1 et tout 1 � k � pn;

Zn =
X

1�k�pn

Xn;k; �2n;k = E
�
X2
n;k

�
; �2n =

X
1�k�pn

�2n;k; �n = max
1�k�pn

�2n;k:
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Dans ce contexte, la condition de Lindenberg s�écrit

8" > 0; �n (") =
X

1�k�pn

E
h
X2
n;k1jXn;kj>"

i
n!1! 0: (3.5)

Théorème 3.3.2 On suppose que, pour tout n � 1, les variables aléatoiresXn;k; 1 �

k � pn sont indépendantes de carré intégrable et centrées tel que �2n ! �2 > 0:

La condition de Lindenberg 3.5 est véri�ée si et seulement si lim
n!+1

�n = 0 et

(Zn)n�1 converge en loi vers �N où N est gaussienne centrée réduite.

Avant de faire la démonstration de ce résultat voyons comment il permet de

retrouver le théorème 3:3:1. Pour celà, il su¢ t, pour n � 1 et 1 � k � n;Xn;k =

Xk=sn: On a alors, Zn = Sn=sn; �
2
n = 1; �n = bn et

8" > 0; �n (") =
1

s2n

nX
k=1

E
�
X2
k1jXkj>"sn

�
:

Preuve. La condition de Lindenberg 3.5 implique que �n ! 0: En e¤et, pour tout

1 � k � pn et tout " > 0, on a

E
�
X2
n;k

�
= E

h
X2
n;k1jXn;kj>"

i
+ E

h
X2
n;k1jXn;kj�"

i
� �n (") + "2 (3.6)

et par suite, pour tout " > 0;

�n � �n (") + "2; lim sup �n � "2:

Il su¢ t de prouver l�équivalence entre la condition de Lindenberg et le convergence

en loi de Zn vers �N sous l�hypothèse supplémentaire que �n ! 0:
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On utilise les fonctions caractéristiques 'n;k de Xn;k et  n de Zn. En raison de

indépendance des variables Xn;k; 1 � k � n; on a  n =
Y

1�k�pn

'n;k: Selon le

théorème de Paul Lévy, le théorème se résume à

8" > 0; �n (")
n!+1! 0 , 8t 2 R;  n(t)

n!+1! e�
�2t2

2 :

Commençons par écrire que

8x 2 R; eix = 1 + ix� 1
2
x2 +

1

2
x2Q(x);

avec, en particulier Re(Q(x)) = 1� 2x�2 (1� cosx) et

j1�Q(x)j � 1; jQ(x)j � min
�
2;
jxj
3

�
: (3.7)

Si X est une variable aléatoire de carré intégrable et centrée,

E
�
eiX
�
= E

�
1 + iX � 1

2
X2 +

1

2
X2Q(X)

�
= 1�1

2
E
�
X2
�
+
1

2
E
�
X2Q(X)

�
: (3.8)

Notons log z la détermination principale du logarithme. Rappelons que, pour

jz � 1j < 1;

log z =
X
n�1

(�1)n�1 (z � 1)
n

; j�(z) = log z � (z � 1)j �
X
n�2

jz � 1jn = jz � 1j2

1� jz � 1j :

On a, via 3.8, comme j1�Q(x)j � 1:

��E �eiX�� 1�� = ����12E �X2 (1�Q(X))
�
� 1

2
E
�
X2
����� : (3.9)
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En particulier, lorsque E [X2] < 2;
��E �eiX�� 1�� < 1 et

logE
�
eiX
�
= E

�
eiX
�
� 1 +R(X); où R(X) = �

�
E
�
eiX
��
:

Si E [X2] < 2, il résulte de 3.8 et 3.9 que

logE
�
eiX
�
= �1

2
E
�
X2
�
+
1

2
E
�
X2Q(X)

�
+R(X); avec jR(X)j � 1

4

E [X2]
2

1� 1
2
E [X2]

:

(3.10)

Prenons t 2 R. Par indépendance des variables Xn;k; 1 � k � �n; on a

 n(t) =
Y

1�k�pn

'n;k(t);

d�auter part, on déduit de l�inégalité 3.9 que

max
1�k�n

j'n;k(t)� 1j �
t2

2
�n:

Puisque �n ! 0; pour n assez grand (�n < 2=t2) ;

 n(t) =
Y

1�k�pn

elog'n;k(t) = exp

 X
1�k�pn

log'n;k(t)

!

et compte tenu de 3.10 applliquée à tXn;k pour 1 � k � �n

X
1�k��n

log'n;k(t) = �
t2

2

X
1�k��n

�2n;k+
t2

2

X
1�k��n

E
�
X2
n;kQ(tXn;k)

�
+
X

1�k��n

R(tXn;k):
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Par hypothèse,
P

1�k��n �
2
n;k ! �2 et l�inégalité de3.10 donne, comme x 7! 1=(1�

x) est croissante sur ]0; 1[ ;

����� X
1�k��n

R(Xn;k)

����� � X
1�k��n

t4

4

�4n;k

1� t2

2
�2n;k

� t4

4

�n

1� t2

2
�n

X
1�k��n

�2n;k ! 0:

Par conséquent,  n(t) converge vers e��
2t2=2 si et seulement si

X
1�k��n

E
�
X2
n;kQ(tXn;k)

�
! 0:

Il s�agit donc de montrer que la condition de Lindenberg est équivalente à

8t 2 R; ln (t) =
X

1�k��n

E
�
X2
n;kQ(tXn;k)

� n!+1
! 0:

Supposons la condition de Lindenberg véri�ée. On a alors, puisque jQ(x)j �

min(2; jxj =3); pour tout t 2 R et tout " > 0;

E
�
X2
n;k jQ(tXn;k)j

�
� E

h
X2
n;kmin(2; jtXn;kj =3)1jXn;kj>"

i
+ E

h
X2
n;kmin(2; jtXn;kj =3)1jXn;kj�"

i
� 2E

h
X2
n;k1jXn;kj>"

i
+
jtj "
3
E
�
X2
n;k

�
(3.11)

d�où l�on déduit, en sommant de k = 1 à pn, pour tout t 2 R et tout " > 0;

jln (t)j � 2�n (") +
jtj
3
"
X

1�k��n

�2n;k; lim sup
n!+1

jln (t)j �
jtj
3
"�2:

lim
n!+1

ln (t) = 0 pour tout réel t:
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Réciproquement, supposons que ln (t)! 0 pour tout réel t. En particulier,

8t 2 R; Re(ln (t)) =
X

1�k��n

E
�
X2
n;k Re(Q(tXn;k))

�
! 0:

OrRe(Q(x)) = 1�2x�2(1�cosx) � 1�4x�2 pour jxj > 0: Si jxj � 2
p
2;Re(Q(x)) �

1
2
et comme Re(Q) est positive

1

2
1jxj�2

p
2 � Re(Q(x)):

Par conséquent, pour tout " > 0;

X
1�k��n

E
h
X2
n;k1jXn;kj>"

i
� 2

X
1�k��n

E
h
X2
n;k Re(Q(2

p
2Xn;k="))

i
= 2Re

�
ln

�
2
p
2="
��
! 0:

Remarque 3.3.1 Si on veut seulement montrer que la condition de Lindenberg

est su¢ sante, la démonstaration est un peu plus simple. En e¤et, comme �2n ! �2,

il su¢ t de démontrer que

���� n (t)� e
t2�2n
2

���� =
����� Y
1�k�pn

e
t2�2n;k

2

�����! 0:

Comme il s�agit de nombres complexes de module inférieur à 1; on a

����� Y
1�k�pn

'n;k(t)�
Y

1�k�pn

e
t2�2n;k

2

����� � X
1�k��n

����'n;k(t)� e
t2�2n;k

2

���� :
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En utilisant la relation 3.8, on obtient

����'n;k(t)� e
t2�2n;k

2

���� � t2

2
E
�
X2
n;k jQ(tXn;k)j

�
+
t4

8
�4n;k:

On obtient alors en utilisant l�inégalité 3.11 et en sommant sur k, pour tout " > 0;

���� n (t)� e
t2�2n
2

���� � 2�n (") + jtj�2n"3 +
t4

8
�4n;k:

Il su¢ t de faire tendre n vers l�in�ni puis " vers 0:

3.3.2 Le cas des martingales

On suppose à présent que (Sn)n�0 est une martingale de carré intégrable centrée

avec S0 = 0:

On note (hSni)n�0 le crochet prévisible de cette martingale à savoir

hSi0 = 0; hSin =
X
1�k�n

E
�
(Sn � Sn�1)

2 j Fn�1
�
; n � 1:

Pour n � 0, on note s2n = E [S2n] = E [hSin] ; et on pose, pour n � 1, Xn =

Sn � Sn�1:

Théorème 3.3.3 Soit (Sn)n�1 est une martingale de carré intégrable telle que

S0 = 0:

Si (hSni =s2n)n�1 converge en probabilité vers 1 et si la condition de Lindenberg

3.4 est véri�ée, alors (Sn=s2n)n�1 converge en loi vers N gaussienne centrée réduite.

Comme dans le cas des variables indépendantes, , nous allons montrer une gé-

néralisation de ce résultat pour des tableaux de di¤érences de martingales. Soient
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(pn)n�1 une suite d�entiers strictement positifs et, pout tout n � 1; (Zn;k;Fn;k)0�k�pn
une martingale de carré intégrable telle que Zn;0 = 0:On note, pour tout n � 1 et

tout 1 � k � pn,

Xn;k = Zn;k � Zn;k�1; Vn;k = En;k�1
�
X2
n;k

�
; 4n = maxVn;k

1�k�pn
;

où En;k désigne l�espérance conditionnelle par rapport à Fn;k. On note encore

An;0 = 0;

An;j =
X
1�k�j

En;k�1
�
(Zn;k � Zn;k�1)

2� = X
1�k�j

Vn;k; Zn = Zn;pn ; An = An;pn :

Finalement, �2n = E [Z2n] = E [An] :

Théorème 3.3.4 On suppose que lim
n!+1

�2n = �2 > 0 et que (An=�2n)n�1 converge

vers 1 en probabilité.

Si la condition de Lindenberg 3.5 est véri�ée alors (Zn)n�1 converge en loi vers

�N où N suit la loi gaussienne centrée réduite.

On retrouve le théorème 3 en considérant Xn;k = (Sk � Sk�1) =sn:

Preuve. Commençons par établir le théorème lorsqu�il existe une constante C

telle que An � C pour tout n � 1. Il s�agit donc de démontrer que E
�
eitZn

�
!

e��
2t2=2: Puisque �2n ! �2, ceci revient à montrer que E

h
eitZn+�

2
nt
2=2
i
! 1: Re-

marquons d�autre part que eitZn+�
2
nt
2=2 � eitZn+Ant

2=2 converge vers 0 dans L1: En

e¤et, ���eitZn+�2nt2=2 � eitZn+Ant
2=2
��� = ���e�2nt2=2 � eAnt

2=2
���

et comme �2n ! �2; An=�
2
n ! 1 en probabilité, cette dernière quantité converge

vers 0 en probabilité. On obtient la convergence dans L1 par convergence dominée
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puisque 0 � An � C: Nous devons donc montrer que

E
h
eitZn+Ant

2=2
i
= E

h
eitZn;pn+An;pn t

2=2
i
n!+1! 1:

Soit n � 1: Posons, pour 0 � k � pn; Hk = eitZn;pn+An;pn t
2=2: on a eitZn+Ant

2=2 �

1 = Hpn �H0 puisque H0 = 1 et

���E heitZn+Ant2=2i� 1��� = �����E
" X
1�k��n

(Hk �Hk�1)

#����� =
�����E
" X
1�k��n

En;k�1 (Hk �Hk�1)

#����� :
Par conséquent,

���E heitZn+Ant2=2i� 1��� � E" X
1�k��n

jEn;k�1 (Hk �Hk�1)j
#
: (3.12)

On a, pour tout 1 � k � pn;

Hk �Hk�1 = eitZn;k�1+t
2An;k=2

�
eitXn;k � e�t

2Vn;k=2
�

= eitZn;k�1+t
2An;k=2

�
1 + itXn;k �

t2X2
n;k

2
+
t2

2
X2
n;kQ (tXn;k)� e�t

2Vn;k=2

�

et puisque An;k; Zn;k�1 et Vn;k sont Fn;k�1 mesurables et En;k�1 (Xn;k) = 0

En;k�1 (Hk �Hk�1) = eitZn;k�1+t
2An;k=2

�
t2

2
En;k�1

�
X2
n;kQ (tXn;k)� U

�
t2V 2

n;k=2
���

où U(x) = e�x�1+x: Comme 0 � U(x) � x2=2 pour x � 0 et An;k � An;pn � C;
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on obtient

jEn;k�1 (Hk �Hk�1)j � eCt
2=2 t

2

2

�
En;k�1

�
X2
n;k jQ (tXn;k)j

�
+
t2

4
V 2
n;k

�
� eCt

2=2 t
2

2

�
En;k�1

�
X2
n;k jQ (tXn;k)j

�
+
t2

4
4nVn;k

�

et sommant ces inégalités de k = 1 à pn, puisque An;pn =
P

1�k��n Vn;k � C;

X
1�k��n

jEn;k�1 (Hk �Hk�1)j � eCt
2=2 t

2

2

 X
1�k��n

En;k�1
�
X2
n;k jQ (tXn;k)j

�
+
t2

4
4nC

!
:

L�inégalité 3.12 donne alors

���E heitZn+Ant2=2i� 1��� � eCt
2=2 t

2

2

 X
1�k��n

En;k�1
�
X2
n;k jQ (tXn;k)j

�
+
t2

4
4nC

!
:

puis en utilisant 3.11, pour tout " > 0;

���E heitZn+Ant2=2i� 1��� � eCt
2=2 t

2

2

�
2�n (") +

jtj
3
"�n +

t2

4
CE [4n]

�
: (3.13)

Il reste donc à estimer E [4n] : Utilisant le même découpage que pour obtenir

l�inégalité 3.6, on a, pour tout " > 0;

4n �
X

1�k��n

En;k�1
�
X2
n;k1jXn;kj>"

�
+ "2; E [4n] � �n (") + "2:

Il su¢ t de prendre lim sup
n!+1

dans l�inégalité 3.13 pour conclure.

A¤ranchissons nous à présent de l�hypothèse An � C: Puisque An converge

vers �2 en probabilité, P (An > C) converge vers 0 pour tout C > �2. Prenons un
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tel C > �2 et posons

8n � 1; 81 � k � pn; X�
n;k = Xn;k1An;k�C :

Par construction,
��X�

n;k

�� � ��Xn;k

�� et, commeAn;k estFn;k�1-mesurable, En;k �X�
n;k

�
=

0 et A�n;pn � C: D�autre part, A�n = An et Z�n = Zn sur fAn � Cg ! 1; An � A�n

et Zn � Z�n converge vers 0 en probabilité. En particulier, A
�
n converge vers �

2 en

probabilité. En fait An � A�n converge vers 0 dans L
1 puisque 0 � A�n � An � An

et (An)n�1 est équi-intégrable car convergeante vers �
2 dans L1 via le lemme de

Sche¤é. Il s�en suit que (��n)
2 = E [A�n] ! �2. En�n ��n (") � �n ("). On peut

donc appliquer le résultat précédant à la suite (Z�n)n�1 qui converge en loi vers

�N . Puisque Z�n�Zn converge vers 0 en probabilité, il en va de même de la suite

(Zn)n�1 :
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Conclusion

D ans ce travail, nous avons exploré l�application du théorème central limite

avec la condition de Lindenberg pour les martingales. Notre étude nous a

permis de constater que cette théorie revêt une importance capitale dans l�analyse

du comportement asymptotique des sommes de variables aléatoires indépendantes.
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اية المركزية تحت شروط ليندنبرغ خاصة في و قدمنا نظرية النه ˛غالقمنا بدراسة المارتين ˛العمل في هذا

 حالة المارتينغال.

نظرية النهاية المركزية. ˛ليندنبرغ شرط ˛المارتينغال الكلمات المفتاحية :

Dans ce travail, nous avons étudié les martingales, et nous présentons le théorème 

central limite (TCL) sous condition de Lindenberg sur tout le cas des martingales. 

Mot clés : Martingale, condition de Lindenberg, théorème central limite. 

  

In this work, we studied martingales and present the Lindeberg’s conditional 

central limit theorem (CLT) for the general case of martingales. 

Key words : Martingale, Lindeberg’s conditional, Central limit theorem. 
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