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Introduction

Le probléme du controle optimal stochastique est trés important dans la théorie du
controle, et d’un point de vue mathématique, on constate deux approches dans la ré-
solution du ce probléme : la premiére est connue par "La programmation dynamique"
depuis 'année 1957 [I], et la deuxiéme approche est "Le principe du maximum de
Pontryagin", connue sous le nom "Conditions nécessaires d’optimalité" depuis ’an-
née 1962 [9]. Dans cette mémoire, on s’intéresse au deuxiéme méthode qui s’appuie
sur I'idée suivante : si un controle optimal existe qui minimise la fonction de coft
sur un ensemble des controles admissibles, alors quelle sont les conditions nécessaires

d’optimalité vérifiées par ce controle ?

Par conséquent, notre objectif dans cette mémoire est d’étudier les conditions néces-
saires d’optimalité dans le cas ou le domaine du controle est non convexe pour un
systéme gouverné par une équation différentielle stochastique donné par la formule

suivante :

AX() = g(t, X(0),v())dt + o(t, X (1), v(t))dB,
X(0) = X,

telle que :

- B est un Mouvement Brownien défini sur un espace de probabilité filtré (Q, F, {Fi },5¢ , P).

- Le drift et la diffusion sont des coefficients dépendent par le processus d’état et le

controle stochastique.



Introduction

La fonction de cotit associé & ce probléme est donné par :

J(w()) = E/O I(t, X (), v(t))dt + B [h(X(T))].

Ce mémoire est organisé comme suit :

» Le premier chapitre est sous le titre "Rappels sur le calcul stochastique" : présente
les différents outils nécessaires pour comprendre le concept Mathématiques sur

les calculs stochastique.

» Le deuxiéme chapitre est sous le titre "Résultats préliminaires sur I’estimations de
solutions" qui est détaillé comme suit : La premiére Section, nous considérons
quelques hypotheéses pour arriver a notre objectif sur ’estimations. La deuxiéme
Section, nous obtenons aux les lemmes fondamentaux sur les convergences des

solutions. Ce résultat a étudié par Shige PENG (1990).

» Le troisiéme chapitre est sous le titre "Processus adjoints et inégalité variation-
nelle" découvrez comme suit : [’équations adjoints du premier ordre et second
ordre et aussi le théoréme principal sur les conditions nécessaires d’optimalités.

Ce résultat a étudié aussi par Shige PENG (1990), [8]



Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

®ans ce chapitre, nous allons présenter les concepts de base de la théorie du calcule
stochastique qui permettent de mieux comprendre notre probléme, tout d’abord
nous avons donnée quelques définitions (processus stochastique, mouvement Brow-
nien, intégrale stochastique, processus d’Ito,...etc), pour plus des détailles nous nous

inviterons de voir [3, 14, [5 6].

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Soit T un ensemble (T =[0,T], ouT =Ry). On appelle proces-
sus stochastique sur un espace de probabilité (2, F,P) indexé par T et & valeurs

dans RY une famille (X;)ier d’applications mesurables de (Q, F) dans (R, B(R?)) :
X (Q’.'F) - (RdaB<Rd))
(wv t) — Xy (w) )
pour tout t € T, soit X; une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 - Si T CN le processus est a temps discret, T = [0;T] tel que

T > 0 le processus est a temps continu.

3



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

- Pourt fixé, w € Q +—— X, (w) est une variable aléatoire.

- Pour w fixé, t € T —— X, (w) est une fonction réelles, appelée trajectoire du

processus.

Notation 1.1.1 La variable (w,t) — X;(w) sera notée X, et le processus sera

notée X ou (X¢)ter.

Définition 1.1.2 On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu)

st les applications t — Xy(w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.3 Un processus est dit cad-lag ( continu a droite, limites & gauche)

si ses trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites & gauche.

Définition 1.1.4 Un processus est dit caglad (continu & gauche, pourvu de limites

a droite) si ses trajectoires sont continues a gauche, pourvues de limites a droite.

Définition 1.1.5 Un processus X est dit mesurable si l’application :

Ry x 2,B(Ry) ® F ) — (RY, BRY))

(t,w) — X (W),

est B(R,) ® F —mesurable, et par rapport aux tribus B (R,) @ F et B(R?).

1.2 Filtration

Définition 1.2.1 On appelle filtration {F},5, de (2, F,P), une famille croissante

de sous tribus de F, .i.e. Fy C Fy C F Vs <t

Remarque 1.2.1 - I faut comprendre F; comme l’information au temps t.

- Une filtration {G:} _ est dite plus grosse que {Fi},5q si, Ft C Gy, VYt > 0.

t>0
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

- Si{Fi},s, est une filtration sur un espace de probabilité de (2, F,P). On dit que

Vespace (2, F,{Fi}>q,P) est un espace filtré.

Définition 1.2.2 On dit qu'une filtration {Fi},, est continue a droite si Fy =

E+ — ms>tf5,v0 S S S t.

Définition 1.2.3 On dit qu’une filtration {F, },-, est compléte lorsque tout F, contient

l’ensemble des négligeabes N (ce qui équivaut a N C Fy).

Remarque 1.2.2 Un espace de probabilité (Q, F,P) muni d’une filtration {F;} -,

est satisfait les conditions habituelles si :

- Les ensembles négligeables sont tous dans les F; au sens ot P(A) =0, A € Fy.

- La filtration est continue o droite i.e. F; = Fp+ = NgsyFs VO < s < ¢

Remarque 1.2.3 La famille croissante de sous tribus G, = o(X,, s < t) s’appelle
la filtration naturelle du processus stochastique X . Mais Gy ne contient pas néces-
sairement les ensembles négligeables (N'), c’est pour cela on introduit la filtration
naturelle augmentée de X définie par FX = o(N U G;). Lorsque nous parlerons de

filtration naturelle, il s’agira toujours de la filtration naturelle augmentée.

Définition 1.2.4 Un processus X est dit adapté par rapport o la filtration {F,},,

st, pour tout t, la variable aléatoire X, est F,-mesurable.

Remarque 1.2.4 Un processuce X est évidement adapté par rapport o sa filtration

naturelle{ F;* }

t>0"

Définition 1.2.5 Un processus X est progressivement mesurable par rapport & {F; }i>o si

Uapplication :
([0,¢] x Q) — R4
(s,w) — X, (w),

est mesurable par rapport a B([0,t]) @ F; et B(RY).



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.3 Martingales
Soit (2, F, {]:t}tzo ,IP) un espace de probabilité filtré.

Définition 1.3.1 Un processus X a valeurs réelles est une {F;},,-martingale si

e Pour toutt >0, X; est {Fi},.,-adapté (F;-mesurable).
e Pour toutt > 0, X est intégrable i.e. B[| X;|] < co.

e Pour tout 0 < s <t, E[X; | Fs] = Xs.

Définition 1.3.2 Un processus X a valeurs réelles est une {Fi},., sur-martingale
(respectivement {F;},, sous-martingale) si

e Pour tout t > 0, X est {F;},5y-adapté (F;—mesurable).

e Pour toutt > 0, X, est intégrable, i.e. B[|X;|] < co.

o Pour tout 0 < s <t, B[X;|Fs] <X (respectivement B[X; | Fs] > X5).

Remarque 1.3.1 Toute martingale X vérifie :
Vi < T, B[X,] = E[Xq].

Remarque 1.3.2 Si B est un MB, alors { B} —t}>0 et {exp(cB; — 0°t/2) }i>0 sont

des martingales.

Définition 1.3.3 Un processus cadlag adapté X = (Xi)i>o est une martingale locale
sl existe une suite de temps d’arrét (T,,)nen croissante vers l'infini telle que ¥n € N

le processus arrété X soit une martingale nulle en 0, i.e : Xo = 0.

Définition 1.3.4 Une semi-martingale continue est un processus X qui s’écrit X =
M4V, ou M est une martingale locale continue et V' est un processus continu adapté

a variation borné telle que Vo = 0.



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.4 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le nom donné aux trajectoires irréguliéres du pollen en

suspension dans 1’eau, observé par le botaniste Robert Brown en 1828 [7].

Définition 1.4.1 On appelle mouvement Brownien standard un processus stochas-
tique B a valeurs réelles tel que :
1. P —p.s.t — By(w) est continue.

2. Pour 0 < s <t B, — By est indépendant de la tribu o{B,,u < s} et de loi

gaussienne centrée de variance (t — s).

3. Bp=0P—np.s.

Remarque 1.4.1 Le mouvement Brownien est en général noté (Wy,t > 0) en réfé-

rence & Wiener ou (By;,t > 0) en référence a Brown.

Proposition 1.4.1 soit B un MB standard alors

1. Pour tout s > 0, {Byrs — Bs}i>o0 est MB indépendant de 0{B,,u < s}.
2. —B est ausst un MB.
8. Pour tout ¢ > 0, {cBy/2 }4>0 est un MB.

4. Le processus défini par Xo =0 et Xy, =t By est un MB.

1.5 Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire (intégrable) définie sur (€2, F,P) et G une sous tribu

de F:

Définition 1.5.1 (Espérance conditionnelle) On définit l’espérance condition-

nelle de X sachant G, lunique variable aléatoire B|X | G| G-mesurable sur Q) telle

7



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

que :

/]E[X | g]dIP:/XdIP,VA €g.
A A

1.5.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle.

Soit X et Y €(Q, F,P) et G une sous-tribu de F presque surement on a :

1. Linéarit : Si X et Y € (Q, F,P) Va, 8 € R alors :

E[(aX + 5Y) | G] = aE[X | G| 4+ BE[X | G].
2. Croissance : Soit X et Y deux variable aléatoire telle que X <Y, alors :

EX | G] <E[Y | ]
3. Si X est G mesurable alors :
EX | G] = X.
4. Si X est indépendante de G alors :
E[X | G] = E[X].

5. Si Y est G mesurable alors :

E[XY | G] = YE[X].



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.6 Calcul d’Ito

1.6.1 Intégrale stochastique

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité et B un movement Brownien sur cet espace,

on désigne par F? = o{B,,s < t} la filtration naturelle du MB.

L’intégrale stochastique ou l'intégrale d’It6 est un intégrale de la forme suivante :

t
/ 0.dB,,
0

ou {#,,s > 0} est un processus stochastique.

Définition 1.6.1 On dit que {0;,t > 0} est un bon processus s’il est F}V —adapté,
cadlag et st

t
E[/ 02ds] < oo, Vt > 0.
0
Proposition 1.6.1 Lintégrale stochastique satisfait les propriétés :

t
1. 0 — / 0,dB, est linéaire.
0
t
2. Le processus ( / 0sdBs)o<i<T est A trajectoires continues.
0

t
3. Le processus (/ 05dB;s)o<t<T est Fi-adapte.
0

t t t
L B / 0.dB.] = 0 et Var| / 0.dB,) — B| / 62ds].
0 0 0

5. Propriété d’isométrie : pour deux bons processus 6 et ¢

V>0 E[(/Ot esst)(/Ou B,dB,)] — E[/OMS 0,0.ds].



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.6.2 Processus d’'Ito
Nous introduisons & présent une classe de processus qui sera trés utile dans la suite.

Définition 1.6.2 On appelle processus d’Ité6 un processus X a wvaleurs réelles tel
que :

t t
Pps VOL<tZT, X;,=X, —|—/ K.ds +/ H.dB,,
0 0

ot Xo est Fo_mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions, P.p.s :

T T
/ K, ds < oo et / |H,|* ds < oc.
0 0

Le processus s’écrit sous forme différentielle
dXt = tht + thBta XO = T.

Le cofficient K s’appelle la dérive (drift) et H s’appelle le cofficient de diffusion (ou

volatilité).

Remarque 1.6.1 - La décomposition d’un processus d’Itd est unique.
- Le processus t — x + fot Kds est la partie a variation finie de X.

- Le processus t — x + fot HdB; est la partie martingale de X (martingale locale).

1.6.3 Formules d’Ito

Soit (X¢)o<t<r un processus d’It6 de la forme :
t t
X, = Xo—l—/ bsds+/ osdBs,
0 0

cette formule s’écrit sous la forme differentielle suivant :

10



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

dX; = bdt + 04d By,
Xo =2,
Xo : Condition initiale.
by : Le coefficient de dérive (drift) du processus X;.
o; : Le coeflicient de diffusion.
Le processus t — x + fot bsds la partie a variation finie du processus X.

Le processus f(f 0sdB; est la partie martingale du processus X.

Théoréme 1.6.1 (1ére formule d’Itd) Supposons f est de classe C2, alors
F(X,) = £(0,2) /f dX+/f

cette formule s’écrit sous la forme differentielle suivant :

df<Xt) = fl(l's)dXs + %f//<xs)d <X>t >
f(Xo) = f(x).
Théoréme 1.6.2 (2éme formule d’Ité) Soit f € C? ([0,T] x R) et pour tout

0<t<T, nous avons presque surement

t t 2
f(t,Xt):f(O,Xo)Jr/o g—{(s,Xs)ds+/0 g—i(s,X)dX gé(s X,)d(X). |

ou C'2 ([0, T] x R) est I'espace des fonction continues, dont les dérivées d’ordre 1 en

t et les dérivées jusqu’a l'ordre 2 en x sont continues par rapport a (x) .

Cette formule s’écrit sous la forme differentielle suivant :

df(t, X;) = 2L (¢, Xp)dt + 9L (¢, X,)dX; + & [2 241, X,)d (X),
f(0,Xo) = f(0, ).

11



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Théoréme 1.6.3 (3éme formule d’It6) Soient X etY deux processus d’Ito, et f

une fonction de R? — R de classe C? a dérivées borneés

Feey) = ) + [ Gonvaxs [ eaa g [Ele v,

2 J, Ox?
1 [t 0%f Lof
5 ; 8x—8y(X5’Ys)d<X’Y>S+ ; %(XS,YS)dXS.

Proposition 1.6.2 (Intégration par parties) Si X et Y deux processus d’Ito,
alors

t t
Xth:XngJr/ Xscm+/ VidX,+d< X,Y >, .
0 0

1.7 Inégalités et théorémes utiles

Définition 1.7.1 Soient g et o deux fonction mesurables bornées de R, xR a valeurs

réelles donnée, et B un (F;)—mouvement Brownien.

Définition 1.7.2 Une solution fort de l’équation différentielle stochastique, X est

un processus continu tel que

dXt = g(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,

XO = X29-
1- X est Progressivement mesurable.
T
2-P—p.s / {Ib(t, X1)| + ]a(t,Xt)]2} dt < oo.
0

t ¢
3-P—ps Xy =x+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs.
0 0

Notation 1.7.1 Soit S?(R¥) est I’éspace vectoriel fermé des processus X, progres-

sivement mesurables, a valeur dans R, tel que || X||% = B( sup |X,|*) < oc.
0<t<T

S2(R¥) est le sous—espace formé par les processus continus.

12



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

M2(RF*4) est [’éspace vectoriel formé des processus Z, progressivement mesurables,
T
a valeur dans R¥4, tel que ||Z|%. = E [/ ||Zt||2dt} < 00, ot si Z € RF*4
0
1Z,||* = trace(ZZ*).

Proposition 1.7.1 (Inégalité maximale) Soit 0 un bon processus alors :

E([sup /Ot 0,dB,]?) < 4E(/OT 0,dB,)?) :4E(/UT 62ds). (1.2)

t<T

Proposition 1.7.2 (Cauchy-Schwartz) Si f, g sont des fonctions réelles, quand

p = q =2 linégalité de Holder donne l'inégalité de Cauchy-Schwartz, i.e :

I fg Ml f 2l g Iz -

Définition 1.7.3 Une fonction f: R — R est dite (globalement) Lipschitzienne

sl existe K > 0 telle que :

f(x) = f)| < K|z —y|, Vo, y e R.

Remarque 1.7.1 Si [ est Lipschitzienne, alors f est uniformement continue (et

donc continue) sur R, et son dérivées sont bornnées.

Définition 1.7.4 Une fonction f : (RT,R) — R est dite Lipschitzienne s’il

existe K > 0 telle que :
|f<t,$> - f(t7y)| < K|I‘—y| 7Vt S R+’ xr, Y€ R.

Théoréme 1.7.1 Soient g et o deux fonction mesurables bornées de R, x R dans

R

1/ Condition de Lipschitz : Il existe une constante K > 0, telle que pour tout

13



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

t € R, pour tout z, y € R
b(t, 2) = b(t, y)| + |o(t, ) — o(t,y)| < K|z —y|.

2/ Condition de croissance : Il existe une constante L > 0, telle que pour tout

t € R, pour tout x € R”
|b(t, 2)| + [o(t, x)| < L(1 + [x]).

3/ E U:z:o|2] < 00.
Alors il existe une unique solution forte x € S*(R™) de (1.1)), pour la démonstration

(voir chapiter 4 [3])

Lemme 1.7.1 (Lemme de Gronwall) Soit g : [0,7] — R une fonction continue

telle que, pour toutt :
t
g(t) < a+b/ g(s)ds, a € R, b >0,
0

alors pour tout t :

g(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.7.2 (Théoréme de Fubini) Soit f une fonction continue sur |a, b] X

[c,d] G valeurs dans un ensemble B, alors :

/ab(/cdf(x,y)dy)dx — /Cd(/abf(x,y)d:c)dy.

Théoréme 1.7.3 (Formule de Taylor avec un reste intégral) Si f est classe

14



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

C*+1 sur U et si h € R est tel que le segment |a,a + h] est inclus dans U, on a :

Fla+h) = f(a)+ Df(a) + .. + ~D* F(a)(h)*

!
1 1—t¢ k
+ / %D’““ f(a+h)(R)EHdt.
0 .

Soit ’équation déffirentielle stochastique rétrograde (EDSR) suivante :

—dY, = f(t,Y;, Z,)dt — Z,dB,, t € 0, T],

YT:£7

ou sous forme intégrale
T T
Y, = ¢ +/ (5,2, Z2)ds — / Z.dB,, Vit € [0,T]. (1.3)
t t

Définition 1.7.5 Une solution de 'EDSR (1.3)) est un couple de processus {(Yz, Zt) }o<i<r
vérifiant

1. Y et Z sont des progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R”

et RF*d,

2. P.p.s (fot \f(s,Ys, Zs)| + ||Zs||2> ds < oo.

3. PpsonaY,=E&+ [ f(s,Ys, Z)ds — [ Z,dB, et 0 <t <T.
Hypothese (L)
1/ La fonction f est Lipschizienne ie : Il existe une constante K > 0, telle que
pour tout t € R, pour tout y, z, ¢/, 2/ € R tel que |f(t,y,2) — f(t,y,2")] <
K(ly—yl+lz=21)-

2/ Condition d’intégrabilité :

E <|§|2 + /T |f(s,0,0)|2ds> < 0.
0

15



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Théoréme 1.7.4 ( Pardoux—Peng 90) Soit un couple (&, f) vérifier Uhypothése
(L), alors ’EDSR ([1.3)) posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.
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Chapitre 2

Résultats préliminaires sur

I’estimation de solutions

Le but dans ce chapitre est d’obtenir les résultats préliminaires sur ’estimation de
solutions vérifié par un controle optimal, Dans le cas oi de la variable de controle
inclu dans o(.,.) et domaine de controle A non nécessairement convexe, I’approche
habituelle d’expansion du premier ordre ne fonctionne pas. Par conséquent, nous

introduisons une méthode de développement du second ordre [g].

2.1 Formulation du probléme

Soit (€2, F,{Ft},>0,P) un espace de probabilité filtré et on suppose que la filtration
{Fi}i5o est une filtration engendrée par {B;;t > 0} tell que {B;;t > 0} est un

mouvement Brownien standard.

On considérons le systéme du controle stochastique comme suit :

dX; = g(t, Xy, v)dt + o(t, Xy, v,)d By, (2 1)

Xo = o,
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Chapitre 2. Résultats préliminaires sur 1’estimation de solutions.

ou :

g:10,7] x R x A — R une fonction borélenne telle que g(¢, x, a) est continue en a,
uniformément continue en t et z.

0:10,T] x R x A — M;(R) une fonction borélienne.

Xy : une variable aléatoire Fy-adapté, indépendante de (B;); telle que :

BE(|zo |?) < oo.

On suppose que g(t, z,a) et o(t, x,a) sont dérivables et a dérivées continues, bornées,

vérifiant :

il existe une constante K > 0 indépendante de (¢, a) tel que : Vz, y € R :
lg(t, z,a) = g(t,y,a)|| < Kllx =yl et ot ) —o(t,y)| < K[z —yl,  (22)

lg(t,z, a)|| < K1+ [|lzl]) et [lot, x)[| < K1+ [l]), (2.3)

Notation 2.1.1 S*(RF) est I’éspace vectoriel formé des processus Y, progressive-

ment mesurables, a valeur dans R*, tel que ||Y||% = B( sup |Y;|*) < oc.
0<t<T
S?(R*) est le sous—espace formé par les processus continus.

M2(RF*4) est [’éspace vectoriel formé des processus Z, progressivement mesurables,
T
a valeur dans R", tel que || 7|5, = E [/ ||Zt||2dt} < oo, ot si Z € RF*4
0
1Z,||* = trace(ZZ*).

Remarque 2.1.1 et nous assure [’existence et ['unicité des solutions de
( voir chapitre 4 [3]).

Définition 2.1.1 (Controle admissible) On appelle contréle admissible tout pro-

cessus (v(t))ieo,r) appartient & L°([0,T] x ) a valeur dans A. On note Uyq ([0,7T)

18



Chapitre 2. Résultats préliminaires sur 1’estimation de solutions.

l’ensemble de tous les controles admissibles.
Uaa([0, 7)) =4v(.) : [0,T] x @ — A o v(.) € L>([0,T] x Q)}.

Pour tout controle admissible v(.) € Uyq([0,T7)).

Remarque 2.1.2 v(.) € L>([0,T] x Q) implique que
T T
E/ywwﬁ:E/p@MWﬁ<m.
0 0
Alors
T
Uaa([0,T]) = {v() [0, T] x Q — A telle que E/ |vg|” dt < oo} .
0

Définition 2.1.2 (Controle optimal) Le probléme du contréle optimal stochas-
tique consiste a minimiser sur l’ensemble U,y une fonction de codt de la forme sui-

vante :

ﬂm»_E/memma+EmX@» (2.4)
ot l(z,v) : R xR — R, h(z):R — R.

Définition 2.1.3 Un contréle admissible est appellé controle optimal s’il vérifier .
J(u(.)) =inf J(v(.)), ot v(.) € Uyq. (2.5)

Remarque 2.1.3 Le probleme , et s’appelle probléeme du controle
optimal stochastique.

Hypothéses H1

Au cours de ce chapitre, on suppose que les fonctions ci-dessus satisfait les hypothéses

suivantes :
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Chapitre 2. Résultats préliminaires sur 1’estimation de solutions.

1. Les fonction g, o, [, h sont deus fois contintiment différentiables par rapport a
x.

2. Les dérivées g., Guws Oxs Oy luy lyws Py, Buy, sOnt continues en (x,v).

3. 9zy Gra> Oy Ozzy Loy lyzy he, hgr sont bornés, et g, o, l,, h, sont bornés par

C(l4+|z|+|v]).

2.2 Estimation des solutions

Dans le cas ou de la variable de contréle inclu dans o(.,.) et domaine de controle A
non nécessairement convexe, ’approche habituelle d’expansion du premier ordre ne
fonctionne pas [2]. Par conséquent, nous introduisons une méthode de développement

du second ordre.

Soit (y(.),u(.)) la solution optimal du notre probléme (2.1). On définit un controle

admissible perturbé par la formule suivante :

v sif<t<0+e,
. =1=
u; =

Uy sinon,

ou 0 £ s S test fixe, ¢ > 0 est suffisamment petit et v est une variable aléatoire

Fl-mesurable arbitraire avec des valeurs dans A, telle que :
sup | v(w) |< oo.

we

On note par y*(.) la trajectoire du systéme ({2.1)) correspondant & u(.).
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2.2.1 Equations variationnelles

Soient y1(.) et y2(.) des solutions d’équations suivantes respectivement

et

n(t) = / 190 (o 1)y (5) + 9(5r 65) — 9oy s (2.6)

+/0 (02 (ys, us)y1 (s) + 0 (ys, u3) — o (ys, us)ld By,

(0) = [ 100 0)i2() + 5000w ()on () (2.7

1

[ () + G () (),

" /0 (92 (Ys; w5) = 9o (Ys, us))yn(s)ds

+/0 (0 (ys, uS) — 04 (Ys, us))y1(s)dBs.

L’equation (2.6)) est appellée équation variationnelle du premier ordre, c’est 1'equa-

tion variationnelle au sens usuel.

L’equation ([2.7)) est appellée équation variationnelle du second ordre.

Remarque 2.2.1 Sous les Hypothéses H1, l’équations (2.6), possédent unique

fort solution, voir [3]

Lemme 2.2.1 Sous les Hypothéses H1, on a y,(t) et yz(t) vérifiant :

sup B(|p1]?) < ce. (2.8)
0<t<T

sup E( |y]*) < e (2.9)
0<t<T
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Preuve. D’aprés les définitions du ([2.6]) , on peut écrire

/0 0oy, ws)un(s)ds + / (950 0" (5)) — 9y, us))ds

()] =

t t 2
+ / Uac(ysa us)yl(s)st + / (U(ysa ui) - U(ysa us))dBS
0 0

Alors on applique (a + b+ ¢ + d)* < 4a® + 4b* + 4¢% + 4d?, on trouve

2 2

(2 < 4 4 / (905, 0°(5)) — gl us))ds

/Ot 9 (s, us)yr1(s)ds

2 2

t
+4 +4 / (o(ys, us) — o (ys, us))dBs
0

/(; Og (ys> us)yl(s))st

Donc on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz et 1'isométrie d’It6, on trouve :

Bl (o) < 478 | (9o )y (5))?ls + ATE / (9o () — 9luer )

4B / (0 (g sy (3))?s + 4T / (0 (4o, 15) — 0 (gr )2l

Comme les dérivées g,, 0, sont bornnée, on obtient :

E|y: ()] < 4TME /0 y1(s))?ds + 4B /O T(g(ys,us) — g(ys, us))?ds

+E/T E(g(ys,v) —g(ys,us))2d8+E/ (9(ys, us) — g(ys, us))?ds]

+e

+AME [ (s)ds 4B [ (o) - ol ) s

+ E/T E(O-(me) - U(y& us))2d5 + E/ (U(y87us) - U<ys; Us))2d5]‘

+e
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Chapitre 2. Résultats préliminaires sur 1’estimation de solutions.

Alors

t T+€
E |y (8)* < 4TM / y1(s))?ds + ATE / (950, 0) — 9lysr us))ds
0 T

t T+e
+ 4ME/ yl(S))2d$ + 4E/ <O<ys7 U) - U(ysa us))2d8'
0 T

On pose K =4TM + 4M et Cy = 4T + 4, alors par passage a espérance, on a

Eln(t)f < K / By (5)ds +C: [ T [(9(ye) — gy us))?

+ (0<y87 U) - U(ysv Us))2] ds.
Donc d’aprés I'inégalité Lipschitzienne, on a
t T+e
Blun(0)* < K [ Bln(s)Pds+C [ ()P fo =l + (o) o — uf*)ds
0 T
Posons L = Cy(k1)?|v — ul> + (k2)? |v — u|*, on obtient

t T+€
E |y (t)]> < K/ E(yl(s))2d8+L/ ds
0 T

< K/t Eyi(s))*ds + Le.
0
Comme la fonction E |y, (t)|* est continue, et d’aprés 'inégalité de Gronwall, on a
E |y.(t)]> < Le exp(KT) = ce.
Donc I’équation est vérifier.

E\yl(t)|2 < ce.
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D’aprés inégalité maximale ((1.2)) on a

sup B( |i|*) < ce.
0<t<T

Nous appliquons les mémes étapes et les mémes techniques dans ([2.9))

sup E(|ya|*) < ce2. Alors
0<t<T

1

/0 92 (Ys, 1s)Y2(8) + = Gaw (Vs us)yr (s)y1(s)]ds

m2(0)* = .

1

[ 1o )n(5) + 5 (D (5B

+/(; (gx(ys,U§) — gm<ys’ US))y1(5>dS

n / (0(yo, 15) — 02y, 1)) d B,

En factorant les mémes termes sur les mémes membres et en appliquant (a + b)? <

2a® + 2b?, on trouve

1

/0 [gx(ySa us)y2(3) + _gl‘l‘<y87 us)yl (S)y1<8)]d8

() =2 ;

2

_|_A(gx(ys,ui)—gx(ysaUS))yl(S)ds

+ 2 /0 (02 (Ys, us)y2(s) + %Um(y& us)y1(s)y1(s)]dBs

2

" / (0 (s, %) — 02 (e 112))dB,
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Donc on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz et 1'isométrie d’Itd, on trouve

Bl <45 [ (02000 009+ S0l 0 GIn))
48 [ (a0 ) = 0.0 0 (5) s
#4802l nals) + sl nn (n(s)) s

¢
+4E/ (o(ys, us) — Um(ys,us))2 ds.
0

Comme les dérivées ¢,, 0z, Goz, 0z sont bornnée et d’aprés les Hypothéses H1,

on obtient

Blun()” < STMB [ ((s)) ds +270 [ (n(6hn(s)ds
48 [ (0ale) = 0 1) )" ds
#SUE [ () ds 200 [ (s (6)) s
48 [ () — ol (01(5) .

Donc possons Ly = 8'M +8M et Ly = 2T M +2M, alors par passage aux espérence,

on a

t

E [y (t)]* < Ll/ B (y2(s ))2d8+L2/ E (y1(s)y1(5))” ds

0

T+s
+4/ gm Ys, U s gw(y37us>>2E<yl(3))2 ds

W

+ / U:c y57 s _O-x(y&us))QE(yl(s))zdS'
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Donc d’aprés I'inégalité Lipschitzienne, on a

EMMVSMAE@wW%+MAE@@wwW%

T+e T+e
+4T/ E|v—u|2(y1(s))2ds—|—4/ E v — ul® (y1(s))* ds.

On pose Cs = 4T |v — u|* + 4 |v — u|*, on trouve

Blia)f < L1 [ Bl ds+ Lo | Bln(sn ()" ds

+ (5 /T EE(yl(s)yl(s)f ds.

Alors d’aprés (12.8) on trouve

t t
E ]y2(t)]2 < Ll/ E (3/2(5))2 ds + Lg/ (cg)st
0 0
T+e
+ C’g/ (ce)*ds,

t
< / E (15(5))* ds + Lyce®T + Csee®.
0
Donc on pose K3 = LocT 4+ Cse, on obtient

t
E |y ()| < L1/ E (y5(5))* ds + K3e2.
0
D’aprés I'inégalité de Gronwall, on a

E |ya(t)|” < Kse?exp (L4 T) = c£2.
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L’équation (12.9) est vérifier. D’aprés I'inégalité maximale (|1.2)), alors

sup B( |y2|2) < ce?.
0<t<T

Lemme 2.2.2 Sous les Hypothéses H1, soient G5, et A%, données par

1

G, = §gm(ys, ug) (y2(8)1y2(8) + 2y1(5)y2(s))

+

—~

Gz (Ysy us — G (Ysy us))ya(s)

/0 (9o (Y + Ays, u7) = Gaa(y, w)]ys(5)ya(s),

DN | —

_|_

et
A = 200 o 02) (2(5)02(9) + 201 (5)2(5)
+ (02 (Ys, U5 — 02(Ys, us))y2(s)
+ 3 [ ol 2 ) = ol 0l dun(5)n(s)
Alors

27
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Chapitre 2. Résultats préliminaires sur 1’estimation de solutions.

Preuve. D’aprés la définition du (2.1)) , on peut écrire

t 2
]E(/Gids)zE
0

+ (92 (Ys> us — g (Ys Us))ya(s)

/0 %gm(ys,us)(yQ(s)yg(s) + 2y1(s)y2(s))

2

+ % /0 (9o (Y + Az, uF)dA — guw(y, w)]ys(s)ys(s)ds|

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve

t
E / Gids
0

2

)g:ma [ (G0 061006) + 205D ) s

| 3TE / (90 (o ) — o (s ) a(5))? s

+378 [ (5 [ loury + 30000~ g sl ) .

Alors

E ( /Ot GE(s)ds 2)

<378 [ (G0n01) ) (M) + (D (als) + (Do) s

1 3TE / (92, 15) — 9o (11 0s)) (9 (5))ds

# 378 [ (5 [ louey + 20100~ gl ) 0n(5) (5,
Alors

t
E / Gids
0

) < 3T3ME | ()P () + () (<)o)

4 (5)((5) s + 3TME [ (ua(s)ds

T

3TEME [ n(5)n(6)) + 4n (l5) + ((as)?L
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Donc

¢
E / G5ds
(1

Mais dans (2.14]), on peut appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwartz et on pose

2
1
> < BTZM(ceA + 4eg® + 4ce®) + 3T Mcs? (2.14)

9
+ ZTM(CE + 4ee® + ce?).

S E(lgal") < ce®
E </Ot(yz(s))2(yz(s))2ds) - </OtE(y2(3))4) »

([ al5)u () ()l s)ds = 4 (= [ t<yz<s>>2><y1<s>y2<s>>ds)

<4 (B( [ a6'a} ) B ( [ n(ohmto)as)
< ([ Bras) ( tE<y1<s>>4>)é (/ tE<y2<s>>4>)%

< de?cece® = dee?,

/Tr+s(y2(8))2d8 _ (]E /TTJrE 12ds>é (E /TT+€(y2(5))4d5>é

<(r4+e—T7)ce(T+e—7) = ece’e = ce?,

&
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Donc

TMec(e* + 4¢° + 4€%)

A~

t
E / G5ds
(1

Posons K = max(3TMe,3TMec, §TMc), on obtient

t
E / Gids
0

En passant a la limite au voisinage de zéro sur €, on a

t
/ G5ds
0
sup [E (
t

Donc l'equation ([2.12)) est vérifier.

).

9
+ 3T Mee* + 1TMC(453 + &%),

< K(4° + 3&* + 8¢%).

1
g4 e—0

alors

¢
/ G5ds
0

>ZO(£).

En appliquer les mémes étape sur A$, on trouve :

t 2
sup E (/ ASdB; ) = o(&?).
t 0

Donc d’apés (2.12)) et (2.13), on a
2
) = o(c?).

t
sup E ( / Gids
0<t<T 0

Ce qui termine la démonstration. m

2
+

t
/ AZdB,
0
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Lemme 2.2.3 Sous les Hypothéses H1, on a

sup B | 4§ — v — y1(t) — y2(t) |°< CE% (2.16)

0<s<t

Preuve. On pose que y3 = y; + 492, et d’aprés la formule de Taylor d’ordre 1

un au point y avec un reste intégral, et de plus on ajout et on dimune les termes

t 1
i/ [g(ym Us) + 9o (Ys: us)ys + %/
0 0

gm(ys,us)ygyg] ds, et aussi
1
+ fot [J(ys, us) + 02 (ys, us)ys(s) + %/ Oz (Ys, us)yg(s)yg(s)} dB,, on obtient pour tout
0
0<Aa<l
t t
[ stv+ wi s+ [ oty + (o) ad)ab,
0 t 0 1 1
—/ [9(ys, ug) + 9o (Ys, ug)ys(s) + 5/ oz (Ys + Ays(s), u*(s))dAys(s)ys(s)]ds
0 0
2

i/ot :g(ys,us)Jrgx(ys,us)ys(S) +l/olgm(ys,us)yg(S)ys(S)] ds

+/0t :a(ys,ui) + 02 (s, ug)ys(s) +/01 am(ys,ug)yg@)yg(s)} dB,

+ /Ot :U(ys,us) + 0 (Ys; us)ys(s) + % /01 am(ys,us)yg(S)ys(S)} dB;.
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En factorant les mémes termes sur les mémes membres, on trouve

/Otg<ys +ys(s), u)ds + /Ot o (ys + y3(s), uS)dB,

= [ ot + gutom )+ 5 [ gt nmatshns)] s
; / t { (o) + ol ) + 5 | e wn(s)n(s)| B,
9(ys, ) ys,us>>ds+/ot(a<ys,ui)_J(y&us))st

+ ga: Ys, U s - <y87us)y3(3))ds+/0 (gx(ysaui)_gz(y&us))yi’)(s))st

+

er—‘\\
c\

( / a0 + Ays(5), 1) AN ()95 (5) — g (g us>y3<s>yg<s>>) s

+
N | =
N

(/ Oua(Ys + Aya(s), u5)dAys(s)ys(s) — am(ys,us)ys(S)ys,(S))) dB;.

De plus

[ ot snts)ayis + [ ot o)z,
= [ ovouds + [t on(6)ds + gulon (5
5 [ a0+ 5 [ [ gtern @6l + sl
" / Oy )5 + / 02 (o ) (5)ABs + 02y, 1)92() B,
w5 [ ] retrond o083 [ [ ot @nhals) + ot
" / g ) s — / (e )ds + /0 0B, — /0 0 (e ),
/ oD s + [ gulon s [ 0.voun(6)is = [ o.venomato)ds
1B+ [ 051~ [ oulon i 0a8 — [ ol alin
( | G A5 D310 — g+ ) (s ) s

t(

\

DO | — [\DI)—\

S— —

+ /0 (022 (Ys + Ay (s), u5)dAys(s)ys(s) — oua(ys + Ays(s), us)dkys(S)yg(S))) dB;.
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En utilisant (2.6)), (2.7)), (2.12) et (2.13)), la formule précédent peut se transfermé par

t t
/ 9y, + ya(s),1C)ds + / o (s + y5(s), u2)dB,
0 0

t t
=y(t) + ys(t) — zo + / GSds + / ASdB;.
0 0
Alors ainsi nous avons

y(t) +ys(t) = o + /0 9(ys +y3(s), ug)ds + /0 o(ys + ys3(s), ug)dBs

t t
—/ GE(S)dS—/ A®dB;.
0 0

t t
De puis y% = 2 + / g(ys, us)ds + / o(yZ, us)dBs, nous pouvons dérivé
0 0

(0 — s — 4)(s) = / (9055 45) — glus + ya(s), u5))ds

t
T / (0% u2) — (s + ys(s), u2))dB,
0
t t
+ / Geds + / A%dB,.
0 0

D’aprés la formule de Taylor avec reste intégrale d’ordre 1 au pointe y + ys3

1 = v — 4)(5)* = / 005 + AW — o — 1), u)(F — g5 — y)dAds

2

t
+ / o (y° + AMyY° —yz — ), u*)(y" — y3s — y)dAd B,
0
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D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz et 'isométrie d’It6, on trouve

t
El(y° —ys —y)(s)]* < 2E/ 192 (Y + My — ys(s) — ys), wd)| |(v5 — ys(s) — ys)|* ds
0
t
28 [0+ M7~ as) — D] 105 — n(s) ) s
0

t t
=2ME/uawwwwn+www+aME/uﬁww%@n+wm%
0 0

< MM =c.

Alors

2

E|(y —ys —y)(s)] <E (4 (/Ot A%y — s(s) — ys>d5)2 +4 (/Ot DF(y; — ys(s) — ys)st)

+4</OtG§ds>2+4</otA§ds>2>

t t
< 40/ (2 — ys(s) — ys)?ds + 46/ (y5 — ys(s) — ys)?ds + o(£7).
0 0

D’aprés I'inégalité de Gronwall

Donc 'inégalité(2.16]) est vérifie.
B |y (t) — y(t) — i (t) — y2(t) P< Ce2.
D’aprés inégalité maximale ((1.2)) on a

sup Bly*(1) — y(t) = yi(t) — y2(t)]” < O
0<t<T
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Ce qui termine la démostration. m
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Chapitre 3

Processus adjoints et inégalité

variationnelle

Dans cette chapitre, nous discutons des équations adjointes qui résolvent uniquement
les processus adjoints du premier et du second ordre. Nous donnons notre résultat le
principe du maximum stochastique sens la forme general, a la fin de cette chapitre,

pour plus des détails nous invitons de voir le référence [2), 3], [§].

3.1 Inégalité variationnelle

Le lemme suivant joue un role important pour établir les conditions néccessaire

d’optimalités pour le probléme du contrdle optimal stochastique(2.1)), (2.4) et (2.5).
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Lemme 3.1.1 Sous l’hypopthéses H1, On définit ["inégalité variationnelle suivante

E/O [1=(y(s), u(s))(y2(s) + va2(s)) + %lm@(s)vU(S))<y1(3)y1(s))d5 (3.1)
+E/O (Uy(s),u™(s)) = Uy(s), uls)))ds

B (y(T)) (51 (T) + 2(T)) + 5B (7)) (T)n (7)

= o(e).
o1l Y1, Yo sent données respictevment dans , .

Preuve. D’aprés la définitions de la fonction de cott (2.4), alors

J(uF) — J(u) = E/OTz(t,Xf,uj)dHEh(Xs(T)) - {E /OTl(t,Xt,ut)dtJrEh(X(T))

T T
= E/ [1(t, X7 us) — U(t, Xy, u)] dt + E/ [BA(X*(T)) — ER(X(T))].
0 0
D’autre parte et alors de plus on ajout et on dimune le terme I(y + y3, u;), on trouve

B / 1y + o ) — L(t, X )] i+ Bl((y + 3) (T)) — h(X(T)

—i—E/O Ly + ys, u;) — Uy + ys,ue)] dt + o (e) .
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D’aprés la formule de Taylor avec reste intégrale d’ordre 1 au pointe y + y3, on

trouve

E/O [(y + ys,ug) — 1t Xy, we)] dt + E[((y + y3) (T)) — h(X(T))]
B [ ) = 1+ )] o )
= E/o [Zx(t>Xt>Ut)ys + %lm&(thta Ut)Y3Y3 — l(t>Xt>Ut)] ds

T
1
+ E/ {lx(t, Xpyug) + L (t, Xe, ue)ys + §lm(t, X, uf)ygyg} ds
0

+

r 1
E/ l(t, Xt, ut) + lx(t, Xt, Ut>y3 + ilxm (t, Xt7 ut)ygyg] ds
0

FE(((9) (Ts(D)) + 3B (y(Ds(T)a1)) + 0 2).

On note y3 = y1 + 2, et ysys = (y1 + ¥2) (Y1 + Y2) = y1y1 + Y2y2 + 2y1Y2, alors

E / 1y + 3 165) — (6, Xy, )] e+ BlR((y + ) (T)) — R(X(T))]

+E Uy +ys,u;) — Uy + ys, up)| dt 4+ o (¢)

S~
3

1
=k |:l:v (t, Xe,ue) (1 + y2) + élxz(ta X, ue) (1va + Yay2 + 2y1y2) — U(E, Xy, Ut)} ds

S~
3

!

E

_|_

S— o—

1
[lx (t, Xe,up) + L (t, Xo,we) (v +y2) + le(t, Xi,ug) (it + yoy2 + 23/1?/2)] ds

T

1
+E Ut Xpyue) + L (, Xy we) (v + y2) + Ela::v(t7 Xi, ) (Yay1 + yoya + leyz)] ds

+E(h((y) (T) (y1 +y2) (T)) + %E(hm(y(T) (151 + Y22 + 2y132) (T)) + o (e) .
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On simplifiez la formule précedente, donc on trouve

T
B [ 0+ .00 — U, Xerw)] d + Bi((y + 95) (7)) — B(X(T)
0
T
+ E/ [y +ys,us) — Uy + y3, us)] ds + o (&)
0
T 1
- E/ [lx(s, X, ug) (y1 4+ y2) + §lm(8> Xiyur) (yivs + y2y2 + 2y1y2) | ds
0
T T
+E/ (l(qumui) _Z(SJXsuus)d8+E/ (l(S,XS,Ui) - l(87X87uS) (yl +y2) ds
1 0 . 0
+ 3B / (L (5, X 15) = Lua(5, Xy ) (5) (5)dls
0

+ E(he (y(T)) (51 (T)11(T))) + %Ehm(y(T))w(T)yl(T)) +ofe).

Donc on remarque il existe des formule est d’ordre o(e), alors (3.1)) vérifier. m

3.1.1 Equations adjointe et conditions nécessaires d’optima-
lité

Le but dans cette section est d’obtenir les conditons nécessaires d’optimalité vérifiés

par un controle optimal, Dans cette partie nous introduisons I’équations adjoints du

premier et du second ordre pour (2.6)) et (2.7, avec ces processus, nous pouvons

facilement dériver I'inégalité variationnelle de (3.1)). Pour simplifier, on note f,(t) =

fe(yes ), foe(t) = foz(ye, ug), pour f = g, o, I, h. Nous pouvons construire une

fonctionnelle linéaire comme suite :

thA[MM$M$MM$+m@) (3.2)

+ E(he (y(T)) (w1 (T) + y2(T))),
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et

b= 5B [ L (s),u(s)) 0 s)on () (33)

4 SBhe (y(T)n (T (T),

ol 41, et yo sont liés par (2.6) et (2.7) respectivement.

L’équation adjointe du premier ordre est définie par :

dpt = —Hx(t, Xt, Ut)dt + thBt,

p(T) = ha(y(T)),

(3.4)

oup, K € M?(R) x §*(R).

Remarque 3.1.1 D’aprés les conditions (1.3)), alors [’équation posséde unique
forte solution (p,K), ou p, K € M?(R) x S*(R), en effet, Comme lpz, Gozy Ous
sont bornées, de plus I, et g, et o, sont bornées par C(1 + |x| + |v|), donc la dérivé

H, est Lipschitzienne.

On définit les fonctions associes aux le Hamiltonien par

H(t) = U(t, Xe,we) + peg(t, Xoyue) + Koo (, Xo, ur), (3.5)
H:E<t) — ll’ (t7 Xta ut) + ptg:r(t7 Xt; U’t) + Kto-l' (ta Xt7 U/t),

HMU(t) = ZII (tJ Xt? ut) + ptggjm(t7 Xt7 ut) + Ktamm(t7 Xt7 ut)'
On peut appliquer ces résultats a certains des termes de (3.2)) et (3.4)) :

EA[MWMM®+WM@@MMﬂ)

=EA[MWM%%+MWMG» (3.6)
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Lemme 3.1.2 La formule I devient

I - E/O pelgf(s) — g(s))ds + E/O Ky (0°(s) — o(s))ds
LR / 5 (P100a(5) + Ko () (5)ya () ds
IE / Po(0(5) — g () (s)ds

—l—E/O K(o°(s) — 04(5))y1(s)ds.

ot (pr, K¢) est solution de systéme (3.4).

Preuve. D’aprés la formule d’intégration par partie (formule d’1t6) dans E(p,y;(t)),

en utilisant les définitions (3.4) et (2.6]), on obtient

d(pey1(t)) = (dpe)yr(t) + pe(dyr () + d (pe, 11(t))
— (—H,(t, Xy, u;)dt + KydBy)yi (t) + py [(ge ()1 (t)
+g°(t) — g(t))dt + (0.(V)y:(t) + 0°(t) — o (t))dBy]

+ Ki(0.(t)y:(t) + o°(t) — o(t))dt.
En remplagant la formule de Hamiltonien ({3.5)), alors

d(piyr(1)) = [=1a(t) = prga(t) — Ki0a(1))dl + Kid By y1 (t) + pi [(9:(0)91()
+9°(t) = g(1)dt + (02 ()t (1) + 0°(t) — o(t))dB]

+ Ki(ow()ys(t) + 0°(t) — o(t))dt.
On simplifiez la formule précédente, donc on trouve

d(piyr (1)) = (=La(D))dt + Kid B)ya(t) + pe [9(t) — g(t))dt

+ (02 (t)ya(t) + 0°(t) —o())dBy] + Ki(o°(t) — o(t))dt.
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Alors on intégre de 0 & T', et introduisant ’espérance mathématiques, on obtient

E (0 (£)) = E (po(1(0)) + E / (=1,(s))ds + K,dB)ys (s)ds

+ JE/O ps(g°(s) — g(s))ds + E/O Ps(02(8)y1(s) + 0°(s) — 0 (s))dB;

+E/O Ku(0°(s) — o(s))ds.

Comme 'espérance mathématiques d’une partie martingale est nulle, on obtient

E (pru(t) = B / (=1,(s))y (s)ds + B / pal"(s) — g(s))ds
+]E/O K.(0°(s) — o(s))ds.

Donc d’aprés la formule (3.6|), le dernié formule devient

E/O [Lo(5)y1(s)]ds + B(h. (y(T)y(T)) = E/O ps(g°(s) —g(s))ds  (3.7)
+E/O Ku(0°(s) — o(s))ds.

Par une méthode analogue, on peut aplique ce résultat a certains des termes de

B1) - )
B / L (5)y2(5)]ds + E(ha (y(T))ylT). (3.8)
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D’aprés la formule d’intégration par partie (formule d’It6) dans E(p,y»(t)), alors

d(peya(t)) = (dp)ya(t) + pe(dy2(t)) + d (pr, v2(t))

= (—H.(t, X¢, wp)dt + KidBy)ya(t) + pe [(92()y2(?)

1

t 5922 (Om (Y1 (£))dt + (02(8)y (1)

+ 5o OO (OB, + (1) — g0 (0)dt

+H(o°(t) = 0u(t)y1()dB] + Kifow()ya(?)

+ 50O O0 (1) + (0°0) — oa () (D)t

Les méme étapes on remplace la formulle de Hamiltonien (3.5]), alors

d(peya(t)) = (=la(t) — pega(t) — Kiox(t))dt + KidBy)ya(t)

e (9 (8)(t) + g (B (D (£))

2
F (00l + 5oea (D (1)) B,
+ (650 — gDt + (0°(1) - 02O
Ko 0(t) + 30 OO0 () + (07(0) — O (0)d.

Alors on integre de 0 & T, et introduisant ’espérance Mathématiques, on obtient

E (piya(t)) = B (po(y2(0)) + E/O (—1s(s))dt + KodBy)ys(s)ds + E/O Ps[(92(8)ya(s)

1

+ 3o ()ds +B [ (o (s)m(s)

+ 3 On)IB+B [ (62 = ga(s)m(s)ds

B [ (0(6) = o Dm(s)aB] + B [ Ko (s)m(s)
F 5l (s) + (0°(5) — a(s))yas)]ds.
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On sait que I'espérance Mathématiques d’une partie martingale est nulle, on obtient

E (piya(t)) = E / (—1,(8))ya(s)ds + B / pul(ga()1(s)
+ g0 (D ds + 5 [ 05) = gu () ()
‘E / Kolou(s)2(5) + 50aa(s)n (3)1a(s)

+(0°(5) = 0(s))ya(s)]ds.

Donc d’aprés la formule (3.8]) en remplagant ces dérivées dans (3.3)), alors

B [ shn(o)ds + Blhu o (T)a(T) (39
/ (ogae(5) + Koraa())yn ()31 (5))ds
/0 go(5))s(5)ds
/ Ko(0°(5) — 0 (5))wa(s)ds.

Ce que fallait & démontré. m

En remplagant (3.7} -, et . ) dans , on trouve

E/O ps(g°(s) — g(s))ds + ]E/O K (o°(s) — o(s))ds (3.10)
B [ 50.000() + Kuaa(s)n (5hms)ds

+ E/O Ps(9z(s) = 9:(3))y1(s)ds + E/O K(0°(5) = 0u(s))y1(s)ds

1

+ 5l (y(s), u(s))(a(8)y1(s))ds + Bhaa (y(T))y1(T)31(T)

+E/O (L(y(s),u(s)) = Uy(s), u(s)))ds = o(e).
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Nous pouvons construire une fonctionnelle linéaire comme suite :

I3y = E/O [Lea(y (), u(s)) (w1 (s)ya(s)) (3.11)

+ B(hee (y(T)) (52 (T) 2 (T)).-

ou y; est lié par la formule (2.6).

L’équation adjointe du second ordre est définie par :

dP; = —(Hyp(t) + 29.(t) P + 20,(t) Qi + 02(t))dt + Qid By,
P(T) = hau(y(T)),

(3.12)

Remarque 3.1.2 D’aprés les conditions (1.3), ’équation posséde unique so-
lution (P,Q), ot P, Q € M?(R) x S?(R), en effet lyz, oz, Tuw Sont bornées, de

plus I, et g, et o, sont bornées par C(1 + |z| + |v]), voir [3].

Lemme 3.1.3 La formule I3 dans devient

L—E / s ()Y (8))ds + E(ho (y(T))Y (T) (3.13)
= E/o (—PsGrz(S) — Ks022(8) — 20,(5)Qs)Ysds
g / Pulun(5)(g: () (5) + °(5) — g(s))]ds

IR / 201 Q{02 ()1 (5) + 0 (5) — o(5))2)ds.

Preuve. On note par Y (s) = 31(s)y1(s), mais fot dY,dt = Y, — Yy = Y,.et par
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I’application du formule d’intégration par partie d’Itd, on trouve

d(yr(H)yr(1)) = (dyr(£))ya(t) + w1 () (dya (1)) + d (y2 (2), 1 (1))
= 2y (t)(dys (1)) + d (v (), 1())
= 21(t) [(g2 (1)1 (8) + 9°(£) — g(B))dt + (o2 (t)yr(t) + 0°(t) — o(t))dBy]

+ (0 ()i (t) + 0°(t) — o(t))*dt.
Alors on integre de 0 & ¢, on obtient

| dtmmenis = [ avspas v, (3.14)

=2 [ y1(s)(9a(s)yr(s) + 9°(s) — g(s))ds

S—

t

+2 | y1(s)(0u(5)y1(s) +0°(s) — o (s))dB;

S~

t
+ [ (@ulsnls) + o°(s) = (o) P
0
On peut appliquer ces résultats a certains des termes de (3.1]) et (3.12)) :

B / Lo (8)Y ()]ds + E(hau (y(T))Y (T)) (3.15)
=B [ Lol (s)}ds + B (T)).

D’aprés la formule d’intégration par parties (formule d’1t6) sur E(P,Y (t)), en utilisant

les définitions (3.12)) et (3.14), on obtient

d(PY,) = (dP) Y, + P, (dY;) + d (BY))
= (~(Hao(t) + 20:(8)Ps + 20, () Q1 + 0%(1)) + QudBy)Y: + 2Py () (g (D) (1)
+ g7 (8) = g(t)dt + y1 (D) (0u(s)ya(s) + 0°(s) — o(s))|dB,

+ (201Qu(04()y1(s) + 0°(5) — 0 (s))?)ds.

46



Chapitre 3.Processus adjoints et inégalité variationnelle .

On remplace la formule de Hamiltonienne (3.5]), alors

d (BE) = (_lzm(t) - ptgmm(t> - Ktamx<t> - ZUx(S)Qt - O'i(S»dt + QtdBt)Y;
+ 2P [y (1) (90 (D)1 (t) + g°(£) — g(t))dt + y1(t)(02(s)y1(s) + (0°(s) — o(s))]dBs

+ (201Qu(0:2(8)y1(s) + 0°(s) — 0 (s))?)ds.
On simplifiez la formule précédente, donc on trouve

d (PtY;t) = (_lmx(t) - ptg;w(t) - thmm(t) - zax(S)Qt - O‘i(S))dt + QtdBt)X/t
+2R[(g°(t) — g())dt + y1(£) (0= (D)1 (t) + (0°(t) — o(t))]d By

T 2Quoa Oy () + (1) — o (1))t

Alors on integre de 0 & T et introduisant 1’espérance on obtient

E /0 (P.Y.)ds = B /0 (=L (5) — Pagan(s) — Ksoaa(s) — 204(5)Qs — 02(s))ds
- QudB,)Yuds + 2E / Pulun(5)(g:(5)wa (5) + g°(5) — g(s))]ds
B [ n()en(sn(s) + 0°(s) = a(s)lap.

B / 21Qu(0a ()1 (5) + 0 (5) — o(5))2)ds.

On sait que I'espérance d’une partie martingale égale & zéros, on obtient

B[ (P =B [ () = pagun(s) = Kiras) = 20,(5)Q. = 2(5))Vels

+28 | Pl (s)(ge(s)n(s) +9°() — gls)]ds

+ E/o 201Qs(0.(5)y1(s) + 0°(5) — 0 (s))?)ds.
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Donc d’aprés la formule (3.15) en remplagant

B [ (oY () + Bl ()Y (D)

<8 [ () — Kurals) ~ 20,9, Vi
#28 [ Rl (s) + () - gfs)lds
+B [ 2@ (s) +0°6) = o).

Ce qui fallait a démontré. m

En remplacant (3.16)) dans (3.10]), on trouve

B [ e (6) — ol +B [ Ko -

=7 ;(psgm< )+ Kol Vads
v [ o

B / pela(5) — Korals) — 204(5)Qs — 02(s))Yads

+

+ E/O P[2y19.(s — g(s)]ds
+ E/O 201Q(0,(8)y1(s) + 0°(s) — o (s))?ds.
+E/O (L(y(s),u(s)) = Uy(s), u(s)))ds

= o(e).

Dans (3.17) on remarque]EfOTps(gi(s)—gx(s))yl(s)ds—i—]E fOT K, (o°(s)—

est d’ordre o(e), alors

E/o (H(y,u,p, K) = H(y, u, p, K))dt + l;D(S)(U‘S(S) —a(s))* = o(e).

2
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Pa(62(5) — ga(s))ya(s)ds + B / Ko(0°() — 0(3))u (5)ds

(3.16)

(3.17)

02 (5))y1(s)ds

(3.18)
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Théoréme 3.1.1 Soit Hypothéses H1.si (y(.),u(.)) est une solution du probléme

de contréle optimal , et alors les processuses

(p(.), K() € LF(0,T;R) x (L7(0, T R),

(P(),Q()) € LF(0,T;R) x (Lz(0,T;R),

sont respectivement des solutions de et telles que l’inégalité variationnelle
soit vérifiée.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

(Q,F,P) Espace de probabilité.
{Fitiso Filtration.
(Q,F AFt}50,P) Espace de probabilité filtré.
i.€ c’est a dire.
P — p.s. Presque stirement pour la mesure de probabilité IP.
MB movement Brownien.
B(RY) La tribu boriliénne sur R,
E L’espérance par rapport a la probabilité PP.
Var Variation par rapport a la probabilité P.
lim sup Limite supérieur.
M? (R) Matrice.
EDS Equation différentielle stochastique.
EDSR Equation différentielle stochastique rétrograde.
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