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Introduction

‘incertitude est inhérente a la plupart des systémes du monde réel.

Elle place de nombreux désavantages (et parfois, étonnamment, des

avantages) sur les efforts de ’humanité, qui sont généralement asso-

ciés a la quéte de résultats optimaux. Les systémes principalement
étudiés dans ce mémoire sont dynamiques, c’est-a-dire qu’ils évoluent dans le temps.
De plus, ils sont décrits par les équations différentielles stochastiques d’Ito et sont
parfois appelés modeéles de diffusion. La source fondamentale d’incertitude dans les
modeles de diffusion est le bruit blanc, qui représente les effets conjoints d’un grand
nombre de forces aléatoires indépendantes agissant sur les systémes. Etant donné que
les systémes sont dynamiques, les décisions pertinentes (controles), qui sont prises
sur la base des informations les plus récentes dont disposent les décideurs (contro-
leurs), doivent également évoluer au fil du temps. Les décideurs doivent sélectionner
une décision optimale parmi toutes les décisions possibles pour obtenir le meilleur
résultat attendu par rapport a leurs objectifs. De tels problémes d’optimisation sont
appelés problémes de controle optimal stochastique. La gamme des problémes de
controle optimal stochastique couvre une variété de systémes physiques, biologiques,

économiques et de gestion.

Dans ce mémoire on s’intéresse & la méthode de la programmation dynamique,
I'idée basique de cette méthode est de considérer une famille de problémes de controle

& différents états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions valeurs asso-



Introduction

ciées. Ce principe, appelé principe de la programmation dynamique et initié dans
les année 50 par Bellman, est énoncé précisément dans la section L’équation de
la programmation dynamique (en conduit & une équations aux dérivées par-
tielles (EDP) nonlinéaire du second ordre, appelée Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).
Lorsque cette EDP peut étre résolue par 1'obtention explicite ou théorique d’une
solution réguliere, le théoréme de vérification, démontré en subsection 2.2.2] va-
lide 'optimalité de ce candidat solution de HJB, et permet aussi de caractériser
un controle optimal. Cette approche classique de la programmation dynamique est
appelée étape de vérification. Nous illustrons cette méthode en subsection [3.1.1] sur
un exemple de modele en finance. L’inconvénient majeur de cette approche est de
supposer ’existence d'une solution réguliére & 'EDP d’HJB. Pour plus de detailles
sur la programmation dynamique voir [4], [5] et [6]

Les problémes de controle optimal ont trouvé leur place dans les domaines d’ap-
plications des mathématiques & la recherche d’une régulation optimale d’un processus
évolutif du systéme. En finance, le controle est généralement donné par une stratégie
d’investissement [3]. Chaque investissement comporte des risques, mais dans ’espoir
d’un meilleur rendement & ’avenir, les investisseurs prennent toujours la théorie du
portefeuille qui est d’allouer de maniére optimale les invvestissements entre différents
actifs. La racine de la théorie moderne de I'optimisation de portefeuille est attribuée
a Markowitz [2].

Ce mémoire se composé de trois chapitres :

» Chapitre 1 : Dans le premier chapitre, on va faire un rappelle sur le calcul
stochastique, et souligne sur des définitions qu’on utilise dans le chapitre suivant.

» Chapitre 2 : Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la méthode de la pro-
grammation dynamique pour résoudre un probléme de controle stochastique.

» Chapitre 3 : Dans le dernier chapitre, nous appliquons le principe de la program-

mation dynamique pour résoudre un probléme d’optimisation de portefeuille optimal
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linéaire.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Ce chapitre a pour but de donner des définitions de base et des résultats principaux

pour les utiliser aux prochains chapitres.

1.1 Calcul stochastique

1.1.1 Processus stochastiques

Soit (€2, F,IP) un espace probabilisé.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Soit T un ensemble. On appelle pro-

cessus stochastique sur un espace de probabilité (2, F,P)indexé par T et a valeurs
dans R?, une famille (X;),., d’applications mesurables de (2, F) dans (]Rd, B (Rd)),

pour tout t € T, soit une variable aléatoire .

Remarque 1.1.1 Les fonctions t — X, (w) sont appelées les trajectoires du proces-

sus stochastique (Xy).

Définition 1.1.2 (Filtration) On appelle filtration (F),5, de (2, F), une famille

croissante de sous tribus de F. 1.e F, C F; C F; Vs < t.

4



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Remarque 1.1.2 Un espace de probabilité (2, F,P) muni d'une filtration (F;),cr

est satisfait les conditions habituelles si :

(i) Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy.

(ii) La filtration est continue & droite i.e. F; = ﬂt}"S,V t.
5>

La famille croissante de sous tribus G; = o (X, s <t), s’appelle la filtration natu-
relle du processus stochastique X : Mais G; ne contient pas nécessairement les en-
semble négligeable (N), c’est pour cela on introduit la filtration naturelle augmentée
de X définie par F; = o(N U G;). Lorsque nous parlerons de filtration naturelle, il

s’agira toujours de la filtration naturelle augmentée.

Définition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus stochastique X = (X;)er est

dit adapté (par rapport & Fy) si pour tout t € T, X, est Fy-mesurable.

Définition 1.1.4 (Processus mesurable) Un processus X est mesurable si 'ap-

plication (t,w) — X; (w) de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport auz tribus

B(RT)®F et B(RY).

Définition 1.1.5 (Temps d’arrét) Soit 7 une variable aléatoire & valeurs dans

RT. 7 est un F—temps d’arrét si, pour tout t € T :
{r<t={weQ:7(w) <t} eF.

Si 7 est un temps d’arrét, la tribu Fy = {A € Foo, AN{T <t} ,Vt €T} s’appelle

tribu des événements antérieurs a T.

Définition 1.1.6 (Processus cadlag) Un processus X = (X3) est dit cadlag

tER+

(continu & droite limité & gauche) si ses trajectoires sont continues & droite et limitées

a gauche pour presque tout w.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Définition 1.1.7 (Processus progressivement mesurable) Un processus
X = (Xt)teR+ est dit progressivement mesurable (ou progressif ) si pour tout t l’ap-

plication

([0,t] x Q,B[0,t] ® F) — (R?, B (R?))

(s,w) — X, (w),

est mesurable.

1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.2.1 Un processus W : Q — [0,T] est un mouvement brownien (M B)

standard, si

1. Wy =0, P.p.s.
2. Vs <t, Wy :=W, =Wy~ N (0,1 —5).
3. Pour tout 0 = ty < ty... < t,, < T, les variables Wy, , Wy, 1o, ..., Wi, 1 4,
sont indépendantes. De plus, on appelle W un F—mouvement brownien si
W e LY (F,) et pour tout 0 < s <t < T, la variable Wy est indépendante

de la tribu du passé avant s, soit o (Wy,u < s).

(i) La définition reste vraie pour 7' = [0, 0o .
(ii) On appelle W = (Wl,...,Wd)T un mouvement brownien d-dimensionnel si

W1, ...,W9 sont des mouvements browniens indépendants.

(iii) Nous rappelons aussi que l’augmentation habituelle de la filtration naturelle
(Ft),ep d'un mouvement brownien W est 7}V = (o (F, UN)),.p De plus, W
reste un mouvement brownien par rapport a sa filtration augmentée. Par abus
de langage, 'augmentation de la filtration naturelle de W est encore appelée

filtration naturelle de W ou filtration brownienne.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.2.1 Martingales

Définition 1.2.2 (Martingale & temps continue) Une famille de variables aléa-

toires (My),cp est une martingale par rapport a la filtration (F3), _, si :

1. B[|My]] < 400,V t €T.
2. E(M;|Fs) = M, pour tout 0 < s <.

3. (My),er est Fi-adapté (i.e M, est F; mesurable).

(i) M est une sous-martingale (resp sur-martingale) s'il vérifie (i) et si de plus V
0<s<t:

E(Mt |fs) Z Ms(resp E(Mt |fs) S Ms)

(ii) M est une martingale s’il est & la fois une sous-martingale et sur-martingale.

(iii) Si M est une martingale, alors E [M;| = E [M] pour tout t € T

Proposition 1.2.1 Si W est un mouvement brownien alors W, (W2 —t),.r et

{exp <0Wt — %)} sont des martingales. Réciproquement, si X est un processus
teT

continu tel que X et (X? — t)tzo sont des martingales, X est un mouvement Brow-

nien.

Définition 1.2.3 (Martingale locale)

Un processus M adapté cadlag (continue & gauche limité & droite) est une martingale
locale s’il existe une suite croissante de temps d’arréts {7,},-,telle que :

nl_i)Iilen =400 P.p.s et (Minr,,t > 0) est une martingale pour tout n.

Une martingale locale positive est une sur martingale. Une martingale locale unifor-

mément intégrable (u.i) est une martingale.

Définition 1.2.4 (Semi martingale) Une semi martingale est un processus cad-

lag adapté X admettant une décomposition de la forme :

X=Xo+M+A (1.1)

7



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Ou M est une martingale locale cadlag nulle en 0 et A est un processus adapté a
variation finie et nul en 0. Une semi martingale continue est une semi martingale
telle que dans la décomposition (1.1), M et A sont continus. Une telle décomposition

ou M et A sont continus, est unique.

1.3 Intégrale stochastique d’Ito

Définition 1.3.1 Soit (Q,f, (E)tZO,P) un espace de probabilité, et (Wi),5, un

mouvement brownien, F; = o (Ws, s <t) on définit l’intégrale stochastique par la

t
/ 0,dW.,,
0

1l posséde quelques propriétés, on note A ’ensemble des processus 0 adapté cadlag

t
E U 10, ds
0

1. La linéarité : Ya,b € R", et 0',0% € A,

forme suivante :

avec : Oy un processus stochastique.

telle que :

< oo,V t,

t t t
/ afl +bo2dW, = a / OLdW, + b / 02dw,,
0

0 0

2. Le processus M; = fot 0sdWy est une martingale si 0 € A | et E[M;] =0, on a

B [M?] :E</Ot9§ds).

Définition 1.3.2 (Processus d’Itd) Un processus X = (X;),<,< @ valeurs réelles

ausst

est un processus d’Ito si P.p.s

t t
X, = X, +/ bsds+/ o dW,, Y0<t<T, (1.2)
0 0
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ou Xy est Fo-mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions, P.p.s

T T
/ |bs|* ds < oo et / |o,” ds < oo,
0 0

c’est-a-dire b € L}, (F) :

loc

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

Si X etY sont deux processus d’Ito,

t t t t
X = Xo +/ by (s)ds +/ o1(s)dWs, et Yi=Yp +/ be (s) ds +/ oy (s) dWs.
0 0 0 0

Proposition 1.3.1 (Intégration par parties) Si X etY sont deux processus d’Ito,
alors

t t
XYy = XoYo +/ XsdY, +/ YodXs + (X, Y )y,
0

0
ol

¢
(X,Y), = / o1(8)oa(s)ds et dX; = bdt + oy dW,.
0

Théoréme 1.3.1 (Formule d’1t6) Soientb € L} (F), o € L2 (F) et X un proces-

loc loc
sus d’Ito définit comme dans (1.2), on note (X), := [} |o,|* ds. Soit f € C¥2([0,T] x R,R),

alors

0 (1.X0) = 0f (4, X0) dt + 0, f (1, X0) dX0 4 S0, (1, X) d(X),

1
= {at f+ Oufbi+ 50u f |at|2} (t, X;) dt + On f (t, X;) o0 d W,
Ou bien sous la forme intégrale
t 1 9 t
ft,X)=1rf (0,X0)+/ {&f + 0. fbs + §8mf |os | } (s, Xs) ds+/ O f (8, Xs) 05dWs.
0 0

Nous finissons ce paragraphe en étendant la formule précédente au cas d’un mouve-

9



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

ment brownien d-dimensionnel.

Théoréme 1.3.2 Soient W = (Wl, o Wd)T un M B d-dimensionnel,

v e L, (F),0" € L} (F),1<i<n,1<j<d.

ST ) >

R™4 respectivement. Soit X = (X1, ..., X™) un processus d’Ito & valeurs dans R™ tel

que

d
dX] = bidt + Y o/ dWY i =1,....,n, ou équivalent, dX, = bydt + oydW,.

j=1

On note
t
(X)) = / os0lds, une matrice qui prend valeurs dans R".
0
Si f:[0,7] x R® — R appartient a C*? alors

0 (1, X0) = 0uf (6, X0) it + 00 f (1, X0) dX0 4 50, (1, X) d{X),

1
= |:atf -+ axfbt + §8mf (O'tO';r):| (t, Xt) dt + axf (t, Xt) O'tth.

n n d n d
. 1 . . . .
Of +) 0 SV + DD :§amjfaz”“az”f] (X dt+ > Y On f (8. X,) oy dW.
i=1

i,j=1 k=1

i=1 j=1

On utilise les conventions : Oy f = (O, f, ..., Ou, f) est un vecteur ligne et O..f est

une matrice qui prend des valeur dans R™.

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.4 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.4.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation

de la forme

t t
X; = :E+/ b (s, Xs) ds+/ o (s, Xs) dWs, (1.3)
0 0

ou sous la forme
dXt = b (t, Xt) dt + g (t, Xt) th,
XO = X.

Ou X est n-dimentionnel, v € L° (Fy,R"), et les fonctions
b:[0,T] x QxR® — R" ¢:[0,T] x Q x R" — R"*%,

sont F-mesurables par rapport o (t,w,x) .

T

Le coefficient b s’appelle le drift et la matrice oo s’appelle la matrice de diffusion.

L’inconnu est le processus X. Le probléme est comme une équation différentielle
ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, ’équation

différentielle a une unique solution.

Définition 1.4.2 On dit que X € L° (F,R"™) est une solution de I’EDS (1.3)) si :

L Pop.s, [i [[b(s, X)* + |o (s, X,)[*] ds,

2. X vérifie (1.3) c’est-a-dire :
t t
X, = x+/ b (s, Xs) ds—l—/ o (s, Xs)dW,, YO <t <T,P.p.s.
0 0
On note

S (F) := {X € L°(F) : X est continue, p.s et ||X||C2>o2 =E |:Oiltl£T |Xt|2} < oo} ,

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Exemple 1.4.1 (Equation de Black et Scholes) Soit I’EDS suivante :

dXs = pXsds + o XsdBg
Xt =X.

Sa solution est donnée par :

o2
X, = X;exp ((,u— ?> s+JB$> )

Cette équation est appelée équation de Black et Scholes.

(1.4)

(1.5)

Si X est le prixz d’une action a linstant s, il est possible de modéliser son évolution en

supposant que d))(is la variation relative du priz, évolue selon l’équation différentielle
stochastique
dX,
= uds dBg,
X, pas + o

ou et o sont deux constantes appelées dérive et volatilité de [’action.
Alors
dXs = uXsds + 0 X,dB;.

On suppose que Xy > 0 :

S

X, = uds + odB;.
On a
Ci)(is = In(X,).
Posons
Y, = In(X,),
U(x) = In(x).

On applique la formule d’Ité6 on obtient

ou ou 10%u
dY, = gds + %dXS + Q@Gsds,

12



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

tg : Gy = 00X,

1 11
dYS_ZdXS_ﬁXf

G2ds

1 11
oba (uXsds + 0 X,dBy) — §F02X§ds

s

1
= pds + odBs — §szs

1
= (u — 502) ds + odB;.

Alors

1
dIn(Xy) = (p — 502) ds + odB;.

En intégrant et en reprenant [’exponentielle, on obtient donc

o2
Xs = X, exp ((u— ?> S+OBS> .

On obtient donc la solution (|1.5)).

Théoréme 1.4.1 (Existence et unicité) Si b et o sont des fonctions continues,
telles qu’il existe L > 0, avec :

1. |b<t,$> - b<t’y)| + |O'(t,l’) - U(t7y)| <L |'CU - y| , pour tout x,y € R™.

2o (t,2)[ + o (t,2)| < L(1+[xl).

3. E (]m\2) < +o0.
Alors, pour tout T' > 0, l’équation (1.3) posséde une unique solution dans l’in-

tervalle [0,T]. De plus cette solution X = (Xi)oc,cp vérifie

0<t<T

E (sup \X,f) < +o0.

13



Chapitre 2

Controle stochastique optimal

Dans ce chapitre, nous étudions la formulation générale du principe de programma-
tion dynamique et son utilisation pour résoudre un probléme de controle stochas-
tique. Le cadre adopté dans la subsection 2.1.1 est celui des processus de diffusion

controlés a valeurs dans R” et le probléme formulé est en horizon fini.

2.1 Formulation générale

2.1.1 Controle de processus de diffusion

On considére un modele de controle ot ’état du systéme est gouverné par ’équation

différentielle stochastique (EDS) a valeurs dans R"
dXt = b(t, Xt, Ut)dt + O'(t, Xt, Ut)th, Vite [0, T} s (21)

ou W est un mouvement brownien d-dimensionnel sur un espace de probabilité filtré

(Q, F, F = (Fi)i>0, P) satisfaisant les conditions habituelles. Plus généralement, on

peut aussi considérer des coefficients b(t, z,u) et o(t,z,u) dépendants du temps t.

Le controle u = (u;) est un processus progressif (par rapport a F) et a valeurs dans

14



Chapitre 2. Contole stochastique optimal

U, sous espace de R™.

Les fonctions mesurables b : [0,7] x R* x U — R" et ¢ : [0,7] x R* x U — R™*¢

satisfont une condition de Lipchitz uniformeen U : 3 K > 0,V z,y € R, YV u € U,

[b(t, x,u) = b(t, y,u)| + |o(t, z,u) —o(t,y,u)| < K |z —yl. (2.2)

2.1.2 Probléme a horizon fini

On fixe un horizon fini 0 < T < +o0. On note par U I'ensemble des processus de

controle u tel que :

T
E /]b(t,(),ut)\2+|a(t,0,ut)|2dt < foo. (2.3)
0

Le point = 0 est une valeur arbitraire de la diffusion et si ce point n’est pas
dans le support de la diffusion, on peut choisir n’importe quelle autre valeur dans
ce support. Les conditions et (2.3) assurent pour tout u € U et pour toute
condition initiale (¢,x) € [0,7] x R", Pexistence et l'unicité d’une solution forte
de 'EDS (& coefficients aléatoires) partant de x en s = t, On note alors par
{XL* t < s <T} cette solution qui est p.s. a trajectoires continues. On rappelle

aussi, que sous ces conditions sur b, o et u, on a

Elsup ‘Xst’””|2 < +o0. (2.4)
t<s<T

IimE | sup |X§’I‘2 =0 (2.5)
hl0F | seft,t+h]

Critére de minimisation.
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Chapitre 2. Contole stochastique optimal

On définit la fonction de cout J : [0,7] xR™ xU — R,

T
J(t,x,u) =E {/t f(s, X5 ug)ds + g(X;m) , (2.6)

ou

f:0,T| xR"x U — R,
des fonctions mesurables.
g:R*" - R,

On suppose que

|f (t, 2, u)| + |g(2)] < C (1+]af) (2.7)

pour une constant C, la condition de croissance quadratique (2.7) implique que J

est bien définie.

Le but de cette section est d’étudier la minimisation (ou bien maximiser) de la

fonction de cott par rapport aux contrdle, on introduit la fonction de valeur v(t, x)

du probleme (2.1)) et (2.6 (calculer v(t, x)),

v(t,z) = in(fj](t,m,u), V(t,x) € [0,7] x R" (2.8)

ue

avec

v(T,x) =g(x), © € R",

ou f,b,0 et g sont des fonctions uniformément continues. On dit que 4 € U est un

controle optimal si

T
v(t,r) = J(t,z,4) =B {/ f(s, X5 d,)ds + g(X?m) )
t

Si le processus 4 peut s’exprimer comme fonction mesurable du temps et I’état du
systeéme, i, = 4 (s, X1*), t < s < T, on dit que @, est un contrdle optimal feedback

markovien pour ([2.8)) .
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Remarque 2.1.1 Lorsque f est a croissance quadratique en x, i.e. il existe une

constante positive C' et une fonction positive K : U — R telles que
1f(t,z,0)| < C(1+|z)*) + K(a), V (t,2,a) € [0,T] x R" x U,

alors lestimation (2.4) montre que pour tout (t,x) € [0,T] x R™, pour tout controle

constant u = « dans U :

T
E {/ |f(s,X§’“”,oz)|ds < 400.

Ainsi, les contréles constants dans U sont dans U(t,x). De plus, si il existe une

constante positive C' telle que :
K (a) <C(1+[b(0,0)] +|o(0,a)),

pour tout o dans U, alors les conditions (2.3)) et (2.4) montrent que pour tout

(t,z) € [0, T] x R"™ pour tout controle uw € U

T
E [/ | f(s, X% ug)| ds| < +o0.
t

Autrement dit, dans ce cas, U(t,x) = U.

2.2 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique (PPD) est un principe fondamental
pour la théorie du controle stochastique. Dans le contexte de contrdle de processus
de diffusion décrit au paragraphe précédent, et méme plus généralement pour des

controles de processus de Markow, il s’énonce ainsi :
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Théoréme 2.2.1 (Principe de la programmation dynamique) Soit
((t,x) € [0,T] x R™). Alors on a
o t
t,x) = inf inf B X5 u,)d 0, X" 2.9
) = nt it B [ s X0 w)ds 4 06,5 (2:9)

0
= inf supE {/ f(s, X5 ug)ds + U(Q,Xg’m):| (2.10)
t

u€U(t,z)ger, 1

Remarque 2.2.1 Le principe de la programmation dynamique énoncé ci-dessus peut

se formuler de maniére équivalente, dans le cas & horizon fini :

(i) Pour tout w € U(t,z) et € I'yp:
0
v(t,x) <E {/ f(s, X5 ug)ds + U(@,Xé’m)] : (2.11)
t
11 our tout € > 0, il existe u € U(t,z) tel que pour tout 0 € 1’y p :
(i) P 0, il exi Ult,z) tel 0eT,
9
v(t,z) +e>E {/ f(s, X5 ug)ds + v(0, Xé’x)] . (2.12)
t

C’est une wversion plus forte que la version traditionnelle du principe de la

programmation dynamique, qui s’écrit en horizon fini :

u€eU(t,x)

0
v(t,z) = inf E {/ f(s, X0" ug)ds +U(9,X§’m):| , (2.13)

pour tout temps d’arrét 0 € I'y 7. On a une remarque analogue dans le cas a
horizon in fini.

L’idée intuitive de ce principe est qu’un contréle optimal @ sur [t,T] peut étre
recollé en deux contréoles optimauz, l'un sur [t,0] et Uautre sur [0, T, et ceci
quel que soit le temps d’arrét 6. La preuve rigoureuse de ce résultat dans ce
contexte stochastique est trés technique. Nous donnons ici une preuve formelle

de ce principe.
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Preuve. (formelle du PPD)

On considére le cas de probléme a horizon fini.

1. Etant donné un controle u € U(t, x), on a par unicité du flot de 'EDS gouver-

nant X, la structure markovienne

Xﬁ’””—x+/ b(r, Xr,ur)dr—l—/ o(r, X, u,)dw,
t t
0 6 s s
:m+/ b(T,X,,,uT)dT—I—/ J(T,Xr,ur)dwr—l—/ b(r,XT,ur)dT—i—/ o(r, X, u,)dw,
t t 0 0
:X(’;x—i—/ b(T,XT,ur)dT—i—/ o(r, X,, u,)dw,
0 0

9XtT
= X’ ,

alors

t,
0,X5"

XM = X, s>40

? Y

ol # est un temps d’arrét & valeurs dans [t, 7] on a :

J(t, x,u) =E / f(s, X5 u ds—i—g(X”)]

:E/f(s,Xﬁ’x ds+/ f(s, X" ds—l—g(X”)]

i 0 t,x t,x
=E / f(s, X" u ds—i—/ f(s, X 2% )ds—l—g(XeX )}
L/t
alors
J(t,x,u) {/ f(s, XE" u ds+J(0,X5’x,u)},V9€Ft7T

donc

J(txusupE[/st” d5_|_J(9X;"”, ):|7

[AS ¥R
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d’ou puisque J(t,z,u) > v et comme 6§ est quelconque dans I';

J(t,z,u) > supE{/ f(s, X0 u ds+v(9,X§’x)}

9€Ft T

> inf supE[/st” ds—i—v(@th)}

ueU(t,2)geT,

En passant a I'infime sur u dans le terme de gauche, on obtient I'inégalité :

v(t,z) > inf sup E [/ f(s, X" ug)ds —l—v(@,Xé’x)] : (2.14)

uel (t,x HEFt T

2. On considére pour tout € > 0 et 6 € I'; 7, il existe un controle e-optimal u® de
v(0, Xp") tel que
J(0, X" uf) <v(0, X,") +e. (2.15)

Etant donné u € U(t, z), on définit le processus

us, s € [t,0]
Us =
us

€[0,7]

S

Le point délicat est de vérifier que u est progressivement mesurable et alors

bien dans U(t,z). Dans ce cas, on a par (2.15)

v(t,z) < J(t,z,0) = [/f X5 ug)ds + J(0, X0, 5)}

<]E[/ f(s, X0 u ds+v(9,X;’x)]+5.
Ceci étant valable pour tout u € U(t,z), 0 € I'yr et € > 0, on a l'inégalité

v(t,z) < inf inf E [/ fs, XB" ds—l—v(@,Xé’x)] : (2.16)

ueU (t,x)0€ly v

En combinant les deux inégalités (2.14)) et (2.16)) , on obtient le résultat voulu.
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2.2.1 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) est la version infinitésimale du
principe de la programmation dynamique : elle décrit le comportement local de la

fonction valeur v(t, z) lorsqu’on fait tendre le temps d’arrét ¢ dans (2.13)) vers ¢.

Dans cette section, nous dérivons formellement 1’équation d’HJB en supposant que
la fonction valeur v est suffisamment réguliére.
2.2.1.1 Dérivation formelle de I’equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

Considérons le temps # = ¢t + h et un controle constant us = «, avec « arbitraire

dans U, dans la relation ([2.11]) de la programmation dynamique

t+h
v(t,x) <E {/ f(s, X0 a)ds +o(t+ h, X[5,) | - (2.17)
t
En supposant que v est suffisamment réguliére, on a par la formule d'Ito entre t et

t+h

o(t+h, X}E

t+h
L) = vt x) + / (—U + L) (s, X"*)ds + martingale (locale), (2.18)
t

O0s

ot L est 'opérateur associé a la diffusion (2.1)) pour le controle constant « et défini
par

1
L% = b(t,x, o). D + §tr(a(t, z, )0 (t, x, o) D).

En substituant dans (2.17)) , on obtient alors

tHh 9y,
0<E [/ (a + L) (s, X0%)ds + f(s, X0, a)ds| .
t
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En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on a

dv

<
O—at

(t,x) + LY(t, x) + f(t, 2, ).
Ceci étant valable pour tout o € U, on a I'inégalité

— %(t,x) +sup [-LY%(t,z) — f(t,z,a)] < 0. (2.19)
aclU

D’autre part, supposons que u* est un controle optimal. Alors dans (2.13)), on a

t+h
v(t,x>=E{ [ s Xzt + o+ 02|
t

o X* est I'état du systéme solution de (2.1) partant de = en ¢ avec le controle

u*. Par un argument similaire et avec des conditions de régularités sur v, on obtient

dapres (218)

ce qui combiné avec (2.19) suggere que v doit satisfaire

N %(t’ x) +sup [-L(t,x) - f(t,z,0)] = O, V (t,z) € [0,T[xR",  (2:21)
acU

si le supremum ci-dessus en « est fini. Il ya un autre cas ot le supremum est infini, ce
qui peut intervenir lorsque I'espace des controles U est non borné. On récrit souvent

cette équation aux dérivées partielles (EDP) sous la forme

_ %(ty x) + H(t7 x; ut7 DzU(t, Q}), ng(t’ Z')) — O’ v (t’ .fC) c [O’ T[XRH’ (222)
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ou pour (t,z,p, M) € [0,T] x R* x R" x S, (S, est 'ensemble des matrices n X

n symétriques)

1
H(taxautap7 M) = sup _b<t7$7ut)'p - §t7“(UO'T(t,.’E7ut)M) - f(t,iU,Ut)
uelU

Cette fonction H est appelée Hamiltonien du probléme de controle considéré. Cette
équation ([2.22)) est appelée équation de la programmation dynamique ou équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). A cette équation aux dérivées partielles, il faut

ajouter la condition terminale
v(T,z) =g(x), VreR" (2.23)

qui résulte immeédiatement de la définition (2.8)) de la fonction valeur v.

(i) Lorsque ’ensemble des controles est réduit a un singleton {ug}, c’est a dire qu’il
n’y a pas de controéle sur I’état du systéeme, 'EDP d’HJB se réduit au probléme
d’EDP linéaire de C'auchy :

_0u(s ) Luo - !
5 (t,r) — LYv(t,x) = f(t,2,u0), ¥V (t,7) € [0, T[xR (2.24)
v(T,x) = g(z), Vo €R"

(ii) L’argument d’optimalité de la programmation dynamique suggére que si 'on

peut trouver un contrdle u*(t, z) tel que
sup [—~L(t, x) — f(t,x,a)] = =L Dot z) — f(t, z,u*(t, 2)),
acU

c’est & dire que

u'(t, @) € argmin [L%(t, z) + f(t, 2, a)],
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alors on aura

ov

5 — LYyt ) — f(t, 2, u(t,x)) =0,

et donc

[ / F(s, X2, u(s, X2))ds + g(X3)

ol X™* est solution de I’équation différentielle stochastique

AX7 = b{t, X;,u (8, X7)) + o(t, X7 u (8, X7))duy,
X =z,

et u*est un controéle optimal markovien.

2.2.2 Théoréme de vérification

L’étape cruciale dans I'approche classique de la programmation dynamique consiste
a montrer, étant donnée une solution réguliere de ’équation d’HJB, que ce candi-
dat, sous des conditions suffisantes, coincide avec la fonction valeur. Ce résultat est
appelé théoréeme de vérification et permet aussi d’obtenir un controle optimal. 11 re-
pose essentiellement sur la formule d’Itd. Les énoncés peuvent varier d’un probléme
a 'autre au niveau des conditions suffisantes requises. Celles-ci doivent étre adaptées
au cadre des hypotheéses du probléme particulier considéré. Nous proposons ici une

version assez générale compte tenu du contexte défini au paragraphe [2.1.1]

Théoréme 2.2.2 (Horizon fini) Soit w € C2([0, T[xR™")NC([0,T] xR"™) a crois-

sance quadratique, i.e.il existe une constante C' telle que :

lw(t,z)| < C(1+ |z, ¥ (t,z) € [0,T] x R™.
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1. Supposons que

— (¢, z) + sup [~ L w(t,x) — f(t,z,u)] <0,
ey (2.25)

w(T,z) < g(z), = € R
Alors w < wv sur [0,7] x R".

2. De plus supposons que w(T,.) = g(.), il existe 4; = u(t, ) mesurable, pour

tout (t,x) € [0, T[xR" telle que

0 0 i N
=g (babsup (=L w(t,2) = f(t )] = =50 ()= LDt )= [ (4,1, 2) = 0,

[’équation différentielle stochastique
dXt = b(t, Xt, 'Il(t, ZC))dt + O'(t, Xt, 'Il(t, l’))th,

admet une solution X pour chaque donnée initiale X; = = et le processus
Uy = u(t, ) est un processus de controle optimal Markovien bien défini dans

R™, alors on trouve que w = v.

Preuve.

1. Puisque w € CY2([0, T[xR™), on a pour tous (t,z) € [0, T[xR", u € U(t,x),
s € [t,T[ et pour tout temps d’arrét 7 a valeurs dans [¢, +00],

par la formule d’It6

SAT
ws AT, XG) = wtx) + / O 1, X1%) + Lo (r, X0 dr
t

SAT 87”

SAT
+ / Dyw(r, XY o (r, X5, ) dW,.
t

On choisit 7 = 7,, = inf {s >t: [ |Dyw(r, X:)To(r, X0 u,)|? dr > n} en

notant que 7, /" 400 quand n tend vers 'infini.
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Le processus arréteé, {ftSAT" Dyw(r, X))o (r, X2, u, )dW,, t < s < T} est donc

une martingale et on a en prenant ’espérance

E[w(s, X5)] = w(t, ) + E [/ 2—1:(7“, XE"Y 4 L4 w(r, Xf’x)dr} . (2.26)
t

[ Dyw(r, X2*)To(r, X5, u,)dW, est une martingale donc
[/ Dyw(r, X))o (r, X0 u )dWr] =0,

et quand w satisfait (2.25) on a

ow

E(t’ x)+ Lw(t,x) + f(t, z,u) >0, (2.27)

la fonction w € CH2([0, T[xR™)NC?([0, T] x R™), pour tout 0 <t <r < s < T,

et on a par (EZ0)-EZD, ¥t <r <5,
E [w(s,Xﬁ’”)} —w(t,z) > —E {/ f(r, Xﬁ’x,u,n)dr} , YueU(t ).
t

nous prenons maintenant la limite comme s — T, et quand w (T,.) < g nous

obtenons

E [g(X3")] > w(t,z) — U flr, X5 ],VueU(t,x),

[/ flr, X" u dr+g(th)] , V (t,x) € [0, T[xR"

donc on peut écrire

w(t, x) sup E [/ flr, X" u dr—i—g(X””)} , V (t,x) € [0, T[xR",

uEU(t z)
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donc

w(t,z) < v(t, ).

2. On a X" est une solution de I'EDS

dXt = b(t,Xt,ﬁ (t,l’))dt +o (t,Xt,ql (t,l’)) th,
Xt = T.

On applique la formule d’It6 sur la fonction w(s,f(ﬁ’x) entre t et s, puis en

prenant ’espérance

B [w(s’ Xﬁx)] =w(t,z) + B [/ %—w(r, X5%) + Lfw(r, XE%)dr
t T

Ou [;” Dyw(r, Xt")To (r, X1, u, )dW, est une martingale et par la définition de
U

T Ty Eﬁtw(t"r) - f<t7x7at) - 07

alors on trouve

S T o)

E [w(s,Xt7x)] —w(t,z) = —-E [ : F(r, Xt 4 )dr] .

Et on a

w(T,x) = g(x),

alors

[/ fr, X5 4 d7"+g(Xm)

7 7
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Qui nous donne

w(t,z) > v(t, x),

en méme temps que la condition terminale w(7,z) = g(z). Donc on trouve
que w = v, avec Uy un controle optimal Markovien i, = 4 (s, Xﬁx) avec ’état
correspondant X.

En sait que dans la vérification des conditions (2) dans le théoréme 77, il n’est
pas toujours facile d’obtenir I’existence d’une solution pour 'EDS associée au

candidat pour le controle optimal.

Remarque 2.2.2 Dans le cas particulier ou [’espace des contréles U est réduit a un
singleton {ug}, ce théoréme de vérification est une version du théoréme de représen-
tation de Feynman-Kac il stipule que si w est une fonction

C12([0, T[xR,) N C°([0, T[xR") & croissance quadratique solution du probléme de
Cauchy , alors w admet la représentation :

T
w(t,z) =K {/ F(s, X5 ug)ds + g(X57)| .
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Chapitre 3

Probléme d’optimisation de

portefeuille

3.1 Probléme de portefeuille

Définition 3.1.1 Un portefeuille est une gamme d’investissements financiers (actions,
obligations, matiéres premiéres, liquidités, etc.) détenu par une personne ou une or-
ganisation. La valeur d’un portefeuille ¢ au temps t, en supposant que nous ayons
un actif sans risque (obligation) S avec un taur d’intérét fize sans risque r et un

actif risqué (stock) S} est donné par
Vi(¢) = ¢1S) + 6,8, t €[0,T], (3.1)

ot ¢ = (¢¥, p') est un processus prévisible (ie : cadlag, processus adapté donnant le
nombre d’unités détenues a linstant t). Ici, Vi(¢) = V(t) défini par ’équation
décrit le processus de richesse correspondant.

Le portefeuille (¢) est autofinancé si la somme de la fortune initiale Vy le gain totale

de lactif sans risque et le gain totale risqué de l’action sont égales a la valeur de la
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portefeville [1]. En particulier, ¢ s’autofinance avec de la valeur :

= Vo + / #0dS° + / $dS! (3.2)

= dVy(¢) = ¢°dS? + ¢1dS}, (3.3)

telle que Vy est Fo-mésurable.

Remarque 3.1.1 Etant donné ¢ le nombre d’actions et chaque action vaut Sy,

le gain totale sur [0,T] étre Z@(ST 11— Sr) = fOT ¢dSy [1]. Sans risque signifie

i=0

simplement que l'investisseur recoit le montant promis a [’échéance.

Exemple 3.1.1 Considérez un stock avec un priz S} = Wy, avec Wy comme le
mouvement brownien habituel, Donné S? = 1, ¢ = —t — W2, et ¢} = 2W; pour tous

les t. La valeur du portefeuille est donnée par

Vi() = 0} + ¢, S
= (=t = W) 1+ 2W,.W,

=W? —t.

Ensuite, appliquon la formule d’It6 avec f(t,z) = x? —t, nous avons : f; = —1,

fe=2x et fo. = 2. Donc

1
AVi(6) = —1dt + 2W,dW; + 5 .24t

— QWtth
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Vérification de ’autofinancement

PYdS) + ¢1dS; = (=t — W7) .0 + 2W,dW,
= 2W,dW,

= dVi(¢),

et par conséquent ¢ = (¢°, ¢') est un portefeuille autofinancé.

Le portefeuille ¢ est admissible s’il est autofinancé et la richesse correspondante
Vi(¢) = V2(t) est positif pour presque sirement tous t. Il est utile d’exprimer un
portefeuille (autofinancé) comme un probléme de portefeuille dont nous avons discuté

Jusqu’a présent.

3.1.1 Optimisation d’un probléme de portefeuille

Supposons que nous considérions un marché financier avec deux possibilités d’inves-

tissement :

1. Un investissement sans risque (une obligation), avec un prix unitaire S? au

temps t € [0,7] donné par :
450 = r, S0t S0 = 1.

2. Un investissement risqué (stock), avec un prix unitaire S} au temps ¢ donné

par

dSy = S [audt + B,dBy]
Sy € R.

Ici r; est une fonction déterministe donnée, o, et 3; sont des processus [F-

prévisibles et T' > 0 est un temps terminal.
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Définisson S; = (S?,5}) et soit 7; (supposé autofinancé) pour désigner la fraction
de la richesse actuelle a I'instant ¢, investi dans Pactif risqué. Ensuite, le reste (1 — )

est la fraction investie dans l'actif sans risque i.e.

00 ngS?
Et
151
Vi = @S} e — d)tv; L (3.5)

Le processus de richesse correspondant V; = V/™ satisfait le EDS :

dV, = ¢/dS} + ¢,dS|

_ (1 _7Tt)vt ™ Vi

5 dsy + S_,}dstl
1—m)V, Vi
_ Sot) * [nSPdt] + 5 [} (cudt + i By)]
t t

= Vi [{(1 — m) ry + mpone } dt + mBed By .

En particulier, pour r, = 0, la richesse correspondante satisfait I’équation d’état

d‘/;g = Wt‘/; [Oétdt -+ ﬁtdBt] ,
(3.6)
Vo=veR,
Remarque 3.1.2 Un marché boursier présente des fluctuations et les investisseurs
sont confrontés a lincertitude. Une question préoccupante est de savoir quand est le

moment idéal pour investir (acheter ou vendre) et par conséquent les actions sont

considérées comme un exemple parfait d’actif risqué.

Exemple 3.1.2 Nous considérons un marché avec deux titres, un actif sans risque
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représenté dans une banque [5]

dS? = rSYdt,
SY =0,

ol r représente le taux d’intérét et un stock risqué dont le processus de priz satisfait

l’équation différentielle stochastique :
dS} = bS}dt + o SHdW,,

les parameétres du marché b et o sont respectivement le taux rendement moyen et la
volatilité, supposons que b > r > 0, et 0 > 0. Le processus W; est un mouvement
brownzen.

Dans une banque de priz S°, avec taux d’intérét r, L’investisseur fait face a la
contrainte de portefeuille a tout moment t, u; est appelé un portefeuille de l’investis-
seur & valeurs dans U [’ensemble de tout les processus progressivement mesurable.
On considére la fortune totale X, = 1) SY +n} S}, avec n; et n; représentent les avoirs

actuels dans la banque et on stock, ’équation de la richesse est donnée par :

Xiuy - Ut)

= Xt (Utb + (1 - 'LLt) 7’) dt + XtUtO'th.

X, (1

L’équation devient

dXt = Xt (T + Uy (b - T)) dt + Xtutath,
Xt = T.

telle que & [fOT |u8|2 ds] < 400 p.s, cette condition intégrabilité assure l'existence et

lunicité d’une solution a ’EDS.
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Le processus de richesse doit satisfaire :
X, >0, PpsVt<s<T.

L’agent souhaite maximiser l'utilité attendue de la richesse terminale, la fonction de

valeur du probléme de maximisation de 'utilité est alors définie par :

v (t,z) =supE [g (X7°) | X; = 2], V (t,z) € 0,T] x Ry, (3.7)
uelU
On va prendre

glx)=2a, >0, p<1.
Dans ce cas l’équation d’HJB du probléme (3.7)) est

ow . w B
5 + gellf] [—L"w (t,x)] =0, (3.8)

w (T, x) = g(x). (3.9)

telle que

0 1 0?
L% (t,x) = 2 (uph 4+ (1 — wg) 1) 8_: + 537? fo? -

oo
En utilisant ’analyse stochastique et dans des conditions de réqularité et de crois-
sance quadratique sur la fonction de valeur, nous obtenons que v résout I’équation
d’HJB qui associée, pour x > 0 et t € [0,T],

—wy + irelg [—%xfgzufwm —xz(b—r) uth} —rxw, =0

w(T,xz) =aP, VaeRi,

w(t,0)=0, Vtel0,T],

telle que : wy = %—’f (t,z), w, = ?9—1;’ (t,z) et wy, = ‘327%} (t,z).
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Chapitre 3.Probléme d’optimisation de portefeuille

On cherche une solution lisse pour (3.8]) de la forme

w(t,x) =2Pf(t), avec f(T) =1,

ot f(t) est fonction positive.
En utilisant la forme ci-dessus dans (3.8|) et aprés quelques opérations, on obtient

que [ satisfaire I’équation du premier ordre suivant

I (1) + M) =0

(3.10)
f(T) =1,
o
. L 5 2
A=inf | —up(b—r) —pr+Juip(l—p)o
Par la résolution de I’équation de premier ordre (3.10) on obtient
f(t) =exp (=A(T"—1)).
Donc la solution de ’équation (3.8]) est donné par
w(t,z) =a2Pexp (= (T —1)). (3.11)

C’est la solution classique et d’aprés le théoréme de vérification qui prouve que la
fonction valeur v du probléme de maximisation (3.8) est la fonction (3.11]).

On résoud inf [—L"w (t, z)] comme un probléme de minimisation dans t; € U noter

uelU
par u (t,x),
b — » (T,
fb(t,[)’]):—( r)w ( x)7
102 Wy (L, T)
ou autrement
h—
a(t,x) = —5 .
o?(1—-p)
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Chapitre 3.Probléme d’optimisation de portefeuille

ol nous avons utilisé (3.11)) ensuite, nous rappelons les résultats de la vérification
classique, qui donnent que la solution donnée dans (3.11)) est en effet la fonction de

valeur v (t,x) et que de plus la stratégie :

(b—r7)
o (1—p)’

u(t,z) =

avec
b—1)° p

(
A= — _
200 (1—-p) D

est la stratégie dinvestissement optimal, en d’autres termes

v (t,z) = supE [X:’; ‘Xt = x} :

uelU

De plus, ’équation de la richesse associée au controle constant U
o XS résout I’EDS suivante

. b—7)" "\ « b—71) 4
dXs=|r+ ——— | Xods + ———= X dW,,
( (1—-p)o? o(1-p)

la solution de I’équation de richesse d’état optimal, pour X; = x est

<T+<(b—r)2 - (b—r)° >(s—t)+—(b_r) Wy

L—p)a?  2(1-p)°0? o(1-p)

A

Xy =1xexp

La fonction de valeur v n’a souvent pas les propriétés de réqularité nécessaire pour
[interpréter comme une solution a [’équation différentielle partielle de la program-

mation dynamique dans le sens classique.
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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont
expliquéesci-dessous :

E() : espérence mathématique.

(Q, F,P) :espace de probabilité.

(Q, F (Ft)so ,]P’) : espace de probabilité filtré.

W, : mouvement brownien.

EDS . equation différentielle stochastique.

EDP . equation différentielle partielle .

U : ensemble des processus de controle admissible.

Uy : controle admissible.

Uy : controle optimale.

J(t,xz,u) . la fonction de coft.

v (t, z) . la fonction de valeur.

HJB . I’équation d’Hamilton Jacobi Bellman.

L . lopérateur linéaire de 2°™“associés au processus controlés u.
D,v . le gradiant de la fonction valeur par rapport a la variable x.
D%y . la hesienne de la fonction valeur par rapport a la variable z.
P-p.s . presque stirement pour la mesure de probabilité P.

H : le hamiltonien du probléme de controle.
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Abréviations et Notations

I''w : l'ensemble des temps d’arréts & valeurs dans [t,7].

L° (F) : est I'ensemble des variable aléatoires F-mesurable.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I'étude du probleme du
controle stochastique optimal et a la recherche d'une solution a
celui-ci par l'utilisation du principe de programmation dynamique, il
est considéré comme un principe de base de la théorie du contréle
stochastique, ou nous étudions la formulation générale de ce
principe et plus généralement les contrbles du processus de Markov
en plus a I'équation de Hamilton-Bellman-Jacobi associée a ce
principe. Nous proposons une application pour les principes de
programmation Dynamique dans le but de trouver le portefeuille
parfait sur le marché.

Mots clés :

Hamilton-Bellman-Jacobi, programmation Dynamique, Markov.



Abstract

In this thesis, we are interested in the study of the problem of
optimal stochastic control and in the search for a solution to it by
using the dynamic programming principle, it is considered as a basic
principle of the theory of stochastic control, where we study the
general formulation of this principle and more generally the controls
of the Markov process in addition to the Hamilton-Bellman-Jacobi
equation associated with this principle. We propose an application
for the principles of programming Dynamic with the aim of finding
the perfect portfolio on the market.

Key words :

Hamilton-Bellman-Jacobi, programming Dynamic, Markov.
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