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Introduction

Le terme copule vient du mot latin copula, qui signifie au sens figuré lien, alliance,
liaison ou union. Cette notion apparait sous d’autres appellations dans certains tra-
vaux de Fréchet [9], Féron et Dall’Aglio [7] portant sur ’étude des tables de contin-
gence. Mais c’était en 1959 que le terme copule a été utilisé pour la premieére fois
grace & Sklar [19]. On peut dire que les copules sont des fonctions qui relient des

distributions multivariées & leurs marges unidimensionnelles.

Les copules intéressent les statisticiens pour deux raisons principales premiérement,
en tant que moyen d’étudier les mesures de la dépendance et deuxiémement, comme

point de départ pour construire des familles de distributions bivariées.

La mesure de la dépendance entre des variables aléatoires est une pratique largement
répandue par les statisticiens. Un riche ensemble de mesures de dépendance entre
ces variables aléatoires a été proposé comme le coefficient de corrélation de Pearson,
le tau de kendall, le rho de Spearman, etc. Bien que ces mesures sont simple & cal-
culer et peuvent étre facilement interprétées, elles ne sont pas en mesure de détecter
toutes les formes de dépendances, donc il était indéniable de trouver un autre moyen
pour résoudre ce probléme. En effet, la fonction copule a 'avantage de modéliser

compléetement la dépendance entre les variables.
Ce mémoire se décompose de deux chapitres. Dans le premier chapitre on va présenter
quelque concept de base a savoir des généralités (théoréme de Sklar), définitions, pro-

priétés, types des copules (usuelle, paramétrique, archimédienne, valeurs extrémes,
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archimax et empririque), copules associées a une copule (survie, duale, co-copule,
mixte).

Dans le deuxiéme chapitre on donnera les définitions sur les mesures de concordances
(associations), types des mesures de concordance, la dépendance de queue et pour
terminer ce chapitre une simulation sera étudier sur quelques copules a un parameétre

sous logiciel de programmation R.

On cloturat ce modestre travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Généralité sur les copules

Le concept de copule a été introduit par Abe Sklar en 1959 [19] pour but de résoudre
un probléme de probabilité énoncé par Maurice Fréchet dans le cadre des espaces

métriques aléatoires.

La copule permet d’introduire et de caractériser des formes trés flexibles de dépen-
dance entre différentes variables aléatoires (vas). Elle tient en considération, de fagon
meilleure de certains faits en en finance (asymétrie, dépendance des queues,...).

La copule s’exprime en terme des fonctions de distribution marginales (fds) des vas,
permettant ainsi de faire le lien entre ces fds marginales et leur fd bivariée.

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux cas des copules bivariées & un parameétre, on
débute par les principaux éléments de la théorie des copules : définition, proprié-
tés, types des copules (usuelles, paramétrique, archimédiennes, etc) et les copules

associées a une copule.
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1.1 Théorie des copules

En statistique, une copule est un objet mathématique venant de la théorie des pro-
babilités. La copule joue un role important dans la modélisation de la dépendance

entre les vas.

Soient X et Y deux vas de fds marginales F' et GG respectivement. Pour tout couple

de vas réelles (X,Y), la fd jointe associée a ce couple notée H est définit par

V(z,y) €R?: H(z,y) =P(X < 2,Y <y),

avec F(z) = P(X < z) et G(y) = P(Y < y) qui suivent une loi uniforme dans

I'intervalle I = [0, 1].

1.1.1 Théoréme de Sklar (1959)
Ce théoréme a été découvert par Abe Sklar, il permet de modéliser la loi conjointe
notée H du couple (X,Y).

On appelle copule & deux dimensions toute fd bivariée C' ayant pour marginales F'

et G qui suivent la loi uniforme sur I [14].

Théoréme 1.1.1 Soit H est une fd bivariée de marges continues F' et G. Il existe

une unique fonction C' telle que

V(z,y) € R?: H(z,y) = C(F(z),G(y)). (1.1)

On appel la fonction bivariée C copule.

On pose F(z) =u et G(y) =v.
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D’apres [I.1] on déduit que la copule C' est définit comme suit

V(u,v) € I*: C(u,v) = H(F(u),G ! (v)).

1.1.2 Propriétés

Une copule C est une fd qui vérifie les conditions suivantes [§].

Pour tout u,v € I, on a
1. C(u,0)=C(0,v) =0.
2. C(u,1)=wuet C(1l,v) =0.

3. C(u,v) =C(v,u).

(1.2)

4. Yuy,v1,us,v9 € I avec u; < us et v; < wy. La copule C est une fonction

2-croissante, on a

C (uLvl) - C (ung) - C ('LLQ, Ul) + C (Ug,vz) 2 0.

5. Soient deux copules (' et Cs, on dit que (' est plus petite que C5 et inversement

si

Vu,v € I :Cy (u,v) < Oy (u,v).
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Preuve. Pour démontrer les propriétés précédentes, on prend comme exemple la

copule minimum suivante [21]

Vu,v € I : M (u,v) = min (u,v).

1. min (u,0) = min (0,v) = 0.
2. min (u,1) = u et min (1,v) = v.
3. min (u,v) = min (v, u) .
4. Yuq, vy, us,v9 € 1
- Siu <uy <wv; <, 0na
min (u1,v1) —min (ug, v1) — min (uq, v2) +min (ug, v9) = u; —ug — Uy +ug = 0.
- Siv; <y <up < ug, ona
min (ug, vg) — min (ug, v1) — min (ug, v2) + min (ug, v1) = ve — vy —ve +v; = 0.
- Siup <vp <uy <, 0n a
min (ug, v9) — min (ug, v1) — min (u1, ve) + min (u1,vy) = ug — V1 — U + Uy =

ug — vy > 0.

5. Clest évident.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme d’invariance) L’un des théorémes essentiels a la
théorie des copules est celui de linvariance par transformation strictement crois-
santes [3]. Soient X et Y deuz vas continues de marginales F et G et de copule

Cxy .St a et 5 sont deux fonctions strictement croissantes, alors

Cax)ay) = Oxy-
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Preuve. On note respectivement F et G les fd jointes des vecteurs (X, Y) et (a(X), 5(Y))
respectivement.
Par la suite on note que Fi, Iy sont les fds marginales de F' et par G, Gs les fds
marginales de GG. On remarque que les marges de GG sont
Gi(r) = Pla(X) < ]
=P[X < a !(z)], car a est une fonction croissante
= Fi(a (z)).
On fait la méme chose pour la deuxieme marge de G, on obtient alors
Ga(y) = (57 ().
On pose G () = u et Go(y) = v, on obtient donc G7*(u) = aF *(u) et
Gy'(v) = BF; (v).
On en déduit alors que
Caxyp)(u,v) = G(z,y)
= G(G ' (u), Gy (v)
= Pla(X) < G (u), BY) < Gy (v)]
=PX < oG (w),Y < B7H(G5 ' (v))]
= F(z,y)

= ny(u, U).

Théoréme 1.1.3 Si « est strictement croissante et 3 strictement décroissante alors

Cax)ar) (u,v) = u— Cxy (u,1 =)

Si « est strictement décroissante et 3 strictement croissante alors

Oa(X),B(Y) (u,v) =v—Cxy (1 —u,v).
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Si a et B est strictement décroissantes alors

Coxyp) (,0) =u+v—1—Cxy (1 —u,1— ).

1.1.3 Densité

La copule C' admet une densité de probabilité notée ¢ définie comme suit [3]

Soit ¢ : I? — R2, alors

~ 0°C (u,v)

c(u,v) = R (1.3)

Théoréme 1.1.4 Soit la copule C, la dérivée partielle existe presque surement. On

a
0C (u,v)

u

Vuel:0< < 1.

De plus les fonctions 0C' (u,v) /Ou et OC (u,v) /Ov sont finies et croissantes presque
par tout sur /.

1.2 Copules usuelles

Il existe diverses copules usuelles on cite la copule produit, minimale et maximale

1.

1.2.1 Copule indépendante

La copule d’indépendance appelée aussi copule produit est définie par

I (u,v) = uv. (1.4)
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1.2.2 Copule maximale

La copule maximale appelée aussi copule comonotone ou copule de dépendance po-

sitive est définie comme suit

W (u,v) = max (u+v —1,0).

1.2.3 Copule minimale

(1.5)

La copule minimale appelée aussi copule anti monotone ou copule de dépendance

négative est définie comme suit

M (u,v) = min (u,v) .

Remarque 1.2.1 (Borne de Fréchet- Hoeffeding) On a

Vu,v € I: W (u,v) < C(u,v) < M (u,v) .

(1.6)

(1.7)

La fonction W s’appelle la borne inférieure de Fréchet-Hoeffding , tandis que M

est la borne supérieure de Fréchet-Hoeffding.

A noter que M est une copule, alors que W ne est pas.



Chapitre 1.Généralité sur les copules

1.3 Copule Elliptique

Les copules Elliptiques sont des copules paramétriques associées aux distributions

elliptiques. Parmi ces copules on a la copule Gaussienne et la copule de student [g].

Définition 1.3.1 On appelle copule elliptique toute copule qui s’écrit de la forme

sutvante

1—p2

@, 1(u) @, 5(v)
52 2_ s _ _
Cotun) =i | T g (i) st = 1, (0,1 (), 2,3 ).

ou H, est la distribution jointe des vas S et T, @] (u) et @, (v) sont leurs fonction
quantiles respective et p leurs coefficients de corrélation. Dans cette famille se trouve

entre autres la copule Gaussienne et la copule de student.

1.3.1 Copule GGaussienne

Une copule gaussienne est une mesure de dépendance entre deux vas. Cette copule

est définie & partir de la famille des lois gaussiennes.

Définition 1.3.2 Soient p le coefficient de corrélation, ® la fd de la loi normale
N(0,1) et H, la fd bivariée de la loi normale de matrice de covariance ), (matrice

de corrélation dans ce cas) associée o p. La copule gaussienne C, est définie par

ot, 71 est linverse de la fd de ®.

Remarque 1.3.1 1. La fd bivariée de la loi normale centrée réduite est comme

suit

[l 1 52 +t2 — 2pst
Cp (U, U) = / / m exXp <—W) det

—00 —00

10
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2. Soit p € [—1,1]. Dans le cas ou p =0, alors Cy = II.

1.3.2 Copule de Student

Cette copule est construite de la méme maniére que la copule gaussienne. La copule

de student est la fonction de dépendance associée a la distribution de student.

Définition 1.3.3 La copule de student C,, posséde deux paramétres, le coefficient

de corrélation p et le degré de liberté v. FElle est définie par

Cp,v (u7 U) = Hp,v (t;1 (u) at;1 (U)) )

ou t; est Uinverse de la fd univariée t, a v degré de liberté.

Remarque 1.3.2 1. La fd bivariée de la loi de student est comme suit

v4+2
2 t2 — 9pst T2
H—PS) Jedt.

ot = [ [ zﬂréﬁ?_ﬁ (S

2. Si le degré de liberté v tend vers Uinfini, alors la copule de student converge

vers la copule gaussienne.

11
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F1a. 1.1 — Copule Gaussienne (& gauche), copule Student (& droite).

1.4 Copules archimédiennes

Les copules archimédiennes ont I'avantage de décrire diverses structures de dépen-
dance notamment les dépendances asymptotiques, les coefficients de queue inférieure
et de queue supérieure. Les copules & un parametre les plus utilisées dans cette famille

sont la copule de Frank, Clayton et Gumbel mentionnées ci-dessous [14].

Définition 1.4.1 Soit ® une fonction décroissante convexe sur I — [0,+o00| telle
que (1) =0 et ®(0) = +00. On appellera copule archimédienne stricte de générateur

®, la copule définie par

Vu,v € I:C(u,v) =& 1(®(u) + ®(v)). (1.8)

1.4.1 Copule de Frank

—ar _
Soit le générateur ®(x) = —In (6—1

) avec a # 0, la copule de Frank est donc
e —

définie comme suit

12
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e~a—1

Co(u,v) = —é In (1 + (“’_au*)(e_w‘l)) . (1.9)

Remarque 1.4.1 Les cas limites sont donc les suivants

- lim C, =M.
a——+00

- lin%C’a:H.

- 11131 C,=W.

Théoréme 1.4.1 La fonction de densité d’une copule de Frank est définie par

fa(e_"’—l)e—“(“""“)

Va € R* : ¢, (u,v) = (e Diem D )P

1.4.2 Copule de Clayton

Soit le générateur ®(¢) = a(t~= — 1) avec a > 0, la copule de Clayton est définie

comme suit

Co (u, ) = (m% bt 1) - (1.10)

Remarque 1.4.2 Les cas limites sont donc les suivants

- liII(l)Ca:H.
- lim C,=W.

a——00

Théoréme 1.4.2 La fonction de densité d’une copule de Clayton est définie par

_1_9
a

Va € R* : ¢, (u,0) = (a+ 1) (ww) " (™ +v*—1)

13
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1.4.3 Copule de Gumbel

Soit le générateur ®(t) = (—Int)* avec a > 0, la copule de Gumbel est définie comme

suit

. (u,v) = exp{_((_lnu)“ + (—hw)a)%}. (1.11)

Remarque 1.4.3 Les cas limites sont donc les suivants :

lim C, =M.

a——+00

lirr% Co=1I

Théoréme 1.4.3 La fonction de densité c, d’une copule de Gumbel est définie

comme suit

IS

Cy (u,0) (—Inw)* ' (=Inv)* ' (= Inw)* + (= In 1))“)%_2 (a —14+((—lnw)*+ (—1nv)")

)

uv

Ci-dessous les graphes des trois copules mentionnées précédemment

F1a. 1.2 — Copule de Frank, Clayton et Gumbel (de gauche vers la droite)

14
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1.5 Copule des valeurs extrémes

On appelle copule des valeurs extrémes [1] toute copule C' vérifiant
Vi>0:C (uf,0") = C" (u,v). (1.12)

Théoréme 1.5.1 Il existe une fonction convezxe (fonction de dépendance) A définie

1
de I dans [57 1] telle que

C (u,v) = exp{(lnu—i—lnv)A (m—“)}

Inu+Inv

avec max {(¢,1 —t)} < 1. La copule C s’appelle alors copule des valeurs extrémes
bivariées.
Preuve. On prend comme exemple d’application, la copule de Galambos a un seul

parametre § > 0 comme suit
Co(u,v) = uv exp {— ((~nw)’ + (~In v)")‘l/‘)} |

OnaVvt>0:

Co(u',vt) = ulvfexp {—[(— Inu’)? + (—Inv')?] 9}
= u'v' exp { ~[(—tnw)’ + 1*(~t lnw)
= ulvl exp {~[t?(— Inw)? + ¢/(— Inv)?]~1/7}
= u'v' exp {~[t’ ((—Inw)’ + (—Inv)?)]71/7}
= u'v' exp { ~t"/[(~Inw)’ + (= Inv)
= utv! (exp {~[(—= nu)’ + (~nv)’]7/7})’

= Cf(u,v).

Donc cette copule est une copule des valeurs extrémes. m

15
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1.6 Copule Archimax

La copule Archimax est une copule a la fois a valeur extréme et Archimédienne [17].

La classe de ces copules est construite a partir du générateur ¢ et de la fonction

convexe A. Une copule Archimax est définie par

Cooa (u,0) = &1 ((cp () + ® (v) A (%)) . (1.13)
- Sion pose A (t) = 1, on obtient la copule Archimédienne ci-dessous
Coa(u,v) = @7 [{® (u) + @ (v)}].
- Sion pose ® (t) = — Int, on obtient la forme générale des copules a valeurs extréme

ci-dessous

Cou (u,v) = exp {m (wv) A < I u ) } ,

In wv

sachant que I'inverse de ® est &1 (s) = exp (—s).

Il est également a noter que si A (t) = max (¢,1 —t), on obtient

C<I>,A,W (uv U) =0 (CI) (u) + @ (U)) min (@(uq))-(ifg(v)’ @(uq))f;(v))]
= &1 [min (& (u), P (v))]

= max (u, v)

=W (u,v).

Ceci est vrai peu importe le générateur ®.

16
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1.7 Copule empirique

Soit H une loi bivariée de marges continues F' et G inconnues liées par une unique
copule C. Etant donné un échantillon aléatoire (z1,11), ..., (Zn, yn) de loi jointe H,

comment peut-on estimer la couple C' [19].

Pour répondre & cette question, on part du fait garanti par le théoréme de Sklar que
la copule C' associée & H est la loi du couple (U, V). Si les marges F et G étaient

connues, on pourrait estimer C' par C' aprés avoir posé (u;, v;);_,

i=1,...,n

= (FH Gi)z’:l

yees "
Comme ceci s’avére impossible, on fait plutot I'estimation de C sur les pseudos

observations (u;,0;),_, , = <E, Gi) , ou F' et GG sont les fds expérimentales
i=1,...n

respectives de F' et de GG, sachant que

F@):%;’lluxigx).
Gl = 21 <y,

L’estimateur de C' est alors définit par

~

C(uav):%

)

1 (U <u, V< v) . (1.14)
=1

La fonction C' est appelée copule empirique, bien qu’il ne s’agit pas vraiment d’une
copule. En effet, les marges de la fonction C ne sont pas uniformes sur I'intervalle I.

Il est bon de noter que C' est une fonction des paires des rangs normés des ob-

servations. Soit R; et S; les rangs de X; et de Y; respectivement, on peut noter
F(x) = R;/n et G(y) = Si/n.
Soit un échantillon de taille n de données bivariées (X, Y;),_, ,, de couple de vas

(X,Y) de fd jointes H et de marges F et G.
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Définition 1.7.1 La copule C définie sur le treillis

Alors

~

C' est une copule empirique, telle que Xy et Y(;) sont les statistiques d’ordre de

Uéchantillon (X1, ..., X,,) et (Y1,...,Y,) respectivement.

Remarque 1.7.1 On peut construire la copule empirique C par les marges empi-

riques ;G et H comme suit

~

C(u,v) =H (F_l (u), G (U)) .
Définition 1.7.2 La densité empirique de C notée ¢ est donnée par

(Z J)_ 1/n si (X4, Yy) € (XeYa):1<k<n

0 St non.

1l existe une relation entre les fonction Ceté définit comme suit

1.8 Copules associées a une copule

Il existe diverses copules associées a d’autres, on va citer : la copule survie, duale,

co-copule et la copule mixte [21].
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1.8.1 Copule survie

La copule de survie notée C' est définie comme suit

Cuv)=PX>z,Y>y)=ut+tv—-1+C(1—-u,1-0). (1.15)

Remarque 1.8.1 Soit C' la distribution de survie définie comme suit

C(u,v)=1—u—v+C(u,v) (1.16)

On peut définir la fonction de survie C' en terme de la fonction de distribution C.

C(u,v)=C1-u1-v)=C(u,v),

avecu =1—-—uetv=1—n0.
Par un raisonnement similaire, on peut exprimer les probabilités P (X <z ou Y <vy),

P(X>zouY >y),P(X >z ouYY <y) en terme de copule.

1.8.2 Copule duale

La copule duale notée C' est définie comme suit

*

C(u,v) =u+v—C(u,v). (1.17)
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On a

Clu,p) =P(X <zouY <y)
=P(X<2)+P(Y <y)-P(X <=zY <y)
= F(2)+ G (y) — H (z,y)
= F(2)+G(y) = C(F(2),G ()

1.8.3 Co-copule

La fonction co-copule notée C' est définie comme suit

C(u,v) =1-C(u,v). (1.18)

On a

C(u,v) =P(X>zouY >y)
=PX>z2)+PY >y —P(X >z,Y >y)
—1-P(X<2)+1-P(Y <y)—(1-P(X <z,Y <y))
=1-F(@)+1-G(y) - (- H(z,y))

=F(z)+G(y)— H(z,y)
=F(z)+Gy) - (1 —u—v+H(z,y))
=1-H(z,y)

—1—C (u,0)

Remarque 1.8.2 On note F' la fonction de survie d’une va X associée a F' tel que

Ve eR F(z)=1-F ().

La fonction de survie H d’un couple (X,Y') associé a la fd H est donnée par

H(x,y)=P(X>z,Y>y)=1-F(z)—G(y)+ H (z,y).
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Cette derniére peut également s’écrire comme ci dessous

H(z,y) =P(X >uz,Y >y)
=1-P(X<zouY <y)
=1—(F(2)+G(y) -P(X <z,Y <y))
=1-F(2) -G (y) + H (z,y)

1.8.4 Copule mixte

La copule mixte notée C” est définit comme suit

C” (u,v) =1—u+C(u,v). (1.19)

On a

C” (u,v) =P(X>zouY <y)
=P(X>2)+P(Y <y) -P(X >zY <y)
=1-F(2)+Gy) — (Gly) — C(u,v))
=1-F(z)+Gy) - G(y) + C(u,v)
=1—u+C(u,v).

Remarque 1.8.3 On a P(X > 2,Y <y) =G(y) — C(F (x),G(y)) car

P(ANB)=P(B)-P(ANB),

La copule mixte peut aussi s’écrire comme suit

C” (u,0) =P(X <zouY >y =1—v+C(u,v).

car P(X <2,V >y)=F(x) - C(F(z),G(y)) .
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Chapitre 2

Mesures d’associations

Lorsque deux vas X et Y ne sont pas indépendantes on s’intéresse alors a la liaison

(dépendance ou corrélation) entre elles. Il s’agit donc du phénomeéne d’association.

Dans ce chapitre on va étudier les mesures d’associations appelée aussi mesures de
concordances les plus connues et utilisées a savoir le tau de Kendall, le rho de Spear-
man, le beta de Blomkvist et le gamma de Gini. Puis on donnera leurs définitions
en terme d’échantillon et de population. On termine ce chapitre par la définition et

les types de dépendances de queues.

2.1 Mesure de concordance

Il existe diverses mesures de concordance qui ont été proposées dans la littérature.
Lorsqu’on parle de dépendance, le premier mot qui vient a l'esprit est celui du coef-
ficient de corrélation linéaire de Pearson. Il est tout & fait approprié lorsqu’on étudie
des distributions normales ou de Student, mais celui-ci perd son efficacité si le modeéle

est différent.
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2.1.1 Notion de concordane et de discordance

Soit (z1,91) - - -, (Zn, Yn) un échantillon du couple (X, Y). Il existe C? = n!/2! (n — 2)!
pairs de distribution des couples (x;, ;) et (z;,y;) qui sont soit concordantes ou dis-

cordantes [14].

On dit que (x;,v;) et (x;,y;) sont concordantes si

(i — ;) (yi —y;) > 0= (z; >z et y; > y;) ou (z; <xjety <y;).

On dit que (z;,y;) et (z;,y;) sont discordantes si

(i — ) (Y —yj) <0 <= (z; > z; et y; <y;)ou (x; < xj et y; >y;).

Définition 2.1.1 Une mesure numérique d’association notée rxy entre deuzr vas

X etY dont la copule associée est C' est une mesure de concordance si et seulement

si elle satisfait les propriétés suivantes [6]

~ Kkxy est définie pour chaque couple (X,Y) de vas continues.

- =1 <kxy <1 sachant que kx x =1 et kx _x = —1.

- Kx)y = Ry, x.

— Siles vas X etY sont indépendantes, alors kxy = 0.

— Si les copules respectives Cy et Cy de (X1,Y1) et (Xa, Ya) sont telle que Cy < Cs,
alors Kx, vy < Kxyvs-

- R_XYy = RX-y = —RXY-

- Si (X,,,Y,) est une suite de vas continues de copule associée C,, et que C,, tend
vers C, alors

lim Rx, Y, = RX)Y-

n—oo
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- Sia(X) et B(Y) sont des fonctions strictement croissantes, alors

Ra(X),8(Y) = RX)Y-

2.1.2 Fonction de concordance

La fonction de concordance [I1] entre deux couples indépendant (X71,Y7) et (X3, Ys)

est définit par

Q=P[(X; - X5) (Y1 —Y3) > 0] —P[(X; — X5) (Y1 — Y3) <0]. (2.1)

Théoréme 2.1.1 Soit (X1,Y7) et (Xa,Ys) deux vas indépendantes de fd Hy et Hy
avec des marge communes F' et G respectivement. Soient C et Cy les copules asso-
ciées aux fds Hy et Hy respectivement. On peut montrer que la fonction de concor-

dance peut aussi étre exprimée en fonction de la copule

Qcy.cp = 4f2f Cs (u,v) dCy (u,v) — 1. (2.2)

Preuve. On pose u = F () et v = G (y)

Q =P[X1—Xo) (Y1 —Y2) > 0] - P[(X; — X5) (Y1 — ¥3) < 0]
=P[(X; - X5) (Y1 —¥3) > 0] = (1 - P[(X1 — X3) (Y1 — Y2) > 0])
=2P[(X1 —Xp)(Y1—Y2) > 0] - L.

Avec

P[(Xl—X2><}/1—}/é) >0] :]P)(Xl <X2,Yi <Yv2)—|—]P)<X1 >X2,Y1 >§/2)

On a
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]P)(X1>X2,Y'1>Yv2> :]P)(X2<X1,}/2<Y1)
= [[P(Xy < X1,Ys < Y1) dCy (F (x),G (y))
R2

:H{Qf@ (F (z),G (y))dCy (F (z),G (y))

= fo Cy (u,v) dCh (u,v) .
De facon similaire '
P(X; <X5,Y1<Yy) =P(Xy>X;,Y,>Y))
:RfoP(Xz > X1,Y2 > Y1) dCy (F (2),G (y))

= H{Qfﬁ (x,y) dCy (F (x), G (y))
:H{?f [1—F(z) = G(y) + Co(F(2),G(y)]dCy (F (2), G ()
:[Zf[l—u—v+02(u,v)]d01 (u,v).

Sachant que C est la fd du couple (U, V') d’une loi uniforme sur 'intervalle I, alors

E(U)=E(V)=3. Donc
1

1
P(X; < Xy,Y1 <Y5) :1—§—§+ff02(u,v)d01(u,v)
]2

= [[ C5 (u,v) dCh (u,v).
12
Alors

Qcvoy =4 [[ Co (u,v)dCh (u,v) — 1.
12

2.2 Types des mesures de concordances

Il existe diverses mesures d’associations parmis eux le rho de Spearman, le tau de

Kendall, le Gamma de Gini, le béta de Blomkvist, ect.
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2.2.1 Rho de Spearman

La mesure d’association la plus connue est le rho de Spearman, elle est basée sur la
concordance et la discordance. Cette mesure a été découverte par Spearman [20] en

1904.

Définition 2.2.1 Soient (x1,y1), (w9, y2) et (x3,y3) trois paires indépendantes de
vas de méme fd jointe H. Le coefficient de corrélation de Spearman est définit comme

suit

p=3[P(X;—X2) (Y1 —Y;3) >0 —P[(X; — X5) (Y — ¥3) <0]. (2.3)

Autrement dit, il s’agit de la différence entre la probabilité de concordance et celle de

la discordance.

Théoréme 2.2.1 Soit (X,Y) deuz vas continues de copule C' .Le rho de Spearman

de ce couple est défini par

pc =3Qcn =12 [[ uwvdC (u,v) — 3. (2.4)
72

2.2.2 Tau de Kendall

Une autre mesure d’association tres connue est celle du tau de Kendall, cette derniére
est définie en termes de concordance et de discordance. Elle est nommée ainsi en

hommage & Maurice Kendall [13] qui a développé cette mesure en 1938.

Définition 2.2.2 Soient (x1,11) et (x2,y2) deux paire indépendantes de vas, ayant
pour fd marginales communes F (pour X, et X3) et G (pour Yy et Ys). Le tau de

Kendall se définit comme suit

7 =P[(X1 - Xp) (Y1 = Y2) > 0] = P[(Xy — X5) (V1 — ¥3) < 0]. (2.5)
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Théoréme 2.2.2 Soit (X,Y) deuzx vas de copule C' ayant pour fd jointe H. Le tau

de Kendall de ce couple est défini par

e = Qoo = 4f2fC (u,v)dC (u,v) — 1. (2.6)

Le tableau ci dessous présent le tau de kendall et le rho de Spearman de quelques

copules archimediennes

Copule | 7¢ pc

Clayton | a/ (a + 2) /

Frank [ 1—[4(1— D;(a))/a] | 1 —[12(D; (a) — D3 (a)) /a].

Gumbel | (a —1) /a /

TAB. 2.1 — Tau de Kendall et rho de Spearman de quelques copules archimédiennes.

2.2.3 Gamma de Gini

Une autre mesure de concordance est la mesure gamma de Gini qui a été développée

en 1910 par Corrado Gini [10)].

Définition 2.2.3 Soient R; et S; les rangs des observation dans un échantillon de

taille n de deux vas continues X et Y respectivement, alors

V= i [ + Si—n = 1] = 300 R — Sil], (2.7)

ou |t] est la partie entiére de t.

ko[t
'Fonction de Debye : Dy (a) = —k/tidt; k>1.
a® ) et —1

0
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Théoréme 2.2.3 Soit (X,Y) deux vas de fd F' et G respectivement. On pose

u=F(x) etv=_GIy), la mesure gamma de Gini est définie comme suit

7@22}£f(|u+v—1]—\u—v|)dC’(u,v). (2.8)

Remarque 2.2.1 Sachant qu’il y’a une distance entre C' et I1, il y’a aussi une autre
distance entre C et W ou C' et M ou les deux. Soit (X,Y) deux vas de copule associée

C. Le gamma de Gini peut aussi s’écrire comme suit
1 1
Yo = Qo + Qow =4 l/ C (u,1 —u)du—/ (u—C(u,u))du| . (2.9)
0 0

Preuve. Soit

Qoenm =4 [[C(u,v)dM (u,v) —1 :4f0(u,u)du—1.

2 0
Qew =4 [[C (u,v)dW (u,v) —1 :4flC’(u,1—u)du—1.

2 0
On trouve

1 1
=4 C(u,1—u)du— - C du| .
gle [/0 (u,1 —u)du /0 (u (u,u)) du

n

2.2.4 Beta de Blomkvist

Il existe une autre mesure de concordance est la mesure Beta de Blomkvist découverte

en 1950 par Blomkvist [4].

Définition 2.2.4 Soit (X,Y) deuz vas et (Z,7) est la médianes de X et'Y respec-

tivement. Le beta de Blomkuvist est défini comme suit

B=P[(X-2)(Y —9) >0 -P[(X -3)(Y —7) <0]. (2.10)
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Théoréme 2.2.4 Soit (X,Y) deux vas continues de copule associée C' ayant pour
fd jointe H avec F (Z) = G (§) = 1/2. Le beta de Blomkvist de ce couple est défini

comme suit

Be=4C (3, 3) - 1. (2.11)

N[ =

Il est a noter qu’il existe d’autres mesures d’associations moins connues que celles

citées précédemment comme celle de Schweizer et Wolf.

2.3 Dépendance de queue

Parmis les concepts de dépendance on a le concept de dépendance de queue. Il existe
deux coefficients de dépendance de queue : le coefficient de dépendance inférieure

noté Az, et le coefficient de dépendance supérieure noté Ay [14].

Définition 2.3.1 Soit X et Y deux vas continues de fds respectives F' et G.

- Le coefficient de dépendance supérieure Ay est définit par

A= lim P(X > F ' (u) )Y > G (u). (2.12)

u—1—

- Le coefficient de dépendance inférieure \;, est définit par

A= lim P(X < F' () /Y <G (u). (2.13)

u—0~+
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Théoréme 2.3.1 Soit (X,Y) deuz vas de copule associée C' ayant pour fd jointe

H. Les coefficients de dépendance inférieure et supérieure peuvent aussi s’écrire en

terme de copule comme suit

1—
Ao =2 — lim M
u—1~" 1—u
Et
)\L = lim C(U,U)
t—0t u

Preuve. On a

Ay = lim P(X >F 1 (u)/Y >G*(u)

u—1-

= lim P(F(X) >u/G(Y) > u)

u—1-

= lim [P(F(X)>unG(Y)>u)]/B(GY)>u)

u—1-

= lim [P(F(X)>unG(Y)>u)]/l-P(G(Y) <u)

u—1-

= lim [1-P(F(X)<u,G(Y)<u)]/1-P(G(Y)<u)

u—1-

= lim [1 - C (u,u)] /1 —u

u—1-
= liril_C_’(u,u)/l—u
= lir?_ 1—2u+C(u,u)] /1 —u

=2—limy ;- [1 = C (u,u)] /1 —u.

Puis
AL, = lirél+IP’(X < F 1l (uw)/Y <G (u)
= Jim P(F (X) < u/G (V) <0

— lim [P(F(X) <unG(Y) <) /P(G(Y)<u)

u—0t

= lim [C (u,u)] /u.

u—0F
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Remarque 2.3.1 - Si A\, € ]0,1] alors la copule C a une dépendance de queue
inférieure.

- Si Az, = 0 alors la copule C' n’a pas de dépendance de queue inférieure.

- Si Ay €0, 1] alors la copule C' a une dépendance de queue supérieure.

- Si Ay =0, alors la copule C' n’a pas de dépendance de queue supérieure.

Exemple 2.3.1 Le tableau ci-dessous contient les mesures de dépendances de queue

de quelques copules.

Copule | A\, | Ay

Frank 0 0

Clayton | 27« | 0

Gumbel | 0 | 2— 2«

TAB. 2.2 — Mesures de dépendances de queue

2.4 Simulation des copules bivariées

Les copules archimédiennes sont trés faciles a construire, de nombreuses familles
paramétriques appartiennent a cette classe et ont une grande variété de structure de
dépendance. C’est pourquoi de nombreux chercheurs travaillent avec ces copules, la

plupart d’entre eux étudient le cas bivarié [15].

Pour simuler des réalisations d'un vecteur bivarié X = (Xi, X3) a partir de la
décomposition de H, il faut étre capable de simuler des réalisations d’un vecteur
U = (U, Us) ayant des marginales uniformes et dont la distribution est la copule C,

puisqu’on a ’égalité en loi

X = (F{' (D), F5 ' (Uy)) -
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Tous se raméne donc & savoir simuler la copule C.

2.4.1 Meéthode des distributions conditionnelles

On se donne un vecteur U dont la copule associée est C, on simule (vy, v9) uniformes

et indépendantes.
On pose alors u; = vy, puis uy = Cu_ll (v9) avec Cy, (ug) =P (Us < ug\U; = uyq).

Cette expression se calcule & partir de la copule C' comme suit

. 86’ (Ul, UQ> (9(] (ul, 1)
- ouy ouy

P (Uy < us\Uy = u4)

B

Toutefois en pratique il n’est pas aisé d’inverser la fonction conditionnelle.

Exemple 2.4.1 (Copule de Frank) Dans le cas de cette copule, la méthode des
distributions conditionnelles peut étre mise en ceuvre simplement. D’aprés on
déduit que

Cu\v, (u1,u2) = 0C, (ug, uz) /Ouy

=e (g7 — 1) /e =14 (e7 ™ — 1) (e ™2 —1)].

On peut alors inverser cette équation (en résolvant l’équation Cy, y, (u1,u2) = u),

on obtient

~ 1 ule ®—1)
1 e
C'Uz/U1 (u17u> - a In <1 + w4 (1 _ u) e—aul) :

Donc

N 1 ug (e —1)
cit =—In(1 .
Uz /Uq (u17 u2) a n ( + Uy + (1 . UZ) e—aul)

La stmulation peut donc étre mise en ceuvre simplement.

20n note
C'U2/U1 (ul,ug) = 80 (ul,u2) /8u1
CUQ/Ul (Ul, 1) = 80 (u1, 1) /8U1
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Exemple 2.4.2 (Copule de Gumbel) D’aprés on en déduit que
Cuyyvy (ur,u2) = 0C, (ur, uz) /0wy

a —1+1/a
- i [1 + (lnm) } Co (uq,uz) .

Uy In uq
Linversion de cette expression n’est pas aisée, et on aura ici recours & des méthodes

numMEeriques.

2.4.2 Autre méthode

Il existe une autre méthode spécifique & d’autres copules particuliéres, par exemple

pour la copule de Clayton on a l'algorithme suivant

Exemple 2.4.3 (Copule de Clayton) 1. On géneére des vas uniformes s ett a

partir desquelles on détermine v = —In (s) et y = —1In ().
2. Simuler une va de loi Gamma de paramétres 1 et 0 : z ~T'(1,6).

3. Déterminer les réalisations de la copule Clayton a partir des expressions sui-

7\ —0 Y\ o
Uantes.'u:<1+—) 6tv:<1+—) .
z z

2.4.3 Exemples d’application

Dans cette partie on va essayer d’appliquer les méthodes citées précédemment en uti-
lisant le logiciel R sur quelques copules archimédiennes comme la copule de Clayton,
Gumbel et Frank.

Les packages et fonctions couramment utilisés dans ce logiciel sont : copula, Copula,

iTau, claytonCopula, plot, gumbelCopula, frankCopula, rCopula, gnorm.
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a. Méthode des distributions conditionnelles :

1. Copule de Clayton :

— Pour u; = 0.05:

library("copula")

tau=0.5 # Tho de Kendall.
a=iTau(claytonCopula(), tau = tau) # Parameétre de la copule (a > 0).
a=2

dim=2 # Cas bivarié.
clayton=claytonCopula(a, dim=2) # Générer la copule de Clayton.
n=1000 # Taille de I’échantillon.
set.seed(271)

ul=0.05 # Vecteur Uyj.
U=cCopula(cbind(ul, runif(n)), # Définir la copule de Clayton.
copula=clayton, inverse=TRUE)

par(mfrow=c(1,2))

plot(U[,2], ylab = quote(U[2]), # Nuage de points de la copule.
xlab=quote(U[1]),col="blue",

main = "ul=0.05")

— Pour u; = 0.95:

ul=0.95
U=cCopula(cbind(ul, runif(n)),copula=clayton, inverse=TRUE)

plot(U[,2], ylab = quote(U[2]),xlab=quote(U[1]),col="red" main="u1=0.95")
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— Graphes :

ul=0.05 ul=0.95

0.6

0.2

0.0

F1G. 2.1 — Nuages de points de la copule de Clayton pour n=1000 et a=2.

Commentaire :

La copule de Clayton posséde une dépendance de queue inferieure, avec une moyenne

mesure d’association.

2. Copule de Gumbel

— Pour u; =0.1:

Rho=0.75

a=iRho(gumbelCopula(), Rho) # Rho de Spearman

a=2.29

dim=2

gumbel=gumbelCopula(a, dim =2) # Générer la copule de Gumbel.
n=1000

set.seed(271)

ul =0.1
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U=cCopula(cbind(ul, runif(n)), # Définir la copule de Gumbel.
copula=gumbel, inverse=TRUE)

par(mfrow=c(1,2))

plot(U[,2], ylab = quote(U[2]),

xlab=quote(U[1]),col="blue",

main = "ul=0.1")
— Pour u; =0.90 :
ul=0.90

U=cCopula(cbind(ul, runif(n)), copula=gumbel, inverse=TRUE)
plot(U[,2], ylab = quote(U][2]),xlab=quote(U[1]),col="red" ,main="ul1=0.90")

Graphes :

ul=0.1 ul=0.90

0.6

05

04

03

0.2

0.1

0.0

Fic. 2.2 — Nuages de points de la copule de Gumbel pour n=1000 et a=2.29.

Commentaire :

La copule de Gumbel posséde une dépendance de queue supérieure, avec une forte

mesure d’association.

36



Chapitre 2. Mesures d’associations.

3. Copule de Frank

— Pour u; =0.2:

tau=0.1

a=iTau(frankCopula(), tau = tau)

a=0.91

dim=2

frank=frankCopula(a, dim = 2) # Générer la copule de Frank.
n=1000

set.seed(271)

ul =0.2

U = cCopula(cbind(ul, runif(n)),  # Définir la copule de Frank.
copula = frank, inverse = TRUE)

par(mfrow=c(1,2))

plot(U[,2], ylab = quote(U][2]),

xlab=quote(U[1]),col="blue",

main = "ul=0.2")

— Pour u; =0.8:

ul=0.8
U=cCopula(cbind(ul, runif(n)), copula=frank, inverse=TRUE)

plot(U[,2], ylab = quote(U][2]),xlab=quote(U[1]),col="red" ,main="ul1=0.8")
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Chapitre 2. Mesures d’associations.

Graphes :

F1G. 2.3 — Nuages de points de la copule de Frank pour n=1000 et a=0.91.

Commentaire :

La copule de Frank ne possede ni une dépendance de queue supérieure ni une dé-

pendance de queue inferieure, avec une tres faible mesure d’association.

a. Autre méthode :

1. Copule de Clayton :

clayton _copula =claytonCopula(2, dim = 2)

n=1000

ul=rCopula(n, clayton copula) # Générer le vecteur U.
vl=rCopula(n, clayton copula) # Générer le vecteur V.
x1=qnorm(ul) # Fonction quantile.

yl=qnorm(v1)
par(mfrow=c(1,3))

plot(x1,y1,col="red" ,main="Copule de Clayton pour a=2")
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Chapitre 2. Mesures d’associations.

2. Copule de Gumbel :

gumbel _copula =gumbelCopula(2.29, dim = 2)
n=1000

u2=rCopula(n, gumbel copula)
v2=rCopula(n, gumbel copula)

x2=qnorm(u2)

y2=qnorm(v2)

plot(x2,y2,col="blue",main="Copule de Gumbel pour a=2.29")

3. Copule de Frank :

frank copula =frankCopula(0.91, dim = 2)
n=1000

u3=rCopula(n, frank copula)
v3=rCopula(n, frank copula)
x3=qnorm(u3)

y3=qnorm(v3)

plot(x3,y3,col="black" ,main="Copule de Frank pour a=0.91")
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Graphes :

Copule de Clajton pour a=2 Copule de Gumbel pour a=2.29 Copule de Frank pour a=0.91

Fic. 2.4 — Nuages de points des copules archimediennnes pour n=1000.

Commentaire :

- Dans cet exemple, on a d’abord défini les trois copules & un parametre (Clayton,
Gumbel, Frank) en utilisant leurs fonctions du package "copula". Ensuite, on a généré
un échantillon de deux vas de taille 1000 suivant ces copules en utilisant la fonction
"rCopula()". Enfin, on a transformé ces vas en variables normales en utilisant la
fonction "gnorm()". Ces vas transformées suivront alors une distribution normale

bivariée avec les copules associées.

- Ses exemples illustre I'utilisation des copules pour modéliser la dépendance entre
deux vas et la transformation de ces vas en une distribution normale bivariée. Cette
méthode montre comment les copules peuvent étre utilisées pour modéliser la dé-
pendance entre les vas et comment cette dépendance peut étre transformée en une

distribution normale bivariée pour faciliter ’analyse statistique.
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Conclusion

Les copules sont des outils mathématiques utiles pour modéliser les dépendances
entre les vas, en particulier dans des situations ou les distributions marginales des
vas ne sont pas connues ou ne peuvent pas étre facilement modélisées. Les copules
permettent de séparer la structure de dépendance des marges, ce qui permet de

mieux comprendre et modéliser les relations entre les vas.

Les mesures d’association sont des outils statistiques utilisées pour quantifier la force
et la direction de la relation entre deux vas. Les mesures d’association couramment
utilisées comprennent le coefficient de corrélation de Pearson, le coefficient de corré-

lation de Spearman et le coefficient de corrélation de Kendall.

En combinant les copules avec des mesures d’association, il est possible de mieux
comprendre et quantifier la dépendance entre deux vas, en particulier dans des situa-
tions ou les relations ne sont pas linéaires ou ot les marges ne sont pas normalement

distribuées.

En conclusion, les copules et les mesures d’association sont des outils utiles pour
modéliser et quantifier les relations entre les vas. Leur utilisation peut étre parti-
culierement précieuse dans des situations ou les distributions marginales des vas ne

sont pas connues ou ne peuvent pas étre facilement modélisées.
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Annexe A : Logiciel R

2.5 Qu’est-ce-que le langage R ?

Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique
utilisé pour le traitement des données. Il permet de faire des analyses statistiques
aussi bien simples que complexes comme des modéles linéaires ou non-linéaires, des
tests d’hypothese, de la modélisation des séries chronologiques, de la classification,
etc. Il dispose également de nombreuses fonctions graphiques trés utiles et de qualité

professionnelle.

Le logiciel R a été créé par Ross Ihaka et Robert Gentleman [12] & I'Université
d’Auckland, Nouvelle Zélande et a été développé par le R Developement Core Team.
L’origine du nom du langage provient d’une part, des initiales des prénoms des deux
auteurs (Ross Ihaka et Robert Gentleman) et d’autre part, d'un jeu de mots sur le

nom du langage S auquel il est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

vas : Variables aléatoires.
XY : Vas de la loi jointe.

Uuyv : Vas de la copule.

fd : Fonction de distribution.
n : Taille de I’échantillon.

I : Intervalle [0,1].

F.G : Fds marginales de X et Y.
H : Fd jointe.

F~1.G~! : Fonction inverse.

C : Fd du couple (U,V).

c : Densité de la copule.

Q, : Fonctions de z.

a,f : Parameétres des copules.
I1 : Copule produit.

M : Copule minium.
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Annexe B : Abréviations et Notations

pQ bQ %

A

B

>

QA Qr
o

RXYy
Qoy.0s
pPc

TC

Dy,

be

Yo

1]

AL

Au

: Copule maximum.

: Copule Gaussienne.

: Copule de Student.

: Fonction de la loi normale bivariée.
: Fonction de la loi normale standard.
: Copule archimédienne.

: Générateur de la copule.

: Copule archimax.

: Fonction de dépendance.

: Distributions empiriques de X et Y respectivement.
: Copule empirique.

: Copule survie.

: Distribution de la copule de survie.
: Copule duale.

: Co-copule.

: Copule mixte.

: Mesure numérique d’association.

: Fonction de concordance.

: Rho de Spearman.

: Tho de Kendall.

: Fonction de Debye.

: Beta de Blomkvist.

: Gamma de Gini.

: Partie entiére.

: Dépendance de queue inférieure.

: Dépendance de queue supérieure.
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Résumeé:

La théorie des copules, issue des travaux de Sklar en 1959,
permet une modélisation flexible de la dépendance entre les
variables aléatoires. L'objectif de ce mémoire est d’étudier les
différentes mesures d’associations qui peuvent étre définies en
termes de copules.

Mot clés : Copule, Théoreme de Sklar, Copule archimédienne,
Mesure d'association, Tau de Kendall, Rho de Spearman, Gamma
de Gini, Beta de Blomkvist, Dépendance de queue.

Abstract:

Copula theory, stemming from Sklar’s work in 1959, flexible
modeling of dependence between random variables. The objective
of this thesis is to study different association measures which can
be defined by copula terms.

Keywords: Copula, Sklar’s theorem, Archimedean copula,
Association measure, Kendall’s tau, Spearman’s rho, Gini's gamma,
Blomkvist’s beta, tail dependence.
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