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(X1, Xy,...X,,) : Echantillons de taille n de X

# : cardinale

v.a : Varaible alétoire

c-a-d  : Clest a dire

TCL : Théoréme centrale limite
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Introduction

‘estimation non paramétrique est une approche statistique qui vise a esti-
mer les caractéristiques d’'une population ou d’une distribution de probabi-
lité sans faire d’hypotheéses sur sa forme fonctionnelle spécifique. Contraire-
ment aux méthodes paramétriques qui supposent une forme de distribution prédéfinie
avec un nombre fixe de parameétres, I’estimation non paramétrique permet une plus

grande flexibilité en adaptant le modeéle aux données observées.

L’estimation non paramétrique est particuliérement utile dans les situations ot la
structure sous-jacente de la population est inconnue ou complexe, ou lorsque les
données présentent des caractéristiques inhabituelles qui ne correspondent pas & un

modele paramétrique prédéfini.

L’idée principale derriere I'estimation non paramétrique est de s’appuyer sur les
informations contenues dans les données elles-mémes pour construire une estimation
de la distribution ou de la fonction de densité de probabilité. Au lieu de supposer une
distribution spécifique, 'estimation non paramétrique utilise des techniques telles
que I'ajustement de courbes, les méthodes par noyaux, les méthodes de lissage et
les approches basées sur des histogrammes pour obtenir une approximation de la

distribution a partir des données.

L’estimation non paramétrique permet de prendre en compte la complexité des don-

nées et peut fournir des estimations plus précises et robustes dans certaines situa-
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tions. Cependant, elle peut également nécessiter des échantillons plus importants et

peut étre plus sujette aux problémes de surajustement si elle est mal utilisée.

Dans cette approche, I'objectif est d’obtenir une estimation aussi proche que possible
de la véritable distribution sous-jacente sans faire d’hypothéses restrictives sur sa
forme. Cela permet d’obtenir une vision plus compléte des données et d’explorer des

modeles plus flexibles et adaptatifs.



Chapitre 1

Introduction la statistique non

paramétrique

1.1 Notions préliminaires

Variable aléatoire réelle

On appelle variable aléatoire réelle (abréviation : v.a.r) toute application de dans R :

X: OQ— R
w— X(w)

— T un sous-ensemble de R. L’ensemble X 1(I) = {w € Q/X(w) €}, qui est un

sous-ensemble de €2, est un événement aléatoire : on le note (X € I).
On dit que la variable aléatoire X est :
1. Discrete finie si ’ensemble X (€2) est fini, discréte infinie si 'ensemble X (€2) est
infini dénombrable.

2. Continue si I'ensemble X (§2) est un intervalle de R non réduit a un point (ou

une réunion d’intervalles de R).
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Fonction de répartition

La fonction de distribution est un outil de référence pour définir uniformément la
loi de probabilité de savoir si une variable aléatoire est discréte ou continue. Si cette
fonction est connue, la probabilité peut étre calculée pour n’importe quel intervalle,
et donc pour pratiquement n’importe quel événement. C’est pourquoi le tableau de

la loi de probabilité lui est donné.

Définition 1.1.1 Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction de répartition

de X, que l’'on not Fx, la fonction définit sur R par :
Ve e R, F(x) = P(X < x) = Py(]—00,2]) = / f(t)de. (1.1)

Remarque 1.1.1 Une fonction de répartition doit vérifier un certain nombre de

propriétés suivantes :

1. F(x) € [0,1] Vo e R.

2. La limite de F'(x) quand z tend vers —oo égale 4 0 ( lim F(x) = 0).

r——00

3. La limite de F'(z) quand x tend vers +oo égale a 1 ( lirll F(z)=1).
4. La fonction F' est un fonction croissante, si 7 < x alors F(z1 < x9).

5. Pour tout nombre a,b € R tels que a < b, P(a < X <b) = F(b) — F(a).

6. VieR F(X>a)=1-F(X <a)=1-F(a).

La densité de probabilité

Définition 1.1.2 Une fonction f : R — R est appelée densité de probabilité si elle

est positive (en tout © € R ou elle est définie, f(x) > 0). Intégrable sur R et si :

+o00
f(z)dz = 1.

—00
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Variables aléatoires discrétes et continues

Une v.a X est dite discrete (v.a.d) ssi elle est valeur dans un ensemble F fini ou

dénombrable on note E = {1, xs, ...z, }, la loi de probabilité d’une v.a.d est :

F(z)=P(X <z)= )Y P(X

r,€F
Dans ce cas F(z) est une fonction en escalier présentant des sauts.

Une v.a X est dite continue (v.a.c) ssi sa fonction de répartition est continue et

presque partout dérivable, la loi de probabilité d’une v.a.c est :

VeeR, F(z)=P(X <z)= /f t)dt et f(x) = Z};()

Dans ce cas F'(z) est une fonction continue, de plus :
VB ER, P(X € B) /f(x)dm
B
ou fx(z) est une densité de probabilité de X.

Espérance mathématique

— Si X est une v.a.d son espérance mathématique est définie par :

= ZwiP(X = ;).

r,€F

— Si X est une v.a.c son espérance mathématique est définie par :

B(X) = /_ @)z

[e.9]
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Le espérance d’une fonction de la variable aléatoire

Proposition 1.1.1 Soit X est une v.a et h une fonction définie sur R ; Alors :

— Si X est une v.a.d on a :

— Si X est une v.a.con a :

B(h(x) = [ () x ()

Le moment d’un variable aléatoire Soit k£ un entier naturel, le moment d’ordre

k de X est E(X") Défini par :

B(X*) = /_ " b ()

o0

Et le moment centré d’ordre k est :
E[X —E(X")].

Définition 1.1.3 Le moment absolu d’ordre k par rapport au point a, est égal, sous

réserve de [’existence de l’intégrale

Variance et écart-type

La variance d’une v.a X est :
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L’écart-type est la racine de la variance o(X) = \/Var(z).

1.1.1 Rapapels d’inégalités classiques :
Inégalité de Markov

Soit X une v.a.réel. positive telle que E(X) < oco. Alors :

Vit > 0, P(X>t)<¥.

Inégalité de Bienaymé-Tchebycheff (B-T)
Soit X une v.a.réel. telle que E(X?) < oo. Alors pour tout :

Var(X)

P(X —E(X)| > 1) <~

LGN Laloi forte des grands nombres (LGN) s’applique et F},(x) convergent presque

strement vers F'(x).

F.(x) p.s F(z), quandn— oo.
H

TCL Le théoréme central limite (TCL) est un résultat clé qui établit la conver-

gence vers une distribution normale lorsque la taille de I’échantillon augmente, ce qui

permet d’effectuer des inférences statistiques robustes dans de nombreux domaines.

V(B (z) — F(z)) ~ N(0,F(z)(1 — F(z)), quand n — oo.
Le TCL a des applications importantes en statistique inferentiale. Par exemple, il
permet de justifier I'utilisation de tests d’hypothése basés sur la distribution normale.

Il permet également de construire des intervalles de confiance pour les estimations
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basées sur les échantillons.

Convergence en probabilité

Nous rappelons ici les notions de convergence des suites des variables aléatoires, aussi

deux théorémes fondamentaux en statistique on va les données.

On dit que {X,},,converge en probabilité vers une v.a
Ve > 0, lirf P(|X,—X|>¢)=0.

Théoréme 1.1.1 (Loi des grands nombres) :Soit{ X,,},~, une suite m = E(X;) et
0? = Var(X;) finies, notons X, = %ZX, alors :
i=1
X, 25 m ., quand n — oo.

m , quand n — 00.

g«
J

Théoréme 1.1.2 (Central limite) : Soit{ X,,},,, une suite m et o*. Alors :

Un=nm  lof, N(0.1) , quand n — oo,

o\/n

ou U, = ZX" Cette Théorie prouve que quelle que soit la loi des v.a considérées

i=1
leur moyenne se comporte asymptotiquement comme une loi normale, ce qui montre

I'importance de la loi normale dans la modélisation statistique. La démonstration
de ce théoréme est basée sur la fonction caractéristique. Pour la preuve on référe a

[Devroye et Gyorfi (1985), page 66].
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1.2 Estimateur et propriétés

1.2.1 Estimation

Définition 1.2.1 Soient (Xi,...,X,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une
variable aléatoire X (discréte ou continue) et 0 un paramétre associé a la loi proba-

bilité Py de 6 Un estimateur de 0 est une variable aléatoire T fonction des X;

Si on considere n observations x, xs, ..., x, 'estimateur 7' fournira une estimation

de notée :

Exemple 1.2.1 X et S%, sont les estimateurs de piet o2 (resp).

Comparaison d’estimateurs

Définition 1.2.2 On dit que ’estimateur T domine estimateur T? si pour tout 6.

Définition 1.2.3 soit T! et T? deux estimateurs de 0, T et dit plus efficace que T?
81 :

Var(T)) < Var(T?).

1.2.2 Estimation non-paramétrique de la foction répartition

On considére X = (Xj, Xy, ..., X;,) un n-échantillon iid de fonction de répartition
F(z) = P(X; < z) tels que :

— F est une fonction croissante.
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~ F' continue a droite, e > 0, lim Fx(xz +¢) = Fx(x).
e—
— lim F(x)=0et 1ir+n F(z)=1.
Définition 1.2.4 la fonction de répartition empirique associée 4 X, = (Xi, ..., X,,)est

la fonction aléatoire définie par :

EF,: R—[0,1]

1 n

D’autre terme X1, X, ..., X,, v.a.r, itd prenant une valeur inférieure ou éqgale a x.

Chaque X; ayant une probabilité F(x) d’étre inférieure ou égale o x.

nombre d’observation 1 —
Fo(x) = " <= gzﬂ(xism (1.2)
i=1

0 st <Xy,

St Xz §$§Xi+1,i: 1,...,%-1,

=3 e

st = X,

1.2.3 Propriétés de la fonction de répartition empirique

Une fonction de répartition empirique est une fonction qui décrit la répartition em-
pirique d’un échantillon de données. Il est souvent utilisé pour estimer la fonction de

répartition d’une population inconnue & partir d’un échantillon d’observations.

Espérance

Pour le terme de la espérance, on a :

10
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Biais

Pour le terme de la biais, on a :

Donc :

Biais(F,) = 0.

Variance

Pour le terme de la variance, on a :
Var(F,(z)) = B(E,(2)*) — B(F,(x)).

On va calculer E(F,(z)?), on obtient :

= —E (ZH (Xi<z) + Z Iix, <x)]IX <x>

=
T
=
|
=
VRS
3M| —_
]
=
s
AN
i%
v

i=1 Sy
= F(o)+ 1F(:z:)2
D’ou
~ 1 n—1 9 9
Var(F,(x)) = EF(:B) + - F(z)* — F(x)
_ %F@)u _ F(@)). (1.3)

11
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Critéres d’erreurs

L’évaluation de la similarité entre 'estimateur f, et la vraie densité f estimé, néces-
site des critéres d’erreur. La mesure la plus naturelle utilisée est la moyenne intégrée
des erreurs quadratiques. Ainsi, on définit d’abord la moyenne des erreurs quadra-

tiques (Mean Squared Error M SE).

— L’erreur quadratique moyenne M SFE :

MSE(f(2). f,(2)) = B [ f(2), fu(w)] = Var(fu(x)) + Biais(f.(x))"
— L’erreur quadratique moyenne intégrée MISE :

Une mesure globale de 'efficacité de I'estimateur fn est obtenue en intégrant MSE.
I1 s’agit de 'Erreur Quadratique Moyenne Intégrée (en anglais Mean Integrated

Squared Error) (MISFE), qui s’écrit comme suit :

MISE(f(x), fu(z)) = /RE [f(@ - f“(””)rd‘” :/

R

Var(fo(x)) + Biais(f,(x))?| dz.
| )

— L’erreur quadratique intégrée ISE :

Notons qu’il est plus pratique d’utiliser I'intégrale des erreurs quadratiques (ISE)

pour I’évaluation du MISE. I’ISE est défini par :

ISE(f(e). fua)) = [ [10) = fulo)]

12



Chapitre 2

Fonction des répartition et

distribution

2.1 Estimation paramétrique

La statistique paramétrique est une méthode d’analyse statistique qui suppose que
les données suivent une distribution de probabilité connue ou spécifiée par un certain
nombre de parameétres. Elle est souvent utilisée lorsque les données sont suffisamment
bien décrites par une distribution normale ou une autre distribution connue, et que

les parametres de cette distribution peuvent étre estimés a partir des données.

Définition 2.1.1 Un modéle paramétrique est un modéle dans lequel le type de loi
de X est supposé connu, mais il dépend d’un paramétre inconnu 0 de dimension n.
La famille des lois de probabilités possibles pour X peut alors s’écrire P = {FPp : 0 €

© C R™}, par exemple :

13
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Modele Gaussien {N(pn,0%),n € R, 0?>0}

Modele de Poisson | {P(A), A >0}

Modele Exponentiel | {E(N\), A > 0}

TAB. 2.1: modéles paramétriques

Sont des modéles paramétriques.

Dans ce cadre paramétrique, le probléme est celui de I’estimation des parameétres par
lesquels on obtiendra une estimation compléte de la loi X. Il existe plusieurs facons
de construire un estimateur pour un parametre donné. Les plus populaires sont la

méthode des moments et la méthode du maximum de vraisemblance.

2.1.1 Estimation par la méthode du maximum de vraisem-

blance (MVS)

Soit X une variable aléatoire réelle de loi paramétrique (discréte ou continue), dont

on veut estimer le parameétre. Alors on définit une fonction f telle que :

fo(z) si X est une v.a continue de densité f.
f0,z) =
Py(X =x) si X est une v.a discréte de probabilité ponectuelle P.

La méthode de maximisation de la vraisemblance est une approche pour estimer les
parametres d’'un modéle statistique en se basant sur les données observées. L’objectif
est d’identifier les valeurs des parameétres qui maximisent la probabilité d’observer les
données observées. La vraisemblance est une fonction de densité de probabilité qui

d’écrit la probabilité d’observer les données en fonction des valeurs des paramétres.

Définition 2.1.2 On appelle fonction de vraisemblance de pour une réalisation

14



Chapitre 2. fonction des répartition et distribution.

(1, 23..., x,) d’un échantillon, la fonction de 0 :

n

L(x1,x9....;x0;0) = f(x1,29...,7;0) = Hf(xl,e)

i=1

Définition 2.1.3 La méthode consistant estimer 0 par la valeur qui mazimise L

(vraisemblance) s’appelle méthode du mazximum de vraisemblance
0 = {e/z(é) — sup L‘(G)} .
0

La méthode de maximisation de la vraisemblance consiste & trouver les valeurs des
paramétres 6 qui maximisent cette fonction de vraisemblance £(x1, Zs..., x,;0). Cela

revient & résoudre I’équation suivante :
0= argmgx(ﬁ(xl,xg...,:cn; 9)),

ol # est 'estimateur des paramétres.

Ceci est un probléme d’optimisation. On utilise généralement le fait que si £ est
dérivable et si £ admet un maximum global en une valeur, alors la dérivée premiére

s’annule en et que la dérivée seconde est négative.

Réciproquement, si la dérivée premiére s’annule en = 0 et que la dérivée seconde est
négative en 6 = 6 ; alors est # un maximum local (et non global) de £(z1, zy..., x,; 0).
Il est alors nécessaire de vérifier qu’il s’agit bien d’un maximum global. La vraisem-
blance étant positive et le logarithme népérien de la vraisemblance (le produit se

transforme en somme, ce qui est plus simple dérivé). Ainsi en pratique :

1. La condition nécessaire :

O(L(z1, x2...,xpn;0))
00

Oln(L(x1, x2...,x,;0))
a0

—0. (2.1

=0, ou

15
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premet de trouver la valeur 0.
2. 6 = 0 est un maximum local si la condition suffisante est remplie au point

critique :

O*(L(x1, g, T3 0))
00?

O?In(L(xy, T2..., Tn; 0))

oI5 /) <0. (22

(§) <0, ou

— IEMYV peut n’exister pas.
— Siun EMYV existe, il n’est pas toujours unique, par exemple : modéle de Cauchy

et modele de Laplace.
1. Dans le cas discréte :

Si les X; sont de loi Bernoulli(p), on a :

In L(p, z1, x2..., 75) = Zﬂ% Inp + (n - Z%) In(1-p). (2.3)
i=1 =1

16
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Alors on va dériver

dp - p B (1—-p)
in —np
S —Y
p(1—p)

Donc on obtient :

1o _

Par conséquent, L’EMV de p est p = X,,.
2. Dans le cas continue :

Soit X ~~ N(u,1) et
HO NV S 0.
H  : p>0.

Avec a = 0.1,n = 65. pour pq > g on écrit :

L 1

L—; = exp {n(ul — l2) [T - 5(#1 + Mz)] } ;

ot =7, a:=n(u —p) >0etb=a—3(u + p2). Il est claire que la fonction
t — exp{at +b} est une fonction croissante en ¢. Donc la distribution de X possede
un rapport de vraisemblance croissante. Comme X est continue, le test upp le plus

puissant est défini par :

1 si T>c¢

5:

0 si T<ec,

avec P,_o(X > ¢) = 0.1, ce qui implique ¢ = 1.28/+/65 = 0.16.

17
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On a donc

1 si >0.16
5=

0 si 7<0.16,

la fonction puissance du test § est définie par :

En d’autre termes

7(pn) = P(X > 0.16|pu € R)
—1—P(V65(X — 1) < 1.28 —V65u)p € R)
—1—P(Z <128 —65ulp € R)
=1 —®(1.28 —V65u), p€R

= &(V65u — 1.28).

La fonction puissance 7 étant croissante sur R, on trouve bien le fait que :

o =sup () = m(0)

= §(—1.28) = 1 — B(1.28)

=1-10.899 =1,

qui correspond en effet au seuil (niveau) de signification de test. Le graphe de la

fonction puissance

p— m(p) = ®(v65u — 1.28), u € R est donné par la figure suivant :

18
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15

(%)

0.5

m<0 a=0, m>0

0.0

-1.0 -05 0.0 05 10

FiG. 2.1: Fonction puissance du test §

Voici code R utilisée
f<-function(x){pnorm(sqrt (65)*x-1.28)}
x<-seq(-1,1,length=100)
plot(x,f(x),type="1",col="red",ylim=c(0,1.5))
xlab=expression (mu)

ylab=expression(pi~ (mu))
abline(h=1,col="yellow")

abline(v=0)

points(0,0.1,col="green")
text(-0.1,0.1,expression(alpha==0.1),col="green2")
text(-0.5,0.5,expression(alpha(mu)))
text(0.5,0.5,expression(l-beta(mu)))
text(-0.6,0.1,expression(mu<=0))

text(0.5,0.1,expression(mu>0)) .
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2.2 Estimation non paramétrique

Comment choisir un estimateur de distribution non paramétrique : cela peut inclure
des méthodes telles que la méthode de la noyau la méthode du densité, la méthode

de I’histogramme la méthode de densité probabilité de I'estimateur empirique, ect...

Le choix de 'estimateur de distribution non paramétrique dépend de plusieurs fac-
teurs tell que la taille de ’échantillon, la forme le niveau de lissage souhaite d’esti-

mation de distribution non paramétrique le plus courants :

— Méthode de I’histogramme : cette méthode divise ’ensemble de données en
plusieurs intervalles et estime la densité de probabilité en comptant le nombre
d’observation dans chaque intervalle. La largeur de I'intervalle peut étre choisie en
utilisant différente méthode.

— Méthode de noyau : cette méthode utilise des fonctions de noyau pour estimer
la densité de probabilité sous-jacente. Les choix courants de fonction de noyau
incluent la fonction gaussienne la fonction uniforme et la fonction triangulaire,

etc...

2.2.1 Un estimateur simple de la densité : I’histogramme

L’estimateur le plus ancien pour estimer une densité est I'histogramme des fré-
quences. D’aprés|Lejeune (2004)[, L’origine des histogrammes est attribuée a John
Graunt au XV II°" siecle répondant a I'objectif d’'une représentation de la distri-
bution de données. A ce titre, il peut étre considéré comme un estimateur de la
densité de probabilité sous-jacente & un ensemble fini d’observations. Supposons que
I’on ait n observations z1, ..., x, issues d’'une méme loi de probabilité inconnue de
densité f, ou f est a support borné |ag, ai|. Estimer cette densité f par la méthode
de 'histogramme Il s’agit d’approximation def par une fonction étagée, qui permet

d’étudier la répartition des données et parfois de justifier certains choix de modéles
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[Comte (2017)].

Supposons pour simplifier qu’on soit en dimension 1 et que les variables de I’échan-

tillon soient & valeurs dans [0, 1] donc f : [0,1] — R..

On se donne un découpage de [0, 1], on partitionne I'intervalle de référence |ag, a]
en k € N | Pour simplifier encore, on suppose que les classes sont de méme longueur
a1 — ap = ax — ai_1. Cette longueur est notée h. Estimer f par la méthode de
I’histogramme consiste simplement & estimer f par une fonction constante sur chaque
classe, cette constante étant liée & la proportion de X, tombant dans cette classe.

Plus exactement on pose, pour ¢ €|ay, agi1]
1
fh(.T) = %#{k : X E]ak,akﬂ]}.

Pour voir trés exactement d’ou vient cette formule : on a, si f est égale & une

constante ¢, constante sur |a, ay1]

Flag) = Flax) = [ (0t = cxh.

ak

Ensuite on approche la probabilité F'(ax41) — F(ax), qui correspond & la probabilité
que X €lay, agy1], par la proportion de X}, se trouvant dans |ay, ax.1]. On a alors :
Flag1) — Flax)

1
Cp = 3 2%#{/%)(166%,@“1}-

La performance de cet estimateur dépend fortement du nombre de classes.

Exemple 2.2.1 Pour illustrer 'importance du nombre de classes utilisé dans [’his-
togramme, nous proposons dans la Figure [2.4 un histogramme de basé sur 10000

observations tirées aléatoirement d’une loi khi-deux
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Histogram of rand

T
o@

Density

0.02

rand

Fic. 2.2: Estimation par histogramme de densité de khi-deux

Voici code R utilisée
rand=rchisq(10000,8)

rand

hist(rand, freq=FALSE, col="pink")
lines(density(rand),col="green")
seq=seq(0,35,length.out = 60)
ych2=dchisq(seq,8)

lines(seq,ych2,type = "1",col="red")

2.2.2 Propriétés statistiques de I’histogramme

Nous présentons, quelques propriétés statistiques de I'estimateur par histogramme

fn -
En statistiques, il est nécessaire de mesurer la qualité d’un estimateur. Pour cela, on

évalue, d’une part, ’écart entre la moyenne de l’estimateur et la densité a estimer,
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ce critére d’évaluation est appelé biais, et d’autre part, la variance de ’estimateur
(due au caractére aléatoire d’observations) qui caractérisé la dispersion des valeurs
de l'estimateur dans ’ensemble d’observations. On essaye généralement de réduire

au mieux ces deux quantités.

— Le biais de l'estimateur est donné par [Simonoff et Smoothing (2012)], pour tout

x € [ag_1, ay] par :

Biais(fn(x) = E(fu(z)) — f(2)
= @)~ 2x — a) + O(R?),

ou O est un terme résiduel et f' est la dérivée de f. f doit étre une fonction de

L?([a,b]) absolument continue et carrée intégrable.

— La variance de l'estimateur est donnée par [Simonoff et Smoothing (2012)], pour
tout x € [ax_1, ag] par :

Var(fu(@)) = E(a(@)?) - B(fu(@)? = L2 1 0 (1) .

nh n

Discussion du comportement du biais et de la variance

— Le biais décroit si i diminue mais la variance augmente.

— Pour que la variance tende vers 0, il faut que nh — oo.

— La variance diminue si 2 augmente mais le biais augmente.

Afin d’apprécier la qualité de 'estimateur, il est usuel d’évaluer la distance entre
I’estimateur et la densité a estimer. La distance la plus couramment utilisée est

Ierreur quadratique moyenne M SFE.

— Le MSE de l'estimateur f, est donné [Simonoff et Smoothing (2012)], pour tout
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x €|ag_1, ay| par :

MSE(fy(z)) = Var(fu(z)) + Biais(fy(z))?

_ £h> f’gp h Q(x—ak)]2+0<%) + o).

— Le MISE de l'estimateur fj est donné [Simonoff et Smoothing (2012)], pour tout

x €lay-1, ] par :

MISE(fy(z)) = % + W + O (%) + O(R?). (2.4)

Remarque 2.2.1 Dans on voit que : un petit h donne un histogramme peu
braisé, tandis qu’un grand h et un grand n déterminent un histogramme moins va-

riable.

Choix du paramétre h

Définition 2.2.1 (Régle de Scott) La valeur qui minimise l’erreur quadratique

moyenne intégrée, MISE est :

1
31

6 . -
o= 7] 7=

Définition 2.2.2 (Régle de Sturges) Prendre le nombre k de classes égal & 1 +

W=

logan. En pratique, cela revient & prendre h = =4 1} sont les valeurs d’observa-

tions d’un échantillon ordonné par ordre croissant. La régle de Sturges a tendance a

produire des histogrammes trop lisses.
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2.2.3 Estimateurs a noyaux

En raison de leur simplicité, les praticiens ont utilisé les noyaux classiques (sy-
métriques), cette méthode, elle & été proposé initialement par [Parzen (1979)] et
JRosenblatt (1956).] pour 'estimation de la fonction densité de probabilité f a sup-
port non borné. Citons le noyau gaussien, uniforme, biweight .ainsi que le noyau

optimal d’|Epanechnikov (1969 )]

La fonction de répartition empirique

On considére un ensemble de n réalisations {zi,zs,...,x,} de variables aléatoires
réelles iid {1, %o, ..., T, }, ayant la fonction de répartition F telle que Vx € R, F(z) =
P(X; <z),i=1,2,..n. L’estimateur naturel de F" est la fonction en escalier définie

pour une valeur donnée dun réel x par :

0 si X(l) >,
R 1 & .
=1
0 si X(n) <z,

ol I x,<s) est la fonction indicatrice définie par :

1 si X, <z
[ix,<e) =
0 sinon.

Exemple 2.2.2 [lustration :soit les 10 réalisations aléatoire. Pour construire Fa

application R,
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1.0
|
°

0.8

0.6

Probabilite cumulee
0.4

0.2

0.0

Fic. 2.3: Fonction de répartition empirique n = 10

Voici code R utilusé

# Créer un vecteur de données

data <- rnorm(10)

# Estimation de la fonction de répartition empirique
ecdf_data <- ecdf(data)

# Tracer la fonction de répartition empirique

plot( ecdf_data,main=" ",

xlab="Données",

ylab="Probabilité cumulée",

col="blue")

Propriétés de a

Pour une valeur x donnée, I x,<,) et pour tout ¢, il y’a une variable de Bernoulli telle
que :

P(lix,<) = 1) = P(Xi < x) = F(x).
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Et donc, E(I(x,<z)) = F(x) :cette Bernoulli est un estimateur sans biais de F'(x).

En conséquence F est également un estimateur sans biais de F' :
- 1
Biais Estimateur de F' est un estimateur sans biais :
Biais(ﬁn(x)) =E(F(x)) — F(x) = 0.

Variance Remarquons que n fn(x) est une somme d’une suite de variables aléa-

toires iid U; avec U; = I(x,<z),¢ = 1,2,...,n. Les variables aléatoires U; suivent une

loi de Bernoulli de parametre p = F(x), (U; ~ B(p), i =1,2,...,n).

AinsinF(x) = ZH(Xin) = ZUi suit une loi Binomiale de parametre n et p = F/(z).
i=1

i=1
Ce qui donne :

Var(nk,(z)) = Var (ZU) = n(F(z)(1 — F(z)).

Ainsi

Var(Ey(x)) = ~F(z) [1 — F(z)].

n

La derniére égalité utilisant ’hypotheése d’indépendance des n aléatoires de Bernoulli.

On peut remarquer qu’asymptotiquement,

Var(E,(z)) — 0.

n—oo

C’est a dire que F,, est un estimateur convergent de F' [Parzen (1962), page 5].

On dispose d’observations X;,7 = 1,2, ...,n iid, de loi inconnue P; de densité f telle

que : f € F, ou F espace fonctionnel & estimation non-paramétrique de f.

27



Chapitre 2. fonction des répartition et distribution.

Construction d’un estimateur : ’estimateur a noyau [Rosenblatt (1956)..

D’apreés Glivenko-Cantelli, on a (uniformément en x) :

Fu(z) = %ZH(X@) . F#)=P(X <)

Un inconvénient de l'estimateur par histogramme précédent est que la fonction de
densité résultante f, est irréguliére : c’est une fonction constante par morceaux et
présente donc des sauts a la fin de chaque classe. En général, la densité a esti-
mer est plus lisse, au moins continue. L’estimation par noyau vise a remédier a cet

écueil[Lejeune (2004)].

Principe : Si f est continue en x (basée sur la dérivée de la fonction de répartition)

et en utilisant I’équation [2.5| ce qui permet d’écrire pour tout x :

oy . Flad+h)-F(@) | Flx+h)—F(z—h)
ey =Fo ==~ 2h -

L’idée est donc d’utiliser ’approximation suivante, pour h petit,

. Flx+h)—F(z—h)
f(w) ~ lim 2h '

Pour estimer la densité f on peut donc passer par un estimateur E,delaF. Voyons

ce qui se passe si on choisit comme estimateur la fonction de répartition empirique

F,. (On rappelle que F,(z) = 23 I(x,<;)). On choisit un 7 > 0 petit pour que

T on
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I’approximation ci-dessus soit valable, et on pose :

PYRACE. h)2—hF(x —h)

1 1 n n
=3 [5 <Z Iix,<atn) — ZLX@—h))]
=1

=1

= n — oh (x—h<X;<z+h)

n

ou

Ky est appelé le noyau de Rosenblatt. Cet estimateur a le méme inconvénient de

régularité que l'estimateur par histogramme.
On a donc l'idée d’utiliser des noyaux plus réguliers.

Ce cas particulier nous améne a la généralisation suivante, qui revient a [Parzen (1962)]

et qui consiste a prendre comme estimateur de la densité :

falz) = % gK (Xh_ x) . (2.7)

Ou K:R—R est une fonction intégrable, et telle que fj;o K(u)du = 1. Cest l'es-
timateur & noyau de la densité ou estimateur de Parzen-Rosenblatt. La fonction K
est dite noyau (Kernel en anglais) et h est appelée parameétre de lissage ou fenétre

(bandwidth en anglais).

Pour n € N*; On supposera que la fenétre h dépend de n et on la notera h,, ; la suite

(hn)n>1 tendant vers 0 lorsque n — oo.
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Définition 2.2.3 Soit K: R — R intégrable et tel que :

/RK(u) _1

Alors K est appelé noyau (kernel).

— Un noyau est positif ou nul; c’est a-dire K(x) > 0 pour tout x ; en d’autres termes

K est une fonction de densité de probabilité.

— On définit les moments d’un noyau K par p;(K) = fj;o K(z)dz, j =1,2,..,n.

— Une fonction noyau est symétrique :

tous les moments impairs sont nuls :

/+OO
— 0o

K(u) = K(—u) pour tout = : Dans ce cas,

2™K(z)dr =0 si m impaire.

Les noyaux usuels sont répertoriés dans le tableau suivant :

Noyaux support | equations

Uniform [-1,1] | Ko(z) =3
Epanechnikov | [-1,1] | K;(z) = 2(1 — 2?)
Biweight [—1,1] | Ka(z) = 12(1 — 2?)?
Triweight [—1,1] | Ks(z) = 32(1 — 2?)?
Gaussien R Kyg(x) = \/%7 exp(—%)
Cosinus [—-1,1] | K(t) = 7 cos(5x)

TAB. 2.2: Noyaux usuelles

Nous représentons 4 noyaux par le programme R comme suite :
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Triangulaire Biweight

K(x)
00 04 08

Kx)
00 04 08

Kx)
I 02 04
| | | | |
Kx)
0.4
| | | |

0.0
0.0

FiG. 2.4: Courbes des noyaux usuels

Voici Code R utilisée :
Ki=function(t){(1-abs(t))*ifelse(abs(t)<=1,1,0)}
K2=function(t){(15/16)*((1-t~2) "2)*ifelse(abs(t)<=1,1,0)}
K3=function(t){dnorm(t)}
K4=function(t){ifelse(abs(t)<=1,(3/4)*(1-t"2),0)}

op=par (mfrow=c(2,2))
curve(K1(x),-1,1,ylab="K(x)",main="Triangulaire",col="green")
curve (K2(x),-1,1,ylab="K(x)",main="Biweight",col="red")

curve (K3(x) ,-4,4,ylab="K(x)" ,main="Gaussien",col="black")
curve (K4(x),-1,1,ylab="K(x)" ,main="Epanechikov",col="blue")

par (op)
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Définition 2.2.4 FEtant donné K un noyau et h > 0, on pose :

. 1 /X, —z
i=1

Proposition 2.2.1 St K est un noyau positif et fR K(t)dt = 1, alors, fn est une
densité de probabilité. De plus, fn a les mémes propriétés de continuité et de diffé-

rentiabilité que K. De plus, fn est continue si K est continue.

Preuve. ona fn >0 et

. 1 — r— X 1 -
dr = | — K L der = — hIK(t)dt
an(x) ! R”hi 1 < h ) ! nh/RZZ: )

:%i/K(t)dt:l21

=1

S

=1,

CE*XZ' )

avec le changement variable (t = *

Donc fn est bien une densité de probabilité. m

2.2.4 Propriétés asymptotiques de ’estimateur

Nous étudions deux modes de convergence dans cette section, la convergence qua-
dratique sur la moyenne et presque complétement convergente. On suppose que K

est un noyau vérifiant les conditions suivantes :

1. K est borneé, c-a-d sup |K(z)| < oo.
zeR

2. lim |z|K(z) — 0 qaund |z| — +o0.

3. Ke Li(R) c-a-d [ |#|K(z)dz < oo.

4. [o |K(z)|dz = 1.

5. Jp x[K(x)|dz = 0.
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6. [, 2*|K(x)|dr < oo.

7. K est bornée et intégrable et & support compact.

Etude de biais

Soit x fixé dans R : Le biais de I’estimateur & noyau est :

A~ A

Biais(fu(2)) = B(fu(2)) — f(2)-

En calcule E(f,(z)) on obtient :

car les X; sont iid

on poson

BUu(@) = 7 [ KOS {th-+ s

_ / K(t)f, (th + z)dt.

En utilisant le développement de Taylor de f au voisinage de x; on obtient :

fy(th+x) = f(x) + htf'(z) + (hS)Qf"(x) + O(h?).
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Alors

/K [ )+ htf(z) + @f”@ﬁ@(h%] dt
:/RKt dt+/K Yhtf!(x dt+/K (z)dt + O(h?)
— )+ 5 " () /R PK(t)dt + O(h?)
= F(@) + 1 @)pal) + O(R),

ol ua(K) = [, t°K(t)dt.

Donc

Biais(fu(x)) = B(fa(z)) = f(x)

() +002), (28)

Etude de variance

Soit x fixée dans R. La variance de I’estimateur & noyau est :

Var(fu(z)) = Var ( hZK ( ))
= WZW (K( W x))
= v (= (520)).

puisque les X; sont iid.

Varlfu(e) = 1 E (K (5 )) (= (%5 )))]
i 3055 s ([ (5 o) |
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Y—=z
h

En utilisant la substitution = t, on obtient :

. 1 1 2
Var(fu(z)) = — / K2(t) f, (th + o)dt — — ( / K(1)f, (th + x)) dt.
nh Jg n \Jr
On effectuant un développement de Taylor de I'ordre 0, il vient :
1
fy(th+x) = f(2)+0(1) et le terme — (/ K(t) f, (th + x)) ?dt — 0, quand n — oo,
nA\JRr

alors

Var(fu(e)) = / K3(t) f (x)dt + O(1)

- nl_hf<a:> /RK%)dt vo (n_1h>

_ % +0 (%) : (2.9)

ou R(K) = [, K*(t)dt.

2.2.5 FErreur quadratique moyenne

Une des mesures courantes et pratiques de la précision de I'estimation est 'erreur

quadratique moyenne (en anglais "Mean Squared Error") donnée par :

MSE(fu(x)) = Biais®  fu(x)) + Var(fu(x))

= PP PR + )R+ OL) 0. (2.10)
Asymptotiquement, on a :
AMSE(fu(@)) = " (/") 1K) + - [(@)R(K) (211)
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2.2.6 Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE)

L’erreur quadratique moyenne intégrée (en anglais "Mean Integrated Squard Er-

ror").on intégrons ’équation ([2.10))

MISE( fn /MSE fn x))
h4
= “RE)R(() + R+ O +O(Y). (2.12)
Telle que R(f") = [o(f"(x))*dz.
Asymptotiquement, on a :
AMISE(f,(x)) = "i(K)R(") + - R(K) (213)

2.2.7 Choix du parameétre de lissage
Choix théorique optimal du parameétre de lissage

Il y a essentiellement deux approches pour trouver un choix optimal, la premiére
approche consiste a trouver le parameétre de lissage (local) qui minimise PAMSE ;
c-a-d qu’on cherche la solution en prenant la dérivée de 'AMSE par rapport a h et

en la fixant égale & zéro :

. 0AMSE
hopt = arg m}%n(fn(x)) T on 0,
ce qui est équivalent a :
f(x)R(K) )%
B = | 2222 ) =3, 2.14
= (amirer 249

La seconde approche consiste & trouver le parametre de lissage (global) qui est la

36



Chapitre 2. fonction des répartition et distribution.

valeur de h qui minimise AMISE :

OAMISE _

h
Ooh ’

;= argmgnAMISE = (2.15)

*
op

supposons d’abord que le noyau K est fixé en dérivant (2.13]) par rapport a h; on

obtient :

(S

. _(_RE) NP
o= (mom) (210

Remarque 2.2.2 Les choix hop et by, ont des choix théoriques, qui ne sont pas

utilisables en pratique car ils dépendent des quantités [ et f".

Estimation de la densité a I'aide d'une méthode de lissa

— Estimation de la densité
—— Distr ibutionor iginale

!

0.15

0.10

Density

0.05

0.00

N =200 Bandwidth = 0.7803

Fi1G. 2.5: La densité théorique et la densité estimée pour n = 200,Bandwith =
0.7803.

Voici code R utilusé

# Générer un échantillon de données a partir d’une distribution bimodale
set.seed(123)

data <- c(rnorm(100, mean = -2), rnorm(100, mean = 2))

# Estimation de la densité & 1’aide d’une méthode de lissage local

density <-density(data, bw = "nrd")
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# Tracer 1’estimation de la densité et la distribution originale
plot(density, main = "Estimation de la densité & 1l’aide d’une méthode
de lissage local")

curve(dnorm(x, mean = -2, sd = 1) + dnorm(x, mean = 2, sd = 1),

add = TRUE, col = "red")

legend ("topright", c("Estimation de la densité",

"Distribution originale"), col = c("black", "red"), lty = c(1, 1)).

Exemple 2.2.3 On suppose que l'on a observé un échantillon de taille n = 100 ;

issu d’une v.a gaussienne et f,(x) Uestimateur a noyau de la densité donné par :

o) = 5 (2.

Nous prenons différentes valeurs de h : h = 0.05,0.2,0.4 et 0.8. Pour le noyau K,
nous considérons :

ensity.default(x = x, bw= 0.05) Jensity.default(x = x, bw= 0.2)
}J\/\} \/ Vl\/\
T T T T
1 0 1 2

N =100 Bandwidth =0.05 N =100 Bandwidth =0.2

0.4
0.4

Density
0.2
Density
0.2
L 1 1 1 1 1

OSSR N B

< <
o S

T T T T T T
2 1 0 1 2 3

jensitydefault(x = x, bw= 0.4) Jensity.default(x = x, bw= 0.8)

=
(=)

Density
0.2
L 1 1 11 1

=
=)

FTTTTT\
3 101 2 3 4 2 0 2 4

N =100 Bandwidth =0.4 N =100 Bandwidth=0.8

Fi1a. 2.6: La densité théorique N(0,1) et la densité estimée avec noyau Gaussien
pour n =100, h = 0.05,h =0.2,h =04 et h = 0.8.
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Chapitre 2. fonction des répartition et distribution.

Voici code R utilusé

x=rnorm(100,0,1)

par (mfrow=c(2,2))
plot(density(x,bw=0.05),ylim=c(0,0.5))
curve (dnorm(x,0,1) ,add=T, col=3)
plot(density(x,bw=0.2),ylim=c(0,0.5))
curve (dnorm(x,0,1) ,add=T, col=6)
plot(density(x,bw=0.4),ylim=c(0,0.5))
curve (dnorm(x,0,1) ,add=T,col=4)
plot(density(x,bw=0.8),ylim=c(0,0.5))

curve (dnorm(x,0,1) ,add=T,col=2).

Remarque 2.2.3 Ces résultats et qui donnent le hop €t hy, sont basés

sur un choix optimal théorique qui n’est pas utilisable en pratique, car il dépend de

la quantité inconnue f”. Plusieurs méthodes ont été développées pour résoudre se

probléme, nous citons :

1. Validation croisée des moindres carrés voir [[Silverman (1986)] (p. 48-52)].

2. Validation croisée biaisée voir [[Wand et Jones (1995)] (p. 65-66)].

3. Validation croisée des probabilités voir [[Silverman (1986)] (p. 52-55)].

4. Validation croisée lissée voir [[Wand et Jones (1995)], (p.75-79)].

5. La méthode Plug-in voir [[Wand et Jones (1995)] (p. 71-75)].

6. Référence a une distribution standard voir [|Silverman (1986)] (p. 45-48)].
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Chapitre 2. fonction des répartition et distribution.

2.2.8 Meéthode de la validation croisée

Validation croisée par les moindres carrés

La méthode de validation croisée vise a trouver une fonction de score C'V(h) plus
facile a calculer que la MISFE(h). Dans cette approche, le parametre de lissage h
est choisi de maniére non déterministe, en fonction des observations. L’idée fonda-
mentale des méthodes de validation combinées est de trouver une fonction de score
CV(h) qui soit plus simple a calculer que UM ISE(h). Ainsi, le choix du parameétre
de lissage h dépend des observations plutét que d’étre prédéterminé. Pour obtenir
davantage d’informations sur ce sujet, plusieurs auteurs, tels que [Bowman en 1984],

[Rudemo en 1982] et [Stone](1984), peuvent étre consultés.

La méthode de validation croisée utilisant les moindres carrés est la plus couramment
employée. Son objectif est de minimiser un estimateur raisonnablement défini de

I'ISE(h) raisonnable défini par :
/R (Fule) — f(x)2da = / folw)dz — 2 / fol@) f(@)dz + / f(x)%da

Compte tenu du fait que la quantité fR f(z)*dz ne dépend pas de h, on choisit le

paramétre de lissage de fagon a ce qu’il minimise un estimateur de C'V'(h) défini par :

cvin) = [ fuafide - 23,0,

ol Z Fri(X) = mZK(%) est 'estimateur calculé a partir de ’échantillon
i=1 i#j
privé de I'observation X;. Et la valeur optimale de h notée h¢oy est donnée par :

hey = argmin CV (h).
h>0
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Validation croisée non biaisée (UCV)

La méthode de validation croisée non biaisée a eté proposée par [Rudemo en 1982]et

|Bowman en 1984)].

Le critére consiste a choisir le parameétre de lissage qui minimise un estimateur conve-

nable de :

UCV (h) = B(MISE[f,(.) / Pz

:E</R [fn(x)—f(x) dm) —/Rf?(g;)dx
_E ( /R an(x)dx) + /R F(2)dz — 2B ( /R fu() f(a:)da:) _ é £2(2)dz
—E ( /R fnz(x)dx) — 2K ( /R fo() f(a:)da:) .

Remarquons que le terme [, f?(z)dxz ne dépend pas de h et donc minimiser MISE([f,(.)]

par rapport a h est équivalent a minimiser

UCV (h (/F dx)—2E(/fn )

Tout d’abord, nous voulons trouver une estimation pour [, fo(@) f(z)dz.

[ f@s@e = (f.@).

L’estimateur empirique de [, fo(x)f(x)dz est donnée par :

Remarquons que :

|—

i=1
Le critére a optimiser est alors :

UCV(h / f2(@)de — —Z Fus(a). (2.17)

i=1
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Chapitre 2. fonction des répartition et distribution.

Preuve. Mentrons maintenant que UC'V (h) est un estimateur sans biais de

MISE — [, f*(z)dz. On a :

wasagion - o -5( [ o) -2 i)

11 suffit de montrer que fR fn )dx et —Z fni(z;) sont des estimateur sans biais de
i=1

< Je f2(z dx) et B ( Je fo(@) f(z )dx) respectivement. Or E ( Je fn2(x)dx) admet

n
I’estimateur sans biais trivial .Il reste donc a montrer que I’estimateur % >0 fni(zs)
est un estimateur sans biais de E (fR fn(:c)f(:c)dx) .

En effet,
1< 1
i=1 i=1

et

8)

E (%zn;fn@)) =E ( (n—1) hz Z (

n=1i=1,j#1

:(n—l l;ﬂ ( ( ))

- (= (557)
(5

[/ - (* )f<y>dy> f(x)da

-/ (%ZE (K (‘” ‘fﬂ'))) f(x)dz

_ é E (fu(n)f (x)de)

:E< /R fn(x)f(x)dm).

Finalement, un estimateur sans biais de MISE — [, f*(z)dx est donnée donc par
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UCV(h). m

La formule est donnée par :
. 2
UCV(h) = / F2 e = 23" fur) (2.18)
R i=1

Cette quantité est appelée la quantité de "validation croisée".

En utilisant I'equation le critére UC'V (h) devient :

UCV (h) = % + i i /Rn21h2K (x _hX) K (x _hXj> da

i=1i=1,j#1
2 X, — Xj
— K .
n(n —1)h ( h )

Le paramétre de lissage du type "validation croisée" est la valeur de h qui minimise

cette quantité de validation croisée, c’est-a-dire :
hicv = arg mhin (UCV(h)). (2.19)

La popularité de cette méthode est due & la motivation intuitive et au fait que
cet estimateur est asymptotiquement optimal sous de faible condition. L’optimalité

asymptotique de la Validation Croisée non biaisée obtenue par [Stone].

Validation croisée biaisée (BCV)

[Scot et Terrell 1987] ont introduit le critére de validation croisée biaisée en 1987 pour
résoudre le probléme de la validation croisée impartiale, qui consiste a introduire un
biais dans UCV pour réduire sa variance. L’erreur intégrale quadratique moyenne

asymptotique AMISE s’écrit sous la forme suivante :

4
. K
AMISE = %aﬁ‘g(K)R( ")+ R(K)
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Le parameétre de lissage basé sur la méthode de validation croisée biaisée est la
valeur de h qui minimise l'estimateur AMISE. AMISE peut étre estimé si R(f”)
est estimé. L'estimateur naturel pour ce terme est donné par R(f”) ou f, estimateur

de la densité qui utilise la méthode du noyau.

Finalement, Scott et Terrell ont proposé la forme de I'estimateur d’AM IS E & mini-

miser (critére de BCV (h)), qui se résume comme suit :
Proposition 2.2.2 (Scott et Trell )

Soit (X7, Xs, ..., X;,) un n-échantillon iid issu d’une variable aléatoire X de fonction

de densité f. Pour un noyau K, on obtient :

Bevny = T8 pataX) ZZK (X, — X;) .

nh 4n?
i=1 j=1,j#i

Le parametre de lissage hpoy qui minimise BCV (h) :
hpcoy = arg mhin BCV (h).

Les résultats de simulation pour ’approche de validation croisée biaisée ont été ob-
tenus dans les travaux de [Park et Marron|. Les auteurs ont constaté que la méthode
Biased Cross-Validation (BCV) présente les mémes faiblesses que la méthode Unbia-
sed Cross-Validation (UCV). Cette méthode fournit plusieurs minima locaux pour la
fonction fonctionnelle objective & minimiser. Cependant, selon plusieurs simulations.

Les auteurs recommandent de choisir une valeur inférieure parmi les minima locaux.
On va faire la simulation validation croisée non biaisée :

— Ce programme définie la quantité donc on obtient la courbe suivante :
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Code R utilusé :
set.seed (1)
n=100
X=rnorm(n)
J=function(h){
fhat=Vectorize(function(x) density(X,from=x,to=x,n=1,bw=h)8$y)

fhati=Vectorize(function(i) density(X[-i],from=X[i],to=X[i],n=1,bw=h)3$y)

F=fhati(1l :length(X))

return(integrate(function(x) fhat(x)~2,-Inf,Inf)$value-2*mean(F)) }
vx=seq(.1,1,by=.01)

vy=Vectorize(J) (vx)

df=data.frame(vx,vy)

library(ggplot2)

gplot (vx,vy,geom="1ine" ,data=df) .

-0.285 -
-0.290 -
-0.295 -
-0.300 -

-0.305 -

F1a. 2.7: La réprésentation graphique de UCV sur[0.1,1]
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Chapitre 2. fonction des répartition et distribution.

— on cherche & minimiser cette fonction par suite :
Code R utilusé :
m=optimize(J,interval=c(.1,1))

hopt=m$minimum
ki=function(x) ifelse(abs(x)<1,(3/4)*(1-x"2),0)
x1=seq(min(X) ,max(X) ,length=n)

fn=rep(0,n)

for(i in 1 :n){fn[i]l=(1/(n*hopt))*sum(kl((X[1 :n]-x1[i])/hopt))}

plot(density(X),col=2,1wd=2,x1lab "f(x)")

nx", ylab

plot (X,dnorm(X),col=2,1wd=2,xlab "f(x)")

"x",ylab
lines(x1,fn,col=5,1lwd=3)

legend("right", c("la densité de X f(x)", "l’estimateur de la density de
X fn(x)"), col = c(2,5), text.col = "greend4", pch = c(1, 1), 1ty = c(1,1),

merge = TRUE, trace=TRUE)

0.4

density.default(x = X)
\

A

\
—— ladensité de X f(x)
— ] I'estimateur de\{a density de X fn(X)

0.3

f(x)

0.2

0.0

F1G. 2.8: 'estimateur de la densite e par validation croisée non biaisée
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2.2.9 Noyaux asymptotiquement optimales

Le noyau d’Epanechnikov est souvent appelé le "noyau optimal"(K,, ). Pour

comparer les noyaux (K), on utilise le principe d’effcacité relative :

[ AMISE[K,]
e/l ]_< AMISE[K] )

(R(Kp)) R (K o) \ *
‘( (1K) R (K) ) =t

Les efficacités relatives des différents noyaux sont présentées dans le tableau suivants:

Noyau K (u) ef f(K)

Noyau Epanechnikov 1

Noyau Quartique (biweight) | 0.9939

Noyau Gaussien 0.9512

Noyau triangulaire 0.9859

Noyau Uniforme (Rosenblatt) | 0.9295

Noyau Noyau unité 0.9424

Noyau Noyau de Picard 0.8051

TAB. 2.3: Efficacite des noyaux
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Conclusion

En conclusion, la simulation des estimateurs de distribution non paramétrique
offre une approche flexible et informative pour étudier les performances des
méthodes d’estimation dans des situations ot les distributions sont complexes, in-
connues ou sujettes a des variations. Cela permet de guider le choix et I'utilisation
des estimateurs dans une variété de domaines, tels que la finance, I’épidémiologie, la

biostatistique et bien d’autres.
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Abstract

This thesis provides an in-depth study of non-parametric distribution
estimators, analyzing their performance, advantages, and disadvantages. These
findings are important for researchers and practitioners who wish to choose
the most appropriate estimation method based on the characteristics of their
data and research objectives.

Résume

Ce mémoire fournit une étude approfondie des estimateurs de distribution non
paramétrique, en analysant leurs performances, leurs avantages et leurs
inconvénients. Ces résultats sont importants pour les chercheurs et les
praticiens qui souhaitent choisir la méthode d'estimation la plus appropriée en
fonction des caractéristiques de leurs données et de leurs objectifs de
recherche.
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