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Introduction

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, muni d'une filtration (F;):cjo,7] vérifiant les condi-
tions habituelles, 7" > 0 un temps fini fixé¢ et W; = (W})co,r) un mouvement Brownien

d-dimensionnel. On considéré les équations différentielles stochastiques rétrogrades :

—dy; = f(t,ye, z)dt — 2 dW;, 0<t < T,

yT:ga
ou :

e yr = ¢ : La condition terminale, Fr-mesurable et de carré intégrable. Et (y(.), z(.)) la solution

du équation différentielle stochastique rétrograde ot (y, z) € R™ x R™*¢4,

e f:Le générateur qui est une fonction progressivement mesurable donnée tel que f est localement

Lipschitz par rapport aux variables d’état y et z.

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades, notées EDSRs, ont été introduites pour
la premieére fois en 1973 par J. M. Bismut dans le cas linéaire. Le premier résultat dans le cas
général a été publié en 1990 par S. Peng et E. Pardoux ([7]). En 1996, S. Hamadene ([3]) est
étudié des EDSR dont le générateur est seulement localement Lipschitzien. L’objectif est d’établir
des conditions nécessaires d’optimalité pour des systémes gouvernés par des équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades. Ce probleme du controle consiste & minimiser sur ’ensemble des

controles admissibles, le cotit suivant :



Introduction

o, h est de fonction donnée, u : [0,7] x 2 — U et u est un processus (F;).cjo,r1-adapté, toute
¢élément u de U est appelé controle admissible. Un controle admissible 4 (.) € U est dit controle
optimal, s’il vérifie I’égalité suivante :

J(a())= inf J(u()).

u(.)eU

Ce mémoire se compose de trois chapitres :

< Dans le premier chapitre, on présente des généralités sur les processus stochastiques : processus
a accroissements indépendants stationnaires (P.A.L.S), mouvement Brownien, martingale,

formule d’Tto.

< Dans le deuxiéme chapitre, on va expliquer le résultat d’existence et d’unicité de la solution
d’'une EDSR dont les coefficients sont globalement Lipschitziens. Ce résultat a été obtenu
par Pardoux et Peng en 1990 avec le générateur f non linéaire et une donnée terminale de
carré intégrable. En plus, le résultat I'existence et 'unicité de la solution pour 'EDSR telle
que le générateur est localement Lipschitzien en (y, z) et la condition terminale est bornée.
Ce résultat a été obtenu par S. Hamadene en 1996 tel que 'idée de la preuve du résultat

rinci & sur un argumen roximation.
cipal est basé s a ent d’approximatio

< Dans le derniére chapitre, on va étudier le probléme du contréle optimal par le principe du

maximum stochastique pour les EDSRs localement Lipschitziennes (Voir [1]).



Chapitre 1

Calcul stochastique

Dans ce premier chapitre, on donne de définition de processus stochastique et leurs concepts

comme : Martingale et Mouvement Brownien.

1.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est une modéle mathématique pour décrire I’état d’'un phénomeéne

aléatoire évoluant le temps.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 : Un processus stochastique X = (X;)ier est une famille de variables X, indexée
par un ensemble T'. En général T = R ou Ry et on considére que le processus est indexé par le
tempst. Si'T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire. St T = N alors le processus
est une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand T C Z, le processus est dit discret.

Pour T C RY, on parle de champ aléatoire.

Remarque 1.1.1 : Un processus dépend de deux paramétres : X;(w) dépend de t (en général le

temps) et de l’aléatoire w € €.



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.1.2 :

1. Pourt e T fizé, w € Qv+ Xi(w) est une variable aléatoire sur l'espace de probabilité (2, P).

2. Pour w € Q fizé, t € T — Xy(w) est une fonction & valeurs réelles, appelée trajectoire du

processus.

Définition 1.1.3 : Soit (2, P) un espace de probabilité. Une filtration sur cet espace est une famille

croissante (Fi)o<t<oo, indexée par [0, 00], de sous-tribus de F. On a alors, pour tous 0 < s < t,

FsCHCFsCF.

On dira parfois que (2, F, (F;),P) est un espace de probabilité filtré..

Définition 1.1.4 :

1. (Adapté) Un processus (Xi)i>o est dit adapté si pour tout t > 0, X; est Fy-mesurable.

2. (Mesurable) Un processus (Xi)i>o est dit mesurable si lapplication suivante est mesurable :

R, x Q,BR)®F) — R
(t,w) = X (w).

3. (Progressif) Un processus (Xi)i>o est dit progressif (ou progressivement mesurable) si pour

tout t > 0 ["application suivante est mesurable :

¥ ([0,t] x Q, B(Ry) ® F) — R

(s,w) = Xs(w).

Définition 1.1.5 : On dit que le processus est a trajectoires continues si les applications t — Xy (w)

sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.6 : Un processus est dit cadlag (continu & droite, pourvu de limites & gauche) si

ses tragectoires sont continues a droite, pourvues de limites a gauche. Méme définition pour caglad.



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.1.7 : A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle F;7, c’est a

dire la famille croissante de tribus FX = o{X,, s < t}.
Définition 1.1.8 : On dit que deux processus X et'Y sont égaux a une modification prés si Xy =Y,
p.s.Vt.

Définition 1.1.9 : Deux processus sont égauz en loi X Yy s pour tout (tq,ts, ..., t,) et pour tout
n, on a

(thaXt27 "‘Jth) lg; (}/;17}/1'527 "‘7}/tn)'

Définition 1.1.10 :

1. Un processus est dit (strict) stationnaire si pour tout h > 0, (Xy1n)i>o0 £ (X¢)i>0 ne dépend

pas de h >0, c’est a dire pour tout h > 0 et tout t1,...,t, > 0, on a :
L—
(Xt1+h7 "'7ti+h> = (Xt17 "'7ti>'

2. Un processus est dit a accroissements stationnaires si la loi des accroissements Xy, — Xy ne
dépend pas det > 0, 1.e. Xyip — X; £ X},
3. Un processus X est dit a accroissements indépendants si pour tout p > 1 et 0 < t; < ty <

.. < tp, les variables aléatoires Xy, , Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, sont indépendantes.

Définition 1.1.11 : Un processus A = (A, t > 0) est processus croissant si Ag =0 et t — Ay est

une fonction croissante, c’est-a-dira

Aw) < Aw) VE< s,p.s.

Définition 1.1.12 :

1. Un processus V = (V;,t > 0) est dit a variation bornée sur [0,t] si

<K

Y

Sl;p Z }V;fiﬂ - V;fz

5



Chapitre 1. Calcul stochastique

le sup étant pris sup les subdivisions 0 < tg < ... <t; <t <t

2. Un processus V = (V;,t > 0) est dit & variation fini sur [0,t] si

sgp; Vi, — Vi| < K,

le sup étant pris sur les subdivision 0 <ty < ... <t; <t;11 <t

1.1.2 Martingales

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable.

Définition 1.1.13 : Un processus (X,g)t20 adapté par rapport une filtration (}-t)tzo et tel que
pour tout t > 0, X, € L' est appelé :

1. Une martingale si pour s <t :E[X, | F] = X;;

2. Une sur-martingale si pour s <t :B[X, | F] < X;

3. Une sous-martingale si pour s < t:E[X, | F5| > X,.

Proposition 1.1.1 : (Décomposition de Doob) Soit (X); un processus aléatoire intégrable. Alors

il existe une martingale (M;); et un processus F-prévisible (V;), tels que : My = Vo =0, et
Xy =Xo+ M, +V;, pourtout t=>0.

De plus, cette décomposition est unique.

Définition 1.1.14 : Un processus M adapté, nul en 0 est une martingale locale s’il existe une
suite croissante (T,) de temps d’arréts telle que lirf T, = +o0 et que pour tout n, le processus

arrété M = (Mg, ;) est une martingale.

Définition 1.1.15 : Un processus adapté et continu X est une semi-martingale continue s’il existe
une martingale locale M et un processus adapté A, continu, & variations finies et nul en 0, tels que

X =Xo+ M + A. Une telle décomposition est unique.

6



Chapitre 1. Calcul stochastique

Remarque 1.1.2 : Lunicité de la composition d’une semi-martingale résulte du fait que toute

martingale locale, continue, & variation finie est constante. Si :

X =Xo+ MY+ AW = Xy + M® 4 4@

ona: MY —-M2D =AM _A® donc M® — M® est une martingale locale, continue, & variation

finie et nulle en 0 donc nulle.

Proposition 1.1.2 : Soit (X;);>0 une martingale (respectivement une sous-martingale) et soit
f R — Ry une fonction convexe (resp. Une fonction convexe croissante). Supposons aussi que

E[f(X¢)] < oo pour tout t > 0. Alors, (f(Xt)),o est une sous-martingale.

Preuve. D’aprés l'inégalité de Jensen. On a pour s < t

la, derniére inégalité utilisant le caractére croissant de f lorsque (X;) est une sous-martingale. m

1.1.3 Mouvement Brownien (MB)

Le mouvement Brownien est le nom donné aux trajectoires irréguliéres du pollen en suspension
dans l’eau, observé par le botaniste Robert Brown en 1828. Le mouvement Brownien est en

général noté (W, t > 0) en référence & Wiener ou (B;,t > 0) en référence & Brown.
On se donne un espace (§2, F,P) et un processus (B, t > 0) sur cet espace.

Définition 1.1.16 : Rappelons qu’un processus B = (By)ier+a temps continu, a valeur dans R

est un mouvement Brownien de dimension 1 relatif & une filtration (F;), si :

1. (By) est adapté o (F;).
2. Yw, Uapplication t — B(w) est continue sur R, Vt, h, By, — B; est indépendant de F; ;

3. Vt,h, Byin, — By est de loi normale de moyenne nulle et de variance h : N'(0,h).

7



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.1.17 : St By = 0, on dit que le mouvement Brownien standard.

Proposition 1.1.3 : Si B = (B;) est un MB alors B est un processus gaussien centré de fonction
de covariance I'(s,t) = s A t.

n
Preuve. On montre par récurrence que X,, = E a, By, est de loi normale :
k=1

Xn = Z a’kBtk + ((In + a'n—1>Btn—1 + an(Btn - Btn—l)

k=1,n—2

= n—1 +an(Btn _Btnfl)'

Les variances X,,_1 et a,(By, — By, ,) sont indépendants et de lois normales la variance X, est

donc de loi normale. Par ailleurs :

E[By(B; — B,)] =0 => E[B,B,| = E[B% = s pour s <.

Définition 1.1.18 : Soit X un processus stochastique, on dit que X est un mouvement Brownien

standard si :

Xo=0 P-ps, E[X]=0 et E[X}=t.
Dans ce cas la loi de X; est une lot normale.

Proposition 1.1.4 : Si (B;,t > 0) est un mouvement Brownien, alors : le processus B défini par

~

B, = —B; est un mouvement Brownien.

Proposition 1.1.5 : Si (B, t > 0) est un mouvement Brownien, alors :

i) Le processus B défini par B; = 1 B2, est un mouvement Brownien.

ii) Le processus B défini par B; = tB%,Vt > 0,By =0 est un mouvement Brownien.

Proposition 1.1.6 : Soit (B;),5, est un mouvement Brownien standard alors By est une martin-

gale.



Chapitre 1. Calcul stochastique

Proposition 1.1.7 : Soit (B;),-, un mouvement Brownien, alors : B} —t est une martingale.
Preuve.

a) B? —t est Fi-mesurable car c’est une fonction continue de B; qui est Fy-mesurable.

b) E[| B} —t||<E|| B || +t=t+t=2t < c0.

c) Vs € [0,1] :
E((Bf —t) | 7] =BE[(B,~ B+ By’ —t| F]
=E [((B; — By)* + 2B, (B; — By) + B2 — t) | ]
=E[(B,— B,)’ | 7] + 2BE((B, — B,) | F.| + B2 — t.
On a :

E[(Bi—B,)’ | F.) =E[(Bi— B,)’] =t —s,
et

E[(B: — Bs) | Fs) = E[B; — Bs] = 0.
On trowve : B[(B? —t) | F,] =t—s+B>—t = B2—s, alors : {B? —t : t > 0} est une martingale.
|
Proposition 1.1.8 : Soit B un mouvement Brownien alors presque sdrement on a :

i) t — By (w) nlest pas différentiable en aucun point t.

ii) ¢t — By (w) nlest pas a variation finie en aucun point t.

1.2 Calcul d’Ito

1.2.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie fagon similaire a I'intégrale de Riemann comme limite d’une
somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement Brownien), B : [0, 7] X

? — R ainsi que X : [0,7] x £ — R un processus stochastique adapté a la filtration naturelle

9



Chapitre 1. Calcul stochastique

t
associée a By, alors 'intégrale d’'Ito / ¢sdB; est définie par la limite en moyenne quadratique de
0

n—1
Z¢i<3ti+1 - Btz)
=0

Soit (€2, F,P) un espace probabilité et B; un mouvement Brownien sur cet espace, et la

filtration naturelle du mouvement Brownien F; = o (Bs, s < t). L’objectif ¢’est définir 'intégrale

t
/ 6.dB.,
0

pour des processus ¢ :

« Cas étagé

On dit qu’'un processus ¢ est étagé (ou élémentaire) s'il existe une suite de réels ¢;, 0 < tg <
t; < ... <1, et une suite de variable aléatoire ¢; telle que ¢; soit F;,-mesurable de carré intégrable

¢r = ¢; pour tout t € |t;, ;1] . Soit

n—1
qbs (w> = Z¢l <w> 1]ti7ti+1] (S) :
i=0
On définit :
t n—1
[ 0B =Y i (B - B).
0 i=0
On a et :
t t t
E {/ ¢sdBS} =0 et Var [/ ¢5st} =FE {/ ¢§d$} )
0 0 0
Alors :

t n—1
/ ¢sdBs = Z¢z (Btiﬂ/\t - Bti/\t) .
0 i=0

10



Chapitre 1. Calcul stochastique

<« Cas général

Soit I’ensemble £2? (2 x R, ) des processus ¢ est Fi-adaptés caglad (continus & gauche limite

a droite). Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢7) une suite de processus étages, telle que :

E[/ﬂth—qﬁ)dﬂ 0,

quand n tend vers oo.

oo
Ainsi, pour tout ¢ > 0 il existe une variable aléatoire I; (¢) = / ¢sdB, de carré intégrable.
0

E [/Ooogf)sst} = 0.

o] n—1
I (¢) = A ¢sst = Z¢1 (Bti+1 — Btz) .
=0

On va montrer que :

I, (¢) est gaussien, car (B;) est un processus gaussien alors :

E [[t (‘b)] =E

n—1
Z¢’L (Bti+1 - Btl)
=0

—_

n—

= > 6B (B, — By]

141

I
o

|
=

Comme E(B,,, — By,) =0 car (B,,, — By,) sont & accroissement indépendantes.

Pour montrer que :

Var (I, (6)] = B [ /0 oogzﬁds} |

11



Chapitre 1. Calcul stochastique

En effet, on a :

Var [I; (¢)] =E I, (¢)2} — (B[I, (¢)])?

([Foan)

5[ (Sa,-50)

=E[,(¢)’] =E

= (¢1)2 K |:(Bti+1 Btz)2]
=0
n—1 00

= (¢ (tiga —t:) = | o¥ds
=0 0

Propriétés d’intégrale stochastique
Il y’a plusieurs propriétés sur 'intégrale stochastique les plus important sont :

e Linéaire :

t t t
/ (agl +b¢?) dB, = a/ PLdB, +b/ P*dB,.
0 0 0

e Additivité : Pour 0 <s<u<t<T

t u t
/@dBU—/ ¢vdBv—|—/¢vdBv.

e Propriétés de martingale : Pour tout processus ¢ les processus :

t— I (¢p) et t— I (qb)2 - /Otgbids

sont des (ftB)—martingales continues, on a :

B[ (0) - 1. (60| 7] B | [ $2du | 7).

12



Chapitre 1. Calcul stochastique

t
o Si (Xt)te[o ,, ©st un processus Fi-adapté et E [/ | X, 2 ds] < 400, on a l'inégalité :
’ 0
t 2] t
E | sup /|XSdBS §4E{/|X5|2ds].
0<i<T [Jo i 0
e Isométrie :
t 2] t
a[([oan) | =5 [ [ o]
0 0

1.2.2 Processus d’Ito

Un processus d’It6 est un processus de la forme :

t t
Xt:XOJr/bsder/asst,
0 0

t
ou b est un processus adapté tel que / |bs| ds existe p.s pour tout ¢, et ¢ un processus .
0

On utilise la notation plus concise suivante

dXt = btdt + O'tdBt,
XQ =7,

le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion. L’écriture dX; = b;dt+ o,dB;
est unique (sous réserve que les processus b et o vérifient les conditions d’intégrabilité). Ceci signifie

que si

dX, = bydt + 0,dB, = dX,; = b,dt + 5,d B,

alors b = b; o = &. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproquement.

On peut définir processus d’Itd pour des coefficients de diffusion tels que :

t
/a?ds < oo Pp.s.
0

13



Chapitre 1. Calcul stochastique

t

Mais on perd la propriété de martingale de l'intégrale stochastique. La partie z + / bsds est la
0

partie a variation finie. Si un processus A a variation finie est une martingale, il est constant. En

t
effet, si Ag =0=0, A? = 2/ AydA, et par suite B(A?) = 0.
0

1.2.3 Lemme d’Itd

Premiére forme : Soit f une fonction de R dans R, de classe C? & dérivées. Alors :
t 1 t
f(Xe) = f(Xo) + / f(Xs)dX, + 5/ f1(X,)o2ds.
0 0

Fonction dépendant du temps : Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C? par

rapport a t, de classe C? par rapport & X, & dérivées, on a :
t t 1 t
FX) = F0.X0) 4 [ fils. Xods+ [ Fils X)dXet 5 [ s, Xk
0 0 0

Ce que 'on note :

UX) = [0 + 12 (0.X) 07 de+ 120 X)X,

1
= f](t, Xy) dt + fL(t, Xp)d X, + 3 ro(t, X)) d(X),.
Formule d’intégration par parties : Soient X; et Y; deux processus d’Ito :
t t t t
X, =Xo+ / psds + / 0.,dB, P-p.s et Y, =Yy+ / wsds + / 0,dB, P-p.s.
0 0 0 0

Alors :
¢ ¢
XY, = XoYy + / X.dY, +/ YidX, + (X, Y>t.
0

0

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

14



Chapitre 2

Equation différentielle stochastique

rétrograde (EDSR)

Dans ce chapitre, on explique un résultat d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDSR

telle que le générateur est localement Lipschitzien en (y, z) et la condition terminale est bornée.

2.1 Introduction

On se donne T un temps déterministe fini fixé (appelé aussi 'horizon). Soit (€2, F,P) un espace
de probabilité et W = (W, ¢ < T') un mouvement Brownien, ot (F;),<, la filtration naturelle de

W.

On voudrait résoudre 1’équation différentielle stochastique rétrograde suivante :

—dyy = [ty z)dt — 2dWy,, 0<t<T,
(2.1)

yT:§7

ou sous forme intégrale :

T T
Yt = f + / f(SJySJ Zs)ds - / zdes, 0<t< T,
t t

15



Chapitre 2. Equation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

tel que :

e f est une fonction donnée :

f:Qx[0,T] x R" x R — R,

ou : f s’appelle le générateur de 'EDSR.

e ¢ une variable aléatoire Fpr-mesurable, a valeurs dans R ou £ la condition terminale.

Equation différentielle stochastique rétrograde globalement Lipschitzienne

Introduites par Bismut en 1937 dans le cas linéaire et par Pardoux et Peng en 1990 dans le
cas général, les équations différentielles stochastiques rétrogrades tel que la valeur terminale de la

fonction inconnue est donnée.

Définition 2.1.1 : Une solution de ’EDSR (2.1)) est un couple de processus {(y:, zt) Yo<t<r véri-

fiant :

1. y et z sont progressivement mesurables ¢ valeurs respectivement dans R™ et R"*¢ ;

T

2. P—p.s.{/ £ (5,96, )| + ||12]|*}ds < oo
¢

3. P-p.s, ona:

T T
yt:€+/ f(S,ys»ZQ—/ stWsa OStST
t t

Nous allons maintenant donner un résultat d’existence et d’unicité des solutions pour les EDSRs,

mais avant de I’énoncer, on a besoin les hypothéses suivantes :

e Condition de Lipschitz en (y, z) : Il existe une constante K, telle pour tout t, y, 7, z et Z,
P-p.s

|f(t,y,Z) _f(t7g72)| < K(|y_g| + ”Z_EH)

< Q.

T
e Condition d’intégrabilité : E[|§|2 +/ 1£(s,0,0)|" ds
0
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Chapitre 2. Equation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

Le théoréme suivant est de Pardoux et Peng (1990).

Théorlme 2.1.1 : (Existence et unicité de solution) Sous les hypothéses précédentes, ’EDSR

(2.1) posséde une unique solution (y, z) telle que :

EUOTH,ZgudS] < oo.

De plus le processus y est continu et vérifie :

E [ sup ]yt|21 < 0.

0<t<T

Preuve. voir ([7]). =

2.2 Equation différentielle stochastique rétrograde locale-

ment Lipschitzienne

On démontre I'existence et 'unicité de la solution pour ’EDSR unidimensionnelle telle que f
est localement Lipschitzienne en (y, z) avec £ la condition terminale est bornée, Fr-progressivement

mesurables sur Q x [0, 7). Ce résultat a été obtenu par S. Hamadene en 1996.

Soit A la tribu des processus tel que f est A ® B(RP™!)-mesurable. Nous allons maintenant
donner un résultat d’existence et d’unicité des solutions pour les EDSRs localement Lipschitziennes,

mais avant de I’énoncer, on a besoin les hypotheses suivantes :

(H;) Condition de croissance raisonnable : 3¢ > 0, a € |0, 2] et h une application de R dans

R* finie sur les compacts tels que pour tout ¢, w,y et z, on ait :

|f(tw,y, 2)| < (1 + [y + h(y)|2]%).
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Chapitre 2. Equation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

(Hz) Condition de localement Lipschitz :VN € N, 3Cy > 0 tel que :V (t,w) € [0,T] x £, (y, 2)

et (7,2) € [-N,NJ""" ‘ona:
|f(t,w,y,2) — f(tw, 7, 2)] < Cxn(ly— 7] + |2 — 2)).

(H3) La variable aléatoire ¢ est un élément de ’espace de Wiener D2, De plus, il existe une
constante M telle que |Di¢| < MVt < T, i = 1,p. Ou (Di€);<r est la dérivée de Wiener

d’ordre ¢ de €.
(Hy4) f est une application définie sur [0,7] x R x RP telle que :
a) Vt € [0,T], f(t,+,+) € C* (R x RP).
b) V(t,y,z) € [0,T] x R x R?,

[f(t,y,2)] < (1 + |y +]2]),

et

|fy (ty,2)| < e(1+In(1 +1In(1 +[y] + |2]))).
ou f, est la dérivée partielle de f par rapport a y et ¢ une constante.

Remarque 2.2.1 : La condition de croissance raisonnable plus faible que la croissance linéaire.

2.2.1 Existence de la solution
Soit U : [0,7] x Q@ x R x R? — R (resp. R™) A ® B(RP™!)-mesurable vérifiant la condition
suivante : Vn € N,3C, > 0 tel que : V (t,w) € [0,T] x Q, (y, 2) et (7, 2) € [-n,n)""", on a :

W (t,w,y,2) = V(w7 2)| < Cully — gl + |2 = 2]). (2.2)

Lemme 2.2.1 : Si ¥ vérifiant (2.9), alors, il existe une suite (V,,) croissante (resp.R™, décroissante)

A ® U-mesurable de limite ¥ vérifiant : ¥Yn > 0,da,, > 0 tel que Vt,w,y,y,z et Z :

W, (8w, 9, 2) = W, (t,w, 7, 2)| < anlly — 9] + |2 — 2]).
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Chapitre 2. Equation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

ot W, :[0,T] x 2 x R x R? — R*.

Preuve. On Suppose que ¥ est a valeur dans R™. Nous ferons la preuve pour p =1 et sip > 2 le

principe en est le méme. Soit n > 0 : ®,, 'application Lipschitzienne réelle vérifiant :

P, (y) =1 si [yl <m;
@, (y) =0 st [yl =n+1; Yy e R
0<P,(y) <1 si yen,n+1U[-n—-1,-n],
et
d, (2) = si|z] <m,
D, (2) = sio|z| >n+1, ,z €R.
0<®,(2)<1 si z€nn+1U[-n—1,-n].
Soit ¥,,, n > 0, 'application qui a (t,w,y, z) € [0,7] x Q2 xR xR associe ¥ (t,w,y, 2) P, (y) P, (2) .
On a :
e La suite (\I’n)nzo est croissante car ®,, < @, 1, Vn > 0 et de limite V.

e Par ailleurs ¥,,, n > 0 est Lipschitzienne car elle est localement Lipschitzienne a support com-

pact.

Remarque 2.2.2 :

e Si WU est a valeurs dans R~ alors —V est a valeurs dans R de méme maniére précédente pour

obtenir ce résultat.

e Pour tout (t,w) € [0,T] X Q fixé, la convergence de la suite (V,, (t,w,«+));>q vers ¥ (t,w,.,.) est

uniforme sur les compacts de R x RP.

D’apres le lemme précédent :

i) il existe (¢",n > 0) une suite croissante d’applications lipschitziennes de limite simple f1{s>0}

ol f1lys>0y satisfaite la condition de localement lipschitz vérifiée par f.
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Chapitre 2. Equation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

i1) il existe (¢™,m > 0) une suite décroissante d’applications lipschitziennes de limite simple

Jf1{s<0y ot flyr.o) satisfaite la condition de localement lipschitz vérifiée par f.

On considere alors pour m > 0 et n > 0, la suite d’applications ™™ telle que ™™ = "™ + Y™.

Pour tout m et n, ™™ est Lipschitzienne. De plus :
™" (t,w,y, 2)] < (1 + |y + h(y) |2]%),

pour tout t, w, y et z. Il s’ensuit que le couple (™™, ) posséde les propriétés de (f,€) du

n,m
.

A-mesurable tel

théoreme ([[7]). Par conséquent il existe un couple de processus (y e

, 2

que :

T
a) B [/ (|y§’m|2 + |z§”7m|2) ds| < oo.
0
b) dyy"™ = =™ (g ) dE A 2T AW, € < T et yp™ = €

Lemme 2.2.2 : Pour tout n,m € N, on a :
T
i< B[ jztas) <o
0
ot Cy et Cy sont deux constantes indépendantes de n et m, de plus,
V"7 = sup {[Y;""™ (w)], (t,w) € [0, T] x Q} < 0.

L’idée étant d’approximer f par une suite double (¢™™,n, m > 0) d’applications lipschitziennes et

n

de montrer que la limite de la suite (y™, 2*™) de solutions associées a (¢™™, &) est la solution de

I'équation ([2.1]) associée a (f,€).

Théorlme 2.2.1 : [l existe un processus (y,, z.) A-mesurable & valeurs dans R x RP tel que :

T
(1) E/ (ysf? + 12%) ds| < oo,
0

(II) dyt = —f(t, Y, Zt)dt + thWt, t S T,

yr =§&.

\
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Chapitre 2. Equation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

De plus, [[y.||" = sup {|y (@)] . (t,) € [0,T] x 2} < oc.

Preuve. voir ([3]). =

2.2.2 Unicité de la solution

On suppose que les conditions (Hj) et (Hy) ci-dessus sont satisfaites.

Proposition 2.2.1 : Il existe une constanten > 0 ety.,, z, deux processus A-mesurables, & valeurs

respectives dans R et RP tel que :

i) sup {[ye| + |z - ¢ < T} <.
i) dy, = —f(t,ys, z)dt + zdW,, t <T,
yr =¢.
Théorlme 2.2.2 : Sile couple (f,§) vérifie les conditions (H,) et (H,) ci-dessus, alors la solution

de l’équation rétrograde de générateur (f,€&) (2.1)) est unique.

Preuve. Soit (7, zZ) une autre solution de (2.1)). Comme & est bornée et f est de croissance linéaire

alors § est bornée. Par ailleurs pour tout ¢ € [0, 7], on a :

T T
Y = 5 + / f(sa Ys, Zs)ds - / stWsa
tT tT
Y = 5 +/ f(S,gs,Zs)dS - / des-
t t

On approxime f par une suite double (™" n,m > 0) d’applications Lipschitziennes telle que :

e e et [ty 2)| < oLt o] + h(y) [2]°).
On a
T T
y?m I gf,m —_ ((p"’m(s, y;z,m7 Z?’m) _ go”’m(S, gg,m7 gg,m»ds - / (z?vm — E?am) dWs
t

T
n,m

(@™ (s, 4™, 28™) — @™ (s, g™, 20 )ds

I
— —

T T
wmwwmﬁm—wmwwmxmm—/(4%—@%%%
t

+
~—
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Chapitre 2. Equation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

Aussi, appelons dp™™ = ((0¢"™"™))i<r le processus tel que pour tout ¢t < T,

n,m —n,m n,m n,m -n,m =n,m
2 (t’ Yy %4 ) - (t’ Yy %4 ) . n,m —n,m
n,m nm _n,m Smo__ Znm ; SLZy — % 7é07
o™ty ) = t t
0, sinon.

n,m

La borgnitude de ™ et 2™ implique que dp™™ est un processus uniformément borné. Il existe

donc une probabilité P™™ sur €2 équivalente a PP telle que :
t
=W, — / ™™ (s, Y™, 2™ ds
0

est un (F;, P™™)-mouvement Brownien. Par suite pour tout t € [0,7], on a :

T
g — g :/ (7 (5, o, 2Im) — gnm (s, G 21 ) s
t

T
- [t -z awpe.
t

Comme ¢™™ est Lipschitzienne, alors :
T
Bl - 5" < e Bllyrm - gmlds
t
Tel que :
t
E/ [(z0m — Z0mY) | g ] AW =0 2™ et 2™ € LA([0,T] x Q, dt ® dP).
0

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient : |y — """ = 0,Vt < T, P-p.s. Et d’aprés le théoréme
(2.2.1), on trouve que :

vt g et gt —

n,Mm—00 n,Mm—00

On déduire que iy, =4, Vi < T et 2, =2z, Vi <T. m
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Chapitre 3

Principe du maximum pour les EDSRs

localement Lipschitziennes

Dans ce chapitre, on étudie les conditions nécessaires d’optimalités pour les EDSRs localement

Lipschitziennes. Voir 'article Hanine Azizi et Nabil Khelfallah [I].

3.1 Probléme de controle

La théorie du controéle a été initialement développée dans le but d’obtenir des outils d’analyse
et de synthese des systémes de controle et de systéme dynamique (c’est a dire 1’évolution du

systéme au cours du temps).

Il existe essentiellement deux méthodes majeures pour des problemes des controles stochas-

tiques : La programmation dynamique et le principe du maximum stochastique

e La premieére méthode a elle été introduite par Bellman en 1953.

e La deuxieme méthode a elle été introduite par Pontryagin en 1956. Par nature, le principe du

maximum de Pontryagin est une condition nécessaire d’optimalité.

Un probléme de controéle se construit par les caractéristiques suivantes :

e Etat du systéme : Soit un systéme dynamique caractérisé par son état a tout instant, le temps
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Chapitre 3. Principe du maximum pour les EDSRs localement Lipschitziennes

peut-étre continu ou bien discret. L’horizon (l'intervalle de variation du temps) peut étre fini

ou infini. On notera X; I’état du systeme & 'instant t.

e Controéle : La dynamique X; de I’état du systéme est agi par un controle que nous modélisons
comme un processus u; dont la valeur peut étre décidée a tout instant ¢ en fonction des
informations disponibles a cet instant, c¢’est-a-dire que u; est adapté par rapport & une certaine

filtration, et prend ses valeurs dans un espace de controle.

e Critére de cott : Le but principal du controle optimal est de minimiser (ou de maximiser selon

le cas un gain ou bien une perte) une fonctionnelle :

T
J(w) =T [ [ 5w+ g en)]
0
sur I'ensemble de tous les contrdles admissibles.

Classes des controles

e Controdle admissible : On appelle un controle admissible tout processus (Ut)te[o.T] mesurable,
intégrable et adapté a une valeur dans un borélien A C R ; notons par i ’ensemble tous les

controles admissibles :
U=U[0,T] ={u:[0,T] x Q@ — A : u mesurable, intégrable et F; -adapté}.

e Controle optimal : Le probléme du controle optimal consiste & minimiser une fonction de cotit
J (u) sur un ensemble des controles admissibles ¢/. On dit que le controle @ est optimal (ex.
sl atteint le minimum) si :

J(u) < J(u) ,Yuel.

e Controle presque optimal : Soit € > 0, le controle u° est dit presque optimal ou bien e-optimal
si:
J(w) < J(u)+e ,Yuel.

Remarque 3.1.1 : [] existe de nombre autres classes.
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3.2 Principe du maximum stochastique

Notre objectif dans cette section est d’étudier des conditions nécessaires d’optimalité pour un

probléme de controle stochastique.

3.2.1 Formulation du probléme et les hypothéses

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration (F;):cjo,r] vérifiant les conditions
habituelles, 7" > 0 un temps fini fixé et Wy = (W), 7] un mouvement Brownien d-dimensionnel.

On définit un ensemble des controles admissibles, comme suit :
U=U[0,T] ={u:[0,T] x Q2 — U : uest un processus (F;)cjo,r] -adapté},

tout élément u de U est appelé controle admissible qui prend des valeurs dans un sous-ensemble

non vide donné U de R". On note U,,; I’ensemble de tout contréle admissibles.

On considéré ’équation diftérentielle stochastique rétrograde controlée, suivant :

dyr = — f(t, Ye, 26, we)dt + 2,dW7,
(3.1)
yr = ¢,
ou :
e (y(.),z(.) la solution de PEDSR controlé ou (y,z) € R™ x R™*4,

e f est une fonction donnée telle que :

f:[0,T] x QxR" x R™? x U — R™,

tel que f est une fonction progressivement mesurable, localement Lipschitz par rapport aux

variables d’états y, z et £ est une variable aléatoire bornée et Fr-adaptée.
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Chapitre 3. Principe du maximum pour les EDSRs localement Lipschitziennes

On définit le critére a optimiser, la fonction de cott par :

ou h est donnée et h: Q x R* — R.

Hypotheéses 01

e (Hy): f et h sont continument dérivables par rapport a (v, z), et les dérivées f,, f. et h, sont

continues en y et z.

e (H,) : Il existe une constante, M > 0 telle que pour tout y et z :
(y-f(tw, g, z,0)) < ML+ lyI* + [yl |2); P-p.s., ppt € [0,T).
e (H;) : Il existe deux constantes, M > 0, un o € (0,1) et une fonction positive ¢ : R — R,
telle que :
[f(tw,y,z,0)] < ML+ oyl + 12(%); P-p.s.,p.p.t € [0,T].
e (H,) : Pour tout N € N, il existe une constante Ly > 0, telle que :

|f(t7w7y7z7v)_f(t7w7:y/?z7v)| S LN|y_y|; P_p's‘7p‘p’t€[o?T]'

et Vy, 9, tels que [y[ < N, [g] < N.

e (Hb5) : Il existe une constante L > 0, telle que :

|f(t7w7y7zav>_f(tawuyv'éav)l S L’Z_’é|7 P—ps,ppte [07T]

(H6) : 11 existe une constante M > 0 et une fonction positive : ¢ : Ry — R telle que :

|fy(t,w,y,z,0)] < M1+elyl); P-ps.,pptel0,T]
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Hypothéses 02

e (H7) : On suppose que (H1) est satisfait. De plus, on suppose que F soit un élément de D2 et

il existe une constante M telle que :
D] <M, Vt<T; i=1,p,

ou D2 espace aléatoires qui sont dérivables de Malliavin ; ot (D;€)g<i<7 la dérivée de Malliavin

par rapport a W au temps ¢ d’une variable aléatoire donnée ¢ € D2,

e (HB) : Il existe une constante M > 0, telle que :
f(t,w,y,z,v)] < M1 +|yl+|2]); P-p.s.,p.p.tel0,T].
e (H9) : f. satisfait (H8) et il existe une constante M > 0 tel que
[fy(tw,y,z,0) < M1 +In(1+(y[ +[2]))); P-p.s.,pp. ¢ €[0,T).
e (H10) : Pour tout N € N, il existe une constante Ly > 0 telle que :
[f(tw,y,z,0) = f(tw, g, 2,0)] < Ln(ly =gl + [z = 2); P-p.s.,p.p. t €[0,T],

et Yy, 9, z, £ telle que |y| < N, [§] < N, |z| < N, || < N.

Lemme 3.2.1 : Soit (y(.), 2(.)) une solution unique d’équation (3.1), alors, il existe une constante

positive C telle que :

1) Sous les hypothéses 01, on a : P-p.s

T
sup |yt]2 <C et E/ ]zs|2 ds < C.
0

0<t<T
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2) Sous les hypothéses 02, on a :
sup (|ye] + |ze|) < C; P-p.s.
0<t<T

Ce principe consiste d’introduire 1’équation adjointe est une équation différentielle stochastique

(EDS) linéaire donné sous la forme :

—dge = fy (t, Y, 2, w) @dt + fo (8, ye, 2, we) @edWe,
(3.3)

G = hy (yo) .

Proposition 3.2.1 : Sous les hypothéses 01 ou les Hypothéses 02. Pour tout v(.) € Uyg, on a
Uéquation (3.3) admet une seule solution q(.) € S?([0.T],R™). De plus, il existe une constante

positive C' telle que :
E { sup |qt|4] <C. (3.4)

0<t<T

3.2.2 Condition nécessaire d’optimalité

Pour chaque entier n, on considéré ’'EDSR controlée suivante :

(3.5)

yp =&,

tell que (y",2") € S([0,7],R") x M ([0, T],R™?) unique solution. Et on définit le cotit, comme
suit :

J" (0) = E[h (y5)]- (3.6)

On donne ’équation adjointe et la fonction de Hamiltonian pour notre probléme.
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e [’équation adjointe est définie par :

—dQZL = f; (tv y?a 2?7 U?) qydt + fg (tv y?v Z?? U?) qglthv
(3.7)

qg = hy (yg) )
ot pour chaque n, Péquation (3.7) admet une solution unique car les coefficients f,; et fI' sont
globalement Lipschitz et de croissance linéaire.
Remarque 3.2.1 : Puisque f" est globalement lipschizienne, leurs f;' et fI' sont bornées.

e On définit la fonction du Hamiltonian, comme suit :
H"™(t,y™, 2", q",u™) = q" f(t,y", 2", u") pour chaque n € N, (3.8)

ot: H" : [0, T] x @ x R" x R4 x R" x U — R. On utilise la définition du Hamiltonian. On obtient

I’équation adjointe suivante :

—dq = Hy(t,y;", 2, g ui)qidt + H2 (8 yfs 217 qp ui! ) dWa,

a5 = hy (Y5) -
Quelques résultats utiles

Pour obtenir les conditions nécessaires on a besoin de lemmes suivants :

Lemme 3.2.2 : Sous les hypothéses 01 ou les hypothéses 02. Il existe une suite de fonction f"

telle que :

1) Pour chaque n, f™ est globalement Lipschitz en (y, z), P-p.s.,p.p.t € [0,T];

2) Si f satisfaite (H3), alors : sup |f"(t,w,y, z,v)] < M1+ o(|y|) + |2|"), P-p.s,p.p. t € [0,T).
3) Si f satisfaite (H8), alors : sup | f"(t,w,y,z,v)| < M(1+ |y| + |z|), P-a.s,p.p. t € [0,T].

4) Pour tout n, pn,(f™ — f) — 0 lorsque n — oc.

5) pour tout n, | | < |fyl + B fInn et | 2] < |f:| + B f] 1ms0u m, converge vers 0 quand n tend

vers +0oQ.
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Remarque 3.2.2 : Pour tout p > 1, on définit d’abord une famille de semi-normes (pn.p(f)),cn

par :

prp(f) = (E/ sup | f(s,y, 2)[" dS)
Lemme 3.2.3 : Sous hypothéses 01. Soit (f,) une suite de fonctions associées o f, d’aprés le
lemme (8.2.2) et (y"(.),2"(.)) une solution de léquation (3.5). Alors, il existe une constante C,

tel que :

T
sup ( sup ]yfﬁ) <C et supE/ 121)* < C. (3.10)
nJo

n  \0<t<T

Lemme 3.2.4 : Sous hypothéses 02. Soit (f,) une suite de fonctions associées o f, d’aprés le
lemme (3.2.2) et (y™(.),2"(.)) une solution de l’équation . Alors, il existe une constante C,

tel que :

sup ( sup (11 +1:41)) < €5 P (3.11)

n  \0<t<T

Lemme 3.2.5 : Sous les hypothéses 01 ou les hypothéses 02, on a :

lim E
n=oo | 4efo,1] n—o0

T
sup |y?—yt|2]:0 t Jm B[ |- s di =0 (3.12)
0

Lemme 3.2.6 : Sous les hypothéses 01 ou les hypothéses 02, on a : les estimations suiventes :

t
lim ]E/ |7 (s, 4™, 27 us) — (5, Yss 2, us) | ds = 0. (3.13)
n—oo 0

! 4
lim E/ ‘f;(s,y;‘,z?,u?) - fy(s,ys,zs,us)} ds = 0. (3.14)
n—oo 0

t
iy B 17205, 2000) = 520 s = 0. (3.15)
n—oo 0

Lemme 3.2.7 : Sous les hypothéses 01 ou les hypothéses 02. Soit q une solution d’équation

et ¢" une solution d’equation ,ona:

Jim B [|g} — ] = 0.
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Preuve. On utilise la forme de deux équations :

dg = _fy (t7 Yt, Ztyut) qdt — f. (tu Yty 2t Ut) @dWy, qo = hy (yo)
et

dgi = —fy (i, 20 ui) qidt — f2 (G g 27 uf) g dWe, qp = hy (yg)

ainsi :

@ — al” = |hy () — hy(v0)

t
/ (fn(s Ye, 2y, uy) g_fy(saysazmus)%)ds
0

t
/(fn(s ysazw s) ?_fz<87ysazsaus)QS)dWs
0

t
/(f"(s Y2 ) g — 7 (5,00 2 ) ) ds
0

t
/ (7 (5, s 20 @y — £ (5, s 22 ) @) AW
0

on introduit I’espérance, nous avons :

Elg —af° < CEhy(yg)) — hy(yo)|”
t 2
+CE / L (s, 2 (g2 — o) ds
0
+0E/ 7 (s, 2ul) (g7 — g ds
t 2
+CE/ |(fr s,y 2t oul) = fy (8, 9s, 26, us)) qs|” ds
0
+OE/ ’fn Sysﬁzs7 s)_f?(s7y87zs7us>)q5|2d87
ou :

t 2 t
E( [ Gz <q2—qs>dws) =B [ ool (0 = ) s, (isometrie)
0 0
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et
2

t
E(/ (fn(s ysvzsa s>_fg(8aysazsaus))qsdws) =
0

(I'isométrie)

/0((fn(8 ys”zs’ s) fn(saysazsaus))QS)st-

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

/lfnsy5’287 S) fy(s ys;zs;u’s)qs‘ dS

t t
S\/E/ lqs|* ds \/]E/ |(f2 (s, ym, 20,um) — £y (5,9, 26, us)) | ds
0 0

D’apres la condition ([3.4)), on obtient :

/ ‘ fn S yS’ZS7 S) fy(S y87257us )q5| dS

N

<C< / ‘ fn 5, Ygs 2 s)_fy(57?/57287u5))‘4d8) ’

par la relation (3.14]), on a :

t
lim E/ |(F7 (5o 20 ul) = [y (S, s, 2, Us )qs\ ds = 0. (3.16)
0

n—-+o0o

On utilise la méme les techniques ('inégalité de Cauchy-Schwarz, la condition ([3.4]) et la relation

(3.15)), on montre que :

lim ]E/ (™ (5,97, 2% ul) — 7 (5, Ys, 25, s)) Gs|” ds = 0. (3.17)

n—-+00

Puisque h,, est bornée et continue, alors par le théoreme de convergence dominée, on obtient :

0<E |hy(yg) - hy(y0)|2 < CE

sup |y"(t) —y(t)|2] 7

t€[0,T]
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on passe a la limite avec la condition (3.12)), on trouve :

lim B {10, (4§) — hy (30)* = 0. (3.18)

n—-+00

D’autre part, comme : ‘f?ﬂ <|\fyl + B1f | et | f2] < |fo|l + B f] 1, o0t 0y, converge vers 0 quand

n tend vers +o0 avec f,, f. et f sont bornées, on trouve :
t 9 t 9
E/ |f (s, u, 20 u?) (g — qs)| " ds +E/ |2 (s oy, 20 ug) (@5 — as)| " ds
0 0
t t
<(C+Cn)E [ g - afds+(C+Cn)B [ o~ af ds (319)
0 0

t
g20<1+nn>E/ g — g, ds,
0

donc : .
Elg — g §20(1+77n)E/ g — g, ds
0

+CE |hy (y5) — hy (o) |”
' 2
+CE/ ‘(f; <S7y?7zg7ug)_fy (573/57257Us)) QS| dS
0

t
CE / (72 (50 2 0) — [ (5, yos 20 1)) 5 .
0

D’apres (3.16]), (3.17)), (3.18)), (3.19) et on utilise le lemme de Gronwall, alors :

lim E [|g" — a|*] = 0.
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Lemme 3.2.8 : Sous les hypothéses 01 ou les hypothéses 02, on a :

t
lim E/ |Hn(saygvz;laq?7ug)_Hn(87yg7zg7ng7vs)
n—0o00 0

(3.20)
_(H(57y87287QS7us) - H(57y87zsaqs7vs)|)d5 =0

Preuve. On utilise la définition du Hamiltonian, on trouve :

t
E/ |Hn(379?>2’?,qg>ug) - H”(Say?a Z?vQQavs) - (H(Saysazs>q57us> - H(s>ys>zs7QSavs))| dS
0

t
- E/ |Qan(S7y;L7 Z??“?) - Qan(S’y;l’ Z;FL?US) - (qu(S’yS’ zs7u8) - qu(S’yS’ 257U5)| ds
0
t
= E/ |2 f™ (s, y2, 22 u) — qs f (S, Ys, 25, us) — (@2 (8, Y2, 22, vs) — qs f (S, Ysy 25, Us)| ds
0
t t
< E/ |q?fn(57y?7 Z?a“?) - q3f<57y57 zs,u5)| ds + E/ ’q?fn<57 Yy 24 s US) - q$f<57957 stvs)‘ ds.
0 0

On montre que :

t
lim E/ lgs (s, 2, 28 ul) — qs (S, Ysy 25, us)| ds = 0.
0

n—-+0o

Pour montrer I’égalité précédente, on ajoutant et retranchant gs f™ (s, y7, 2%, u) et qs f(s, Y2, 2%, us),

on trouve :
t
E / G (5, 22 0) — 4o f (5, s 250 dis
0
t
_E / G (5, 0, 22 0 — o (5, s 27 ) + g f (s, 47, 27, )
0
_QSf(37 Ys, Zs,y Us) + Qan(sa y?u Z?a us) - Qan(Sa y?7 z?u us)| ds
t
<B [ 112l g - alds
0
t
E / 0ol 17 (sy 2y 20 — F7(s, 47, 27, uy)| ds
0

t
4B [0 (5,220 1) = (5, 2] ds.
0
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t
Comme E / |q$|2 ds < C et par I'inégalité de Schwartz, alors on obtient :
0

/|qgfn5ysvzs7 s) qsf(s,ys,zs,us)|ds

(/\f"sys,zs, S|ds) (/\qs—m ds)

+C( / ‘ fn S yswzsa s) fn(s ys’zs7u5)) 1{“"?5'“}} dS)

1
t 2
+C <E/ |fn<57y?72,?7us) —f(s,ys,zs,us)|2ds) .
0

D’apres le lemme (3.2.6), on trouve :

t
lim E/ |7 (s, u7, 20 us) — F(5, s, 26, )| ds = 0.
0

n—-+00

Et on a aussi :

im (/|f”sys,zs, s|ds) (/|qs—qs| ds) 0

car :

¢
(1) lim E/ ¢ — q|* ds = 0; (le lemme (3.2.7)).
0

n—-+4o0o

/ |7 (s,y™, 27, u™)|* ds est bornée ( f satisfaite (Hs) et on utilise le lemme (3.2.3) et le

lemme (3.2.2) (condition (2)).
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D’autre part, on applique 'inégalité de Holder :

1

t
n no M N n n ,n 2
(E/ ‘(f <8>ys7zsaus)_f (379572’5,“5)) 1{u";£u}| dS)
0

1
t 2
<20 (E / Bl 1{un¢u}d8>
0

t [e% t 11—«
0 0

n—-+0o

Finalement, on obtient :

t
lim E/ lg (s, 2, 28 ul) — qs (S, Ysy 25, Us)| ds = 0.
0

n—-+o0o

On utilise les mémes techniques pour montrer :

t
lim E/ |Q;an(37y?7zg7vs) - QSf(SaysvzsaUs)| ds = 0,
0

n—-+o0o

ceci compléte la preuve ([3.20)). m

Soient v est un élément arbitraire de U,, et pour tout n, u™ est un controle optimal, en suite
pour suffisamment petit ¢ > 0 et pour chaque ¢t € [0, T], on définit un controle perturbé, comme
suivant :

v si t e [to,t0+€],

n76 R—

n

u™  sinon.

O u;"° un controle admissible et (y", 2") est une solution de 'EDSR, (3.5)) correspondant a u™.

Soit y;} est une solution d’équation linéaire suivante (appelé d’équation variationnelle) :

,
dy ™ =[0Gy )y ) "
F Iy, 2 uT) — Ry 2 up)]dE 4 2 dW,

1n
U7 = 0.
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Si u™ est un controle optimal, alors :

NG

[J (™) = T ()] + (Ony)2 d (u () —u" () 20 et d(u™()—u"()) <e,

ainsi, on trouve 'inégalité variationnelle :

[T () = J ()] = —& (6un)? (3.21)

NI

=2C.

ou (5n,N)

D’aprés inégalité ci-dessus, nous pouvons affirmer le lemme suivant :

Lemme 3.2.9 : Sous des hypothéses (01)-(02), nous avons :

[N

K [hy (Vo) ycl)n} > —€ (On,N)
Preuve. D’apres inégalité variationnelle (3.21]), on trouve :

— (Fan)? <V () = T ()] = e B B (y5%) — h ()]
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Théorlme 3.2.1 : Soit u un contréle optimal en minimisant la fonction J sur U, (y;, z;) une

trajectoire optimale correspondante. Alors existe une unique solution q d’EDS (3.3)) tel que :

H(t,yt72t>Qt7Ut) = maXH(taytvztaqtavt)a P.p.s.

VEULq

Preuve. D’apres inégalité variationnelle, on trouve :

o(e) < e ' [J () = J (uy)] = e [E[h(yg )] — B [h(ys)]]

On applique la formule d’It6 a (qutl ”) avec qf = hy(y{), on obtient :
1 1 g 1
Blas™] - Blohal] =B arfy tupaf )l ds
0
T X T
AB [ Gy A7 B [ (P ) - ) de
0 0
T r 1
B[ gy s ) apde — B [ e ) s
0 0
Comme y;" = 0, on trouve :

T
E / (s 2P ) — Fr(t 2 ))dt = B (hy () ™)
0

D’apres le lemme (3.2.9), on trouve :

N

T
E/ (g f (b yfs 28w — [ty 20 uf) ) dt > —e (0pn) 2,
0

ainsi :

N

to+e
B / (1, g 20 ) — (0 20 gl v dE 40 (6) > — (Sn)?

to
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alors :

: tOJrE n n n n n n n n n o (6) 1
l_lr%gE/ [H (tvytv’zlh%fvut)_H (tayt7zt>Qtvvt]dt+ c Z_(511,N)2-
— to

D’apres I'inégalité (3.20) et € — 0 (aussi n, N — 0), on trouve :

E [H(tvyt7zt7qtaut) - H(taytaztvqtavt)] 2 0

Ona: v =alp+ulgsptel quea €U et B un élément arbitraire de o-algebre. On substitue vy

par sa forme, on obtient :
E []-B(H(t) Yty Zt, Gty ut) - H(t7 Yty 2ty Gt CL)] 2 O) VB € ]:t

alors on trouve :

B [(H (t,ye, 26, qr,we) — H(t, Yo, 20, g1, 0)] > 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on établis des conditions nécessaires d’optimalité pour les EDSRs localement
Lipschitziennes. D’abord, on explique un résultat d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDSR
telle que le générateur est localement Lipschitzien en (y, z) et la condition terminale est bornée.
Et puis, on étudie le probléme du controle optimal par le principe du maximum stochastique pour

les EDSRs localement Lipschitziennes.
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Annexe A : Rappel

Inégalité de Cauchy-Schwartz intégrable. En se placent sur E = C([a,b],R) (avec
(a,b) € R?) muni de produit scalaire (f,g) — (f\g) = / f(t)g(t)dt. On obtient :

Vf, g€ C(la,bl, dt 1/ f2 dtx“
Inégalité de Holder. Soient p et ¢ deux nombres conjugués (% + % = 1) avec p, q €]1, 0o,

XeLlPetY € LY.

Alors XY € LY et || XY ||<|| X || Y |l4» pour p = ¢ = 2, on obtient I'inégalité ce Cauchy-

Schwartz :
1 1
B[ XY | <E[ X[ B[ v ]},
Lemme de Gronwall. Soit ¢ : [0,7] — R une application borélienne bornée tell que pour
a,b>0:
t
g(t) <a+ b/ g(s)ds,Vt € [0,T].
0
Alors :

g(t) < aexp(bt), Vtel0,T].
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Annexe A : Rappel

Inégalité de Young. Soient n > 2, et xq, ..., x, des réels positifs. Soient également ps, ..., p,, des

. . i 1 1
réels strictement positifs tels que : — + ...+ — = 1. On a alors :
1 DPn
xpl xPn
Ty, < 442
D1 DPn
Convergence dominée. Soit (fn),~o une suite de fonctions mesurables sur un espace me-

suré (F, A, ) a valeurs réelles ou complexes, qui converge simplement p.p. (pour u) vers une
fonction f. Supposons qu'il existe une fonction intégrable positive g : X — R, dite dominante,

tel que : n € N, |f,] < g, p.p. Alors :

e f et f, sont intégrables.

o tim [ 17, — fldu =0

° lim/fnd,u:lim/fdp.

Temps d’arrét. Un temps d’arrét par rapport a la filtration (F;),., est une variable aléa-

toire 7 a valeur dans R U {oo} telle que :
{r<t}={weQ:7(w)<tleF, t>0.

Inégalité de Jensen. Soient g une fonction continue de [0, 1] dans ]a, b] (avec —o0 < a <

b < 400) et ¢ une fonction convexe de ]a, b dans R. Alors :

o ([ swis) < [(otatonas
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Annexe B : Abréviations et Notations

B[X | F]

P-p.s

(C2

Cl

EDSR
N(0,1)

S%([0,T],R™)

M?([0,T],R"™)

Espérance conditionnelle de variable aléatoire X par rapport a F;.
Presque stirement pour la mesure de probabilité P
Ensemble des fonctions deux fois dérivable et dont
la dérivée seconde est continue.
Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont
la premiere dérivée est continue.
Equation différentielle stochastique rétograde.
Loi normale centre de varianece t.
Désigne ’ensemble des processus stochastiques continus
et F-adaptés{y(t):t € [0,T]}, tels queB(supo<i<r |y(t)|*)oo
Désigne ’ensemble des processus F-prédictibles

T
et R™-valués {z(t);t € [0,T7]), tels que E/ |2(r)]? dr < .
0
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Résumé :

Dans ce travail, nous étudions un probléme de controle optimal
stochastique pour des systémes gouvernés par une €quation différentielle
stochastique rétrograde localement Lipchitziennes. On établit des
conditions nécessaires d'optimalité tel que le domaine de controle n'est
pas nécessairement convexe..

Mots clés : équation différentielle stochastique rétrograde localement

Lipchitziennes, contrdle optimal, le principe du maximum.

Abstract :

In this work, we study an optimal stochastic control problem for systems
governed by a locally Lipchitz backward stochastic differential equation.
We get a maximum principle with the control domain is not necessarily

convex.

Keywords : Locally Lipchitz backward stochastic differential equation,
optimal control, the maximum principle.
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