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Résumé

ne fois que on a définit un estimateur ou une variable de décision d’un test
Ustatistique, le probléme qui se pose toujours est d’établir la normalité asymp-
totique de ceux-ci. Ce résultat nous conduit, entre autres, a définir des intervalles de
confiances pours les parameétres d’un modeéle probabiliste et de construire des régions
critiques. Cette loi limite constitue la partie la plus difficile dans 1’étude du compor-
tement asymptotique d’une statistique Les méthodes basées sur le théoreme central
limite (TCL) classique peuvent étres compliquées. A cet effet, dans ce mémoire nous
exposons une technique, universelle, basée sur des approximations gaussiennes des
processus empiriques uniformes par le processus de Wiener. Nous avons appliqué
cette méthode pour redémontrer le TCL pour la moyenne empirique et d’établir
la normalité asymptotique d’un ensemble de statistiques, a savoir : I’estimateur du
maximum de vraisemblance, les L-statistiques et les estimateurs des queues de dis-

tributions.
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Introduction Générale

a normalité asymptotique est un concept important en statistique. Il est apparu
L au début du 20éme siecle, I'un des premiers a s’intéresser a la normalité asymp-
totique était le mathématicien russe Andrei Markov, qui a étudié la distribution de la
moyenne d’'un grand nombre de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées. Il a montré que cette distribution tendait vers une distribution normale
lorsque la taille de I’échantillon augmentait . Cependant, c’est le mathématicien bri-
tannique Ronald Fisher qui a popularisé la normalité asymptotique et qui I’a intégrée

dans les méthodes statistiques modernes.

La construction des intervalles de confiance repose sur la connaissance de la
loi des estimateurs, mais il n’est pas toujours possible de la connaitre précisément,
surtout lorsque I’échantillon est de grande taille. Dans ce cas, les statisticiens estiment
que la loi des estimateurs peut étre remplacée par une approximation avec une erreur
négligeable, ce qui simplifie les choses et permet de construire des intervalles de

confiance dont le niveau de confiance est garanti asymptotiquement.

En général, la normalité asymptotique est considérée comme une conséquence
du théoréme central limite. Cependant, il est important de noter que ce théoréme
ne s’applique pas a tous les estimateurs. En effet, pour que le théoréme central
limite soit applicable, certaines conditions doivent étre satisfaites, telles que 1’'indé-
pendance et I'identité de distribution des variables aléatoires. De plus, méme lorsque

ces conditions sont satisfaites, la normalité asymptotique peut ne pas étre atteinte si
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la taille de I’échantillon est trop petite. Par conséquent, il est essentiel de considérer
les conditions et les limitations de ce théoréme lors de 'utilisation de la normalité

asymptotique dans I'analyse statistique.

Pour étudier la normalité asymptotique en statistique, il est nécessaire de pos-
séder de solides connaissances mathématiques. Nous avons résumé ces connaissances

en trois chapitres :

le 1°™® chapitre consérnant les statistiques d’ordre.Dans cette partie, nous abor-
derons les lois des statistiques d’ordre ainsi que quelques notions et théories associées.
L’objectif principal de cette partie est de comprendre que la plupart des estimateurs
sont exprimés sous forme de statistiques d’ordre et de montrer comment ces notions

sont utilisées pour construire des estimateurs en statistique..

le 2°m¢ chapitre : le processus de Wiener Mous avons survolé le mouvement
brownien et le pont brownien et quelques principes de base, qui sont des sujets trés
riches et instructifs en probabilité et statistique. Il serait difficile de résumer ces
sujets de maniére exhaustive, mais nous avons principalement mis 1’accent sur la
convergence vers la loi normale.

le 3°™¢ chapitre le processus empirique. Nous allons aborder les notions de pro-
cessus empirique uniforme, processus des quantiles uniformes et processus de queue.
Ces notions sont importantes car chaque estimateur est écrit en fonction de 1'un

de ces trois types, et méme lorsque ’estimateur converge vers le pont Brownien, il
converge vers la loi normale, comme nous ’avons détaillé dans le deuxiéme chapitre.

Dans le quatrieme chapitre, nous aborderons la partie application et nous pren-
drons quelques estimateurs en commencant par le plus facile, ¢’est-a-dire la moyenne
empirique, pour ensuite passer a des estimateurs plus difficiles et terminer par I’es-

timateur de Hill.

La normalité asymptotique ne se limite pas uniquement & la construction des
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intervalles de confiance pour les estimateurs des paramétres inconnus dans une distri-
bution de probabilité. Elle est également utilisée dans de nombreux autres contextes

de statistiques :

1. Les tests d’hypotheses : les tests d’hypothéses sont utilisés pour déterminer si
une hypothése sur une population est vraie ou fausse. La normalité asympto-
tique est utilisée pour calculer les statistiques de test, telles que le test Z et le

test t, qui reposent sur la distribution normale pour ’échantillon moyen.

2. La régression : la normalité asymptotique est utilisée pour justifier les hypo-
theses sous-jacentes a la régression linéaire, une méthode courante de modéli-
sation statistique. Les résidus de la régression doivent étre distribués normale-

ment pour que les estimations de la régression soient valides.

3. La simulation : la normalité asymptotique est utilisée pour simuler des échan-
tillons de grande taille a partir d’'une population connue ou supposée. Les
simulations permettent d’obtenir des estimations précises des parameétres de

population, des intervalles de confiance et des statistiques de test.

4. Les analyses multivariées : la normalité asymptotique est utilisée dans les ana-
lyses multivariées, telles que ’analyse factorielle et 'analyse discriminante. Ces

analyses reposent sur la distribution normale pour les variables continues.



Chapitre 1

Statistique d’ordre

1.1 Introduction

Soient Xi., < Xy, < ... < X, les statistiques d’ordre associeés a la suite (X7, Xo, .., X,,)

de v.a iid, telles que :

Xl:n 7X2:n7-"a Xk:n, ceey Xn:n

La valeur minimale La valeur maximale

Le ki*™egatitistique d’ordre

Les statistique fournies par David (1981) et Baclawski (2008). La statistique d’ordre
c’est une partie fondamentale du statistique non paramétrique et statistique infé-
rentielle, beaucoup des scientifiques montrent leurs intéréts vers la commencant par
Sarhan et greenberg en 1962, et les études du Helbrt Aron David 1970 et 1981. On
trouve aussi Balakrishnan, Gnanadesikan, Biometrika( revue scientifique britannique
de statistique théorique),...et des autres qui ont une contribution pour le développe-

ment et la refraichissement de la statistique d’ordre.

L’utilisation de la derniére concerne & la théorie des moments, les valeurs extremes

et d’éstimation des quantiles.



Chapitre 2.Statistique d’Ordre

1.2 Fonction inverse généralisée

La fonction inverse généralisée, on dit aussi la fonction des quantiles, associée a la

distribution F' est définie par :
FYt)=inf{z: F(z) > t}, t €0,1].

— sit = 1/2 le quantile appellée la médiane de F.
— sit = 1/4 le quantile appellée le quartiles de F.

— si t = 1/10 le quantile appellée le déciles de F.
Théoréme 1.2.1 (transformation inverse)

(1) Soit U une v.a de loi U 1, et F' une fonction de répartition quelconque. Alors

Y := F7(U) suit la loi F, et on note (Y ~~ F).

3)  ly<y = lw<rw)

4 ly<y = lw<re
Fy(y) = P(Y <y)=P(U< F(y)) = F(y) car : F(y) € [0,1].

1.2.1 Distribution des statistiques d’ordre

1.2.2 Loi jointe de (Xlzn; Xom, s Xnn)

La loi jointe de (X7, Xo.pn, .., Xp:n) st donnee par :
le:n7X2:n R "'Xn/n (171:, Ty ouny l‘n) = 7’L' H f(l’l), (11)

i=1

avec —00 < 11 <19 < ... < 7, < +00.
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1.2.3 Distribution de X;., et X,,.,

1. Pour X;., :
Fx, (z) = P(Xi., <z) = P(min(Xy, X5, .., X,,) < )
=1— P(min(Xy, X, .., X)) > 7)
=1 _p(Xl 2 anQ Z .',U,..,Xn Z .ZU)
=1—(1—F(z))" car (X1, Xo,.., X,,) iid
2. Pour X,,., :

FXl:n<x) = P(Xlzn < .CC) = P(maX(Xl,XQ, 7Xn) < ;L’)
=pX; <z, Xy <z, .,X, <x)

= F(x)"

1.2.4 La loi asymptotique de maximum

Soient (X7, Xs,.., X,,) une suite des v.a suit la loi Fx , on définie Y = @ avec

n

a, € R, b, > 0et G une autre distribution tel que :

rn2a (1.2)

alors on dit que F'x appartienne a domaine d’attraction de G (Fx € D(G)).

Théoréme 1.2.2 La distribution G prend ['un des trois types :

0 r<0
Gi(z,7y) = (type de Frechet )

exp(—xii) r>=20,vy>0

N



Chapitre 2.Statistique d’Ordre

1
exp(—(—x)7) z<0,v>0
Ga(z,v) = pl=(=a)7) ! (type de Weibull )
1 z >0

G3(x) = exp(—exp(—)), —o0 < x < 400 (type de Gumbel )

Théoréme 1.2.3 (Les constante de normalisation)On peut choisir a, € R, b, > 0

qui vérifié comme suit :

(). a,=0,b, = F¢'(1—2)si G =G
(ii). a, = Fx'(1),b, = Fx'(1) = Fx'(1— 1) si G = Gs.

(ifi). an = Fx'(1—2),b, = Fy'(1— L) — Fy'(1— 1) si G = Gs.

ne

1.2.5 La loi asymptotique de minimum

Théoréme 1.2.4 Soient (X, Xs, .., X,,) une suite des v.a suit la loi Fx , on définie

7 = % avec a; € R, b7 > 0et G* une autre distribution telle que;

D

2o (1.3)

avec G* sous forme des trois types :

Gi(w,v) =1—Gi(~2,7)
G5(w,7) =1 — Go(—2,7)

Gs(w,7) = 1 — Ga(—x)

Théoréme 1.2.5 La construction les constantes de normalisation a; € R, by > 0

comme suite :
(i). a; = 0,0 = |Fx'(1)] si G* = G} et z > 0.
(ii). a; = Fx'(0),b; = F¢'(2) — F¢'(0) si G* = G} et z > 0.

(iii). af = Fx'(1),b; = Ela;, — X/X < a}] si G* = Gj et z > 0.
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1.2.6 Distribution de X,., :

1. La fonction de répartition de X,.,, est donnée par :

Fx,. () = P(X,., <) = P(au moins r du X; inférieur ou égale a z)

S| | F@ra - Fay

2. la densité :

fX'r:n (Ji) = hm

dx—0 d.flf
n n—r+1
F(z)'P(x < X <z +dx)(1 - F(x))"™"
r—1 1
- dlalz?() dx
n!

= T F e T @0 = P

® c-a-d :(r-1) X; inférieur & = ,un X; entre x et x + dz et le reste X; strictement

supérieur a x

=1 ” o=

E “.1:+:'5z

1.3 Distribution jointe de (X;.,, X;,,)ou plus

Tel que:1 <r<s<n
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1. la fonction de répartition :

Fx.. x..(z,y) = P(au moins r X; < z, au moins s X; < y)

n J
= ZZP(exacte i X; <z exacte j X; <vy)

j=s i=r

:Xzzwf4ﬁn—wF@“”w—FWWju—F@wf

j=s i=r

2. la densité :

z,y) = lim
Xrin Xoin \T> Y dz—0 dxdy

dy—0

n!

S TG i @ @) = F@) T

f)(X = fy)"

Le schéma ullistratif :

1 1
r=1 II g—r—1 H n—s
:n”:lr+|5:r y“

La généralisation trop claire :

la loi jointe (X mny Xigms -y Xrpn) tel que (1 <7 < ..o < 1 < n) pour (21, T, ..., Tg)

n!
= Fri-l
fXT‘l:nyXTQInr'vXTk:n(x:l?x27 7':616) (Tl — 1)'(7”2 - 1)‘(” _ Tk)' (xl)f(xl)

(F(w2) = F@1))” ™" f(@2) (L= F(aa)" " f ()

la plus générale le resultat dans (|1.1]).
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1.3.1 Distrubition de L’entendue(Xy.,,, — X,.,) :

Soit H = Xl:'n, - Xn:n

ElH] = E[X10 — Xyu] = / /R (0= 2)f oo (1) dadly
= / h/ f(Xl:an:n)(l',h—i‘ x)dxdh
R+ R

= [t 1) Ju(F O+ 2) = F@)" 21 @)+ 2)dal

~ 4
-~

F(X1m—Xnin)

1.4 Propriétés de la Statistique d’ordre

(1). On a (Uy, Uy, .., U,) suite des v.a uniforme et (X1, Xs, .., X,,) aussi suite v.a suit

la loi F'(z) alors :

d'apres(L2)

F(in) 2 Ui, @ = L.,n

Si F'(x) est inversible alors :

F71<Ui:n) 2 Xi:nvi = 17 - N (14)
(2). Si I’échantillon est symétrique donc :

D

Xi:n

—An—i+1lin

. La Fonction de répartition empirique en terme de statistiques d’ordre :
(3). La Fonction de répartiti piriq t de statistiques d’ord

10



Chapitre 2.Statistique d’Ordre

0 sixz <w

Fo(r) =

S e

s in <z < Xi+1:n>1 <i<n

1 six > X,

(4). La fonction des quantiles empiriques en terme de statistiques d’ordre :

Xjm sitl<az<i
Qn(r) =

Xjnn  si0<z <1

(5). Soit (Z1.n, Zoun, s Znn) la statistique d’ordre de Loi parente exponentiale on
définit :

}/; = (n - Z + 1)(Z’L’n - Zi—l:n)yi = 1, N

Tel que les Y; sont :
(a) indépendante /(b) suite la loi exponentielle /(c) E]Y;] =1

(6). Les statistique d’ordre ne sont pas indépendante et identiquement distribuée.

1.5 Représentation de Rényi

Construir par Rényi (1953) dit que : soient (X71.,, Xoum, .., X ) les statistiques d’ordre

d’un échantillon exponentiel, alors :

D a Ek
{Xiin}izl:n n—:>oo { 2 : ?}
i=1n

k=i

ou Fi, Fy,..., E, sont des v.a exponectielle indépendantes et identiquenemt distri-

buée.

Théoréme 1.5.1 Considérons une suite de v.a uniformément distribuée qu’on défi-

11
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nit :
Ur:n

Vi= No=Ugp avecl <r<s<n
USZTL

sont indépendantes et V1,Va ont les lois de Beta(r,s —r) et Beta(s,n — s+ 1) res-

pectivement.

Théoréme 1.5.2 Soient Ui.,, Us.,, .., U,., la statistique d’ordre correspondante &

une suite de v.a uniforme sur [0,1] alors :

Ur n Ur n Ur n
= 7‘/2 - = '~a‘/i—1 = == et ‘/; = Uri:n

Vi = .
! Urg:n Ur3:n ’ Uri:n

avec 1 <1y <71y < ... <r; <n sont indépendantes et suit les lois Beta(ry,m9 — 1),

Beta(rg,r3 — 13), ..., Beta(r;_1,,r;—,r;i_1) et Beta(r,s — r) respectivement.

Théoréme 1.5.3 (par Lurie et Hartly (1972)) La méthode dit que si X1, X, ..., Xpi1
une suite de v.a exponentiel 1id alors :
X X Xy

n+1 ’ n+1 7 n+l

X X > X
=1 =1 =1

ont la méme distribution que Ui.,,Us., — Uty .., Upon— Up 1.

Si on a les observations Vi, Vs, ..., V,, 11 aussi uniformement distribuées sur [0, 1] et
poser X; = —logV; alors on peut construire une statistique d’ordre uniforme tel

que :
n+1

> logV;

=1 .
U1;n = nJrl—’Z = ]_,2,

> logV;
=1

,n

Proposition 1.5.1 Soient Uy, Us, .., U, suit de v.a uniforme tel que Uy, = 1r£11<n U,

et U,., = maxU; alors :
1<i<n

nUl:n ﬁ) 1

n—oo

12
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n(l—Upy) = 1

n—oo

1.6 Fonction (combinaison) Linéaire des Statis-

tiques d’ordres :

La formule générale sous forme :

n
Ln: E ai:nXi:n
i=1

S’appelle L. Statistique si on utilise un estimateur pour L,, on appelle L. Estimateur
par exemple U'entendu H = Xy, — Xpm ou X;., — X excepté si a;.,, = 0,Vi sauf
I'une c’est difficile d’obtenir sa distribution et des autres exception si F' suit la loi
Exp(0) dans ce cas la combinaison linaire des statique d’ordre un peut facile d’extrait
la distribution pour 'exemple voir [§] en plus si a;, L de n ,ainsi, L’étude de le

comportement asymptotique du L, le plus important.

1.6.1 Comportement asymptotique de L, :

Une collection des formule du L,, sa loi limite possible par example si a;., = 0,V
sauf I'une,d’autre part,loi limite n’est pas toujours exicte par example si L, com-
posé de statistique d’ordre extreme ou bien centré finit on utilise la distribution
joint asymptotique pour obtenir la loi limit de L,, (voir [I théoréme 8.4.2 et 8.5.2

respectivement)la loi limite est gaussien.

Aussi, si a;.,, n'annule pas dans la majorité du 1 < ¢ < n on trouve que L, est

asymptotiquement normale , on suppose que a;.,, = J(i/(n+1))/n tel que J(u),0 <

13
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u < 1 une fonction de poids c-a-d :

n+1

Ln:lZJ( ! ) Xim -
1

On obtient la normalité asymptotique sous la conditon sur .J une fonction de poids

ou bien F suit la loi Exp(1)

Preuve. On définit :

(], F) = /_ I (P(2))dF ()

|
et
o*(J. F) = 2/ e, J(F () J(E(y){F ()1 = F(y))dedy (1.5)
:2/ s J(uy)J (ug)ug (1 — up)dF " (uy)dF~*(ug) .
Preuve.

Théoréme 1.6.1 (Les propriétés asymptotiques de L, )On assume E[|X|*] est finis
ou X représene la population des suite des variable aléatoire suit la lot F',on a la
fonction de poids J(u) est borneé et contenue sur chaque point du F~(u),en plus

| J(u) — J(v) |< K | w— v |°*Y/2 (Lipschitizienne) nous obtenons les résultats :

(i) Limv/n(E[Ly) — u(J,F)) = 0.

(ii) Lim nvar[L,] = oc*(J, F) .

14



Chapitre 2.Statistique d’Ordre

(i) VA(E[Ly] = p(J, F)) 2 N(0,0°(J.F)) .
maintenant on applique ce théoréme pour trouver la loi limite de L,,.
Exemple 1.6.1 (la moyenne empirique )

On pose J(u) = 1,0 < u < 1,L, = X, u(J,F) = p,0*(J,F) = 0% , tant que .J est
cst alors les cds du (théoréme 1.5.1) sont vérifiées if E[|X|%] est finit alors X est
asymptotiquement normale ce qui nous donne le théoréme central limite mais méme

si le moment d’ordre 3 n’existe pas .
Exemple 1.6.2 (Différence moyenne de Gini)

Si X7 et X iid suivent la loi F', avec E[|X; — X,|] fournit une mesure de dispersion
que nous noterons par 6. De toute évidence, un estimateur non biaisé de 6 est la

différence moyenne de Gini, donnée par :

1 n n
2

i=1 j=1

S’expression au sens de statistique d’ordre :

n

 (n+1) 2i
Gn = - 221~ DX

En d’autres termes (n — 1)G,,/(n + 1) est L _Statistique avec la fonction de poids
J(u) = 2(2u — 1) cette fonction est bornée et contenue donc, si E[| X |*)] < oo d’aprés

la théoréeme 1.5.1 on peut conclure que :
V(G — 0) 2 N(0,0%(J, F))

ou 02(J, F) trouvé par (|1.5))

15
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1.6.2 Distribution asymptotique de la moyenne tronquée

Parmi les plus importantes formules du L, la moyenne tronquée ou on exclut les
valeurs extrémes minimale et maximale, si la fonction de poids sous forme J(u) =
(pp—p1) 1si0<p <u<py<1sinon J(u) =0 et si F~(u) est contenue en p, et

po alors on peut appliquer le théoréme (|1.6.1]).

1.7 Estimateur de Hill

L’estimateur de Hill (construit par Hill 1975) est le meilleur estimateur de l'indice de
valeur extréme. De plus, cet estimateur posséde une excellente performance s’écrivant

en fonction de la statistique d’ordre :

k
1
T =3 Zl log Xp—it1:n — log Xppon

1.7.1 Comportement asymptotique

La normalité asymptotique de I'estimateur de Hill a prouvé par Davis et Resnick
[8] en utilisant les proprétés asymptotique des statistiques d’ordre d’un échantillon
issu d’une loi exponentielle et les condition de Von Mises Cs orgo et Mason [5] pour
exploiter ’approximation des processus empiriques par des ponts browniens. Méme
chose avec la variation réguliere au second ordre de la distribution, De Haan et

Resnick ont arrivé a ’objectif la normalité asympotique.

(1) La normalité asymptotique sous quelques conditions de I'estimateur de Hill :

16
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(2)L’intervalle de confiance asympotique :

~ ~

[y — Zl—a/2la 7+ Zl—a/2l]
Vi Vk

17



Chapitre 2

Processus de Wiener (Mouvement

Brownien)

2.1 Introduction

En 1827, le botaniste Robert Brown découvre ce qu’on appelle actuellement le mou-
vement brownien du pollen au microscope. Plus précisément, il voit apparaitre un
phénomeéne assez étonnant : dans ce pollen, de petites particules bougent sans arrét

dans tous les sens.

A Dagitation thermique : les molécules qui baignent la particule de pollen s’agitent
dans tous les sens, et un peu comme si on jouait au billard, la particule de pollen
change brusquement de direction & chaque fois qu’elle est heurtée par I'une de ces
molécules.Il a fallu attendre les années 20 et Norbert Winner pour avoir la définition
d’un objet mathématique correspondant & ce phénoméne, mais jusqu’a il y a peu on
n’avait pas de preuve rigoureuse du fait que cet objet abstrait correspond bien a ce

qu’observent les physiciens.

C’est désormais chose faite, grace a une collaboration de Thierry Bodineau, Isabelle

Gallagher et Laure Saint-Raymond, parue en 2016. Cet article a recu en décembre

18



Chapitre 2.Processus de wiener(Mouvement Brownien)

dernier le Prix La Recherche, et fait partie des résultats ayant contribué a I’'obtention

de la médaille d’argent du CNRS d’Isabelle Gallagher en 2016.

Le mouvement brownien occupe aujourd’hui une place centrale en mathématiques et
qu’il est lié a la plus part de leurs branches : Les équations d’évolation, L’analyse de
Fourier, La théorie du potentiel, La théorie des fonctions d’une variable complexe,

La normalité asymptotique d’un estimateur notre objectif.

2.2 Processus de Wiener :

Définition 2.2.1 Le Processus de Wiener est un processus stochastique.

{W(t;w) =W(t);0<t <o} ovweQ{Q A P}

est un espace de probabilité, vérifié que :

(i). W(t) —W(s) € N(0,t —s) pour 0 < s <t < oo et W(0)=0.

(ii). Les accroissements sont indépendants, c-a-d :

W(t) — W(ty), W(ts) — W(ts), ... W(tsi) — W (tair)

sont indépendantes oul 0 <t <ty < ... <19 < 00,1 =2,3,...
(iii). W (t;w) contenue en probabilité en t.

Parmi les résultats de (i) et (ii) :

cov(W(t),W(s)) = R(s,t) = E[W(t)IW(s)] = s At.

Proposition 2.2.1 (auto-similarité) Soit B(t) un mouvement brownien standard

19



Chapitre 2.Processus de wiener(Mouvement Brownien)

alors le processus :

est aussi le mouvement brownien standard pour chaque a # 0.

Corollaire 2.2.1 (La Loi des grands nombres)

B(t
lim L =0, presque strement

t—o00

2.3 Principe d’invariance de Donsker

Soient {X,,,n > 0} une séquence v.a iid on a la somme partielle définie par :

i=1
Interpolation linéaire entre les points d’intégrateur :
S(t) = Sy + (t = [t])(Syg+1 — Sy)  tel que =S € C0,00)

On définit aussi :
S(nt)
N4

S,(t) =

Théoréme 2.3.1 (Principe d’invariance de Donsker)

Sur I'espace C10, 1] (’espace des fonctions contenues) muni ||.|| ,la suite {S’,n > 1}
o0

converge en loi vers mouvement brownien.
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2.4 Pont brownien :

Définition 2.4.1 Le pont brownien est un processus stochastique { B(t);0 <t < 1},

vérifié que :

(i). La loi jointe de B(t1), B(tz2), ..., B(tn),0 <t <ty < .. <t, <1l,n=12.. est

gaussien avec E[B(t)] = 0.

(ii). La coveriance de B(t) est :
cov(B(s), B(t)) = R(s,t) = E[B(s)B(t)] = s ANt — st. (2.1)

(iii). B(t,w) contenue en probabilité en t.

(ii) implique que :

Lemme 2.4.1 On a {W(t);0 <t < oo} est un processus de Wiener, alors :
B(t) =W(t) —tW(1),0 <t < 1.

est un pont brownien.

Preuve. (Voir [4] pages 41-42) =

Théoréme 2.4.1 (Transformation de Doob)

Si {B(t);0 <t <1} alors W(t) = (1 + t)B(1%;) pour t > 0 est un processus de

Wiener.

Preuve. (Voir [13] page 14). m
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Chapitre 3

Processus empirique

3.1 Introduction

La théorie des processus empiriques joue un role clé dans les statistiques, en fait,ils
ont d’innombrables applications avec des problémes spéciaux. Parmi les caractéris-
tiques les plus importantes de ces mathématiques, il a été recherché depuis le dé-
but des statistiques récentes, elles comprennent, entre autres, ce qui suit :Résultats
des theses de Glyvenko Cantelli (Glyvenko(1933), Cantelli(1933)), aux théorémes de
Donsker (Donsker(1951)), aux lois du logarithme itéré (Chung(1949), voir Deheu-

vels(1991) et la bibliographie attanante), ou encore aux lois limites fonctionnelles.

Dans ce chapitre on s’intirése a quelleque théoréme sur les processus empirique pour
arrive & la resultats fondamentale c’est que la normalité asymptotique qui n’ont pas

réussi a atteindre.
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3.2 Distribution empirique :

Soient X1, X5, .., X,, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées sur (€2, F, P) une fonction de répartition F telle que :
Flz)=P{we/ X(w)<z}=PX <z),zeR.

On définit la fonction de répartition empirique ou bien l'estimateur de F' s’il est

inconnu notée par F), comme suit :
(x) L y 1
Fu(x)==> <a}-
n 2 {X;<z}

En plus F la fonction de survie (ou la fonction de queue) sous forme :
F(r)=P{weQ/ X(w)=x}=1-F(a).
La formule suivante :

Vi(Fy(x) = F(z)).

appelé le processus empirique qui converge vers N (0, F'(x)(1 — F(x)).
Théoréme 3.2.1 (Glivenco-Cantelli)

On suppose que F inversible. Dans ce cas F;, converge uniformément vers F' presque
stirement :

P( lim ||F, — F|| =0) = 1.

n—-+00
ol bien

sup |F.(x) — F(x)] = o(1), n— co.
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Chapitre 3.Processus Empirique

De méme pour la fonction de quantile empirique ),, qui aussi converge uniformément

vers () presque stirement c-a-d :

sup [Qu(@) —a] = o(1), n — 0.
0<z<1

3.2.1 Propriétés sur la distribution empirique

— nk,(z) suit une loi binomiale B(n,p) , p = F(x).
II11—
~ F,(z) & F(x) (converge en norme p ).

- F,(x) BF (z) d’apres la loi faible des grands nombres.
— F,(z) ™% F(x) d’aprés la loi forte des grands nombres.

— [}, converge uniformément vers F' p.s d’apres (3.2.1)

3.3 Processus empirique uniforme

Soient Uy, Us, .., U, v.a iid uniforme et G, la distribution empirique correspondante

de suite :

1 n
Gu(z) = - E Liicey, 0 <z < L.
i—1

Alors le processus empirique uniforme sous forme :

3.4 Processus des quantiles uniforme

Processus des quantiles uniforme est définie par :

Un(s) = n'?(s — U,(s)),0 < s < 1.
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Chapitre 3.Processus Empirique

tel que U, est le quantile empirique uniforme c-a-d :

Un(s) = Uk:m

k—1 k
<s< —.
n

n

Théoréme 3.4.1 Soient {U,,n > 1} une suite de v.a uniforme sur ’espace de pro-
babilité (2, A, P) et u, est le processus des quantiles uniforme, alors il existe une

suite de ponts browniens {B,(t);0 <t < 1},n > 1 telle que :

pour 0<v<1/2et0<A<o0:

() = Bus)
A/n<s<1=A/n (5<1 - 8))1/27U

= 0,(1), sin — oo.

Preuve. (Voir [6] page 40) m

Théoréme 3.4.2 Soient {U,,n > 1} une suite de v.a uniforme sur ’espace de pro-
babilité (2, A, P) et o, est le processus empirique uniforme, alors il existe une suite
de ponts browniens { B,(t);0 <t < 1},n > 1 (la méme que celle du théoréme )

telle que : pour 0 < v < 1/4:

p "lan(s) = By(o)

Uin<s<Unm  (S(1—8))1/27v = Opl1), sin = oo

Preuve. (Voir [6] p 44). =

3.5 Processus empirique de queue

Processus empirique de queue (TEP) est un outil important utilisé dans I’estimation
non paramétrique des quantités extrémes comme ’estimateur de Hill de I'index de

variation réguliere ou diverses mesures de risque.

25
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Soient {k,} -, une suite de nombres (pas nécessairement entiers) en savoir que :
1<k, <n, ky/n— o0, k,— oo, (pourn — o). (3.1)
On définit le processus empirique de queue par :

w,(t) = (n/ky) 2 (thn/n), 0<t<1.

3.6 Processus des quantiles de queue

On définit le processus des quantiles de queue comme suit :

v (t) = (n/kp) Y (thn/n), 0<t<1.

3.7 Processus des quantiles de queue tronquée

On définit le processus des quantiles de queue tronquée comme suit :
Uy (t) = (n/k;n)l/Qﬂn(tkn/n), 0<t<1.

tel que :
up(s) sil/(n+1)<t<n/(n+1)

Unp (3 ) =
0 sinon

Théoréme 3.7.1 Soient {k,} _, satisfait et soit aussi0 <n<1,sin<1/2

alors il existe une suite {W,} -, de mouvement brownien vérifié :

sup [n(t) ()|£>0, §1 M — 00 .
0<t<1 tn
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Théoréme 3.7.2 Soient {k,} -, satisfait et 0 < np < 1/2 et F (’tel que

lim \5}(1) = 7,7 > 0 ) alors il eziste une suite {W, } | de mouvement brownien
Verifié :

sup [ (?) ()|£>O, St — 00 .

0<t<1 tn

Théoréme 3.7.3 Soient (X1, Xa, ..., X,,) une suite de v.a suit la loi F' sa distribution

empirique notée F, \/k,Ao(n/k,) bornée , n — oo on définit :

Do(s) = \/k_n(kﬁﬁ(sxn_knm_) — sV et T(s; W) = Wi(s™ ) — s~ (1)

n

vérifié que pour 0 < e < :

sup s1/279|D,,(s) — T(s; W) — 5_1/7 \/ nAo(n/ky)| Lo.

EEEN)

3.8 La condition de second-ordre :

Soit U = Q(125) = F(:%5) & variation réguliére pour tout # > 0 on a pour une

certaine fonction positive a :

La fonction U (ou la distribution de probabilité qui lui est liée) est dite pour satisfaire
la condition de second ordre si pour une certaine fonction positive a et certaine

fonction positive ou négative Aavec lim A(t) = 0 équivalente a :

t—o0

Ulta)-U(t) _ 27—1
lim — % T = H(x).

H(z) ne doit pas étre identique & zéro.
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Théoréme 3.8.1 Supposons que F' vérifie la condition de second-ordre pour tout

x > 0 pour toute A(t) positive ou bien négative :

YU (tz)
O L gr—1

t_gi; A(t) - P

Si lim A(t) = 0 la condition de second-ordre équivalente a :

t—o00

. logU(tx) —logU(t) —vlogz axf —1
lim = .
s A(t) p
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Application

4.1 La normalité asymptotique de la moyenne em-
pirique

Nous allons étudier trois types de moyenne empirique :

4.1.1 La moyenne empirique uniforme

Soient Uy, Uy, ..., U, une suite de v.a iid uniforme sur [0, 1] suit la loi G et associée a

une distribution empirique G, :

(a). la théoreme centrale limite implique :

VU — E[U]) 2 N(0,Var[U]) .

n—oo

Alors :

\/E(U—l) 2 N i).

27 n—oo 12

(b). En utilisant le processus empirique uniforme :
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Ona:

p=FEU| = /:ch(x) = /(1 — G(z))dz, (Vespérence théorique).
R R

— 1 &
p=U= /xdGn(x) = /(1 — Gp(x))dr = = ZXi, (Pespérence empirique).
n
R

R =1

en peut écrire :

U — /1(1 —§)ds = — /1(Gn(s) — s)ds

on obtient :

J/

_ 1 ;
sz/ﬁ(U—§)=—/\/ﬁ(Gés>—s)

an(s)
On va diviser l'intervalle [0,1] en trois termes :
Un:n Uin 1
I=-— / a(s)ds— / ap(s)ds— / a,(s)ds.
N Uiin e 0 A Un:n .,
A B ¢
Pour le terme A, additionner et diminuer B, (s) :
Un:n U’Ili'll
A=-— /(an(s)ds—Bn(s))ds— / B,(s)ds
Ul:n N Ul:n ,
A, 45

Ay est négligeable car :

U’n:n

n”(an(s)ds — Bu(s)) 20 o, v
Ay =— / (5(1 — 5)) /2 x (s(1—8))/27 x n7ds

1:n

_ n"|an(s) — Ba(s)|
Al <n™  su
s s — s
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D’apres le théoréme(3.4.2)) alors : soit 0 < v < 1/4:

x /1 (s(1 — s))/2~ds

_ n"|on(s) — Bn(s)]
Al <n™  su
| 1| h Ul:ngngn:n (8(1 - S))1/2_U

< O0p(1) x n™Y = 0,(1)

Donc :
A 5o,
Alors :
A = A2 + 0p(1> .

Pour les termes B et C' aussi sont négligeables, en effet :

Ul:n Ul:n 2
Ul:n) 1

B i [ —Guls) = s)ds = Vi [ sas = vl o

2 2n3/2

D’apres la proposition ([1.5.1)) :

B= ——(1+0,(1))? = 0,(n""?)

2n3/2
Alors :
B L o.
De méme :
1 1
1 (Un:n)2
C=—vn [ (G.(s)—s)ds=—vn | (1—-3s)ds= —\/5(5 — Upin + —
Unp:n Un:n
1

(1+0y(1))* = 0p(n~*2)

1 2 2

B — 0.

n—oo
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Alors on conclut que :

Unin -5
I=A440,(1) =— / B, (s)ds + 0,(1) ~ — / B, (s)ds + 0,(1)
Utin 1

Ou:

1
l/sAt—stﬁ%:/@At—s@ﬁws
1
/t—stdt+/s—3tdt

s

Donc on peut construire 'intervalle de confiance comme suit :

[U - Zl_a/g,U+

1 1
— ——2Z1_a/2] -
V12 Nivia /2

Avec z_,/2 représente le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale centré réduite

(N(0,1)).
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4.1.2 La moyenne empirique exponentielle :

Soient X1, X, ..., X,, une suite des v.a iid suivant la loi exponentielle de parameétre
A = 1 noté F' sa distribution et Uy, Us, ..., U,, aussi une suite des v.a iid uniformement

distribués sur [0, 1] :

(a). Le résultat du théoréme centrale limite :

vaX -1 2 N(@,1).

n—oo

(b). En utilisant le processus empirique des quantiles :

Définie que :

D (.
{Xi}i:Ln = {F 1(Ui)}i:1:n : (4]‘)
En écrivant :
- 1< 1
X=-S X.==- -1
n 2 n Z F (UZ)
=1 i=1
Ou la fonction inverse F'~!(z) = —log(1 — ) alors :

n n

— 1 1
X =— E —log(l —-U;) = — E —log(1 — U..
n Og( Us) n og( UML)

=1 =1

-y - / log(1 — Uy (s))ds = — /log(l ~ U(s))ds

Donc :
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1-1/n
=—/n / (log(1 — U,(s)) — log(1 — s))ds+
1/n
1/n
v / (log(1 — Us(s)) — log(1 — s))ds+ (4.2)
N / (log(1 — Uy(s)) — log(1 — s))ds (4.3)
1-1/n

Tel que (4.2)) et (4.3) sont des termes négligéables car :

1/n

@2) = \/ﬁ/(log(l—Ulm)—log(l—s))ds = )y (12 log(1—2) =
0

Par la développement limite :

~ Uppt+log(l— L) log(1—2) —log(1— 1) ~ log(1 — ) - 1) 11

= log(1— I) — log(1 - 1) i N0 Y

D’apres (|1.3)), et que la loi exponentielle appartienne au domaine d’attraction de

Gumbel alors :

—C@ﬂ>xbﬂl_%&k?gl_é>—k%%%%)—ﬂ—;yiﬁ—;%
oo

log(1 — Uy.p) 1 1 1

@)= Vi [ (og(1 - V) = log(1 ~ s))ds = el o)+ =

1-1/n

Par la Développement limité :

Upn 1 1. 1 Upn—1. logn) 1 1 1.1
= — —1 — - = _
7080+

3

9
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D’apres (1.2)) :

_ ogn) 1 1, Ly 1
= Op(1) x Jn +\/ﬁ \/ﬁlg<n)+\/ﬁnaoo0

En utilusant le théoréme des accroissement finie, alors :

ds

VX -1) = [ (5= Us) x

un(8)

1
&n(s)

3=

min(1l — U, (s),1 —s) < &(s) < max(1l — Uy(s),1 —s)
En multipliant et divisant J par 1 — s on obtient :

1—1 1—1
n

J=yn(X-1)= / un(s) X @L(S)ds = /(;ESL;) X7 i Sun(s)ds

1 1
n

1
-

1—1
1—s 1 un($)
= —1) x ——u,(s)d —=d
/(ﬁn(é’) )xl_su(s)s—i—/l_ss
R T,
on écrit :
1-1/n
1
7= [ o) = Bals) + Bulo)is
-5
1/n
1-1/n 1-1/n ( )
1 B, (s
— _B Znio)
/ T 8<un(8) n(s))ds + / T ds
1/n 1/n

35



Chapitre 4.Application

D’apres le théoréme (3.4.1)) : soit 0 < v < 1/2:

1-1/n
1 nYu,(s) — Bu(s)| _ _
T < - . v(s(1—s)*d 4.7
7] / e prepny = M C U M (4.7)
1/n
| ( 1-1/n
_ n”|un(s) — Bn(s)| / 1
<n? su X ————ds
)\/néséllg—)\/n (S(l - S))1/2_U y (1 - 8)1/2+U
1/n
M,
Ou M, —+> 0 donc :
T < n~Y x Op(1) x M, % 0.
Maintenant 7, :
Tnl Tn2
—t— —_—,~—
/ B 1/nB / B
T,: = n(s)ds — n(s)ds — "(S>ds
1—s5 1—35 1—s5
0 0 1-1/n
Les deux derniers termes de 7|, sont négligeables car :
1/n 1/n 1/n
E|B,( s(1—
B, < [ 22 / LAl (4.9
1—s5 1—s V1

0

<[-2vV1—s)i"=-2(y/1=1/n—1) — 0

n—-+o0o

alors :
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et :
[ BB, —
n(s 1 1
E|T,,| < / 1—_5613 < / mds =[-2v1- S]l—l/n (4.9)
1-1/n 1-1/n
<2y/1/n — 0
n—-+00
alors :
T,, > 0
n—-+4o0o
Maintenant R,(s) :
-
1—s
Rn = - n d
[ G 0 s

Si on fait un changement de variable 1 — s = ¢ sur R,(s)" on obtient sur :

1—

R, — / (#_t) 1) x %un(l ~t)ds

n

3=

avec min(U,(t),t) < &,(1 —t) < max(U,(t),t) .

1-1 1-1/n
|R,| < /| ! 1|><1 (1—t)dt < | ! 1 / ! (1—t)dt
/ En(l1—1) 13 Un<i—t<i— &n(1—1) / t
' (4.10)
D’apres la preuve de lemme 03 on [14] :
~——

Ny
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N,, est une conséquence de ce qui précéde dans 7T,, Alors

R, & 0.
Finalement :
J—/1_<3)d8+013(1) — N(0,07)
0
Ou :
1B 1B
o? =VarlJ Var/ n :E[/ "(S)ds2
1-— 1—35
0 0
cov(B,(s), Bu(t (s At — st)
// i dsd—//l_sl_tddt
1 1 1
t
= —dt log(1 — =1.
/[/u—t) +/(1—s = frosti =
0 0 s 0

4.1.3 La moyenne empirique de la loi de Pareto

Soient X7, Xy, ..., X,, une suite des v.a iid suit la loi de pareto de parameétre 1/y > 2 si-
non espérence et la variance n’existe pas , x > 1 noté F' sa distribution et Uy, Us, ..., U,

une suite des v.a iid uniformement distribués sur [0, 1] :

(a). En utilisant la théoréme centrale limite :

_ 1 D ')/2
VX =2 ) 2 N0 G =)

(b). La deuxiéme méthode en utilisant le processus des quantile empirique :

D’apres(l4.1) en écrit :

+_ 1 I
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Ou FYz)=(1—2x)7", alors :

X=23 -7 =Y [a-tie) 7 = [ Vi) (s

V(X - / (1 8)ds) = Vi / (1 - Un(s)™ — (1 - 8)ds

De méme technique on divise en trois termes deux négligeables puisque la loi de

Pareto appartient au domaine d’attraction de Fréchet et basée sur (1.2]) et (1.3)), il

reste que :
1 1-1/n
Vn(X — /(1 —5)7ds) = +/n / (1=Un(s) " —(1—s)ds
0 1/n
Par la théoréme des accroissemnt finie :
1-1/n
_ 1 1
K:\/ﬁX——:—v\/ﬁ/\/ﬁs—Uns X ———————ds
W) Lol Tl X g (e
1/n un(s)
&n(s) vérifie la méme condition (4.4)).
1-1/n ( ) 1-1/n ( )
Uy (S S Up (S
K= — M\ s = — _Z yr+t n\°)
! / €y / RO,
1/n 1/n
1-1/n ( ) 1-1/n ( )
S 1 Uy (S Up (S
= —y / [<@)7+ — 1] X wdS + — / st
1/n 1/n
R 7
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Concernant RY on applique le théoréme des accroissements finis :

1-1/n
RO =4 1) [ (s - DEE) x s
1/n

Basé sur lemme 03 dans [I3] et de méme que (4.10)) et (4.11]) on trouve que :

RY £ 0 ou bien RW = op(1) .

n—oo

De méme dans et . on arrive :

s7 n— o0

1
Bi(
7/ ) g 1+ op(1) B N(0,02) .
0

Ou :
[ Bl [ Buls Bu(t)
2 Y (s B cov(B
o =Var[K] =~ Var[/ e ds] = E[(/ 37+1 // 37“157*1 dtds
0 0
1 1 1 s 1
s (sAt— B 1 t— st 5 —
. / / o SAL=51) / o / e+ [ 2 % i) ds
00 0 0 s
1 1
1 1 1-1t
— A2 _ -
_, /8%1[(1 s)/mdtﬂ/ o drlds
0 0 s
1
1 (1—s)sH s g7t g2
2
= d
70/5w+1[ 1 +7(7—1)+ S
1 1
1 1 1 1 1
A2  _ _ — . -
. [1_7/(5% s Ty ds /Shd + s
0 73
1 1 1 1 1 1 1
T e SN SEE vl
l—y'1-2y 2—-29" y4(1—-7)1-¥ 71—27 1—72—2y
—272 4+ 67 —2 1

Ty —2y * (1 - 27)] '
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par des simplification on trouve la méme résultats du la théoréme centrale limite :

2 72

T a2 —9)

4.2 La normalité asymptotique du L-statistique

L-statistique sous forme :

n

L, — Zlaan _ Zl / zJ(s)Qn(s)ds _ /0 T(5)Qn(s)ds

En écrit :

1 1

V=va(L,— | J(5)Q(s)ds) = — [ J(s)v/n(Q(s) — Qu(s))ds

0 0 ~~ 4

un(Q(s))

En utilisant les mémes étapes comme d’habitude sur commencant par diviser

I'intervalle et basées sur le théoreme (3.4.1)) on arrive a :

1] & o.

n—o0

Il reste que :
D

V—— /0 J(5)Ba(Q(s))ds 2 N(0,0%) .

n—oo
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Ou:

o* = Var[V] = Var| / J(5)Ba(Q(s))ds] = E( / J(5)Ba(Q(s))ds)?]

- [ [ reawmin@e). o) - aeei)is

4.3 La normalité asymptotique du ’estimateur de

I’indice des valeurs extréme :

Si (X1, ..., X,,) suit la loi de Fréchet :

ea:p(—:f%) x>0,v>0

et sa densité correspondante :

e}

<0

=10
x 7 exp(—x ) x=0,7>0

2

4.3.1 L’estimation paramétrique

Dans l'estimation paramétrique il y a plusieurs fagons pour construire un estimateur

pour l'indice des valeurs extrémes, parmi elles le maximum de vraisemblance.

La formule de vraisemblance associée a ’échantillon suivant la loi de Fréchet est :
n

L(‘Tlax?v -.-,ZL’n/’}/) = Hf(xz) = [_]H(H l’z’)_%_l eXp(— x_%) .

i=1 v i=1 =1
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alors :

o1
log(L(z1,xa, ..., 2y /7)) = —nlog(y +1 Zlog Z v

=1

donc :

(5(10g(L<I‘17 T2, ..., xn/?))) =0
o~y ’
Equivalent :

—n 1 i 11
Tn+,772210gx1 Zx 1:7 a—/log(Qn( ))ds + = /Qn lds =0

L(#,Qn)

La solution de cette equation construire par des méthode numérique ou bien en uti-
lisant les packages dans la langague R.Mais en peut démontré la normalité asymp-
totique méme dans absence d’une formule explicite pour I'estimateur de I'indice de
valeur extréme 7 comme suit : Parmi les formule explicite de 'estimateur de 'indice

de valeur extréme 7 'estimateur de Hill :

L(Y,Qn) = 0= L(7,Q) = 0.

Donc :

alors :

En utilisant le développement de Taylor au voisinage de v pour la 1¥"“terme :

(;}\/_PY)LI(% Q”) - %/0 log(Q(S))_IOg(Qn(S))dS—i-%/O Q(s)f%fl_Qn(s)*%*lds
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avec

L7, Q) = %/0 | = Qu(s) F s + %/O log(Qn(5))(Qu(s) 3" — 2)ds

D’aprés la Loi faible des grands nombres :

Alors :
! P 1
L(v,Qn) — ?ml + —5m2

Avec :

L[ B -1

my = E[f(X)] == [ (I-az 7 )z 7e” ", fla)=1-2
7 Jo
N _/ e dy + / y' e Vdy = —1+T(y +2)
0 0
Et :
o _ I -1 R, _ .t -1
me = Elg(X)] = 5 logx(z " —=2)x 7 e , g(x) =logx(z > —2)x
0

Par divisé et trouve des terme néglegable et Basé sur la théoréme des accroissement

finie :

~ ’ 1 1-1/n 1
P=vnG=nln@) =2 |, - V@) =@ gy
1+'Y 1-1/n 1
T e YOO D
| iUn 1 Ly [ L
= — n - " —1d
y2 1/n ! <Q(8))€n(s) di 72 [/n ! (Q(S))€n<8)+2 (i
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Ot : min(Q,(s), Q(s)) < Gu(s) < max(Q,(s), Q(s))

De se qui préseéde on trouve des partie néglegable dans :

ds+

B i 1-1/n un(Q(S)) — Bn(Q(S)) i 1-1/n Bn(Q(S))
_72/n 1-Q(s) +’72/1/n 1—Q(s)
1 (Q(s) 1 - Q(s)

Vim 1=Q(s)" &als)

[ —1]ds

Et :

_ Lt [T w(Q0) = Bu@E) 1+ [T BIQE)

7 Jim Q(s)7 "2 72 /yn (S)i+2
/1—1/” un<Q§S) Q(Sl) ~ 1]ds
tn Q) ()

Alors il reste que :

1— 1/n B 1+ 171/71 Bn Q
=—/ S e
vy 1/n Q(s)~

1 1+'y B(Q()) - N(0.0?

o = Var[P / / min(Q S)Q(S)Q(t))dtds
Hv//mn Q) mwwMS
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4.3.2 L’estimation semi-paramétrique :

Parmi les formules explicites de I'estimateur de l'indice de valeur extréme 7 'esti-
mateur de Hill, et parce que la loi de Frechet vérifiée :

1 — F(xt)

- -\ —1/y
1 F(f) totoo

C-a-d que F' = 1 — F' a variation réguliére dans ce cas on peut estimer 'indice de

valeur extréme 7 par Hill vz, de la forme :

(a). En fonction de processus des quantile empirique :

k
o 1 n
YHill = k'_ Z log Xn—z'+1:n - log Xn—kn:n

n .

=1
kn/n kn/n
— E/ log(Q, (1 — s))ds — kﬁ/o log(Qn(1 — %))ds

kn 0 n
kn/n ]{?n
= k%/o log(Qn(1 —s)) — log(Qn(1 — g))ds

Alors :

_ knfn b
i =7 = - [ JoB(Qu(1 = 5) ~1og(@u(1 — ))ds

kn/n k,
[ os(@01 = 5) ~ os(@(1 — Syas
k

n n
n

kn/n
n / log(Q(1 - 5)) — log(Q(1 —

o ))ds —~
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Par le théoréme des accroissements finis implique que

Q1 —5)— Q,(1 — s))cnts)der

kn/n
N = vk (7 — ) = ——/
[ Vaea -2 -q.a- g»g#(s)dw

kn/n 1{7
n / l0B(Q(1 — )) ~ 108(Q(1 — ))ds

Tel que :

min(Q(1 — ), Qn(l —s)) < (u(s) < max(Q(l —s), Qn(1 —s))
kn

min(Q(1L— ), Qu(1 ~ ")) < ¢/ (s) < max(Q(1 ~ ), Q,(1 - )

Puis en écrire :

o P u@-s) n (@
N= k:n/o & (5) d8+kn/o G (s)

n kn/n
ot [ ogt(1 - o) - tog(@(1 — 22y -
un(Q(1 — 5)) fnlt Q ;”))
__/ cn _/ It

“k_“ / l05(Q(1 - 5)) ~ og(@(1 — £))ds — /

-

H

avec lim A(X) =

D’apres la condition du second-order et 1) détailer dans [9]

lim /k,A(Z ) = A (finie) :
A

lim H=—
n— oo ]_—p
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Suivant les étapes comme d’habitude et plus détaillées dans [5] on arrive & la formule

finale :

n ky A A
= —7y,/— / (11— s— )ds+4 | kan(l_%)—i_l — p+0p(1) - N(1 — p,aQ)

Lt cov(B,(1 — st2), B, (1 — th2)) n k
2= Var[N] = 23/ / cov(B, n /> on dtd Ty —B,(1-—>2
o ar[N] =777 o ” s+7k ar| o 1=

Par une changement de variable :B, (1 — s®) =z, B,(1 — tf2) =y

o’ —7 i / /l . Covl _n;fl,Bn(>)>dxdy+7 (1—%)_27 (1_%)
ky,

= (-2 1)y +7(1—%)—27 (1"

:72_

(b). En fonction du processus de queue :

La deuxiéme méthode pour démontrer la normalité asympotique de I'estimateur de

Hill basé sur le processus de queue par suite :

kn—1
1

@l = k_ Z log ani:n - lOg ankn:n

k Z/ i log(Qn(x))dz — —/n ; nloan,kn:nan(s)

n

-z / os(@nle)de =g [ TR K dEs)

1—kntl
n

n knin
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Par une changement de variable :Q),,(z) = s

_— n n [
VHill = 7~ / log(S)an(s) - _/ log Xn—knnan<8)
kn kn Xn—kr :
Xn—kn:n e
n oo
= / (log(s) — log Xp—k,m)dEF(s)
anfkn:n
Par intégration par partie on trouve :
r n ds r n ds
Vi = —(1=Fo(s))— = [ —(1 = Fu(sXntm
= [ =BT = [ RlsXaa)
ankn:n 1

Alors :

[ 21— Fo(sXpopm)) — 5

S = Vi = ) = [ B ds

S

1

Dy(s) = T'(s, W) — 3—1/78”/[)#\//{_”A0(n/kn)+

I
=3 H\8

S
T (s, W) + s VLI T Ao (n) k)
/ P dS
S

1

Tel que T'(s, W) = W(s~V7) — s Y7W (1) et vk, Ao(n/k,) bornée.

D’apres [3] (1.9) on trouve que la 1°"¢ partie négligeable, il reste que :

7 ~1/7) PIv —1d

S = —"}/W —|— / W dS + \/ AO n/k / 1/787—8 + Op(l)
S

1
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Conclusion

a normalité asymptotique est une propriété cruciale et utile pour de nombreux
L problémes en statistique mathématiques, telles que les constructions des inter-
valles de confiances et les régions critiques des tests statistiques. La méthode que
nous avons employée, pour établir celle-ci, est trés puissante et pratique, car elle
est basée sur les approximations gaussiennes du processus empirique uniforme, du

processus des quantiles uniformes et du processus des queues de distributions.
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Annexe A

4.4 Théoréme centrale limite

Définition 4.4.1 Pour (X, X, ..., X,,) ,indépendante et identiquement distribuée,

2

supposons que l’espérance p et la variance o existent et finissent avec o # 0 alors :

Va(XrTEy 2N, 1) |

o n— oo

Tel que X,, est la moyenne empirique.

4.5 La fonction de poids

Une fonction de poids est un outil mathématique qui permet de donner plus d’impor-
tance a certains éléments d’un ensemble lorsqu’on calcule une somme, une intégrale
ou une moyenne, par rapport aux autres éléments. Ainsi, en appliquant une fonction
de pondération, on obtient une somme ou une moyenne pondérée, ou chaque élément
de I'’ensemble contribue au résultat final en fonction de son poids relatif. En d’autres
termes, la fonction de poids permet de prendre en compte I'importance relative de

chaque élément lors du calcul d’une mesure agrégée.
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4.6 Fonction a variation réguliére

Définition 4.6.1 On dit que G est une fonction & variation réguliére s’il existe

0 € R tel que :
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Annexe B

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

La Fonction de répartition de X .

La Fonction de répartition de coupke (X,Y).
la densité de X.

La distribution empirique.

La Fonction des quantile empirique.

La Fonction des quantile empirique uniforme.
Le k'*™¢satitistique d’ordre.

Espérence mathématique.

Variance mathématique.

Covariance mathématique du couple (X,Y).
Processus de wiener (Mouvement brownien).
Pont brownien.

Processus empirique uniforme.
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s
®

o o v

Processus des quantile uniforme.
Processus empirique de queue.

Processus des quantile de queue.
Processus des quantile de queue tronqué.
indépendante et identiquement distribuée.
Variable aléatoire.

La convergence en probabilité.

La convergence en distibution.

L’égalité en distribution.
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Une fois qu’on a défini un estimateur ou une variable de décision d'un test
statistique, le probleme qui se pose toujours est d'établir la normalité asymptotique de
ceux-ci. Ce résultat nous conduit, entre autres, a définir des intervalles de confiances pour
les paramétres d'un modéle probabiliste et de construire des régions critiques. Cette loi
limite constitue la partie la plus difficile dans I'étude du comportement asymptotique
d'une statistique. Les méthodes basées sur le théoreme central limite (TCL) classique
peuvent &tres compliquées. A cet effet, nous exposons une technique universelle basée
sur I'approximation, par des ponts Browniens et mouvement Brownien, des processus
empiriques uniformes. Nous avons appliqué cette méthode pour redémontrer le TCL pour
la moyenne empirique et d'établir la normalité asymptotique d'un ensemble de
statistiques usuelles, a savoir: l'estimateur du maximum de vraisemblance, les L-
statistiques et les estimateurs des queues de distributions.

Abstract

Once an estimator or decision variable of a statistical test has been defined, the
problem always arises is to establish the asymptotic normality of these. This result leads
us, among other things, to define confidence intervals for the parameters of a probabilistic
model and to construct critical regions. This law limits is the most difficult part in studying
the asymptotic behavior of a statistic. Methods based on the classical central limit
theorem (TCL) can be complicated. To this end, we present a universal technique based on
the approximation, by Brownian bridges, of uniform empirical processes. This method was
used to re-show the TCL for the empirical mean and to establish the asymptotic normality
of a common set of statistics, namely: the maximum likelihood estimator, the L-statistics

Ladlal

and the tails estimators.
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