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Notations et symboles

(Q,F,P) Espace de probabilité.

{Fit=o Filtration.

(Q, F, {F:}i>0, P) Espace de probabilité filtre.

EDS Equation différentielle stochastique

tq telle que

v.a variable aléatoire

(Bt)i>0 Mouvement Brownien

N L’ensemble des entiers naturels

B(R%) La tribu de Borel sur R?

B([0,¢]) boréliens de [0, t].

R? Espace réel euclidien de dimension d.

MB Mouvement Brownien

P—p.s Presque stirment pour lamesure deprobabilité P.
L2 Espace des fonctions mesurables de carré intégrable
E [X] Espérence mathémathique ou moyenne de v.a. X
C! Espace des fonctions contintiment dérivables.

|- norme dans R?

|- norme



Introduction

L’objectif de ce mémoire est de présenter le probléme de réflexion Skorokhod et les

équations différentielles stochastiques réfléchies en dimension une.

Le probléme de Skorokhod est un probléme de théorie des probabilités qui implique
la résolution d’'une équation différentielle stochastique avec une condition limite ré-
fléchissante. Le probléme porte le nom d’Anatoliy Skorokhod, qui a publié pour la
premiére fois la solution d’une équation différentielle stochastique pour un mouve-
ment brownien réfléchi [7].

La version classique du probléme stipule qu’étant donné un processus cadlag { X (¢),t >
0} et une M-matrice R, les processus stochastiques {W (t),t > 0} et {Z(t),t > 0}
sont censés résoudre le probléeme de Skorokhod si, pour toutes les valeurs positives
de t,

-W(t)=X({t)+ RZ(t) >0

-Z(0)=0et dZ(t) >0

La matrice R est souvent appelée matrice de réflexion, W (t) le processus réfléchi et
Z(t) le processus régulateur.

Le probléme de Skorokhod a été largement étudié dans le contexte des équations dif-
férentielles stochastiques avec des conditions aux limites réfléchissantes. Le probléme

fournit un moyen de prouver l'existence de solutions aux équations différentielles

stochastiques avec des conditions aux limites réfléchissantes.



Dans I’ensemble, le probléme de Skorokhod est un outil important de la théorie des
probabilités et a des applications dans divers domaines, notamment la finance, la
physique et l'ingénierie.

Les équations différentielles stochastiques réfléchies (EDS réfléchies) sont une classe
d’équations différentielles stochastiques (EDS) qui intégrent des frontiéres réfléchis-
santes. Elles fournissent un cadre mathématique pour modéliser le comportement
des processus stochastiques qui ne peuvent pas franchir certaines limites en raison
de contraintes physiques ou pratiques. L’étude des EDS réfléchies a des applications

dans divers domaines, notamment la finance, la physique et I'ingénierie.

Pour comprendre les équations différentielles stochastiques réfléchies, commencons
par les bases des équations différentielles stochastiques. Une EDS est une équation
différentielle qui comporte & la fois des composantes déterministes et aléatoires. Elle
décrit I’évolution d’un processus stochastique dans le temps et est largement utilisée

pour modéliser des systémes soumis a des influences aléatoires.

Dans une EDS, la composante aléatoire est généralement représentée par un proces-
sus de Wiener (également connu sous le nom de mouvement brownien). Le processus
de Wiener est un processus stochastique a temps continu doté de certaines proprié-
tés statistiques, telles que des incréments indépendants et normalement distribués.

Il sert de modele mathématique pour les fluctuations aléatoires ou le bruit.

Lorsque nous introduisons des limites réfléchissantes dans le cadre des EDS, nous ob-
tenons des équations différentielles stochastiques réfléchies. Ces équations imposent
la condition que le processus stochastique reste a l'intérieur de certaines limites, en

se réfléchissant chaque fois qu’il tente de les franchir.

Mathématiquement, une équation différentielle stochastique réfléchie peut s’écrire

comme suit :



dX (1) = b(X(1))dt + o (X (£))dW (t) + dR(1),

ot X (t) est le processus d’intérét, b(X (t)) représente le terme de dérive déterministe,
o(X(t)) est le coefficient de diffusion, W (t) est le processus de Wiener et dR(t) est

le terme de réflexion qui garantit que le processus reste a l'intérieur de la frontiére.

Le terme de réflexion dR(t) tient compte de la réflexion du processus sur la frontiére.
Il est généralement défini sur la base du comportement du processus lorsqu’il atteint
la frontiére. La forme précise du terme de réflexion dépend des conditions aux limites

spécifiques et de la nature du processus modélisé.

L’étude des équations différentielles stochastiques réfléchies implique d’étudier les
propriétés des solutions et de comprendre le comportement des processus réfléchis. Il
s’agit notamment de comprendre I’existence et I'unicité des solutions, de caractériser

la régularité des trajectoires et d’analyser le comportement a long terme du processus.

Les équations différentielles stochastiques réfléchies ont un large éventail d’applica-
tions. En finance, elles sont utilisées pour modéliser le comportement des prix des
actifs ou d’autres quantités financiéres qui ont des limites naturelles. Par exemple,
les prix de certains produits financiers dérivés ne peuvent pas devenir négatifs. Les
EDS réfléchies sont également utilisés en physique pour modéliser les systémes de

particules qui sont contraints de se déplacer a l'intérieur de régions spécifiques.

Les techniques d’analyse et de résolution des équations différentielles stochastiques
réfléchies s’appuient sur divers outils mathématiques, notamment le calcul stochas-
tique, la théorie des mesures et les équations aux dérivées partielles. Différentes ap-
proches sont utilisées en fonction des caractéristiques spécifiques des EDS réfléchies

et des propriétés souhaitées des solutions.

En résumé, les équations différentielles stochastiques réfléchies fournissent un cadre

mathématique pour la modélisation de processus stochastiques soumis a des limites
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réfléchissantes. Elles intégrent la notion selon laquelle le processus ne peut pas fran-
chir certaines limites et doit étre réfléchi. L’étude des EDSR implique la compréhen-
sion des propriétés des solutions et I’analyse du comportement des processus réfléchis.
Ces équations trouvent des applications en finance, en physique et en ingénierie, et
leur analyse nécessite une combinaison de calcul stochastique, de théorie des mesures

et d’équations aux dérivées partielles.
le mémoire est divisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle le notions de base de calcul stochastique, spé-

cialement la formule de tanaka et la notion de temps local.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit le probléme de réflexion de Skorokhoddans
le cas déterministe et dans le cas non déterministe. puis on définit comme exemple
le Mouvement Brownien réfléchi et son application au probléme aux limites de Neu-
mann.

Dans le troisiéme chapitre, on définit le s équations différentielles stochastiques réflé-

chies et on démontre 'existence et 'unicité des solutions pour ce type d’équations.
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Chapitre 1

Equations différentielles

stochastiques

1.1 Généralités sur le calcul stochastique

1.1.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est un modéle mathématique qui permet de décrire le
comportement, a tout moment aprés 'instant initial (par exemple ¢y = 0), d’une

phénoméne aléatoire .

Nous précisons cette notion dans la définition suivante

Définition 1.1.1 Un processus stochastique X = (X;)ies est une famille de variables
aléatoires,indexée par I et définie sur lespace de probabilité (2, F,P) a valeurs dans

un espace mésurable (E, B), qu’on appelle espace d’états.

1. Pour ¢ fixé , w € Q — X;(w) est une variable aléatoire.

2. Pour w fixé , t € T — X;(w) est une fonction réelles, appelée trajectoire du

processus.

12



-T € N le processus est a temps discret,

-T' =0, a] tel que a > 0 le processus est a temps continu

1.1.2 Filtration

Définition 1.1.2 Une filtration (F;)i<r de (Q, F) est une famille croissante de sous-
tribus de F pour s < t, Fs C Fy C F,- La filtration naturelle(ou canonique) de

processus X; est donner par

Ff=0(X,0<s<t)teT

c’est la plus petite o—algébre par rapport a X, est mesurable pour tous 0 < s <

t.L’espace (0, F, (Fi)ier, P) est appelé espace probabilisé filtré.

1. Continue a droite si Fp.+ := Ng>1 Fs = F.
2. Satisfait les conditions habituelles si elle est continue a droite et si Fy contient

tous les ensembles P-négligeables de F.

Définition 1.1.3 Un processus X est dit adapté par rapport a la filtration {F;}i>o

si pour tout t, la variable aléatoire X; est Fi—mesurable .

Remarque 1.1.1 Un processus X est évidement adapté par rapport a sa filtration

naturelle {F }+>o.
Définition 1.1.4 Un processus X est progressivement mesurable par rapport o {F; }i1>o

st laplication

([0,1] x Q) — R4,

(s,0) = Xs(w),

est mesurable par rapport a B([0,t]) @ F; et B(RY).

13



Proposition 1.1.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont
continues & droite (ot & gauche), alors X est mesurable et X est progressivement

mesurable s’il est de plus adapté.

Définition 1.1.5 Un processus X = (X;)i>0 est dit a variation bornée sur [0,T]

< K

n—1
sup Z |Xti+1 — Xy,
=1
Définition 1.1.6 Un processus X = (X;)i>o est dit a variation finie sur [0,T] si

< 00

n—1
S?p Z }Xti+1 - Xy,
=1

Définition 1.1.7 Les variables aléatoires X; — X;, 0 < s < t sont appelées les

accroissements du processus stochastique X, on dit que :

— Processus a accroissement indépendants si
(Xi— X,) LF* =0(X,,0<r<s), VO<s<t
— Processus a accroissement stationnaire

Xt—XSNXt,S—Xo, VOSSSt

1.1.3 Temps d’arrét

On consid‘ere (2, F, P, (F;)ier) un espace probabilisé filtré dans les conditions ha-

bituelles.

Définition 1.1.8 Un (F})-temps d’arrét est une variable aléatoire T — [0, +00]

(resp. dans N U {400} si T =N) telle queV t € T, {1 <t} € F.
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1.1.4 Martingales
On suppose donné un espace de probabilité filtré (2, F, {F; >0, P).

Définition 1.1.9 Soit X = (X})i>0 un processus adapté et intégrable, on dit que X

est

1. Une martingale si

VO<s<t E(X,/F)=X,

2. Une sur-martingale si

VO0<s<t E(X;/Fs) <X,
3. Une sous-martingale si

V0<s<t E(X;/Fs) > X

Exemple 1.1.1 Soit x € R™,Y; a valeures dans R™. On pose Xo =0 et
Xy=z+) Y.
i=1
Ona :

E(XnJrl/fn) = E(Xn + Yn+1/«7:n) =X, + E(Yn+1/Fn) + Xn + E(YnJrl)

Définition 1.1.10 Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique

(i) On dit que X = (Xi)i>0 est uniformément intégrable si :

lim sup / | X¢|dP = 0.
a—-+o0o t>0
(| X¢|>a)

15



(i) Si p> 1, on dit que X = (X¢)i>0 est borné dans L, si :

sup E[| X;|] < 0.

t>0

Proposition 1.1.2 Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique :

— S’il existe une v.a.r positive et intégrable Z telle que |X;| < Z , ¥ t > 0, Alors
X = (Xt)e0

est uniformément intégrable.
— Si X = (Xi)i>0 est borné dans L,, (p > 1), alors X = (X;);>0 est uniformeé-

ment intégrable.

Théoréme 1.1.1 (Inégalité maximale de Doob) si X = (X;)i>o une martingale

continue a droite , alors

p

Vp > 1, (E] N)r <

sup X,

0<s<t

1.1.5 Martingale locale

Définition 1.1.11 On dit qu’un processus cad-lag adapté X = (X;)ier est une mar-
tingale locale s’il existe une suite T), T oo de temps d’arrét tels que pour X} "Lirn>o0}
soit une martingale uniformément intégrable pour tout n. On dit alors que les temps

d’arrét T,, localisent ou réduisent X.

1.1.6 Processus de Markov

Définition 1.1.12 Soit (X ())icr, un processus définie sur un espace de probabilité
(Q, F,P), a valeurs dans (E, B)et adapté a la filtration naturelle (Fy)ier+- (X (t))ier s

processus de Markov par rapport a (Fy)ier+ st la condition suivante est satisfaite
VB e B,Y(s,t) e RY,s <t:P(X(t)e A| F,) = P(X(t) € A| X(s)).
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Ou F; est la filtration associée au processus (X (t))icr, -

Exemple 1.1.2 Tout processus stochastique & valeurs réelles (X (t))icr, et & ac-

croissements indépendants est un processus de Markowv.

1.1.7 Mouvement Brownien

Soit (£2, F, F,P) un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.13 Un processus B : Q — T = [0,T] est un mouvement Brownien

(M B) standard si :

(i) Bo=0,P —p.s.

(ii) Vs <t,Bs;:= B, — B, ~ N(0,t — s).

(iii) Pour tout 0 =ty < t; < --- < t, < T, les variables By,, By,,- -+ By, ,;t, sont
indépendantes.
De plus, on appelle B un F-mouvement brownien si B € L°(F) et pour tout
0 < s <t < T lavariable B;; est indépendante de la tribu du passé avant

3,801t 0 (B, u < s).
Remarque 1.1.2

1. La définition reste vraie pour T', T'=|0, oo|.

2. On appelle B = (B',--- , B%) un mouvement brownien d-dimentionnel si B!, --- , B4

sont des mouvements browniens independants.

3. Nous rappelons aussi que 'augmentation habituelle de la filtration naturelle
F = (Fi)ier d'un mouvement brownien B est FZ = (o(F, UN)), t € T. Paug-
mentation de la filtration naturelle de B est encore appelée filtration naturelle

de B ou filtration brownienne.

17



1.1.8 Intégrale stochastique

On veut donner un sens a la variable aléatoire :

T
/ wsdBy
0

lorsque l’on intégre une fonction g par rapport a une fonction f dérivable , si g est

réquliere , on définit son intégrale comme :

[ st = [ ateisisns

Définition 1.1.14 Un processus ¢(t)o<i<7 est appelé processus élémentaire s’il existe
une subdivision 0 = ty < t; < --- < t, et un processus discret (p;)o<i<n—1 tel que
tout i est Fy,-adapté et dans 1L2(Q) tq

n—1

Pt (w) = Z Pi (w) 1I}ti1ti+1] <t>

=0

on note ¢ ensemble des processus élémentaires qui est un espace de L2(€2, [0, 7).

Définition 1.1.15 Lntégrale stochastique entre 0 ett <'T" d’un processus élémen-

taire p € € est la variable aléatoire définie par :

n

t
/ 0sdBs =Y @i( B,y — Bi) + @i(Buye,, — By) surlty — traa.
0

i=0
Soit
t n
/ psdBs = Z %’(Bt/\tiﬂ - Bt/\ti)
0

=0

. . ¢
on associe donc & ¢ € ¢ le processus (fo 0sdBg)o<t<T.

18



1.1.9 Formule d’Ito6

Définition 1.1.16 (Processus d’Ité) On appelle processus d’Ito, un processus X

a valeurs réelles tel que :
t t
VO<t<T,X, :Xo—i—/ bSdS—I—/ osdwg, P —p.s.
0 0

Ou Xy est Fo-mesurable, b et o, sont deuxr processus progressivement mesurables

vérifiant les

conditions

¢ ¢
/ |bs| ds < oo et / |os|| ds < 0.
0 0

Le coefficient b est le drift ou la dérivée, o est le coefficient de diffusion.

Théoréme 1.1.2 (Premiére formule d’It6) Supposons f de class C*. Alors :

f(X) = f(Xo)+ /f dX+/f” f(Xo)+ /f dX+/f”

Théoréme 1.1.3 (Deuxiéme formule d’It6) Soit f une fonction définie sur R, x

R de class Clpar rapport at , de classe C? par rapport & x , & dérivées bornées, ona :

f(t, Xy) = (0,X0)+/0 f;(s,Xs)dXs—i-/o fs'(s,Xs)ds+%/O I (s, Xs)o2ds,

ce qui [’on note

af (t, X¢) = |:ft(t Xi) + leﬁlm(t7Xt)0-1€2:| + 1ot X)d X, = fi(t, Xy)dt+ [, (¢, Xt)dXt+ f” (t, Xi)dX;.

19
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1.2 Equations différentielles stochastiques

Les équations différentielles (standard) gouvernent de nombreux phénoménes déter-

ministes.

Pour prendre en compte des phénoménes aléatoires, formellement on doit prendre
en compte des « différentielles stochastiques », ce qui transforme les équations en

équations différentielles stochastiques (EDS).

Les équations différentielles sont des équations d’évolution du type

() = b(t, 2(t)) (1.1)

ou l'inconnue est une fonction xz(t) qui doit vérifier une équation impliquant sa
dérivée x et elle méme. Les cas les plus simples sont les équations différentielles
d’ordre 1 comme en (|1.1)). Avec b(t,z) = a + cr indépendant de t et affine par

rapport & x.Symboliquement, I’équation (|1.1)) se réécrit

d(t) = b(t, x(t))dt. (1.2)

Cette équation modélise typiquement un systéme physique (x(t)):>o qui évolue avec
le temps de fagon que x s’accroit, 4 la date t, selon le taux b(t, z(t)). Par exemple, avec
b(t,x) = b(t)x, 'équation dz(t) = b(t)z(t)dt modélise le cours d'un actif financier
x(t) soumis au taux d’intérét variable b(¢) ou d’une population avec un taux de
natalité b(t).

Il est bien connu que la solution est
t
2(t) = mg exp! / b(s)ds).
0

On parle alors d’équation différentielle stochastique. En général la perturbation aléa-
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toire est considérée comme un bruit. il est 1égitime de considérer que ce bruit est un
processus gaussien et en général il est modélisé par un mouvement brownien B et

une intensité de bruit o(t, z) :

dX (t) = b(t, X;)dt + o(t, X,)dB, (1.3)

ol o est une fonction du temps ¢ et de I'inconnue au temps ¢(X;) mais pourrait juste

dépendre du temps (o) ou de la valeur X, en to((X;)) ou encore étre constante o .

Définition 1.2.1 FEn fait, l’écriture est symbolique car dB; n’a pas vraiment
de sens (le mouvement brownien n’est pas dérivable ). 1l faudrait écrire sous la

forme
t t
X, = Xg—i—/ b(s,Xs)ds—i—/ o(s, Xs)dBs. (1.4)
0 0
Maintenant, nous énongons le théoréme fondamentale d’existence et d’unicité de la

solutions d’une EDS.

1.2.1 Théoréme d’existence et d’unicité

Soit un espace probabilisé¢ (€2, F,P) muni d’'une filtration (F;),t > 0. Satisfait les

conditions habituelles, soient :

b:RT xR — R,

oc:R" xR — R,

m : une variable aléatoire Fy—mesurable et indépendante de F., = o(Bs,s > 0) et

(Bs,t > 0) un Fi-mouvement brownien, c’est a dire adapté a la filtration (F;),t > 0.

21



Soit EDS suivante :

dX; = b(t, Xy)dt + (t, X;)dBt
(1.5)
X (0)=m

une solution de I’équation (|1.5]) est un processus stochastique (X;), ¢ > 0 continu,F; —adapté
qui vérifie :

~ Pour tout ¢ > 0, les intégrales [} b(s, X,)ds et [ o(s, X,)dB; sont bien définies :

t
/ b(s, Xs)| ds < o0, P —p.s.
0

¢
/ lo(s, X,)|* dBs < 00, P —p.s.
0
(Xy),t >0, vérifie ([L.5)) :

¢ t
X, =m+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBsP — p.s.
0 0

Supposons la condition suivante :

(A) Les fonctions b et o sont continues sur R, x R et lipschitziennes en m, i.e.il
existe une constante K €]0, +oo[ telle que pour tout t >0 et m,y € R?

on a

[b(t,m) = b(t,y)| < K |m —yl,

lo(t,m) —o(t,y)] < K|m—yl,

et fOT |b(t,0)] + o (t,0)%dt < +oo pour tout T ou |b| et |o| représentent la norme du

vecteur b et de la matrice o .

Pour étudier I'unicité de la solution, on a besoin du Lemme suivant :
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Lemme 1.2.1 (Gronwall) Soient T > 0 et g une fonction positive mesurable bor-
née sur [0,t]. On suppose qu’il existe des constantes b > 0 , a > 0 telles que pour

toutt € [0,T] , on a

g(t) < b+ a/otg(s)ds. (1.6)

Alors on a ¢(t) < bexp(at).

Preuve. En itérant la condition (1.6 sur g, on a pour tout n > 1,

g(t) < b+ blat) + b% + ot b% + a"*! fot dsy [ dsy -+ [" 9(Sn41)ds,,,-S1 g
est majorée par A, le dernier terme se majore par A(at)"™'/(n + 1)! et il tend vers
0 quand n — +oo, ce qui prouve le lemme car le développement & droite tend vers

bexp(at) . m

— Existence forte : On procéde comme pour les équations différentielles avec une

méthode d’approximation de Picard. Pour cela, on pose

XP=m (1.7)

t t
X0 =+ / o (s, X" 1)dB, + / b(s, X" V)ds
0 0

(A) Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien définies puisque par récurrence,
on constate que, pour chaque n, X]' est continu et adapté donc localement borné
si bien que le processus o(t, X}") est vérifie (A) et l'intégrale correspondante

bien définie.
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On fize maintenant T > 0 et on raisonne sur [0,T]. On prouve par récurrence qu’il

existe C,, tq pour tout t € [0,T],

E[(X}')’] < Cy. (1.8)

En effet, (@ est immédiate si n =0 avec Cy = m. Puis , on suppose que (@ est

vrate au rang n — 1 avec

lo(s,9)l < K'+ K|yl ,s € [0,T]

b(s,y)| <K'+ Klyl,yeR

Noter que par la croissance sous-linéaire de o et l’hypothése de récurrence (@,

ona

t
E {/ J(S,X§_1>2d8:| < 400
0

ona donc

E [(/Ota(s,xgl)Zst] =F [/Ota(s,xgl)%]

Comme (m—+y+2)* < 3(m2+y?+22), par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'isométrie

L?, et (@ on majore comme suit
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E[(X1)?] <3 <|m,2 +E [(/Oto—(s,xgl)st)Z] +E {(/Ot b(s,XSl)dst
(convexité)

<3 <|m|2 +E [/Ota(s,xg—lfds] +tE [/Ot b(s,X;L—l)?dsD

(isométrie L?, Cauchy — Schwarz)
¢
<3|mf°+2(1+T)E U (K")* + KQ(Xg‘l))ds}
0

(hypothéses lipschitziennes)

<3 (|mf* +2T(1 + T)((K")? + K2C\y)) =: C,,

ce qui établit @ par récurrence.

La borne (@ et la croissance sous-linéaire o de assurent alors que, pour chaque
. t . . ,
n, la martingale locale [; (s, X7 )dB, est une vraie martingale bornée dans L sur

I'intervalle [0, T]. Cela va permettre de majorer par récurrence

E| sup |X;* — X7

‘2
0<t<T

on a

t t
th+1 — X' = /0 (o(s, X7) — a(s,XS"_l))dBS +/0 (b(s, X)) — b(s, X" 1))ds.

En utilisant 1'inégalité de Doob et I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que [’hypo-

thése (A), on déduit
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2

+ sup
0<s<t

sup
0<s<t

E {Sup | X X;ﬂ 2F

0<s<t

/0 (0w, X7) — o(v, X77Y) dB,

(convexité)

<2 <4E [(/Ot(o—(v, X" — a(v,Xjf—l))dB,,)?] +E [/Ot(b(v,Xﬁ) — b(v, Xg—l))dv)QD
(inégalité de Doob)

< (4E Uot(a(u,xg) —a(v,Xg—l))de} +TFE [/Ot(b(v,xg) —b(v,Xg—l))deD

(inégalité Cauchy — schwarz)

t
<2(4+T)K*E [/ X — xrtf? dv] (1.9)
0

(hypothéses lipschitziennes)

t
< CrE {/ sup | X — Xffdv] (1.10)
0

0<r<v

avec Cp = 2(4+ T)K?. Si on note g,(v) = E [supogrgy | X+l — Xﬁ|2] et gn(v) =

r

2
E |supg<, <, [ X7 ] =m’

alors on a établi

gn+1(t) < Cr /Ot gn(v)dv (1.11)

Par ailleurs, par (@ et les inégalités précédentes, on voit que les fonctions g, sont
bornées sur [0, T].En effet, go = m? pour t € [0,T] et par une récurrence utilisant

1.11) , on établit que pour tout n >1 et t € [0,T], on a
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2 tn

On déduit alors que >, 2% g.(T)Y? < 400, comme

+o0 +oo e
S sup et - x| <3 | sup e -xa|| = g me < e,
n—o 0=s=T 2 n—o 10=s=T 2 n=0
cela entraine que P.s
+oo
Z sup | X! — X7| < 4o0,
n—0 0<s<T

et donc P.s, la suite (X}') , t € [0,T] converge uniformément sur [0,T] vers un
processus limite (X;) , t € [0,T] qui est continu. Comme par récurrence, chaque
processus X" est adapté par rapport & la filtration canonique de B, X est aussi a la
limate .

Les estimations établissent aussi que

+o00 2
E [ sup | X7 — XSF] < (2%@)1/2) — 0,n — 400,
k=0

0<s<T

On déduit alors, de l'isométrie dans 1.2, et Uhypothése (A) :

t

t
L? — lim J(S,X;’)stz/ o(s, X,)dB;,
0

n—-4o00 0
t

t
L? — lim b(s,X;‘)ds:/ b(s, Xs)ds.
0

n—-+o0o 0

Finalement, en passant a la limite dans [’équation de récurrence on obtient que

X est solution forte de E,.(b,o) sur [0,T].
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Remarque 1.2.1 On peut affaiblir ’hypothése de continuité en t, celle-ci n’inter-
vient essentiellement que pour majorer supg<,<r |0(t,m)| et supg<icr |b(t,m)| pour
m fizé : on peut «localiser» 'hypothése lipschitzienne (A) sur b et o se contenter
d’une constante K qui dépend du compact sur lequel t et m sont considérés. Il faut

alors conserver une condition de croissance sous-linéaire :
lo(t,m)] < K(1+m|), |b(t,m)| < k(14 |m]).

Comme pour les équations différentielles (ordinaires), la croissance sous-linéaire pré-

vient [’explosion de la solution de I’EDS.

— Unicité trajectorielle : On considére deux solutions X et X1 de E(b,0) avec
Xo = X, définies sur sur le méme espace et avec le méme mouvement brownien

B. pour M > 0 fizé ,on considére le temps d’arrét
T=inf(t > 0:|X;| > M, |X;| > M).

D’aprés E(b,o), on a alors pour tout t > 0 :

tAT tAT
Xinr = Xo +/ o(s, Xs)dBs +/ b(s, Xs)ds
0 0
tAT tAT
Xi., = Xo +/ o(s, X.)dB; +/ b(s, X!)ds.
0 0
On considére t € [0,T]. Par différence, comme Xy = X|| et comme X ; Xy sont
bornées par M sur |0,7], Uexpression de la variance d’une intégrale stochastique

L2, linégalité de Cauchy-Schwarz, les hypothéses lipschitziennes et la majoration

(m,y)? < 2(m?+ y?) donnent
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El(Xurr — X0
<2 (B[([ ot — ot x| < B [ [ 000 s, x5 )
<2 (E UOW(U(S, X,) —o(s, X;))st] +TE Uow(b(s,xs) - b(s,X;))stD

<2K*(1+T)E UOW(XS - X;)Q] ds

tAT
<K(1+T)E U (Xopr — X;My] ds
0

Si on pose h(t) = E(Xinr — Xinr)2et C = 2K*(1+T), alors on a établi que h vérifie

pour t € [0,T] :

ht) < C / h(s)ds.

De plus, par définition de 7 , la fonction h est bornée par 4M?, linégalité de
GronwallZ.2.1ls’applique avec b = 0 et a = C. On obtient h = 0, c’est a dire
Xinr = X{ ., p58.

Finalement, en faisant M — 400, on a 7 — 400 et donc Xo = X, ps. Les processus
X et X1 sont des modifications a trajectoires continues, ils sont donc indistinguables,

ce qui prouve ['unicité trajectorielle.

1.3 Formule de Tanaka et temps local

1.3.1 Formule de Tanaka

Supposons qu’on veut appliquer la formule d’'Itd & g(Bs) = |Bs].

La difficulté c’est que # — |x| n’est pas de classe C!. En revanche c’est une fonction

convexe, donc Lipchitzienne et sa dérivée & gauche existe et est une fonction cag-lad

29



. On pose donc

1/1
gk(:l?) = —:El],oo,,l/k] (ZB) + = (— + ]{31‘2) 1},1/&1/;@] ($) + xl]l/k,+oo[($)

Clairement g, est de classe C*

9e(2) = =Yoo 1k () + Ex 1 p1 /8 (%) + L)1k, 400[(2)

et en dehors des points —1/k et 1/k la dérivée seconde

9e(r) = kL _1 17k (2)

est bien continue et bornée (par k ). Par le résultat précédent on a donc

t 1 t
oe(B) =g (Bo) + [ g (BBt [ gi(B)ds (1.12)
0 0
Observer que | gi(z) — |z]||, < 5= — 0 lorsque k — oo. Par ailleurs par I'Isométrie

d’Tto on a

t
</ kB1)_1/k1/k) (Bs) st)
0

2

t
E / k’QE (321] 1/k,1/k] (BS)) ds

1k 2 72

= k2/ / eXp (——> dxds
l/k 25

S2 [ ds 2f

o o V2rs  kV2r

> < 7 pour tout € [—1/k,1/k]. On en déduit que

N 1. 2
ou on a utilisé que x“ exp ( P

t
</ kB1)_1/k1/k) (Bs) st)
0

2
lim E

k—o00

=0

d’ou
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t

¢
lim [ g (Bs)dB :/ sign (B,) dB,  dans L?
0

k—o00 0

et

Par (1.12)) on a

1 ! " ! /
5 | 9 (B ds = 0u (B~ (Bo) ~ [ i (B)a.
0 0

La limite en k existe dans L? on pose

[ L (B.)ds — lim " (se0.4:B, e |-1,1
t-_kl_)r{.loo2]fl/k,1/k] s 8_k1—>1202 S s U] - Ds Lk

ou A est la mesure de Lebesgue sur R. Donc quitte & prendre une sous suite de ny,

disons ny;, /" 0o on a presque slirement

¢
L, = |B;| — | Bo| —/ sign (B;) dBs
0
On vient de montrer le

Théoréme 1.3.1 (Formule de Tanaka.) Soit B, un mouvement Brownien en di-

mension 1 alors presque stirement on a

t
’Bt| = |BO| +/ Sign (BS) dBS +Lt
0

1

ot Ly :=lim._0 5-A (s € [0,%] : By €] —¢,¢[ et A est la mesure de Lebesgue sur R.
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1.3.2 Temps local

Nous allons généraliser le résultat précédent. On commence par montrer le

Théoréme 1.3.2 Soient f : R — R une fonction convezxe et X wune semimartingale

continue. Alors f(X) est une semimartingale et

f(Xy) — f(Xo) = / f(Xs)dXs + K,

ou flest la dérivée a gauche de f, c’est-a-dire fI(x) = limhﬁgw et K; =

K (f, X) est un processus continu croissant adapté.

Remarque 1.3.1 La formule est linéaire en f. En effet si fi et fo sont deux fonction

convexe de processus croissants associés K} = Ky (f1, X) et K2 = Ky (f2, X) alors
Ky (fi + fo, X) = K| + K¢

Preuve. Comme f est convexe [’ la dérivée a gauche existe en tout point et pour tout
r € K compact f'(z) < ¢(K) = maxser f'(s). La stratégie s’inspire des preuves ci
dessus. On sait que X; = M;+ A; ou M, est une martingale locale et A; un processus a
variation finie tels que Ay = 0. Au besoin en utilisant un temps d’arrét (localisation)
on peut sans perte de généralité supposer que max (| X¢|, |A:|, (M):) < C < oco. Soit
pn une suite régularisante, on pose f,(x) = f * p,(x) comme précédemment f, est

de classe C* (de plus elle est aussi convexe) donc par itd on a
fa (X3) — fu (Xo) = / f(Xs)dXs + = / I (Xs) d{X)s
De par les propriétés de régularisation et comme on suppose | X;| < C on a que

fu (X)) — f(X}) uniformément en ¢
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De plus on a pour tout x € R

Y fw—y) = flw—h—y)

! . .
et par convergence dominée on en déduit
1/n
fulz) = / f'(@ = y)paly)dy = [ pu(2)
—1/n

et donc lim,, o f1(z) = f'(x) . On pose I} = [; f1 (X,)dM, et I, = [ f' (X,) dM,.

Par 'inégalité maximale de Doob dans L? et I'lsométrie d’It6 on en déduit
B (SUP (£ — It)2) <4supE [(—]Zl - L:)Q}
t t
([ () - £ oo,
0

Comme | X| < C et (M), < C on en déduit que

<4C sup |fI(X,)—f (Xs)|2 —0
z€[-C,C]

quand n — oo. Donc il existe une sous suite ny, telle que sup, (I;"* — Lt)2 — 0 presque
strement quand k — oco. On pose J;' = [)' f1 (X,)dA, et J, = [5 f'(X,) dA,. Par

convergence dominée on a
sup | J7 — | < / LX) — f(X,)| dA, — 0
t 0

presque stirement quand n — oco. Enfin on pose K}' = % fot I (Xs) d{X)s alors par

(1.13) on a

K% = for (X)) = fun (Xo) — / 71 (X, dX,
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De part ce qui précede le membre de droite converge presque stirement lorsque k£ — oo
vers une limite uniforme en ¢. Il en est donc de méme pour le membre de gauche. Par
ailleurs K" est continu, adapté et croissant donc sa limite uniforme K; I'est aussi.

Définition 1.3.1 Soient X une semimartingale et f une fonction convexe alors
le processus K; = Kyi(f, X) définit dans le théoréme précédent est appelé processus

croissant associé a f.

Le processus croissant associé a la fonction x — |r — a| est appelé temps local en a

et est not¢ L¢ = L*(X):, quand a = 0 on écrit simplement L,.

Gréce au Théoréme précédent on abouti aisément & la généralisation suivante de la

formule de Tanaka.

Corollaire 1.3.1 (Formule de Meyer-Tanaka) Soit X une semimartingale conti-

nue. Alors pour tout a € R
t
| Xy —a| =|Xo—q] ~|—/ sign (X5 —a)dXs + L}
0

Le résultat qui suit donne une autre définition du temps local.

Lemme 1.3.1 Le processus croissant associé a la fonction x — (x — a)tou x —

(x —a)” est (1/2)L¢.

Preuve. Les fonctions x +— (z—a)Tet z — (x—a) sont convexes. Soient donc K} et
K? leur processus croissants associés respectifs. On a |t —a| = (z—a)* +(z—a) " donc
L¢ = K} + K? (Voir remarque).

Par ailleurs ¢g(z) := 2 —a = (r — a)™ — (z — a)"est une fonction (convexe) de classe

C* donc par Itd

t
9(X0) — g (X)) = X — Xo :/ 14X,
0

34



donc le processus croissant associé a g est 0 . D’ou le résultat cherché . Le résultat

qui suit précise le sens des vocables "temps local" pour L{. m

Théoréme 1.3.3 Soit X une semimartingale continue. Le processus LY = L*(X),

ne croit que lorsque X; = a , plus précisément pour presque tout w la mesure sur

R*, dL¢(w)a pour support {s > 0: Xs(w) = a}.
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Chapitre 2

Probléme de Skorokhod

2.1 Probléme de Skorokhod : Cas déterministe

Commencons par une description informelle du probléme que nous allons étudier.
Supposons qu'une particule est située sur une demi-droite positive et qu’il y a un
mur solide au point zéro . La particule est pilotée selon la fonction f, mais elle a des
"ratés" lorsqu’elle a I'intention de traverser le mur. On désigne par g(t) la position de
la particule a I'instant ¢ > 0. Si g(t) > 0, t € [a; ] les incréments de g et de f doivent
étre identiques. Lorsque ¢(t) = 0 c-a-d lorsqu’une particule heurte le mur , toutes
ses "intentions" d’aller vers la gauche doivent étre compensées. Ces compensations
doivent disparaitre immédiatement lorsque g(t) > 0. Le probléme est de trouver g

pour une f donné.

Définition 2.1.1 Soit f € C([0,T]), f(0) > 0. Un couple de fonctions continues g
et | est appelée une solution du probléme de Skorokhod pour f .si f est une solution
du probléeme de Skorokhod pour f appelée solution du probléme de Skorokhod pour f

st
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1. g(t) > 0,7 € [0,7];

2. g(t) = f(t)+1(t),t €0, T7;

3. 1(0) = 0,1 est non décroissante ;

T
/ 19(8)>0dl(8) =0 (2.1)
0

L’équation signifie que | n’augmente pas lorsque g(s) > 0, c’est-a-dire
que | ne peut augmenter qu’aux moments ot g(s) = 0. Cette condition s’écrit

parfois sous la forme é.quivalente suivante

[ttt =t € 0.7

Théoréme 2.1.1 Pour tout f € C([0,T]) , f(0) > 0, existe une solution

unique au probléme de Skorokhod En outre,

[(t) = —min(f(s) A0) = ;g[%fé(—f(S) v 0) (2.2)
g(t) = F@) +1(t) = (1) - Sgl[[i)g}(f(S) A0) (2.3)

Preuve. Cette preuve a été proposée par Skorokhod Soit (g1.g2) et (g1,g2) des solu-
tions du probléme de. Supposons que ’ensemble {t > 0 : g;(t) > ga(t)} n’est pas vide
. 1l existe alors un intervalle [a, b] tel que g1(t) — go2(t) > 0,t € [a,b] et g1(a) = go(a)
. Observer que g1(t) > 0, t € [a,b], donc [1(t), t € [a, ] est constant Par conséquent,
g1(t) — ga(t) = 11(t) — l2(t),t € [a, b] est une fonction continue positive non croissante
tq g1(a) — g2(a) = 0 Ceci est impossible. ®

Preuve. soit (g1.01) et (go,l2) des solutions du probléme de Skorokhod. Puisque :
91(t) — ga(t) = 11(t) — I2(t) est une fonction continue & variation bornée, on a 0 <
(915 =0s(6))? = 2 [ (91(5) = 2(5))dlls (5)1a(5)) = 2 i Uy, _o(92(5) — ()l (5)—
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2 fy Up(91=0(91(5) — 92(s))dla(s) (B)

Le membre de droite de (B) est égale a

-2 fo 092 dll 2f0 Ogl )dZQ(S) S 0

car giet go sont positives et lyet Iy sont croissantes. Donc g1 (t) = go(t),t € [0,T7], et

h(t) = f(t) — i(t) = f(1) — g2(t) = l2(t)

Par I', nous désignons ’application

9(.) =Tf() = f() — min(f(s) A0)

s€0,.]

Remarque 2.1.1  L’application I est appelée application de Skorokhod.

Lemme 2.1.1 L’application de Skorokhod I' est une fonction continue de C(]0,T])

05[07T])7 C([OvT]) f ‘= maXyeo, 1] |f(t)|

a. v flet f2 S C([O,T]) :

H91792H <2 Hfl - f2”

[l =Ll < (Ifr = foll

oug, =Ufili=fi—gii=12.
b ¥ 5> 0 wy(8) < wy(8), w(8) < wy(9)
o g="Tf1=f—gwi(d) =sup,_ys/f(s) — f(t)| est le module de continuité de
3
c. Vfel(0,T]):
[T <2011 < (1A
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2.2 Probléme de Skorokhod : cas non déterministe

Soit D un domaine connexe de R%. on définit ’ensemble N, des vecteurs normaux

unitaires a x € 0D

Nx = UN:E,T
r>0

Ney = {nGRd:|n| =1,B(x—rn,r)ﬂD:®}

ou B(z;r) ={yeR?: |z —y| <r,zeR,r>0}

2.2.1 Existence et unicité des solutions

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité et soit (F;) une filtration sur (€2, F,P) satis-

faisant les conditions habituelles.

Définition 2.2.1 Soit Y un processus (F;) adapté avec Yo € D.Nous disons qu’un
couple (X, K) de processus adaptés (F;) résout le probléme de Skorokhod associé a
Y, D si pour presque chaque w € €, (X (w), K(w)) est une solution du probléme de
Skorokhod associée a'Y (w).

Hypotheéses

A Tl existe rg € (0, 00] tel que N, = N, V& € ID.
B 1l existe 6 > 0, 5 > 1 tel que Vx € dD, il existe un vecteur unitaire 1, avec la
propriété

(1,,m) > %

Vn € U Ny

y€B(z,0)NOD

Théoréme 2.2.1 Soit Y tel que Yy € D et |AY] < ro.

1. Si D satisfes (A) alors le probleme de Skorokhod associé¢ a Y a au plus une

solution.
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2. De plus, si (A) et (B) sont satisfaits ou si D est un domaine convexe dans R?

alors le probléeme de Skorokhod associé & Y a une solution unique.

2.2.2 Estimations des solutions du probléme de Skorokhod

Supposons que D soit un domaine convexe ouvert dans R?. Soit Y la semimartingale

admettant la décomposition

E/t:}/()_{—Mt_{—V;?tE]R—F?

Ou Yy € D, M est une martingale locale adaptée (F;) et V est une martingale locale

adaptée (F;) avec une variation limitée telle que My = V5 = 0.

Théoréme 2.2.2 (Lions - Sznitman) On suppose que (X, K) est une solution au
probléme de Skorokhod associé a une semi-martingale Y. Pour tout entier naturel
p € N, il existe une constante Cp telle que pour tout (F;) temps d’arrét T et tout

vecteur a € R?,

Efsup [ X, — af] < Gy la — Yo + E[[M]2 + |V[']

t<t

De plus st a € D, alors

E|K|} < (dist(a, D)) "C, {la = Yo + E[[M]2 +[V[*]}.

2.2.3 Mouvement Brownien réfléchi

Le mouvement brownien réféchi admet des limites et qu’il est réfléchi lorsqu’il dépasse

les limites. .

Définition 2.2.2 (Mouvement Brownien réfléchi) : soit X = (X;) un mouve-

40



ment Brownien en une dimension et soit X+ = (X;r ) un processus stochastique sur
[0,00) défini par
X=Xy

On peut donc facilement en déduire que [’événement {Xt“; =y| Xy = x} est l'union

de {Xy, =y | Xy, =} et {Xy, = —y | Xy, =2}, i.e

{X;g:y‘th:x}:{XtQ:y‘thzx}U{thz_y‘Xh:x}

= {Xt2*t1 =Yy - 1"} U {Xt2*t1 = -y - x}

De plus, étant donné que X;—s ~ N(0,t —s), on a pour 0 < t; < to < ... < tp,

A; € B([0,00))

P[X,feA,X}ed, . XeA,)]

:/ M(dx)/ p* (thx;ﬁl)dﬂﬁl/ pt (2 — t1, 21, 22) das
[0,00) Aq Ao

te / p+ (tn - tn717 Tn—1, xn) dxn
Ax

ol

) = (o [ 2) p [E0])

et puTest la loi de probabilité de X, = |X[ﬂ. Le processus X+ est appelé le mouve-

ment brownien réfléchi en dimension une. Il existe différentes fagons de caractériser

le mouvement Brownien réfiéchi. Nous présenterons une caractérisation due & Sko-

rokhod.

Théoréme 2.2.3 Soit {X(t), B(t), ¢(t)} un systéme de processus stochastiques conti-
nus réels définis sur un espace de probabilité tel que B(t) est un mouvement brownien
unidimensionnel avec B(0) = 0, X (0) et les processus B(t) sont indépendants et, avec

une probabilité égale a un, les conditions suivantes sont satisfaites :
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(i) X(t) > 0 pour tout t > 0 et ¢(t) est croissant avec ¢(0) =0 tel que
| ot = o)

(it)
X(t) = X(0)+ B(t) + o(t) (2.4)

Alors X = X (t) est un mouvement Brownien réfléchi sur [0,00).

Equation est appelée ’équation de Skorokhod.

Preuve. Par les paragraphes précédentes, X = X () et ¢ = ¢(t) sont déterminées
de maniére unique par X (0) et B = B(t) : X = X(0) + B(t) — ming<,<,{(X(0) +
B(s)) A0} et ¢ = —ming<,<{(X(0)+ B(s)) AO}. Pour prouver ce théoréme, il suffit
de montrer que si z; est un mouvement brownien unidimensionnel, alors X (t) =
|z;| satisfait, avec certains processus B(t) et ¢(t), les propriétés susmentionnées.

Soit gn(x) soit une fonction continue positive sur R avec support dans (0,1/n), i.e.

supp (gn) = {2z € [0,00) | gn(t) # 0 = (0,1/n), tel que [;° g,(x)dz = 1. Posons

(1) = /0 “y /0 " ()

Nous constatons alors que u, € C*(R),u,(z) = % 0|z| gn(z)dz. Et alors |u,| <
% [ gn(2)dz| < 1, un(0) = 0, uy(2) 1 |a|. Alors car lim, .o 2 = 0 et que la

fonction g, est positive et admet un support dans (0,1/n),

lim,,_ o0 f0|$| gn(2)dz = lim, ( 01/n gn(2)dz + fl‘;L gn(z)dz> =140=1,2#0

donc u) (z) = %, for x # 0. D’ou,

1, >0
up () =sgn(z) =9 0, x=
-1, <0
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Par la formule d’Ito,

TR ACA LIS g ACATS
= [twdn+ [ apotnivs [ st

—0o0

ou ¢(t,y) est le temps local de x;. Faisant n — oo, on a

X(t) - X(0) = /0 sgn (22) dary + 26(t, 0)

Posons

B(t) = /0 e (22) ds ot 6(t) = 26(1.0)

Alors, puisque < B >;=t, B(t) est un (F;)-mouvement Brownien, ou (F;) = (F})
est la filtration naturelle engendrée par x;. Puisque X (0) et Fp-mesurable, X (0) et

{B(t)} sont indépendants. Puisque

6(t) = lim — /0 Lo (X (s))ds

€l0 2¢

il est clair que

/0 Io(X ())dé(s) = (1)

Par conséquent {X (), B(t), ¢(t)} satisfait toutes les conditions du théoréme. Ainsi
X = (X(t)) et ¢ = (¢(t)) sont caractérisés comme X = X (0)4 B(t)—ming<s<;{ (X (0)+
B(s)) A0} et ¢ = —ming<s<;{(X(0) + B(s)) AO}. m

Théoréme 2.2.4 le temps local {¢(t,x)} de X existe

Preuve. Nous Démontrerons ce théoréme en wutilisant le calcul stochastique. Soit
(F) = (]-"tX ) a filtration naturelle engendrée par X. Alors X est un (F;)-mouvement
Brownien et X; — X appartient a lespace M. Soit g, (x) une fonction continue sur

R tel que son support est continu dans (—1/n+a,1/n+ a), g.(z) >0, g,(a +z) =
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gn(a —x) et ffooo gn(z)dr =1
un(w) = [ dy J2, gn(2)dz
Par la formule d’Ito, =

Preuve. u,, (X;) — u, (Xo) = [y uly (X,)dX,+ 3 [oull (X,)ds

0
et le temps local {¢(¢,x)} existe, alors

11t n

L ul(Xo)ds =1 [)gn (Xo)ds = [° gu(y)8(t, y)dy — 6(t,a) quand n — oo

En outre, il est clair que

1, z>a
wn(e) — (@ )" (@) — {1 4 —q
0, z<a

D’ot, ¢(t,a) doit étre exprimée comme suit

bt a) = (Xy — a) + — (Xo — a)" — /0 Tamey (X,) dX,.

2.3 Application : Probléme de Neumann

Considérons le probléme aux limites de Neumann de ’équation aux dérivées partielles

de type elliptique sur un domaine borné¢ D C R¢.

(2 +q(x)u=0, x€D 25)
% = ¢2(I), x € 0D

Quand la partie inferieure du spectre de 'opérateur % + ¢ est negative une solution
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probabiliste de (2.5 est donnée par
1 . *
u(x) = §E {/ eq(t)qbg(Xt)L(dt)}
0

ou X; est un mouvement Brownien réfléchi commencant & x, L; est le temps local

par rapport a X; et e,(t) la fonctionnelle de Feynman-Kac

,(t) = exp [ /0 tq(xs)ds] |
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Chapitre 3

Equations différentielles

stochastiques réfléchies

Les équations différentielles stochastiques réfléchiés apparaissent naturellement dans
des applications variées dii aux restrictions naturelles qu’on impose & la solution de

I’équation différentielle stochastique.

Du point de vu des équations aux dérivées partielles ceci correspond a la solution du
probléme aux limites de type Neumann pour des équtions aux dérivées partielles de
type parabolique.

Soit {w(t),t > 0} un processus de Wiener adapté a une filtration {F;,t > 0} ,
a=a(t,z),b=>b(t,x):[0,00)x[0,00) — R sont des fonctions mesurables, £, > 0 est
Fo—mesurable. Nous supposerons toujours que F; est complétée par des événements
de probabilité nulle et continue & droite. Le but de ce chapitre est de construire un

processus £(t) a valeurs dans [0,00) qui a une différentielle stochastique de la forme
d§(t) = a(t, £(1))dt + b(t, £(1))dw(t) (3.1)
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si £(t) > 0 et se reflete continuellement, dans un certain sens, dans la demi-droite
positive lorsque £ atteint 0. Tout comme le raisonnement du chapitre précédent, il

est naturel de donner la définition suivante.

Définition 3.0.1 Un couple de processus continus Fy;— adaptés (£(t),1(t)),t > 0,est
une solution de 'EDS

dE(t) = alt, £())dt + b(t, €(t))dw(t) + di(t), t >0

avec réflexion avec condition initiale £(0) = &, si

1. &(t) > 0,t > 0;
2. [ est croissant, [(0) = 0;

3. [) Uegsy=0dl(s) = 0,t > 0;

£(t) = &o + /Ota(s,g(s))ds + /Otb(s,ﬁ(s))dw(s) +1(t),t > 0; (3.2)

et toutes les intégrales sont bien définies.

Discutons d’une relation entre la solution de (3.1]) et le probléme de Skorokhod.

Supposons que w soit tel que ((3.2)) soit satisfaite.

V() =&+ / (s, £(s))ds + / b(s, €(s))duw(s)

Alors toutes les conditions de la définition [3.0.1] pour Y (¢) coincident avec les

conditions de la définition pour f(t) .par le théoreme2.1.1}

E(t)y=(TY)t), t>0 (3.3)
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et Y(¢) est une solution de I’équation d’Itd suivante

Y(t) = &)—l—/o a(s,FY(s))ds—l—/O b(s,TY (s))dw(s) (3.4)

Remarque 3.0.1 Pour tout processus continu non-anticipatif Y (t), t > 0 ,le pro-
cessus (I'Y)(t) est également continu et non-anticipatif et est une solution de (3.4),

alors

§(t) =TY (1), 1(t) = £(t) = Y'(t) (3.5)

est une solution de .

En appliquant les résultats standards sur la solvabilité de 1’équation d’It6, nous

obtenons le théoréme suivant .

Théoréme 3.0.1 Soit & une variable aléatoire positive Fo—mesurable. Supposons

que fonctions mesurables a = (t,x),b = (t,x) satisfont aux

1. Condition de Lipschitz en x, uniformément dans le temps :
AL > 0, Vt > 0, Voy,20 € R ¢ Ja(t, 1) — a(t, z2)| + |b(t,z1) — b(t, xq)| <
L|xy — zo].

2. condition de croissance linéaire en x, uniformément dans le temps :
3C>0,3Vt>0,Ve e Ry : a(t,z)| + |b(t, )] < C(1+ |z]).
Il existe alors une solution unique a ’EDS réfléchie (3.2)).
Vit>0,Vy,y € C([0,¢]) :

Jalt, (Tya) (1)) — alt, (Ty2) ()] + [b(t, (Tyn) (1)) — blt, (Tya) (1))
< LTy () — Cy) (0] < 2L s — wll oy
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ou Hf”[o,t] = Supye(o. |/ ()]
Vit>0,VyeC(0,t]):

la(t, (Ty) ()] + [b(t, (Ty)(1)] < CA + [Ty(8)]) < 201+ lyllpy)-

Donnons également une autre fagon de prouver 'unicité (par la preuve de
Théoréme [2.1.1)).qui sera utile dans le cas multidimensionnel. Soit (&1,11) et
(&9, 13) des solutions de (3.1]). Alors par la formule d’Tto,

(E(O)—&(1))* = [y 2(&(2) — &(2))]alz, &1(2)) — alz,&(2))] + [b(z,&1(2)) — bz, &(2))]%) dz-
2 [1(€1(2) — &(2))d(li(2) — 1a(2))
+2 [1(61(2) — &(2))[b(2, &1(2)) — bz, &(2))]dw(z). (3.5)

De maniére similaire & la preuve du nous avons

[1(61(2) = &(2))d(1(2) — 15(2)) < 0,¢ > 0.

Il reste & prendre ’espérance en (3.5)) et appliquer le lemme de Gronwall
Tp =1nf{t > 0: |& ()| A |&(t)| > n}.

Dans ce cas

Bl (t ) — Ealt Am)? < (2L + LP)E / T =) — o))

< (2L + L) /0 El&(z ATn) — &(2 ATyp))2dz.

Le lemme de Gronwall donne

Vn>0,Vt>0:PE(tAT) =6&(EAT)) =1.

Puisque les &;(t) sont continus en ¢, la derniére égalité implique que
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P&i(t) = &(t), t >0) =1,

et donc pour £ =1,2:
h(t) = &(t) — & — / a(s, &(s))ds — / b(s, € (s))dw(s) = Iy(£),t = 0.

3.1 Applications

Voici quelques exemples d’application des équations différentielles stochastiques ré-
fléchies :

1. Finance et évaluation des options : Les EDS réfléchiées sont utilisées en finance
mathématique pour modéliser et analyser les produits financiers dérivés, tels que les
options, avec des contraintes sur le prix de l'actif sous-jacent. Le mécanisme de
réflexion garantit que le prix de 'actif reste dans une certaine fourchette. Cela est
particulierement utile dans le cas d’options & barriére, o le paiement de 1’option
dépend du fait que le prix de l'actif atteigne ou reste au-dessus ou en dessous de

certains niveaux de barriére.

2. Systémes de file d’attente : Les EDS réfléchiées sont utilisées dans I’étude des
systémes de file d’attente, qui impliquent I'arrivée et le service de clients dans une
file d’attente. Le mécanisme de réflexion peut représenter diverses contraintes dans
le systéme, telles que la capacité limitée de la file d’attente ou les seuils de longueur
de la file d’attente. Il permet de saisir le comportement du systéme lorsqu’il atteint

la limite ou la contrainte, ce qui affecte les taux d’arrivée ou de départ.

3. Problémes de controle stochastique : Les EDS réfléchiées sont utilisés dans
la théorie du controle stochastique pour traiter les problemes de controle avec des

contraintes. Par exemple, dans la sélection optimale de portefeuille, le mécanisme
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de réflexion peut imposer des contraintes sur les poids du portefeuille pour s’assurer
qu’ils restent dans une fourchette prédéterminée. Cela permet d’étudier et d’optimi-

ser les stratégies de controle soumises & des contraintes réalistes.

4. Biologie mathématique : Les EDS réfléchiées trouvent des applications dans
la modélisation de systémes biologiques avec des contraintes ou des limites. Par
exemple, dans la dynamique des populations, le mécanisme de réflexion peut repré-
senter une capacité de charge ou une limite supérieure a la taille de la population.
Cela permet de saisir les effets des ressources limitées ou des contraintes environne-

mentales sur la croissance de la population.

D. Physique et systémes de particules : Les EDS réfléchiées sont utilisées dans
la modélisation de systéemes physiques impliquant des particules qui interagissent
avec des frontiéres ou qui sont confinées. Le mécanisme de réflexion garantit que
les particules restent dans une région spécifique ou obéissent & certaines conditions
limites. Cela peut étre utile dans des domaines tels que la physique statistique, ou

le comportement des particules dans des géométries confinées est intéressant.
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Abstract

The aim of this work is to present the Skorokhod reflection problem in the
deterministic and nondeterministic cases and to study the existence and uni-
queness of solutions for reflected stochastic differential equations in one di-
mension.

Keywords : Sorokhod problem, Stochastic differential equation, reflected
Brownian motion, existence of a solution, uniqueness of a solution, reflected
stochastic differential equation, local time.

Résumé

L’objectif de ce travail concerne est de présenter le probleme de réflexion de
Skorokhod dans le cas déterministe et le cas non déterministe et I’étude de
I’existence et 'unicité des solutions pour les équations différentielles stochastiques
réfléchies en une dimension.

Mots clés : Probleme de Skorokhod, Equation différentielle stochastique,
existence d’une solution, unicité d'une solution, equation différentielle stochastique
réfléchie, temps local.
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