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Introduction

a provenance du terme "copule" remonte au latin "copulae", qui signifie le lien ou

Lla connexion entre les parties. En 1959, | ] a proposé le concept de copule
pour résoudre un probléme de probabilité énoncé par Fréchet. Les copules étaient rarement
employées en statistiques pendant de nombreuses années. Dans les années 70, avec 1’évolution
de la théorie des processus empiriques, d’autres auteurs ont réintroduit le concept des fonc-
tions copules sous différentes appellations, en mettant en évidence de nouvelles propriétés. Par
exemple, | ] ont proposé le terme "représentation uniforme", tandis

que | | et | | ont utilisé le terme "fonction de dépendance".

En utilisant la théorie des copules, il est possible de créer des modeles paramétriques pour la
loi jointe de d variables réelles dépendantes (Xi, ..., Xy). [ | a constaté que cette
méthode est de plus en plus couramment utilisée en assurance, finance, environnement, fiabilité,
biologie. . ., pour permettre une modélisation plus réaliste de la loi jointe de divers "risques".
Dans le cadre de cette étude, nous allons nous concentrer sur le cas bivari¢ (d = 2), bien
que ces méthodes puissent facilement étre étendues a des dimensions supérieures (du moins

théoriquement).

Ce travail est composée de trois chapitres organisés comme suit :

Chapitre 1. Théorie des Copules : Dans ce chapitre, nous abordons les fondamentaux des
concepts de copules en présentant quelques notions de base. Ainsi que les principales théorémes

liés & cette théorie, en particulier le théoréeme de Sklar. Les copules sont disponibles en une
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grande variété de familles qui peuvent conduire & des structures de dépendance. Nous présentons
dans ce chapitre les familles les plus importantes de copules paramétriques, notamment la copule
elliptique, la copule Archimédienne et la copule des valeurs extrémes. Nous présentons également

quelques mesures d’association en forme de copule telle que le rho de Spearman et le tau de

Kendall.

Chapitre 2. Famille de Farlie-Gumbel-Morgenstern : La copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern
(FGM) est une fonction mathématique utilisée pour modéliser les dépendances entre des va-
riables aléatoires continues. Elle est également connue sous le nom de copule de Frank de
deuxiéme espéce. La copule FGM a la propriété de pouvoir modéliser a la fois des dépen-
dances positives et négatives entre les variables. Elle est souvent utilisée dans les domaines de
la finance, de ’économie, de la météorologie et de la climatologie pour modéliser les risques de

pertes extrémes.

Dans ce chapitre, nous aborderons les concepts de base de cette famille et certaines de ses

propriétés.

Chapitre 3.Application sur des données réelles : Dans ce chapitre on va estimer les
paramétres de la copule FGM en utilisent les mesures de concordance (tau de Kendall et rho

de Spearman), a l’aide du logiciel R.



Chapitre 1

Théorie des Copules

La notion de copule a été introduit par | ]. Ce chapitre consiste a présenter le concept
théorique des copules suivi par des exemples de quelque type des copules. Le sujet de la mesure

d’association également été abordé dans la fin de ce chapitre.

1.1 Définitions et propriétés de base

Les copules sont construites en utilisant les propriétés des fonctions de répartition bivariées, qui
présentent diverses caractéristiques importantes. Ci-dessous, quelques propriétés importantes
des fds bivariées sont rappelées. Soit X et Y deux variables aléatoires, la loi du couple est

caractérisée par la fds bivariée H définie par :
H(z,y) = P(X <z,Y <y),

1. lim H(z,y)=1.
(z,y)—+o0

2. lim H(z,y)=0.

(z,y)——00

3. H est continue.

Définition 1.1.1 (Copule) : On dite qu’une copule bivariées (2-dimensionelle) notée C, toute

3



Chapitre 1. Théories des Copules

fonction définie sur [0, 1]2 a valeurs dans [0, 1] posséde les propriétés suivantes :

1. C(u,0) =C(0,v) =0 Yu,v € [0,1].
2. C(u,1) =u et C(1,v) =v Yu,v € [0,1].

3. C est 2-croissante, i.e pour tout ui, vy, us,vs dans [0,1] telque u; < ug et v1 < vy on a :

C(Ug, Ug) — C<UQ, Ul) — O(Uh’Ug) + C’(ul, Ul) Z 0

Remarque 1.1.1 En générale C' est une distribution uniforme multidimensionnelle.

Proposition 1.1.1 (Dérivées partielles) : Soit C' une copule, Yu,v € [0,1] :

1-Les dérivées partielles de C' existe p.s et vérifient :

oC (u, 0C (u, . : :
2-Les fonctions : v — M et u — M sont bien définie et non décroissante p.p
u v

sur son domaine.

1.2 Théorém de Sklar

La copule est un outil statistique présenté par | |. Le théoréme de sklar est la base de
la théorie des copules et c’est le fondement de la plupart. Le théoréme de Sklar peut étre utilisé

pour construire des fonctions copules a partir des distributions bidimensionnelles.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Sklar) Pour toute fonction de répartition bidimensionnelle
H avec des fonctions de répartition marginales F' et G, 1l existe une 2-copule C' telle que pour
tout (z,y) € R?:

H(z,y) = C(F(x),G(y)), (L.1)
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de plus C' est unique si les fonctions F' et G sont continue. Dans le cas inverse, si C' est une
2-copules et F' et G sont des fonctions de répartition, alors H définie par l’équation (1.1) est

une fonction de répartition bidimensionnelle des marginales F et G.

Corollaire 1.2.1 Soit F' et G sont les marges de la fonction de répartition jointe H avec F 1

et G1 ses inverses généralisé respectivement, la copule associée a H est définie comme suite :
C(u,v) = HF *(u), G v)), wu,vel?

ot I = [0,1], avec les inverse généralisée de marginales est :
F't)=inf{z €eR: F(z) >t}, t€[0,1].

Définition 1.2.1 (Densité d’une copule) : La densité de la copule C notée c est définie

comme suite :
= 2 ) = MG )
N auavo( 0 f(F=Y(u))g(G(v))’

ot h, f, et g sont les densité de H, F, et G respectivement, ot ¢ : 1> — R*.

c(u, v)

1.3 Bornes de Fréchet -Hoeffding

Deux copules usuels tres populaire car elle jouent un réle important dans I’étude de dépendance,

elle sont les suivantes :

-Copule min : Elle est donnée par :

M (u,v) = min(u, v), Yu,v € I. (1.2)
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-Copule max : Elle est donnée par :
W(u,v) = max(u+v — 1,0), Yu,v € I. (1.3)

Théoréme 1.3.1 Soit X etY deux variables aléatoires de fonction de distribution jointe H de

marges F' et G. Tout copule C' associée o H est vérifiée l'inégalité :

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v), Yu € [0,1].
Les fonctions M et W définie par les équations (1.2 ) et (1.3) respectivement appeler la borne
supérieur et la borne inférieur de Fréchet.

1.4 Copule et variable aléatoire

Soit X et Y deux variables aléatoires de fonction de répartitions continues F' et GG respective-
ment, et de fonction de distribution joint H. La copule associée aux variables aléatoires X et Y

est unique et notée Cxy.

Définition 1.4.1 (Copule d’indépendance) : La copule d’indépendance appeler aussi copule

produit, est une fonction noté I1 définie sur [0,1)° & valeurs dans [0,1] par :
I(u,v) = uv.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme d’invariance) : Soit X etY deux variables aléatoires continue.

Si a et B sont des fonctions strictement croissantes, alors :

Cax)ser) = Cxy-
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F1G. 1.1 — Densité d’une copule produit

Théoréme 1.4.2 Les variables aléatoires X et'Y sont indépendante ssi :

CXY =1L

1.5 Copule de survie

En statistiques de survie, les temps de survie sont référence a la durée jusqu’a un événement d’in-
térét, comme la durée de vie d’'un produit, le temps jusqu’a une maladie ou le temps avant une
défaillance. Les copules de survie sont utilisées lorsque ’on s’intéresse & modéliser la corrélation

entre ces temps de survie.

Soit la fonction de distribution jointe H de couple aléatoire (X,Y). La fonction de survie H est

définie par :

H(z,y) = P(X >xz,Y >y).
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Définition 1.5.1 Soit C' une copule. La fonction C : [0,1]> — [0,1] définie par :

~

Clu,v) =u+v—-14+C(1—u,1—-0)

est appelé la copule de survie associée a la copule C', et on a :

H(z,y) = C(F(z),G(y)).

On remarque que la copule C' est relie la fonction de survie jointe H aux ses fonctions de survie

marginales de la méme maniére que, la copule C' relie la distribution jointe H o ses marges.

Définition 1.5.2 Soit C la fonction de survie jointe de deux variable aléatoire uniforme, dans

lequel la copule C' est la distribution jointe. La relation entre C et C est donner par :

C(u,v) =PU >u,V>v)=1—u—v+C(u,v)

=C(l—u,1-0).

1.6 Familles de copules

Les familles de copules sont des ensembles de copules qui partagent certaines propriétés ou
structures. Elles sont utilisées en statistiques pour modéliser différentes formes de dépendance

entre variables aléatoires.

1.6.1 Copules elliptiques

Les copules elliptiques sont basées sur des distributions elliptiques multivariées. Elles sont sou-
vent utilisées pour modéliser des dépendances symétriques et peuvent prendre en compte des
queues lourdes ou légeres. Elles jouent un roéle important dans les applications financiéres. On

consideére ici les deux exemples les plus connus; la copule Gaussiene et la copule de Student.
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F1G. 1.2 — Densité d’une copule Gaussian bivariée avec p = 0.7.

a-Copule normale : La copule Gussiene (normale) est donnée par :

1 & L(u) pd1(v)
/_ P50 )

ou @' est la fonction quantile standard de la loi normale N(0,1).

Remarque 1.6.1 Les cas limites sont : C_1(u,v) = W(u,v), Co(u,v) = (u,v), et C1(u,v) =

M (u,v).
-la figure(1.2) représente la densité d’une copule Gaussian bivariée avec p = 0.7.
b-Copule de Student : La copule de Student est définie comme suite :

2 2
s ’

757 () T3 (v)
1
Coo(u,v) = ——— / / 1+
)= A= (
telle que p est la matrice de correlation avec diagp = 1, T, ' est la fonction inverse de la

distribution standard de Studente et v est le degrés de liberté, v > 0.
-La figure (1.3) représente la densité d’une copule de Student bivariée avec p = 0.5 et v = 4.

9
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F1G. 1.3 — Densité d’'une copule de Student bivariée avec p = 0.5 et v = 4.

1.6.2 Copules Archimédiennes

Les copules archimédiennes sont basées sur des fonctions archimédiennes, telles que la copule de
Fréchet, la copule de Clayton et la copule de Gumbel. Elles sont souvent utilisées pour modéliser

des dépendances positives et négatives asymétriques.

La notion de copule archimédienne est introduite par | ]. Cette classe
des copules a un large éventail d’application pour plusieurs raison : la facilité de construction,

elle contient beaucoup de propriétés intéressantes et la grand variétés dans les familles de copule
dans cette classe.

Tout d’abord, nous introduisons quelques notations.

Définition 1.6.1 On dit que pseudo-inverse de , la fonction =1 : [0, 4+00] — [0,1] donnée

par :

ot o est une fonction continue strictement décroissante telle que (1) = 0. @l=1 est continue,

10
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non croissante sur [0, 00| et strictement décroissante sur [0, ¢(0)], de plus on a :

t si 0<t<y0),

©(0) st 9(0) <t < oo,

Définition 1.6.2 On appelle copule Archimédienne de générateur p, toute copule vérifie :

C(u,v) = ¢~ (p(u) + ¢(v)).

Proposition 1.6.1 On dit que C est une copule Archimédienne si et seulement si la pseudo-

inverse de =1 de ¢ est une fonction conveze.

Preuve. Pour la preuve voir | , page 111]. m
Exemple 1.6.1 Soit le générateur @ (t) = —1In eeigg—t__ll, la copule de Franck est donnée par :
1 —0u __ 1 —0v __ 1
C’(u,v)——éln{l—l—(e )(61 )},HER\{O},
e ¢ —

de plus on a les cas limites suivante : C_oo =W, Cy =11, et C, = M.
-La figure (1.4) représente la densité d’une copule de Frank bivariée avec 6 = 7.

Exemple 1.6.2 La copule de Clayton(1978) dite aussi copule de [ /|, pre-
miérement étudier par [ ], soit le générateur py(t) = 5(t7% —1), elle

est donnée sous la forme suivante :
Clu,v) = (™’ +0™? —1)75, § € [—1,+00[ \ {0},

de densité

—20—1

c(u,v) = (1+ 6’)(uv)_1_9(u_9 +ouf — 1)~

et dans les cas limites on a : C_1 =W, Cy =11, et C, = M.

11
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F1G. 1.4 — Densité d'une copule de Frank bivariée avec 6 = 7.
-La figure (1.5) représente la densité d’une copule de Clayton bivariée avec 6 = 7.

Exemple 1.6.3 Soit le générateur ¢y = (—In t)e, la copule de Gumbel est définie par

C(u,v) = exp{— [((—lnu)9+ (—lnv)eﬂé}, 0 € [1,0]

et dans les cas limites on a : Cy =11, et Cou = M

-La figure (1.6) représente la densité d’une copule de Gumbel bivariée avec 6 = 2.

Exemple 1.6.4 La copule de Ali-Mikhail-Haq (AMH) peut étre utilisé pour modéliser une faible
1-0(1—t)
t )

corrélation positive ou négative entre des variables aléatoires. Soit le générateur v, = In
la copule (AMH) est définie par :

C(u,v) = =000 0el[-1,1],

uv

1-6+ 291—9(l—u)(l—v)
[1—6(1—u)(1- U)]2 ’

de densité

c(u,v) =

12
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Fic. 1.5 — Densité d'une copule de Clayton bivariée avec 6 = 7.

F1G. 1.6 — Densité d’une copule de Gumbel bivariée avec 6 = 2.

13
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F1G. 1.7 — Densité de la copule de AMH bivariée avec § = 0.2.

et dans les cas limites on a : C_y =11/2 — (u+v) +11, Cy =11, et C, =11/ (u +v) — 1.

-La figure (1.7) représente la densité de la copule de AMH bivariée avec 6 = 0.2.

Pour d’autres exemples de copules archimédiennes voire le tableau de [ ] page 116.

1.6.3 Copule de valeur extréme

Les copules de valeur extréme, comme la copule de Gumbel ou la copule de Hiisler-Reiss, sont
utilisées pour modéliser la dépendance entre des événements rares ou extrémes, la forme géné-
rale des copules de valeurs extrémes dans le cas bidimensionnel introduite par | ],

[ | et | | et elle s’expriment par suite :

1
et )},Oéu,vél,

C*(u,v) = exp {(logu + log U)A(m

ot A est une fonction convexe définie sur [0, 1], vérifie : max(v,1 —v) < A(v) < 1 appeler la

fonction de dépendance Archimax.

Théoréme 1.6.1 Une copule est max-stable ssi elle est une copule de valeur extréme.

14
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Preuve. Voire | , page 97]. m

Théoréme 1.6.2 Soit C' la copule commune entre les couples (iid) de variables aléatoires
(X1,Y1), (X2,Y3),..., (X;,,Yy), et Cy la copule associé a X, = max(x;) et Y, = max(y;),

1=1,...,n, alors :

1

Ciy(u,v) = C”(uﬁ,v%), u,v € I.

Définition 1.6.3 On dit que C* est une copule de valeurs extrémes s’il existe une copule C'

telle que :

C*(u,v) = lim C"(u%,vi).

Exemple 1.6.5 La copule de Marshall et Olkin est donnée par :
Clu,v) = u* "0 %2 min(u?, 0v%); 0 € [0,1]?,
ot A = max(1 — 61t,05(1 — t)).
Exemple 1.6.6 La copule de Galambos est définie comme suite :
uv expl[{(—logu) ™ + (—logv)~*} 4], 6 >0,
o A=1—{t0+ (11—t 3.

Pour d’autres exemples de copules de valeurs extrémes voir | , page 23].

1.7 Copules a propriétés spécifiées

Dans cette partie, nous étudions quelques propriétés analytiques et fonctionnelles connues de

copule.

15
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1.7.1 Copules harmoniques

Définition 1.7.1 On dit de la copule C' aux second dérivées partielles continues sur [0, 1]2

qu’elle est harmonique dans I%, si elle satisfait I’équation de Laplace dans [0, 1]2 :

2 2

0 0
2 = — —_— =
VeC(u,v) = 8u20(u’v)+ GUQC(u’U) 0.

Proposition 1.7.1 C est sous-harmonique si V>C(u,v) > 0 et sur-harmonique si V>C(u,v) <

0.

Exemple 1.7.1 1l est clair que la copule 11 est une copule harmonique.

1.7.2 Copules homogénes

Définition 1.7.2 Une copule C est homogéne de dégré k, si elle vérifiée :
C(Au, W) = NC(u,v) u,v el etkeR.
1. La copule produite II est homogene de degré £ = 2 car :
I(Au, Av) = (Au) (M) = Nuw.
2. La copule min est homogéne de degré k = 1 car :

M (Au, Av) = min(Au, Av) = Amin(u, v).

1.7.3 Copules concaves et convexes

Définition 1.7.3 Soit C' une copule, pour toute (a,b) et (c,d) € I* et YA € I :

16
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1. C est concave si :

Cha+ (1= N)e, b+ (1 —A)d) > AC(a,b) + (1 — \)C(c, d).

2. C est convexe si :

Cha+ (1= Ne, Ab+ (1= N)d) < AC(a,b) + (1 — \C(e, d).

-La copule min est concave.

-La copule max est convexe.

1.8 Mesure d’association

Lorsque deux vas X et Y ne sont pas indépendantes, on s’intéresse alors a la liaison (dépendance

ou corrélation) entre elle.

1.8.1 Notion de la concordance

Soit (X;,Y;)1<i j<n un échantillon d’un couple (X,Y), il ya C? pairs de distribution des couples

(X5,Y5),(X;,Y;) qui sont soit concordance au discordance selon :

1. Concordance :

(X, — X)(Y = ¥) > 0= (X; > X,) et (¥; > Y;) ou (X, < X;) et (V; < Y)).

2. Discordance :

17
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1.8.2 Coefficient de corrélation linéaire

Définition 1.8.1 Si X etY sont deux variables aléatoires ayant des variances finies, le coeffi-

cient de corrélation linéaire entre X et'Y peut étre exprimé comme suit :

_ cou(X,Y)
Vvar(X)var(Y)

o(X,Y)

1.8.3 Tau de Kendall

Définition 1.8.2 Soit la copule C' associée auz vecteur aléatoires continue (X,Y). Alors le tau

de Kendall T est donnée en termes de copule C par suite :

724/01/010(%@)6[0(%@)—1, re[-1,1].

Remarque 1.8.1 Si C' est archimédienne de générateur o, alors la formule de tau de Kendall

est démontré par [ | comme suite :

T =4E(CU,V)) -1 = 4/01 :j((?) dt.

1.8.4 Rho de Sperman

Définition 1.8.3 Soit la copule C associée aux vecteur aléatoires continue (X,Y). Alors le rho

de Sperman p est donnée en termes de copule C par :
1 41
p= 12/ / C(u,v)dudv — 3, p € [—1,1].
o Jo

Le tableau (1.1) représente le tau de Kendall est le rho de sperman de quelque copules :

18
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H Copule H Tau de kendal H Rho de sperman H
| Normale | 27 'arcsin(d) | 67 'arcsin(f) |
| Gumbel | 55| / |
H Frank H 1 — 20 D1 A=D1 0) H t— log — ) H
[Owion | 5| / |

TAB. 1.1 — Tau de kendall et rho de sperman de quelque copules
1.8.5 Relation entre le tau de Kendall et le rho de Spearman

Théoréme 1.8.1 Soit X et Y deux variables aléatoires continuent alors le 7 de Kendall et le

p de Spearman sont satisfais :

1.
1<3r—2p<1.
2.
Tl (1T,
et
1-— 1—7
20_< . )2,
3.
37—2_1_,0§1+2;_T,720,
et
Tl M g
Preuve. Voire | , pages 175, 176]. =
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Chapitre 2

Famille Farlie-Gumbel-Morgenstern

La famille de copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern a été d’abord étudiée par

[ | pour les marginales de Cauchy puis par | ] pour les margi-
nales exponentielle et généralisé par | |. La famille FGM a été appliquées dans de
nombreux domaines, comme la finance | |, Pactuariat | B
la bio-informatique [ | et I’hydrologie | -

Soit F' et G deux fonctions de distribution univariée, la distribution jointe de la famille FGM a

un parameétre est définie par :

Ho(z,y) = F(z)G(y)[1 + ol = F(2))(1 - Gy)] e € [-1,1], (2.1)

ou F' et G sont les fonctions marginales de H, pour toute a admissible. Il est impossible de dire
que H, est une distribution bivariée uniquement par ses distributions marginales car il existe

de nombreux « valides.

Définition 2.0.4 L’ensemble de nombres valides o motée A est dite ’espace des paramétres

naturel de H,,.

Proposition 2.0.1 -Si F' et G sont dégénérée alors A = (—o0, +00).
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-Si F' et G sont non dégénérée alors H,, est une distribution bivariée ssi A = [min, Omax| 0U
Omin = min { (MpMe)™', (1 —mp)(1 —mg)) "'}, (2.2)

Omax = min { (Mp(1 —meg)) ™", (1 = mp)Mg) ™'}, (2.3)

avec mp et Mp sont inf et sup de l’ensemble {F(x) : —oo <z < oo} —{0,1} respectivement, la
méme pour mg et Mg.

-Si F' et G sont absolument continue alors aumn = —1 et amax = 1 et A = [—1,1] (résultat de

[ /).

Définition 2.0.5 H, est absolument continue si les fonction de densité f et g correspondant a

les fonction F' et G sont existe, et sa densité est donnée par :

ha(z,y) = f(2)g(y)[1 + a(l = 2F(2))(1 - 2G(y))], e € [-1,1].

Proposition 2.0.2 Le paramétre a est un paramétre d’association.

Exemple 2.0.1 Dans le cas ot les marges sont uniformes (F(z) = x et G(y) = y), la mesure

de dépendance Gamma shweizer-wollf :

1 1
o(z,y) = 12/ / |Ho(7,y) — 2y| dzdy
0 0

— 1 / / l2y(1 — a(1 — 2)(1 — ) — x| dedy

1

Proposition 2.0.3 Soit X et Y deuxr va de distribution FGM des fonction marginales conti-
nues. [ | ont prouvé que le coéfficient de correlation de Pearson o de X et
Y wvérifiée :

1

< —.
|Q|_3
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Théoréme 2.0.2 Soit H, la distribution FGM ot F et G ses marges. Si F' et G sont des

distributions de variance finie non nulle, alors le coefficient de corrélations o est satisfait :

3 Inll’l_Q_3 max

0l Omin €l max Sont définie dans les équations (2.2) et (2.3) réspectivement.

Preuve. pour la preuve voire | |. =

2.1 Copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern

La copule FGM (Farlie-Gumbel-Morgenstern) est une fonction mathématique utilisée en théorie
des probabilités et en statistique pour décrire la dépendance entre les variables aléatoires. La
copule FGM est souvent utilisée pour modéliser des variables aléatoires dépendantes dans divers
domaines tels que la finance, I'assurance, la météorologie, la géologie,etc. Elle a été largement
discutée dans le littérateur en raison des propriétés mathématiquement intéressante. La copule

FGM est intéressante en raison de leur forme simple qui autorise un calcul exact.

2.1.1 Modéle de copule FGM a un parameétre

La copule FGM & un parameétre est donnée par :
Co(u,v) =uv[l + (1l —u)(1 —v)], a € [-1,1] (2.4)

ol u et v sont les valeurs cumulées des variables aléatoires, et o est un paramétre appelé 'indice

de dépendance.

Sa densité est définie par :

Ca(u,v) =1+ a(l —2u)(1 — 2v),
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et sa copule de survie :

N

Co(u,v) =u+v—1+1u0(1 + auv),

ou uv = (1 —u)(1—wv).

2.1.2 Modéle de copule FGM a deux paramétres (a1, as)

Dans ce modele, la fonction de copule est définie comme suit :

Cal,ag (u, U) = U'U[l + auv + OZQU’UWL (25)

ol oy et ap sont deux parametres d’indice de dépendance, et on a :

1
A= {(al,ag), g <let —ag —1<ay < 5[3—a1—|—(9—6a1 —3a%)§]}.

Sa densité est donnée par :
Cayan (U, V) = 1+ a1(1 —2u)(1 — 20) + aguv(2 — 3u)(2 — 3v),

et sa copule de survie :

~

Coron (U, 0) =u+v — 1+ 1u0(1 + cquv + auouv).

-Ce modeéle permet de modéliser des niveaux de dépendance asymétrique entre les variables

aléatoires.

Remarque 2.1.1 -Le coefficient de corrélations maximale de ce modéle est :

O = 0,42721 pour (a1, z) = (=14 7/V13.2,2 — 2/V/13).
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-Le coefficient de corrélations minimale de cette famille est :

dren = —- pour (a1, @) = (=1,0).

2.1.3 Modéle de copule FGM a trois parameétres (aq, as, ag3)

Dans ce modele, la fonction de copule est définie comme suit :
Capazas (U, V) = wv {1 + 040 + auvtt + azuvu’v’ }

ol o, an et ag sont des parameétres d’indice de dépendance.

Sa densité est donnée par :
Cay s (U, V) = T4 (1—2u) (1—20) 4+ aguv (2 —3u) (2 — 3v) + 2azuv(2u® — 3u+1) (20° — v+ 1),

et sa copule de survie :

~

Coy ooy (U,0) = u+v — 1+ 00(1 + ayuv + auiouv + aztou®v?).

-Ce modele permet de modéliser des dépendances plus complexes entre les variables aléatoires.

2.1.4 Modéle de copule FGM générale (a,..., a;)

Pour « de dimension r i.e. a = (aq,..., a;), | ] ont proposé le (r — 1)%me
itération de cette famille par la formule suivante :
d .
Cy (U, U) = uv + Z a; (UU)[]/2]-5-1m[3/2+1/2]7

J=1

ou [z] est le plus grand nombre entier inférieur au égale a z.

24



Chapitre 2. La famille de Farlie-Gumbel-Morgenstern

-Ce modeéle permet d’utiliser un nombre quelconque de parameétres pour modéliser la dépendance

entre les variables aléatoires.

2.1.5 Propriétes de la copule FGM
Symeétrie : 1l est claire que la copule FGM est symétrique, alors :

Ca ™ (u,v) = Gy (v, u), Y(u,0) € [0,1]".

Mesure de dépendance : Les Mesure de dépendance sont les suivante :

-Teau de Kendall : Le 7 de kendall de la copule FGM pour :

1. Le modéle & un parameétre est :

Tc, = 70O (26)
2. Le modele a deux parameétre est :

20(1 (6] 109

= — ) 2.7
TCarea = 79 T8 T 450 2.7)
Pour toute o € [—1, 1] le 7 de Kendall vérifie :
|TchM‘ < g
-Rho de Sperman : Le p de Sperman de la copule FGM pour :
1. Le modéle & un parameétre est :
1
= _ 2.8
Pc, 304 (2.8)
2. Le modele a deux parameétre est :
ap Qg
= — 4+ —. 2.9
pC’al,oQ 3 12 ( )
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Pour toute a € [—1, 1] le p de Sperman vérifie :

W

pogon] <

-Beta de Blomqviste :A été proposé en 1950, notée (3, elle est donnée par la formule suivante :

Le 8 de Blomqviste de la copule FGM pour :

1. Le modéle & un parameétre est :

2. Le modele & deux parameétre est :

(€51 (&)

T

-Gamma de Gini :A été proposé par (Corrado Gini notée) v, elle est donnée par la formule

suivante :

1
v = 4[/ C(u,1 —u)du — (u— C(u,u))du).
0
Le «v de Gini de la copule FGM pour :

1. Le modéle & un parameétre :

2. Le modele & deux paramétre :

. 40&1 [65)
TOere2 = 15 T 15

Dépendance de queue : les coefficients de dépendance des queues inférieure Aj et
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supérieure \yy sont égaux a 0, alors La copule FGM ne posséde ni dépendance de queues

inférieure ni supérieure.

Sous et sur harmonique : La copule FGM est sous-harmonique pour o € [—1,0] et sur-
harmonique pour « € [0, 1].
Preuve. D’aprés la définition de la copule sous-harmonique et la copule sur-harmonique dans

la section (1,7) :

V2C(u,v) = 8—QC’(u V) :
) - au2 )

= —20(2 4+ u+v), Y(u,v) €[0,1]%,

+ wC(u,v)

donc si a € [—1,0] alors V2C(u,v) > 0 et si a € [0,1] alors V2C(u,v) <0. =
L-moments bivariés (BLM) : Cette méthode est proposé par | ], et elle

utiliser pour éstimé les parameétre de la copule C.

Définition 2.1.1 Le k"™ BLM noté 5, exprimée en terme de copule par la formule suivante :
5 = / (Clu, v) — uv)dudPy(v), Yk > 1,
J2

ou bien

5 = /1 wP(v)dC(u, v),

ot Pp(v) = Zf:opk,zvl est le polynome de Legendre déplacé (PLD) telque py; = [(—1)*"(k +
DN/ (k= 1)) et on a :

-La premiére BLM de CEEM egt,
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-Les deux premiére BLM de CZ%M sont, :

a1 (0]
6= — 4+ =2
T IOY

(%)

> 7120

: ) FGM .
-Les trois premiére BLM de C}, 7 . sont :

_t e a3
=T T no
Qg
120°

~ 1050

do =

3

Pour plus de détail sur la représentation de BLM par la copule FGM et la méthode d’estimation

de ses parameétres, voir | .

2.2 Famille FGM généralisée (GFGM)

La formule la plus générale de la famille de Farlie-Gumbel-Morgenstern est la proposé par

[ | comme suite :
Ho(z,y) = F(z)G(y) {1+ aA(F(2))B(G(y))} (2.10)

ou A(.) et B(.) sont des fonction différentielles en [0, 1] ou lim A(z) = 0 et lin} B(z) =0.

Z—)l

Sa densité est donné par :

ha(,y) = {1+ a[B(G(y)) + G(y) B(GW)[A(F () + F(2)A'(F(2))]} f(z)g(y),

ou f(x) et g(y) sont les densité de F(z) et G(y) respectivement, avec A'(F(x)) = 23EW) o

OF(x)
0B(G
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Remarque 2.2.1 ] est évident que lorsque nous remplagons A(F(zx)) par 1 — F(z) et B(G(y))

par 1 — G(y) dans (2.10) en aboutit & la distribution FGM originale (2.1).

La fonction copule associé a la famille GFGM est :

Co(u,v) = wv(1 + aA(u)B(v)) , (u,v) € [0,1).

2.2.1 Propriétes de la famille GFGM
1. La densité de la copule GFGM est donnée par :
ca(u,v) = 14 a[B(v) + B'(v)v][A(u) + A'(u)u].
2. La copule conditionnelle de la famille GFGM est définie comme suite :
Cyu(u,v) = v{l+aB(v)[A(u) + A’ (u)ul} .
3. Le 7 de Kendall associée a la copule GFGM est satisfaite :

T = 40[ {D1D2 -+ D3D4} 3

1 1 1 1
ou Dy = / %udu, Dy = / avan(v) vdv, D3 = / A(u)udu et Dy = / B(v)vdu.
0 0 0 0

2.3 Extensions de la copule FGM

Pour améliorer le niveau de corrélation de la copule FGM, plusieurs extensions ont été présentées
dans la littérature.

-l | ont été proposé I’extension ci-dessous :

C(u,v) = uv[l + oquv + auvud],
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3— 9—60; —3a?
ot —1 < ay <1 et qy < FVI-barzdar

2

-l ] ont été proposé les deux extensions ci-dessous :

1.
C(u,v) = uv[l + ag (1 — u*?)(1 — v*?)],
ol ag > 0 et — min {1,%} <a; < O%Q, et ils ont trouvé que :
p € [—0.333,0.375],
2.

C(u,v) = uwv[l + anu**v*?],

olay>let —1<a; < (zz—f})az_l, et ils ont trouvé que :

p € [~0.333,0.391].
-[ | ont été proposé 'extension donnée par :
C(u,v) = uwv[l + (1 — u*)*3 (1 — v*?)*3],

ou g >0, az > 1, et —min{l, %(%)2%72} <a < i(%)arl, et ils ont trouvé

que :

p € [~0.48,0.502].

-l | ont été proposé une nouvelle classe de copules FGM généralisées sy-

métriques donnée par la formule suivante :

C(u,v) = uwv[l + ag (1 — u*)(1 — v*?)]",
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ot ag >0, n > 0, et —min{l,%} <oy < L.
TLOZ2 2
-l | ont été proposé une extension asymétrique de copules FGM définie

par :

C(u,v) = uv[l + Al (u) Az (v)]",

oul —1<a<letnéel0,o00], etilsont trouvé que :

p € [~0.5,0.43).

2.4 Nouvelle extension de la copule FGM
[ | ont été suggéré une nouvelle extension de la copule FGM définie par :
C(u,v) =uwv[l + a1 —u)(1 —v)(1 — asu)(l — agv)], (2.11)

o< <let -1<ay <

-2’

de densité donnée par :
c(u,v) =14 g {u[az2(3u — 2) — 2] + 1} {v][ae(3v — 2) — 2] + 1}.

Remarque 2.4.1 1] est clair que si ag = 0 dans l’équation (2.11) en aboutit & la copule FGM
classique (2.4).

-Le p de Sperman associée a cette extension est définie par :

&1(2 — 062)2

p= 12
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-Le 7 de Kendall associée a cette extension est définie par :

041(2 — &2)2

18

T =

Remarque 2.4.2 Sia; =0 alors p=7=0, X et Y sont indépendant.

Un inconvénient bien connu de la copule FGM est le faible niveau de dépendance qu’elle autorise
entre les variables, mais le niveau de corrélation est fortement amélioré quand en utilisant cette
nouvelle copule symétrique généralisée. | | ont trouvée que p € [—0.333,1] et T €
[—0.222, 1], cela permet de modéliser des ensembles de données caractérisés par des structures

de corrélation positive élevées et de construire les distributions bivariées correspondantes.

2.5 Copule FGM dans le cas d-dimensionnelles

Soit d > 2 La copule FGM peut étre exprimée par la formule suivante :
C(Ul, U, ..., Ud) = u1u2...udP(u1, Uy ..ny ud),
ou P(uy,us, ..., uq) désigne le polynome :
d
P(u17u2""7ud) = [1+ Z Z aj1j2~~~jk<1_uﬁ)(l_ujZ)“'(l_ujk)]?
k=21<j1<..jk<n

sa densité est :

c(ug,ug, oy tty) = P(2uq,2ug, ..., 2uy,)

1Y Y (1= 2u)(1 - 2up) (1 2u,)]

k=21<j1<..jx<n
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Ainsi, la densité conditionnelle de m variable donnée par :

P(2uy,2ug, ..., 2Up, 1, 2uyy,)
P(2U1, 2U2, ceey 2Um_1, 1) 7

(U U1, Uy ey Uy 1) =

et la copule conditionnelle donnée par :

P(2uy, 2ug, ..., 2Up 1, Up,)
P(Qul, 2U2, cees 2um_1, 1)

(U U1, Ug, ooy U —1) = Upy

Pour le cas bivariée la copule FGM ont la formule (2.4) et pour le cas trivariée elle ont la formule

suivante :

C(Ul,UQ, U3) == U1UQU3[]_ + 0412(]_ - Ul)(l - UQ) + 0413(]_ — U1)<1 — Ug)

+ 0423(]_ — Ug)(l — U3) -+ 04123(]_ — Ul)(l — UQ)(]_ — Ug)]
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Application sur des données réelles

Nous avons pu calculer la valeur de parameétre de la copule en prenant en compte la relation
entre le parameétre de copule et les mesures de concordance (tau de Kendall et rho de Spearman)

en supposant la copule FGM.

Nous avons examiné 1000 observations de quatre séries de rendements d’indices boursiers eu-
ropéens (voir figure 3.1) disponible dans "QRM et data sets" du logiciel R, il inclut les cours
de cloture quotidiens des principaux indices boursiers européens : a savoir ’allemand DAX | le

CAC francais, FTSE britannique, et DowJones américain.

Les échantillons de données sont prélevés pendant les heures ouvrables, ce qui exclut les week-

ends et les jours fériés.

-La figure (3.1) représente les nuages de points de 1000 observations tirées des rendements de
quatre indices boursiers européens.

Nous calculerons le tau de Kendall et le rho de Spearman a l’aide du logiciel R, et estimerons
ensuite les valeurs des parameétres de la copule FGM a un parameétre (2.4) utilisant les deux

relations (2.6) et (2.8), puis & deux parametre(2.5) utilisant les deux relations (2.7) et (2.9).
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Fi1c. 3.1 — Nuages de points de 1000 observations tirées des rendements de quatre indices
boursiers européens.

3.1 Estimation de paramétre de la copule FGM a un

parametre

1-A D’aide de tau de kendall :

-Le tableau (3.1) résume le tau de Kendall entre les quatre rendements de I'indice de marché :

] Variables H CAC \ FTSE \ DAX \ DowJones ‘
CAC 1.0000 | 0.3554 | 0.4120 0.1106
FTSE 0.3554 | 1.0000 | 0.7325 0.6802
DAX 0.4120 | 0.7325 | 1.0000 0.6262

DowJones || 0.1106 | 0.6802 | 0.6262 1.0000

TAB. 3.1 — Le tau de Kendall entre les quatre rendements des indices boursiers Européens

-On a obtenu le tableau (3.2) qui résume les estimation de parameétre de la copule FGM a un

parametre a ’aide du tau de Kendall :

2-A I’aide de rho de Spearman :

-Le tableau (3.3) résume le rho de Spearman entre les quatre rendements de 'indice de marché :
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’ Variables H CAC \ FTSE \ DAX \DowJones‘

CAC — 1.5993 | 1.854 0.4977

FTSE 1.5993 — 3.2965 3.0609

DAX 1.854 | 3.2965 — 2.8179
DowJones || 0.4977 | 3.0609 | 2.8179 —

TAB. 3.2 — Estimation de parameétre de la copule FGM & un parameétre a ’aide de tau de Kendall

’ Variables H CAC \ FTSE \ DAX \DowJones‘

CAC 1.0000 | 0.4956 | 0.5530 0.1173
FTSE 0.4956 | 1.000 | 0.9113 0.8530
DAX 0.5530 | 0.9113 | 1.0000 0.8213
DowJones || 0.1173 | 0.8530 | 0.8213 1.0000

TAB. 3.3 — Le rho de Spearman entre les quatre rendements des indices boursiers Européens

-On a obtenu le tableau (3.5) qui résume les estimations de parameétre de la copule FGM a un

parameétre a ’aide du rho de Spearman :

’ Variables H CAC \ FTSE \ DAX \DowJones‘

CAC — 1.4868 | 1.659 0.3519

FTSE 1.4868 — 2.7339 2.559

DAX 1.659 | 2.7339 — 2.4639
DowJones || 0.3519 | 2.559 | 2.4639 —

TAB. 3.4 — Estimation de parameétre de la copule FGM a un parameétre & l’aide de rho de
Spearman

Commentaire :

-La corrélation entre les paires : (FTSE,CAC), (DAX,CAC), (DAX,FTSE), et (DowJones,

FTSE) est fort. Les éstimateurs & ¢ [—1, 1] dans ces cas.
-La corrélation entre le paire : (CAC, DowJones) est faible. L’éstimateurs & € [—1, 1] dans ce

cas.
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3.2 Estimation des parameétre de la copule FGM a deux

parametres

Pour estimer les valeurs des paramétres de la copule FGM a deux parameétre (aq, ), nous

allons résoudre les deux équations suivantes :

20 | a2 | a2
T =% *+181 50

5

p=5+1

N

On a obtenu que les valeurs des estimateur &y et ds sont dans ’ensemble des nombres complex

C.

Commentaire :

-La copule FGM & deux parameétre ne conviennent pas a la modélisation de ces liaisons, nous

devrons donc chercher une autre copule.

-La figure (3.2) représente les histogramme de 1000 observations tirées des rendements de quatre

indices boursiers européens.

Chaque distribution stable S, (o, 8, 1) posséde un indice de stabilité v qui peut étre considéré
comme le parameétre principal dans la prise de décisions d’investissement, ainsi qu'un parametre
d’asymétrie 5 dans Uintervalle [—1, 1], un parameétre d’échelle o et un parameétre de décalage
p. Dans les modeéles utilisant des données financiéres, on suppose généralement que v € [1,2].
En utilisant le package "fBasics" dans le logiciel R, basé sur les estimateurs du maximum de
vraisemblance pour ajuster les parameétres d’une fonction de distribution des quatre rendements

de l'indice de marché, les résultats sont résumés dans le tableau (3.5) :
Conclusion :

-La copule FGM non valable pour la modélisation de dépendance forte, elle est limitée a la
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Fic. 3.2 — Histogramme de 1000 observations tirées des rendements de quatre indices boursiers
européens.

H CAC FTSE DAX  DowJones

0 1.6260 1.5040 1.4610 1.3220
6] 0.1370 0.1870 0.0000 0.0410
o 0.0091 0.0069 0.0080 0.0050
w1 ||| —0.0002 | —0.0006 | —0.0007 —0.0006

TAB. 3.5 — L’ajustement du maximum de vraisemblance d’une distribution stable a quatre
parameétres a quatre indices boursiers europeens renvoie des donneés.

modélisation de dépendance trés faible.
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Conclusion

Ce mémoire donne une idée générale sur les copules. Dans la premicre partie on a étudié
la notion de copule ainsi que les diverses propriétés qui lui sont liées, puis on a présenté
quelques familles de copules paramétriques les plus utilisées a savoir : les copules elliptiques, les

copules Archimédiennes, ...

Dans la deuxiéme partie, on a presenté en particulier la famille de la copule FGM et leurs
propriétés fondamentales, puis on a donné des exemples de quelque extensions de cette copule.

Finalement, on a terminé ce travail avec une application sur des données réelles.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

Symbole Signification

va Variable aléatoire.

X, Y Vas réelles.

fds Fonction de distribution.

P(A) Probabilité d’un événement A.

E[X] Espérance mathématique de la va X.
VIX] Variance mathématique de la va X.
Cou(X,Y) Covariance mathématique du couple (X,Y).
F.G fds des lois marginales.

F,G fonctions de survie.

H Distribution jointe.

f,q Densités des lois marginales.

h Densité de distribution jointe.

R Ensemble des nombres réels.

C Distribution de la copule.

c Densité de la copule.
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%Q =™ 0

Intervalle [0, 1].
fd de la va x qui suit la loi normale.
Loi de Student a degré de liberté.
Fonction génératrice de la copule archimédienne.
Fonction quantile de ¢.

Copule de valeurs extrémes.
Copule de survie.

Tau de Kendall.

Rho de Spearmen.

Beta de Blomqvist.

Gamma de Gini.

Copule maximum.

Copule minimum.

C’est-a-dire.

Coeffcients de corrélation linéaire.
Fonction quantile de F.
Dépendance de queue supérieure, inférieure.
Paramétres de la copule.

Polynéme de legendre déplacé.
Partie entiére de t.

Fonctions strictement croissantes.

L’estimateur de «.

Présque sur.

Présque par tout.
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Sy Distribution de la loi stable.

v, 0,08, 1 parameétre de la distribution stable.
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Résumeé

Une copule est une fonction multivariée utilisée pour modéliser la structure de la dépendance
entre les variables aléatoires. Dans ce travail, nous nous intéressons a 1’étude du concept de
copule et de certaines de ses propriétés en général, puis nous avons abordé en particulier 1’étude
de la famille de copule FGM avec une application sur des données réelles.

Mots-clés : copule, dépendance, mesure d’association.

Abstract

A copula is a multivariate function used to model the structure of dependence between
random variables. In this work, we are interested in the study of the concept of copula and
some of its properties in general, and then we have approached in particular the study of the
FGM copula family With an application on real data.

Keywords : copula, dependency, measure of association.
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